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1 ÏÎÑÒÀÍÎÂÊÀ ÏÐÎÑÒÅÉØÅÉ ÇÀÄÀ×È ÊËÀÑÑÈ×Å-
ÑÊÎÃÎ ÂÀÐÈÀÖÈÎÍÍÎÃÎ ÈÑ×ÈÑËÅÍÈß

Â 1696 ã. È. Áåðíóëëè ïîñòàâèë ïåðåä ìàòåìàòè÷åñêèì ìèðîì çàäà÷ó î áðàõèñòîõðîíå, îáåùàÿ
"âîçäàòü çàñëóæåííóþ õâàëó òîìó, êòî ñïðàâèòñÿ ñ åå ðåøåíèåì". Ñîâðåìåííèêè íå îñòàëèñü ðàâ-
íîäóøíûìè è çà êîðîòêîå âðåìÿ Áåðíóëëè ïîëó÷èë òðè ïèñüìà (îäíî èç íèõ àíîíèìíîå), ñîäåðæà-
ùèå ðàçëè÷íûå ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è. Èìåííî ïîýòîìó 1696 ãîä ïðèíÿòî ñ÷èòàòü ãîäîì ðîæäåíèÿ
âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ìû ïðåäëàãàåì ÷èòàòåëÿì ïîñëåäîâàòü ïðèìåðó àíîíèìíîãî àâòîðà
(êîòîðûì áûë È. Íüþòîí) è ïîïðîáîâàòü îòêëèêíóòüñÿ íà ïðèçûâ èç äàëåêîãî 1696 ãîäà. Çàäà÷à
î áðàõèñòîõðîíå ñòàâèëàñü ñëåäóþùèì îáðàçîì: "Â âåðòèêàëüíîé ïëîñêîñòè äàíû äâå òî÷êè a ,
è b . Îïðåäåëèòü ïóòü, ñïóñêàÿñü ïî êîòîðîìó ïîä äåéñòâèåì ñîáñòâåííîé òÿæåñòè, òåëî M , íà-
÷àâ äâèãàòüñÿ èç òî÷êè a , äîéäåò äî òî÷êè b â êðàò÷àéøåå âðåìÿ". (Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî òðåíèå
îòñóòñòâóåò). Ââåäåì â äàííîé ïëîñêîñòè ñèñòåìó êîîðäèíàò, ïðèíÿâ çà íà÷àëî êîîðäèíàò òî÷êó
a è íàïðàâèâ îñü Oy âíèç. Ïóñòü y = y(x) � óðàâíåíèå èñêîìîé êðèâîé. Ïî çàêîíó ñîõðàíåíèÿ
ýíåðãèè ñêîðîñòü ïðè ïðîõîæäåíèè òî÷êè (x, y(x)) áóäåò òàêîé æå, êàê ïðè ñâîáîäíîì ïàäåíèè
ñ âûñîòû y(x) , ò. å. v =

√
2gy(x) . Ïîýòîìó, èíòåãðèðóÿ âäîëü êðèâîé y = y(x) , ïîëó÷èì, ÷òî

âðåìÿ äâèæåíèÿ ðàâíî

∫
ds

v
=

x∫
0

√
1 + (y′(x))2√

2gy(x)
dx. (1)

Èòàê, çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òîáû âûáðàòü ôóíêöèþ y = y(x) óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì
y(0) = 0 , y(x0) = y0 òàê, ÷òîáû ôóíêöèîíàë (1) ïðèíÿë íàèìåíüøåå çíà÷åíèå.

×òîáû íàéòè ðåøåíèå íåêîòîðîé êîíêðåòíîé çàäà÷è, ìàòåìàòèêè, êàê ïðàâèëî, ñòðîÿò îáùóþ
òåîðèþ äëÿ ðåøåíèÿ ïðîèçâîëüíûõ çàäà÷ òîãî æå òèïà. Èíîãäà, ïîñëå òîãî, êàê òàêàÿ òåîðèÿ ïî-
ñòðîåíà, âûÿñíÿåòñÿ, ÷òî èñõîäíàÿ çàäà÷à íå óäîâëåòâîðÿåò òåì ïðåäïîëîæåíèÿì, êîòîðûå áûëè
ïîëîæåíû â îñíîâó òåîðèè. Òîãäà íà÷èíàåòñÿ ïðîöåññ îáîáùåíèÿ, êîòîðûé íåðåäêî ïðåâðàùàåò
ïðîñòóþ èñõîäíóþ êîíñòðóêöèþ â ñóùåñòâåííî áîëåå ãðîìîçäêóþ. Ïîñêîëüêó íàøåé öåëüþ ÿâëÿ-
åòñÿ ñêîðåå ïîñòðîåíèå îáùåé òåîðèè, íåæåëè ðåøåíèå çàäà÷è î áðàõèñòîõðîíå, ìû ñìåëî ïîéäåì
ýòèì ïóòåì è ðàññìîòðèì ïðè óäîáíûõ äëÿ íàñ ïðåäïîëîæåíèÿõ îáùóþ çàäà÷ó î ìèíèìèçàöèè
èíòåãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà.

Çàäà÷à 5. Ñðåäè âñåõ êðèâûõ x(·) ∈ C1([t0, t1],Rn) , óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

x(t0) = a, x(t1) = b, (2)
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ãäå a , b � äâå çàäàííûå òî÷êè èç Rn , íàéòè òàêóþ, êîòîðàÿ äàåò ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå ôóíê-
öèîíàëó

J (x(·)) =

t1∫
t0

f(t, x(t), ẋ(t))dt, (3)

ãäå f ∈ C2([t0, t1]× Rn × Rn) .
Ïîä ìèíèìàëüíûì çíà÷åíèåì çäåñü è äàëåå â ãë. V-VII ïîíèìà- åòñÿ ëîêàëüíûé ìèíèìóì â

ïðîñòðàíñòâå C1([t0, t1]) .

2 ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÝÉËÅÐÀ

Ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà C1([t0, t1],Rn) , îïðåäåëÿåìîå óñëîâèÿìè

h(t0) = h(t1) = 0 (4)

áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç C([t0, t1]) èëè ïðîñòî C .
Ïóñòü êðèâàÿ x̂(·) åñòü ðåøåíèå çàäà÷è 5. Ðàññìîòðèì îäíî ïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êðèâûõ

x̂(t) + λh(t) , ãäå h(·) ∈ C([t0, t1]) ; λ ∈ R . Â ñèëó óñëîâèé (4) êàæäàÿ èç êðèâûõ ýòîãî ñåìåéñòâà
óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì (2). Ðàññìîòðèì ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ ϕ(λ) , ïîëó÷àåìóþ ïîäñòàíîâêîé
êðèâûõ íàøåãî ñåìåéñòâà â ôóíêöèîíàë (3):

ϕ(λ) =

t1∫
t0

f(t, x̂(t) + λh(t), ˙̂x(t) + λḣ(t))dt. (5)

Ïîñêîëüêó ϕ(0) åñòü çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà (3) íà x̂(·) , ôóíêöèÿ (5) äîñòèãàåò ëîêàëüíîãî ìè-
íèìóìà ïðè λ = 0 . Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû î äèôôåðåíöèðóåìîñòè èíòåãðàëà ïî ïàðàìåòðó è
óñëîâèÿ f ∈ C2 , ([4] ò.2,ñ.107) ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ ϕ(λ) ÿâëÿåòñÿ äâàæäû äèôôåðåíöèðóåìîé
ïî λ . Ïîýòîìó ϕ′(0) = 0 , ϕ′′(0) ≥ 0 . (Âòîðîå èç ýòèõ óñëîâèé áóäåò èñïîëüçîâàíî äàëüøå â
ãë. VII). Èìååì

ϕ′(0) =

t1∫
t0

[fx(t, x̂(t), ˙̂x(t))h(t) + fẋ(t, x̂(t), ˙̂x(t))ḣ(t)]dt = 0. (6)

Îòìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (6) âûïîëíåíî äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h(·) ∈ C .
Ëåììà (Äþáóà-Ðåéìîíà).
Ïóñòü a(t), b(t) ∈ C([t0, t1],Rn) è äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h(t) ∈ C([t0, t1]) âûïîëíåíî óñëîâèå

t1∫
t0

[a(t)h(t) + b(t)ḣ(t)]dt = 0. (7)

Òîãäà ôóíêöèÿ b(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà è

− d

dt
b(t) + a(t) = 0. (8)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç A(t) ïðîèçâîëüíóþ ïåðâîîáðàçíóþ ôóíêöèè a(t) , ò. å.
A(t) =

∫ t1
t0
a(τ)dτ +K . Èíòåãðèðóÿ ïåðâîå ñëàãàåìîå â (7) ïî ÷àñòÿì è ó÷èòûâàÿ (4), ïîëó÷èì

t1∫
t0

[−A(t) + b(t)]ḣ(t)dt = 0. (9)

(ïðè ëþáîì âûáîðå êîíñòàíòû K). Ïîäáåðåì òåïåðü ôóíêöèþ h(t) òàê, ÷òîáû ïîä èíòåãðàëîì
ñòîÿë ïîëíûé êâàäðàò. Äëÿ ýòîãî ïîëîæèì

t1∫
t0

[−A(τ) + b(τ)]dτ. (10)

Ïðè òàêîì âûáîðå h(t0) = 0 , à âûïîëíåíèå óñëîâèÿ h(t1) = 0 îáåñïå÷èâàåòñÿ âûáîðîì êîíñòàíòû
Ê. Ïîäñòàâèâ (10) â (9), ïîëó÷èì:

t1∫
t0

[−A(t) + b(t)]2dt = 0,

ò. å. A(t) ≡ b(t) . Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ b(t) íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà, è âûïîëíåíî óðàâ-
íåíèå (8).

Ïðèìåíÿÿ ëåììó Äþáóà Ðåéìîíà ê (6) ïîëó÷àåì, ÷òî ðåøåíèå x̂(t) çàäà÷è 5 äîëæíî óäîâëå-
òâîðÿòü ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

− d

dt
fẋ(t, x̂(t), ˙̂x(t)) + fx(t, x̂(t), ˙̂x(t)) = 0. (11)

êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéëåðà. Óðàâíåíèå Ýéëåðà � ýòî ñèñòåìà èç n óðàâíåíèé:
− d
dt
fẋi + fxi = 0 , i = 1, . . . n , êàæäîå èç êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ îáûêíîâåííûì äèôôåðåíöèàëüíûì

óðàâíåíèåì âòîðîãî ïîðÿäêà. Ïîðÿäîê ñèñòåìû ðàâåí 2n , ñëåäîâàòåëüíî, îáùåå ðåøåíèå çàâèñèò
îò 2n ïðîèçâîëüíûõ ïîñòîÿííûõ, êîòîðûå ñëåäóåò âûáðàòü òàê, ÷òîáû óäîâëåòâîðèòü ãðàíè÷íûì
óñëîâèÿì (9) (èõ ÷èñëî òàêæå ðàâíî 2n ).

Ëþáîå ðåøåíèå x(t) óðàâíåíèÿ Ýéëåðà áóäåì íàçûâàòü ýêñòðåìàëüþ çàäà÷è.
Ïðèìåð 5. Íàéäåì ýêñòðåìàëè â çàäà÷å î áðàõèñòîõðîíå:

f =

√
1 + ẏ2

√
y

; fy =

√
1 + ẏ2

2
√
y3

; fẏ =
ẏ√

1 + ẏ2
√
y

d

dx
fẏ =

ÿ√
(1 + ẏ2)3

√
y
− ẏ2

2
√

1 + ẏ2
√
y3

Ïîýòîìó óðàâíåíèå Ýéëåðà èìååò âèä

− ÿ
√
y
√

(1 + ẏ2)3
+

ẏ2

2
√

1 + ẏ2
√
y3
−
√

1 + ẏ2

2
√
y3

= 0.

èëè
2yÿ + ẏ2 + 1 = 0.

4



Ïîñêîëüêó ýòî óðàâíåíèå íå ñîäåðæèò x , åãî ïîðÿäîê ïîíèæàåòñÿ çàìåíîé ẏ = p(y) , ÿ = pdp
dy
:

2yp
dp

dy
+ p2 + 1 = 0; ln(1 + p2) = ln

C

y
; p = ±

√
C

y
− 1

Âçÿâ çíàê "+ ïîëó÷èì dy√
C
y
−1

= dx . Äåëàÿ çàìåíó y = C sin2 t , èìååì x =
∫

2C sin t cos tdt√
1

sin2 t
−1

=

C
∫

2 sin2 tdt . {
x+D = Ct− C sin 2t

2
= C

2
[2t− sin 2t]

y = C sin2 t = C
2

[1− cos 2t].
(12)

Òàêèì îáðàçîì, ýêñòðåìàëÿìè ÿâëÿþòñÿ öèêëîèäû.
Çàìå÷àíèå 1. Ñòðîãî ãîâîðÿ, ïðåäïîëîæåíèÿ, ïðè êîòîðûõ áûëî âûâåäåíî óðàâíåíèå Ýéëåðà,

äëÿ çàäà÷è î áðàõèñòîõðîíå íå âûïîëíÿþòñÿ, ò. ê. ïðè y = 0 ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ òåð-
ïèò ðàçðûâ. Ïîýòîìó ïðèâåäåííûå âû÷èñëåíèÿ ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ýâðèñòè÷åñêèé âûâîä.
Ñòðîãîå äîêàçàòåëüñòâî îïòèìàëüíîñòè ðåøåíèÿ (12) ìîæíî íàéòè â [3], ñ. 24-27).

Â çàêëþ÷åíèå ïàðàãðàôà âûïèøåì ïðîñòåéøèå èíòåãðàëû óðàâíåíèé Ýéëåðà.
1. Èíòåãðàë èìïóëüñà. Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f íå çàâèñèò ÿâíî îò xi , òî fẋi åñòü

èíòåãðàë óðàâíåíèé Ýéëåðà. Äåéñòâèòåëüíî, i -å óðàâíåíèå Ýéëåðà èìååò â ýòîì ñëó÷àå âèä

d

dt
fẋi = 0

2. Èíòåãðàë ýíåðãèè. Åñëè ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f íå çàâèñèò ÿâíî îò t ,òî H(x, ẋ) =
n∑
i=1

fẋiẋi − f (èëè êðàòêî H = fẋẋ− f ) åñòü èíòåãðàë óðàâíåíèé Ýéëåðà. Äåéñòâèòåëüíî,

H(x, ẋ)|(11) =
d

dt
(fẋ)ẋ+ fẋẍ− fxẋ− fẋẍ = 0

(ò. ê., â ñèëó (11), d
dt
fẋ = fx ).

Íàçâàíèÿ ýòèõ èíòåãðàëîâ âçÿòû èç êëàññè÷åñêîé ìåõàíèêè. Îíè ïîëó÷àþò ñâîå îáúÿñíåíèå â
ñëåäóþùåé ãëàâå.

3 ÃÅÎÄÅÇÈ×ÅÑÊÈÅ ÍÀ ÐÈÌÀÍÎÂÎÌ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀ-
ÇÈÈ

Ðèìàíîâûì ìíîãîîáðàçèåì íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèå M êëàññà Cr , ( r > 1 ), â êàæäîì êàñàòåëü-
íîì ïðîñòðàíñòâå êîòîðîãî îïðåäåëåíà ñòðóêòóðà åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà, ò. å. çàäàíà ïîëîæè-
òåëüíî îïðåäåëåííàÿ êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà, îïðåäåëÿþùàÿ ñêàëÿðíûå ïðîèçâåäåíèÿ êàñàòåëüíûõ
âåêòîðîâ. Ïðè ýòîì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû ìàòðèöû gij(x) îïðåäåëÿþùèå ýòó ôîðìó â íåêîòîðîì àò-
ëàñå ìíîãîîáðàçèÿ M áûëè ôóíêöèÿìè êëàññà Cr . Äëèíà êðèâîé x(t) , t ∈ [t0, t1] , ëåæàùåé íà
ìíîãîîáðàçèè, çàäàåòñÿ ôîðìóëîé:

L =

t1∫
t0

√∑
i,j

gij(x(t))
dxi
dt

dxj
dt
dt (13)
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(ñì. [5], ñ.33). Ãåîäåçè÷åñêèìè ëèíèÿìè íà M íàçûâàþòñÿ ýêñòðåìàëè ôóíêöèîíàëà (13). Â òîì
ñëó÷àå, êîãäà ìíîãîîáðàçèå âëîæåíî â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî, íà íåì ìîæíî îïðåäåëèòü ñòðóê-
òóðó ðèìàíîâà ìíîãîîáðàçèÿ, èíäóöèðîâàííóþ ýòèì âëîæåíèåì. Íàïðèìåð, äëÿ äâóìåðèîé ïî-
âåðõíîñòè â R3 , çàäàâàåìîé óðàâíåíèåì r = r(u, v) èëè, ÷òî òî æå, x = x(u, v) , y = y(u, v) ,
z = z(u, v) ìåòðèêà, èíäóöèðîâàííàÿ âëîæåíèåì, èìååò âèä g11 = 〈ru, ru〉 , g12 = g21 = 〈ru, rv〉 ,
g22 = 〈rv, rv〉 . Âûðàæåíèå ds2 =

∑
i,j

gijduiduj íàçûâàåòñÿ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé ïîâåðõíî-

ñòè ([6], ñ.218).
Ïðèìåð 6 (ãåîäåçè÷åñêèå íà ñôåðå). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü ðàäèóñ ñôåðû

ðàâíûì åäèíèöå.
Â ñôåðè÷åñêèõ êîîðäèíàòàõ x = cosϕ cosψ , y = sinϕ cosψ , z = sinψ ïåðâàÿ êâàäðàòè÷íàÿ

ôîðìà èìååò âèä: ds2 = cos2 ψdϕ2 + dψ2 . Ïðèìåì ψ çà íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ, ϕ = ϕ(ψ) .
Òîãäà

L =

∫ √
cos2 ψ · ϕ̇2 + 1 dψ

Ïîñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå çàâèñèò îò ϕ , ïîëó÷àåì èíòåãðàë èìïóëüñà cos2 ψ·ϕ̇√
cos2 ψ·ϕ̇2+1

èëè, ÷òî òî æå, ϕ̇ = ±C√
cos4 ψ−C2 cos2 ψ

. Èíòåãðèðóÿ, èìååì ϕ =
∫ ±Cd tgψ√

1−C2(tg2 ψ+1)
= B ± arcsin C tgψ√

1−C2 ,

ò. å. sin(ϕ − B) = A tgψ . Îòñþäà: A1 sinϕ cosψ + A2 cosϕ cosψ + A3 sinϕ = 0 , è çíà÷èò A1x +
A2y+A3z = 0 Èíûìè ñëîâàìè, ãåîäåçè÷åñêèìè ñëóæàò ñå÷åíèÿ ñôåðû ïëîñêîñòÿìè, ïðîõîäÿùèìè
÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò, ò. å. áîëüøèå êðóãè ñôåðû.

Ïðèìåð 7. (ãåîäåçè÷åñêèå íà ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî). Ìîäåëü Êëåéíà-Ïóàíêàðå ïëîñêîñòè
Ëîáà÷åâñêîãî (äâóìåðíîãî ìíîãîîáðàçèÿ ïîñòîÿííîé îòðèöàòåëüíîé êðèâèçíû) îïèñûâàåòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Ðàññìîòðèì âåðõíþþ ïîëóïëîñêîñòü y > 0 è ââåäåì íà íåé ìåòðèêó, îïðåäåëÿ-
åìóþ ïåðâîé êâàäðàòè÷íîé ôîðìîé

ds2 =
dx2 + dy2

y2

Íàéäåì ãåîäåçè÷åñêèå. Ïðèíèìàÿ çà íåçàâèñèìîå ïåðåìåííîå x , ïîëó÷àåì L =
∫ √1+ẏ2

y
dx . Ïî-

ñêîëüêó ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ íå çàâèñèò ÿâíî îò x , óðàâíåíèå Ýéëåðà èìååò èíòåãðàë

ýíåðãèè ẏ

y
√

1+ẏ2
ẏ −
√

1+ẏ2

y
= C , ò. å. y

√
1 + ẏ2 = R , èëè dx = ydy√

R2−y2
. Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì

(x + D)2 = R2 − y2 . Èòàê, ãåîäåçè÷åñêèìè ñëóæàò îêðóæíîñòè, îðòîãîíàëüíûå ïðÿìîé y = 0 ,
êîòîðàÿ â ãåîìåòðèè Ëîáà÷åâñêîãî íàçûâàåòñÿ àáñîëþòîì. Åñëè çà íåçàâèñèìîå ïåðåìåííîå ïðè-
íÿòü y , òî äëÿ ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè

√
ẋ2+1
y

ìîæíî çàïèñàòü èíòåãðàë èìïóëüñà ẋ
y
√
ẋ2+1

= C ,
êîòîðûé, ïîìèìî ïðåæíèõ ýêñòðåìàëåé, äàåò ïðè C = 0 âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå. Èòàê, ðîëü "ïðÿ-
ìûõ"ïëîñêîñòè Ëîáà÷åâñêîãî â ìîäåëè Êëåéíà-Ïóàíêàðå èãðàþò ïðÿìûå è îêðóæíîñòè, îðòîãî-
íàëüíûå àáñîëþòó (ñì.ðèñ. 1).

Óïðàæíåíèå 1. Ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ýòèõ "ïðÿìûõ"âûïîëíÿþòñÿ âñå àêñèîìû åâêëèäîâîé ïëîñ-
êîñòè, êðîìå ïÿòîãî ïîñòóëàòà.

Óïðàæíåíèå 2. Ïîêàçàòü, ÷òî ãàóññîâà êðèâèçíà ìíîãîîáðàçèÿ ñ ìåòðèêîé ds2 = dx2+dy2

y2
ïî-

ñòîÿííà è îòðèöàòåëüíà.
Óïðàæíåíèå 3. Ïîêàçàòü, ÷òî äðîáíî-ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, ïåðåâîäÿùèå âåðõíþþ ïîëó-

ïëîñêîñòü â ñåáÿ, ñîõðàíÿþò ds2 è, ñëåäîâàòåëüíî, îïðåäåëÿþò ãðóïïó äâèæåíèé ïëîñêîñòè Ëî-
áà÷åâñêîãî.

Óïðàæíåíèå 4. Ñóùåñòâóåò ëè äðîáíî-ëèíåéíîå ïðåîáðàçîâàíèå, ïåðåâîäÿùåå âåðõíþþ ïîëó-
ïëîñêîñòü â ñåáÿ è ïåðåâîäÿùåå äâå çàäàííûå òî÷êè ýòîé ïîëóïëîñêîñòè â äâå äðóãèå çàäàííûå
òî÷êè?
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Ðèñ. 1:

Âåðíåìñÿ ê îáùåé çàäà÷å íàõîæäåíèÿ ýêñòðåìàëåé äëÿ ôóíêöèîíàëà (13). Ìû áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü êðèâûå áåç îñîáåííîñòåé: |ẋ| 6= 0 .

Ïîñêîëüêó ôóíêöèîíàë (13) íå çàâèñèò îò âûáîðà ïàðàìåòðèçàöèè íà êðèâîé x(t) ìû ìîæåì
ñ÷èòàòü, ÷òî çà ïàðàìåòð âûáèðàåòñÿ äëèíà äóãè. Â ýòîì ñëó÷àå∑

i,j

gij(x(t))ẋiẋj ≡ 1. (14)

Íàéäåì óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ. Ñ ó÷åòîì (14) èìååì

fẋl =
n∑
j=1

gljẋj; fxl =
1

2

n∑
i,j=1

∂gij
∂xl

ẋiẋj

Óðàâíåíèå Ýéëåðà èìååò âèä:

−
n∑
j=1

gljẍj −
1

2

n∑
i,j=1

∂glj
∂xi

ẋiẋj −
1

2

n∑
i,j=1

∂gil
∂xj

ẋiẋj +
1

2

n∑
i,j=1

∂gij
∂xl

ẋiẋj = 0 (15)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç gkl ìàòðèöó, îáðàòíóþ ê ìàòðèöå glj ( glj ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà è, ñëåäî-
âàòåëüíî, íå âûðîæäåíà). Ïðèìåíèì gkl ê îáåèì ÷àñòÿì óðàâíåíèÿ (15)

ẍk +
1

2

n∑
i,j,l=1

gkl
[
∂glj
∂xi

+
∂gil
∂xj
− ∂gij
∂xl

]
ẋiẋj = 0 (16)

Âûðàæåíèå 1
2

n∑
l=1

gkl
[
∂glj
∂xi

+ ∂gil
∂xj
− ∂gij

∂xl

]
îáûêíîâåííî îáîçíà÷àþò ÷åðåç Γkij è íàçûâàþò ñèìâîëîì

Êðèñòîôôåëÿ èëè êîýôôèöèåíòàìè ñâÿçíîñòè. Â ýòèõ îáîçíà÷åíèÿõ óðàâíåíèå (16) ïðèíèìàåò
âèä:

ẍk +
n∑

i,j=1

Γki,jẋiẋj = 0, k = 1, . . . n. (17)

Ýòî è åñòü óðàâíåíèå ãåîäåçè÷åñêèõ.
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4 ÂÀÐÈÀÖÈß ÔÓÍÊÖÈÎÍÀËÀ Ñ ÏÎÄÂÈÆÍÛÌÈ
ÊÎÍÖÀÌÈ

Ôîðìóëà, êîòîðóþ ìû ñåé÷àñ âûâåäåì, áóäåò èãðàòü îïðåäåëÿþùóþ ðîëü âî âñåì ïîñëåäóþùåì
èçëîæåíèè. Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé ôóíêöèîíàë

J =

t1∫
t0

f(t, x(t), ẋ(t))dt,

íà îäíîïàðàìåòðè÷åñêîì ñåìåéñòâå êðèâûõ x(t, α) (α ∈ R ); x ∈ C2(R × R) , êîíöû êîòîðûõ
ìåíÿþòñÿ ñ èçìåíåíèåì α . Òå âåëè÷èíû, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê ëåâîìó êîíöó, ìû áóäåì ïîìå÷àòü
èíäåêñîì 0, à òå, êîòîðûå îòíîñÿòñÿ ê ïðàâîìó � èíäåêñîì 1. Ïóñòü t = t0(α) , x = x0(α) � ãëàäêàÿ
êðèâàÿ, ïî êîòîðîé ñêîëüçèò ëåâûé êîíåö; t = t1(α) , x = x1(α) � ãëàäêàÿ êðèâàÿ, ïî êîòîðîé
ñêîëüçèò ïðàâûé êîíåö.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî

x(t1(α), α) = x1(α); x(t0(α), α) = x0(α). (18)

Èìååì

J (α) =

t1(α)∫
t0(α)

f(t, x(t, α), ẋ(t, α))dt,

Âû÷èñëèì dJ
dα

(0) , èñïîëüçóÿ ñëåäóþùèå îáîçíà÷åíèÿ: òî÷êà íàä ïåðåìåííîé âñåãäà îáîçíà÷àåò
äèôôåðåíöèðîâàíèå ïî t .

x(t, 0) = x̂(t), ẋ(t, 0) = ˙̂x, t1(0) = t̂1, t0(0) = t̂0,

∂x

∂α
(t0) = h(t),

∂ẋ

∂α
(t, 0) = ḣ(t).

Ïîñëåäíÿÿ ôîðìóëà ñëåäóåò èç òåîðåìû î íåçàâèñèìîñòè ñìåøàííûõ ïðîèçâîäíûõ îò ïîðÿäêà
äèôôåðåíöèðîâàíèÿ. Òîãäà

dJ (α)
dα

= f(t1(α), x(t1(α), α), ẋ(t1(α), α))dt1
dα
− f(t0(α), x(t0(α), α), ẋ(t0(α), α))dt0

dα
+

t1(α)∫
t0(α)

(
fx

∂x
∂α

+ fẋ
∂ẋ
∂α

)
dt.

(19)

Ââåäåì ñëåäóþùèå ñîêðàùåíèÿ â çàïèñè: f(t, x̂(t), ˙̂x(t)) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç f̂(t) èëè ïðî-
ñòî f̂ . f(t0, x̂(t0), ˙̂x(t0)) áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç f̂0 ; àíàëîãè÷íî f̂1 = f(t1, x̂(t1), ˙̂x(t1)) . Ñèìâîëû

f̂x , f̂ẋ ,
(
f̂ẋ

)
0
è ò. ä. ââîäÿòñÿ òàê æå.

Ïîäñòàâèâ â (19) α = 0 , ïîëó÷èì

dJ (0)
dα

= f̂1
dt1
dα
−

f̂0
dt0
dα

+
t̂1∫̂
t0

(
f̂xh+ f̂ẋḣ

)
dt.

(20)

Ïðè âûâîäå ïîëó÷àåìîé â ýòîì ïàðàãðàôå ôîðìóëû (23) áóäåò èñïîëüçîâàíî ñëåäóþùåå
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Ïðåäïîëîæåíèå A. f̂ẋ(·) ∈ C1([t0, t1]) .

Ïðîèíòåãðèðóåì ïîñëåäíåå ñëàãàåìîå â (20) ïî ÷àñòÿì:

dJ (0)

dα
= f̂1

dt1
dα
− f̂0

dt0
dα

+ f̂ẋh
∣∣∣t̂1
t̂0

+

t̂1∫
t̂0

(f̂x −
d

dt
f̂ẋ)hdt. (21)

Ïðåîáðàçóåì âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí. Äëÿ ýòîãî ïðîäèôôåðåíöèðóåì òîæäåñòâà (18) ïî α ïðè
α = 0 :

˙̂x(t1)
dt1(0)

dα
+ h(t̂1) =

dx1(0)

dα
; ˙̂x(t0)

dt0(0)

dα
+ h(t̂0) =

dx0(0)

dα
.

Ïîäñòàâèâ h(ti) , i = 0, 1 â (21), ïîëó÷èì

dJ (0)

dα
= [f̂1−(f̂ẋ)1

˙̂x(t1)]
dt1
dα
− [f̂0−(f̂ẋ)0

˙̂x(t0)]
dt0
dα

+(f̂ẋ)1
dx1(0)

dα
−(f̂ẋ)0

dx0(0)

dα
+

t̂1∫
t̂0

(f̂x−
d

dt
f̂ẋ)hdt. (22)

Ôîðìóëó (22) óäîáíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåé ñèìâîëè÷åñêîé ôîðìå:

dJ (0)
dα

= (pdx−Hdt)|t̂1
t̂0

+
t̂1∫̂
t0

(f̂x − d
dt
f̂ẋ)hdt.

(23)

Â ýòîé çàïèñè ïîäñòàíîâêà âåðõíåãî ïðåäåëà t̂1 â âûðàæåíèå pdx − Hdt îçíà÷àåò íå òîëüêî
ïîäñòàíîâêó t̂1 ïîä çíàê êàíîíè÷åñêèõ ïåðåìåííûõ p è H , íî è çàìåíó (dt, dx) íà êàñàòåëüíûé
âåêòîð (dt1

dα
, dx1
dα

) ê êðèâîé, ïî êîòîðîé äâèæåòñÿ ïðàâûé êîíåö ñåìåéñòâà; òî æå îòíîñèòñÿ è ê
ïîäñòàíîâêå t̂0 .

Çàìå÷àíèå 1. .
Â äàëüíåéøåì ôîðìóëà (23) áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà x̂(·) � îï-

òèìàëüíîå ðåøåíèå, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäïîëîæåíèå 1 áóäåò âûïîëíåíî â ñèëó ëåììû Äþáóà
Ðåéìîíà. Ïîýòîìó (23) áóäåò äàëåå ïðèìåíÿòüñÿ áåç ñïåöèàëüíûõ îãîâîðîê.

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà pdx−Hdt íàçûâàåòñÿ ôîðìîé Ïóàíêàðå-Êàðòàíà. Îíà èãðàåò ôóí-
äàìåíòàëüíóþ ðîëü â êàíîíè÷åñêîì ôîðìàëèçìå è íåîäíîêðàòíî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ â äàëüíåé-
øåì èçëîæåíèè.

5 ÓÑËÎÂÈß ÒÐÀÍÑÂÅÐÑÀËÜÍÎÑÒÈ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà J ñ ïîäâèæíûìè êîíöàìè.

Φ(t0, x(t0)) = 0, Ψ(t1, x(t1)) = 0, (24)

ãäå Φ : Rn+1 → Rk , Ψ : Rn+1 → Rl

Çàäà÷à 1. . Ñðåäè âñåõ êðèâûõ x(·) êëàññà C1 , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (24), íàéòè êðèâóþ,
êîòîðàÿ äàåò ôóíêöèîíàëó J ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå.
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Ïóñòü x̂(t) , t ∈ [t̂0, t̂1] � ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è. Òîãäà òà æå êðèâàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì çàäà÷è
ñ çàêðåïëåííûìè êîíöàìè x̂(t̂0) , x̂(t̂1) è, ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ ðàâíåíèå Ýéëåðà.
Îäíàêî, äëÿ íàõîæäåíèÿ t̂0 , t̂1 è åùå 2n ïàðàìåòðîâ, õàðàêòåðèçóþùèõ èñêîìóþ ýêñòðåìàëü
(ò. å. äëÿ íàõîæäåíèÿ 2n+ 2 ïàðàìåòðîâ) ìû èìååì ïîêà ëèøü k+ l ãðàíè÷íûõ óñëîâèé: Φ = 0 ,
Ψ = 0 .

Äëÿ íàõîæäåíèÿ äîïîëíèòåëüíûõ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé, êîòîðûå äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ íà îï-
òèìàëüíîé òðàåêòîðèè, ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé êàñàòåëüíûé âåêòîð (δt1, δx1) ê ìíîãîîáðàçèþ
Ψ = 0 â òî÷êå (t̂1, x̂(t̂1)) . Ïî îïðåäåëåíèþ êàñàòåëüíîãî âåêòîðà íà ìíîãîîáðàçèè Ψ = 0 ñóùåñòâó-
åò ãëàäêàÿ êðèâàÿ γ : α 7→ (t1(α), x1(α)) , êàñàòåëüíàÿ ê êîòîðîé ñîâïàäàåò ñ äàííûì âåêòîðîì,
ò. å. (t1(0), x1(0)) = (t̂1, x̂(t̂1)) ; (dt1(0)

dα
, dx1(0)

dα
) = (δt1, δx1) Îáîçíà÷èì ÷åðåç x(t, α) ãëàäêîå îäíîïà-

ðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êðèâûõ, êîòîðîå ïðè α = 0 ñîäåðæèò x̂(t) ; ïðè t = t1(α) äàåò êðèâóþ
γ , à ïðè t = t0(α) äàåò òî÷êó x̂(t̂0) , ò. å. x(t, 0) = x̂(t) , x(t1(α), α) = x1(α) , x(t̂0, α) = x̂(t̂0) .

Âîçìîæíîñòü ïîñòðîåíèÿ òàêîãî ñåìåéñòâà (ãåîìåòðè÷åñêè äîñòàòî÷íî î÷åâèäíàÿ) ôîðìàëüíî
îáîñíîâàíà â ([?], ñ.195). Ïîäñòàâëÿÿ ýòî ñåìåéñòâî ïîä çíàê ôóíêöèîíàëà è ó÷èòûâàÿ, ÷òî ïðè
α = 0 J äîñòèãàåò ìèíèìóìà, èìååì

(pdx−Hdt)|t̂1
t̂0

+

t̂1∫
t̂0

(f̂x −
d

dt
f̂ẋ)hdt = 0.

Ïîñêîëüêó äëÿ x̂(t) âûïîëíåíî óðàâíåíèå Ýéëåðà, èíòåãðàëüíûé ÷ëåí ðàâåí íóëþ. Íóëþ ðàâíÿ-
åòñÿ è ðåçóëüòàò ïîäñòàíîâêè t̂0 âî âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí, ò. ê. âñå êðèâûå ñåìåéñòâà ïðîõîäÿò
÷åðåç òî÷êó (t̂0, x̂(t̂0)) è, ñëåäîâàòåëüíî, dt0(0)

dα
= 0 , dx0(0)

dα
= 0 . Òàêèì îáðàçîì èìååì, ÷òî

p1δx1 −H1δt1 = 0 (25)

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà (δt1, δx1) , êàñàòåëüíîãî ê ìíîãîîáðàçèþ Ψ = 0 â òî÷êå (t̂1, x̂(t̂1)) . Ñîâåðøåííî
àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåì:

p0δx0 −H0δt0 = 0 (26)

äëÿ ëþáîãî âåêòîðà (δt0, δx0) êàñàòåëüíîãî ê ìíîãîîáðàçèþ Φ = 0 â òî÷êå (t̂0, x̂(t̂0)) .
Ñîîòíîøåíèÿ (25), (26) íàçûâàþòñÿ óñëîâèÿìè òðàíñâåðñàëüíîñòè.
Ïðîâåðèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (24), (25), (26) äàþò ïîëíóþ ñèñòåìó óñëîâèé. Ðàçìåðíîñòü ìíî-

ãîîáðàçèÿ Ψ = 0 (â ðåãóëÿðíîì ñëó÷àå, êîãäà ãðàäèåíòû óðàâíåíèé ñèñòåìû Ψ = 0 ëèíåéíî
íåçàâèñèìû), ðàâíà n + 1 − l , è ñîîòíîøåíèÿ (25) äàþò n + 1 − l íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé. Ïðè-
ñîåäèíèâ ê íèì l óðàâíåíèé Ψ = 0 , ïîëó÷àåì íà ïðàâîì êîíöå (òàê æå, êàê è íà ëåâîì) n + 1
óðàâíåíèå. Ýòî äàåò íóæíûå 2n+ 2 ñîîòíîøåíèÿ.

Ïðèìåð 1. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà
t1∫
t0

γ(t, x)
√

1 + ẋ2 dt , x ∈ R , íà êðè-

âûõ, âåäóùèõ èç òî÷êè (t0, x0) íà òåðìèíàëüíîå ìíîãîîáðàçèå x = ϕ(t) . Ïóñòü (δt, δx) � êàñà-
òåëüíûé âåêòîð ê òåðìèíàëüíîìó ìíîãîîáðàçèþ. Çàïèøåì ñîîòíîøåíèÿ (25) äëÿ íàøåé çàäà÷è:
p = γẋ√

1+ẋ2
; H = −γ√

1+ẋ2
;

(pδx−Hδt) =
γ√

1 + ẋ2
(ẋδx+ δt) = 0 (27)

Íî δx
δt

= ϕ′(t) � òàíãåíñ óãëà íàêëîíà êàñàòåëüíîé. Ïîýòîìó óñëîâèå (27): ẋ δx
δt

= −1 åñòü
óñëîâèå îðòîãîíàëüíîñòè ýêñòðåìàëè x(·) ê òåðìèíàëüíîìó ìíîãîîáðàçèþ x = ϕ(t) .
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Ïðèìåð 2. Ïðèìåð 11. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó îòûñêàíèÿ íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè M êðèâîé
ìèíèìàëüíîé äëèíû, ñîåäèíÿþùåé òî÷êó x0 ∈ M ñ ïîäìíîãîîáðàçèåì N ⊂ M .

Äëèíà êðèâîé íà M çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

L =

t1∫
t0

√√√√ n∑
i,j=1

gij(x(t))
dxi
dt

dxj
dt
dt,

ãäå gij � ìåòðè÷åñêèé òåíçîð. Âûïèøåì êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå äëÿ ýòîãî ôóíêöèîíàëà:

pj =

n∑
j=1

gij(x)
dxj
dt√

n∑
i,j=1

gij(x)dxi
dt

dxj
dt

,

H = −

√√√√ n∑
i,j=1

gij(x)
dxi
dt

dxj
dt

+

n∑
i,j=1

gij(x)dxi
dt

dxj
dt√

n∑
i,j=1

gij(x)dxi
dt

dxj
dt

≡ 0.

Óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè (25) ïðèíèìàåò âèä:

n∑
i=1

piδxi, ò. å.
n∑

i,j=1

gij(x)
dxj
dt
δxi = 0.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âåêòîð dx
dt

äîëæåí áûòü îðòîãîíàëåí (â ñìûñëå ìåòðèêè gij ) ê ëþáîìó âåê-
òîðó δx , êàñàþùåìóñÿ N â òî÷êå ïðèõîäà ýêñòðåìàëè x(·) íà N . Èòàê, ýêñòðåìàëü äîëæíà
ïîäõîäèòü ê N ïîä ïðÿìûì óãëîì (â ìåòðèêå gij ).

6 ÏÐÅÎÁÐÀÇÎÂÀÍÈÅ ËÅÆÀÍÄÐÀ

Íà÷íåì ñ ôóíêöèé îäíîãî ïåðåìåííîãî. Ðàññìîòðèì êëàññ G ôóíêöèé f(u) ; f : R → R , f ∈
C2(R) , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì:

1. f ′′(u) > 0 , u ∈ R .
2. Îòîáðàæåíèå f ′ : R→ R ñþðúåêòèâíî, ò. å. åãî îáðàç ñîâïàäàåò ñî âñåì ïðîñòðàíñòâîì.
Êàæäîé ôóíêöèè f ∈ G ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íîâóþ ôóíêöèþ

f ∗(p) = pu− f(u) (28)

ãäå íîâàÿ íåçàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ p ñâÿçàíà ñ u ñîîòíîøåíèåì

p =
df(u)

du
(29)

Â ñèëó óñëîâèé 1, 2 ñîîòíîøåíèå (29) îïðåäåëÿåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó u
è p . Èìåííî ïîýòîìó ôóíêöèþ (28) ìîæíî ñ÷èòàòü ôóíêöèåé îò p . Îòîáðàæåíèå Λ : f 7→ f ∗

íàçûâàåòñÿ ïðåîáðàçîâàíèåì Ëåæàíäðà.
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à) Λ îòîáðàæàåò G â G . Äåéñòâèòåëüíî,

df ∗(p)

dp
= u+ p

du

dp
− df

du

du

dp
.

Äâà ïîñëåäíèõ ñëàãàåìûõ âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ â ñèëó (29), ïîýòîìó

df ∗

dp
= u. (30)

Äèôôåðåíöèðóÿ (30) ïî p , ïîëó÷àåì:
d2f ∗

dp2
=
du

dp
.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ du
dp

äèôôåðåíöèðóåì (29):

1 =
d2f

dp2

du

dp
;

du

dp
=

(
d2f

du2

)−1

(çäåñü èñïîëüçîâàíî óñëîâèå 1). Èòàê,

d2f ∗

dp2
=

(
d2f

du2

)−1

> 0, (31)

÷òî äîêàçûâàåò âûïîëíåíèå äëÿ f ∗ óñëîâèÿ 1. Âûïîëíåíèå óñëîâèÿ 2 ñëåäóåò èç ôîðìóëû (30).
á) Îòîáðàæåíèå Λ èíâîëþòèâíî, ò. å. Lambda2 = I , Â ñàìîì äåëå, ôîðìóëà (30) îïðåäåëÿåò

íåçàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ äëÿ ôóíêöèè (f ∗)∗ , ïðè ýòîì

(f ∗)∗(u) = up− f ∗(p) = up− [pu− f(u)] = f(u).

Ãåîìåòðè÷åñêèé ñìûñë ïðåîáðàçîâàíèÿ Ëåæàíäðà ìîæíî ïîÿñíèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ñîîò-
íîøåíèå (29) îçíà÷àåò, ÷òî ìû èùåì òî÷êó u , êàñàòåëüíàÿ â êîòîðîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè z = f(u)
èìååò íàêëîí p . Ôîðìóëà (28) îçíà÷àåò, ÷òî f ∗(p) åñòü âåëè÷èíà, íà êîòîðóþ íàäî îïóñòèòü ïðÿ-
ìóþ z = pu , ÷òîáû îíà ñòàëà êàñàòåëüíîé ê ãðàôèêó ôóíêöèè z = f(u) . Òåì ñàìûì, ôóíêöèÿ
f ∗(p) îïðåäåëÿåò ñîâîêóïíîñòü êàñàòåëüíûõ ê ãðàôèêó z = f(u) .

Îáîáùåíèÿ
1. Âñå ñêàçàííîå áåç òðóäà ïåðåíîñèòñÿ íà ñëó÷àé ôóíêöèé ìíîãèõ ïåðåìåííûõ f : Rn → R .

Ïðè ýòîì p ∈ (Rn)∗ ; f ∗(p) = 〈p, u〉 − f(u) , pi = ∂f
∂ui

, i = 1, . . . n .
Óñëîâèÿ 1 è 2 ïðèíèìàþò âèä:
1. fuiuj , ò. å. ãåññèàí ôóíêöèè f ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé ìàòðèöåé.

7 ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÅ ÏÅÐÅÌÅÍÍÛÅ

Êàê óæå áûëî ñêàçàíî, ñèñòåìà óðàâíåíèé Ýéëåðà

− d

dt
fẋi + fxi = 0, i = 1, . . . n (32)

èìååò ïîðÿäîê 2n . Ïîñòàâèì öåëü: çàïèñàòü ýòó ñèñòåìó â íîðìàëüíîé ôîðìå. Äëÿ ýòîãî åñòå-
ñòâåííî ïîòðåáîâàòü âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
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Ðèñ. 2:

det

(
∂2f

∂ẋi∂ẋj

)
6= 0, (33)

êîòîðîå íàçûâàþò óñëîâèåì Ãèëüáåðòà. Åñëè îíî âûïîëíåíî, òî ñèñòåìó (32) ìîæíî ðàçðåøèòü
(ëîêàëüíî) îòíîñèòåëüíî âòîðûõ ïðîèçâîäíûå ẍ(t) , à ïåðâûå ïðîèçâîäíûå ẋ ïðèíÿòü çà íîâûå
íåèçâåñòíûå ôóíêöèè. Íî åñòü è äðóãîé ïóòü, ïðåäëîæåííûé àíãëèéñêèì ìàòåìàòèêîì Ó. Ð. Ãà-
ìèëüòîíîì.

Ïðåäïîëîæèì äëÿ ïðîñòîòû, ÷òî ôóíêöèÿ f , êàê ôóíêöèÿ îò ẋ (ïðè ëþáûõ ôèêñèðîâàííûõ
çíà÷åíèÿõ t , x ), óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1, 2 ïðåäûäóùåãî ïàðàãðàôà. Â ÷àñòíîñòè, ýòî îçíà÷àåò,
÷òî óñëîâèå Ãèëüáåðòà (33) çàìåíÿåòñÿ íà óñëîâèå ∂2f

∂ẋi∂ẋj
> 0 . Ïðåîáðàçîâàíèå Ëåæàíäðà ôóíêöèè

f (êàê ôóíêöèè îò ẋ ïðè ôèêñèðîâàííûõ t è x ) îáîçíà÷èì ÷åðåç H(t, x, p) :

pi = fẋi , i = 1 . . . n; H(t, x, p) = 〈p, ẋ〉 − f(t, x, ẋ).

Çàïèøåì â ýòèõ ïåðåìåííûõ ñèñòåìó (32). Íàéäåì äëÿ ýòîãî

dH = 〈dp, ẋ〉+ 〈p, dẋ〉 − ftdt− fxdx− fẋdẋ.

Âòîðîå è ïîñëåäíåå ñëàãàåìûå âçàèìíî óíè÷òîæàþòñÿ, òàê ÷òî

dH = 〈dp, ẋ〉 − ftdt− fxdx

Â ñèëó òåîðåìû îá èíâàðèàíòíîñòè ïåðâîãî äèôôåðåíöèàëà èìååì

∂H
∂p

= ẋ,
∂H
∂t

= −ft,
∂H
∂x

= −fx. (34)
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Èñïîëüçóÿ ýòè ôîðìóëû, ïåðåïèøåì ñèñòåìó (32) â âèäå

ẋ = Hp(t, x, p), ṗ = −Hx(t, x, p). (35)

Ñèñòåìû âèäà (35) íîñÿò íàçâàíèå êàíîíè÷åñêèõ ñèñòåì îáûêíîâåííûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ
óðàâíåíèé. Îíè îáëàäàþò ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ, ñ êîòîðûìè ìîæíî ïîçíàêîìèòüñÿ, íà-
ïðèìåð, â [8], ñ.57. Ìû èñïîëüçóåì íåêîòîðûå èç ýòèõ ñâîéñòâ äàëüøå â ãë. VIII. Â ñëó÷àå, êîãäà
f íå óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 1, 2, êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå ââîäÿòñÿ ñ ïîìîùüþ ïðàîáðàçîâàíèÿ
Ëåæàíäðà-Þíãà.

8 ÌÅÕÀÍÈ×ÅÑÊÈÉ ÑÌÛÑË ÊÀÍÎÍÈ×ÅÑÊÈÕ ÏÅÐÅ-
ÌÅÍÍÛÕ

Ðàññìîòðèì ñèñòåìó èç N ìàòåðèàëüíûõ òî÷åê i = 1, . . . N ñ ìàññàìè mi è ñ êîîðäèíàòàìè
ri = (xi, yi, zi) â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ ýòîé

ñèñòåìû çàäàåòñÿ ôóíêöèåé U(r1, . . . rN) , êèíåòè÷åñêàÿ ýíåðãèÿ T = 1
2

n∑
i=1

miṙ
2
i . Â ñîîòâåòñòâèè

ñ ïðèíöèïîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ äâèæåíèå ñèñòåìû ïðîèñõîäèò ïî ýêñòðåìàëÿì ôóíêöèîíàëà
äåéñòâèÿ

L =

t1∫
t0

L(r, ṙ)dt, (36)

ãäå L(z, ṙ) = T − U . Ýêñòðåìàëè � ýòî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà äëÿ ôóíêöèîíàëà (36):

− d

dt
Lṙ + Lr = 0. (37)

Ñèñòåìà (37) ñîñòîèò èç 3N óðàâíåíèé âòîðîãî ïîðÿäêà. Çàïèøåì ýòè óðàâíåíèÿ â êàíîíè÷åñêîé
ôîðìå. Èìååì pi = Lṙi = miṙi , ò. å. pi â äåêàðòîâîé ñèñòåìå êîîðäèíàò ñîâïàäàåò ñ èìïóëüñîì
ìàòåðèàëüíîé òî÷êè. Äàëåå H =

∑
i

ṙi(miṙi)− T + U = T + U � ýòî ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû (ò. ê.

L íå çàâèñèò ÿâíî îò t , òî H = const , ò. å. ïîëíàÿ ýíåðãèÿ ñèñòåìû ïðè äâèæåíèè ñîõðàíÿåòñÿ).
Óðàâíåíèÿ (37) â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå ïðèíèìàþò âèä

ṙi = Hpi = pi/mi

ṗi = −Hri = − ∂U
∂ri
, i = 1, . . . N.

Çäåñü ïåðâàÿ ãðóïïà óðàâíåíèé ñîîòâåòñòâóåò îïðåäåëåíèþ èìïóëüñà, à âòîðàÿ � âòîðîìó çàêîíó
Íüþòîíà, ò. ê. − ∂U

∂ri
� ýòî ñèëà, äåéñòâóþùàÿ íà i -þ òî÷êó.

S
25. Óñëîâèÿ Âåéåðøòðàññà-Ýðäìàíà
Íà÷íåì ñ ïðèìåðà.
Ïðèìåð 12. (Ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ñ ìèíèìàëüíîé ïëîùàäüþ). Íàéòè êðèâóþ y = y(x) , ñî-

åäèíÿþùóþ òî÷êè (x0, y0) = a è (x1, y1) = b è èìåþùóþ ìèíèìàëüíóþ ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè
âðàùåíèÿ âîêðóã îñè àáñöèññ.

Ïëîùàäü ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ ðàâíà 2π
∫
yds = 2π

x1∫
x0

y
√

1 + ẏ2 dx , ïîýòîìó íóæíî ìèíèìè-

çèðîâàòü ôóíêöèîíàë
∫
y
√

1 + ẏ2 dx ïðè óñëîâèè y(x0) = y0 , y(x1) = y1 .
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Èíòåãðàë ýíåðãèè èìååò âèä −y
√

1 + ẏ2 + yẏ2√
1+ẏ2

= C . Ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ äàþò

y2 = C2 + C2ẏ2 èëè
∫

Cdy√
y2−C2

=
∫
dx .

Ïîñëå çàìåíû ïåðåìåííîé y = C ch τ ïîëó÷àåì:

y = C ch
x+D

C
(38)

Åñëè ïåðåïèñàòü ìèíèìèçèðóåìûé ôóíêöèîíàë â âèäå∫
yds =

∫
y(t)

√
ẋ(t)2 + ẏ(t)2 dt,

òî èíòåãðàë èìïóëüñà ïî x : yẋ√
ẋ2+ẏ2

= C , ïîìèìî óæå íàéäåííûõ ðåøåíèé, ïðè C = 0 , äàåò

âåðòèêàëüíûå ïðÿìûå x = const .
Êðèâûå (38) íàçûâàþòñÿ â ìåõàíèêå "öåïíûìè ëèíèÿìè ïîñêîëüêó èìåííî òàêóþ ôîðìó ïðè-

íèìàåò òÿæåëàÿ ãèáêàÿ îäíîðîäíàÿ íåðàñòÿæèìàÿ íèòü, ïîäâåøåííàÿ çà êîíöû. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
ïîÿñíèòü ýòîò ôàêò, äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ôîðìóëà (??)îïðåäåëÿåò êîîðäèíàòó öåíòðà òÿæå-
ñòè îäíîðîäíîé êðèâîé, à íèòü ñòðåìèòñÿ çàíÿòü òàêîå ïîëîæåíèå, ïðè êîòîðîì ýòà êîîðäèíàòà
ìèíèìàëüíà. Ïðàâäà, íàäî ìèíèìèçèðîâàòü ýòîò ôóíêöèîíàë íà ìíîæåñòâå êðèâûõ çàäàííîé äëè-
íû (íèòü íåðàñòÿæèìà). Ïîëíîå ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è òðåáóåò ïðèìåíåíèÿ ïðàâèëà ìíîæèòåëåé
Ëàãðàíæà, êîòîðîå ñëåäóåò èçó÷èòü ïî êíèãå [7].

Ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ öåïíîé ëèíèè íîñèò íàçâàíèå êàòåíîèä. Ïîñìîòðèì, âñåãäà ëè ìîæíî
ïðîâåñòè êðèâóþ (38), ñîåäèíÿþùóþ òî÷êè a è b . Ïóñòü, íàïðèìåð, a = (q, 1) , b = (−q, 1) .
Òîãäà (âñëåäñòâèå ñèììåòðèè ãðàíè÷íûõ óñëîâèé îòíîñèòåëüíî íà÷àëà êîîðäèíàò) D = 0 , à C
íàäî íàéòè êàê ðåøåíèå óðàâíåíèÿ C ch q

C
= 1 . Îáîçíà÷èì 1/C = z è áóäåì ðåøàòü óðàâíåíèå

ch qz = z .
Íà ðèñ. 3 èçîáðàæåíû ãðàôèêè êðèâûõ w = z è w = ch qz äëÿ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé q . Ïðè

äîñòàòî÷íî áîëüøîì q , ýòè êðèâûå íå ïåðåñåêàþòñÿ, ò. å. â ýòîì ñëó÷àå íå ñóùåñòâóåò ðåøåíèÿ
óðàâíåíèé Ýéëåðà, ïðîõîäÿùåãî ÷åðåç òî÷êè a è b . Ýòîò ôàêò òðåáóåò îñîçíàíèÿ.

Ïðèìåð 12 ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì çàäà÷è Ïëàòî, êîòîðàÿ ñòàâèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:
ñðåäè âñåõ ïîâåðõíîñòåé, èìåþùèõ â êà÷åñòâå ñâîåé ãðàíèöû äàííûé êîíòóð K , íàéòè òàêóþ,
êîòîðàÿ èìååò ìèíèìàëüíóþ ïëîùàäü. Ñ åñòåñòâåííî-íàó÷íîé òî÷êè çðåíèÿ ðå÷ü èäåò î òîì, ÷òîáû
íàéòè ôîðìó ìûëüíîé ïëåíêè, çàòÿãèâàþùåé êîíòóð K (ìûëüíàÿ ïëåíêà, âñëåäñòâèå ñèëüíîãî
ïîâåðõíîñòíîãî íàòÿæåíèÿ, ñòðåìèòñÿ çàíÿòü ïîëîæåíèå ñ ìèíèìàëüíîé ïëîùàäüþ ïîâåðõíîñòè).
Ïðèìåð 12 ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ, êîãäà êîíòóð K ñîñòîèò èç äâóõ îêðóæíîñòåé, ïîëó÷åííûõ ïðè
âðàùåíèè òî÷åê a è b âîêðóã îñè àáñöèññ. Ðåøåíèåì, êàê ìû âèäåëè, ñëóæèò êàòåíîèä. Íî êàê
îáúÿñíèòü îòñóòñòâèå ðåøåíèÿ ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ q ?

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, îáðàòèìñÿ ê îáùåé òåîðèè. Ðàñøèðèì êëàññ äîïó-
ñòèìûõ êðèâûõ â çàäà÷å 5 è áóäåì èñêàòü ìèíèìóì ôóíêöèîíàëà íå â êëàññå ãëàäêèõ êðèâûõ, à
â êëàññå êóñî÷íî-ãëàäêèõ êðèâûõ KC1([t0, t1])

Îïðåäåëåíèå. Ïðîñòðàíñòâî KC1([t0, t1]) � ýòî ìíîæåñòâî íåïðåðûâíûõ íà [t0, t1] ôóíêöèé
x(t) , äëÿ êàæäîé èç êîòîðûõ ñóùåñòâóåò êîíå÷íîå ÷èñëî òî÷åê τ1, . . . τn ∈ [t0, t1] òàêèõ, ÷òî îãðà-
íè÷åíèå x(t) íà ëþáîé èç îòðåçêîâ [to, τ1], . . . [τi, τi+1], . . . [τn, t1] ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé ôóíêöèåé íà
ýòîì îòðåçêå. Ýòî ìíîæåñòâî ñíàáæàåòñÿ òîïîëîãèåé ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà C[t0, t1] .

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ ðåøåíèÿ x̂(·) ∈ KC1([t0, t1]) çàäà÷è 5, êàæäûé ó÷àñòîê ãëàäêîñòè x̂(t) ,
t ∈ [τi, τi+1] äîëæåí óäîâëåòâîðÿòü óðàâíåíèþ Ýéëåðà, ïîñêîëüêó îí äîëæåí äàâàòü ìèíèìóì
ôóíêöèîíàëó J ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè (τi, x̂(τi)) , (τi+1, x̂(τi+1)) . Îäíàêî, áîëüøèíñòâî òàêèõ
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Ðèñ. 3:

ýêñòðåìàëåé çàâåäîìî íå äàåò ìèíèìóìà ôóíêöèîíàëó J . Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â êàæäîé óãëîâîé
òî÷êå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ ñëåäóþùåå äîïîëíèòåëüíîå óñëîâèå.

Óñëîâèå Âåéåðøòðàññà-Ýðäìàíà. Êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå â óãëîâîé òî÷êå äîëæíû áûòü
íåïðåðûâíûìè.

Íåòðèâèàëüíîñòü ýòîãî óñëîâèÿ ñîñòîèò â òîì, ÷òî â âûðàæåíèå, îïðåäåëÿþùåå êàíîíè÷åñêèå
ïåðåìåííûå, âõîäèò ẋ , êîòîðîå â óãëîâîé òî÷êå òåðïèò ðàçðûâ.

Äîêàçàòåëüñòâî óñëîâèÿ Âåéåðøòðàññà-Ýðäìàíà. Î÷åâèäíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó-
÷àé îäíîé óãëîâîé òî÷êè. Ïóñòü x̂(·) èìååò òî÷êó èçëîìà (τ, x̂(τ)) . Ïðîâåäåì ÷åðåç ýòó òî÷êó
ïðîèçâîëüíóþ ïðÿìóþ l ñ íàïðàâëÿþùèì âåêòîðîì (δt, δx) . Òàê æå, êàê â S 24, ðàññìîòðèì
ãëàäêîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî êðèâûõ x(t, α) òàêîå, ÷òî x(t, 0) = x̂(t) ; x(t0, α) = x̂(t0) ;
x(t1, α) = x̂(t1) è ïðè ôèêñèðîâàííîì α ôóíêöèÿ x(t, α) ÿâëÿåòñÿ ãëàäêîé âñþäó, êðîìå òî÷êè
ïåðåñå÷åíèÿ ñ ïðÿìîé l .

Ïðèìåíèì ôîðìóëó (??), ðàçáèâ J (α) íà äâà ñëàãàåìûõ, äî è ïîñëå ïåðåñå÷åíèÿ ñ l :

J (α) =
τ(α)∫
t0

f(t, x(t, α), ẋ(t, α))dt+
t1∫

τ(α)

f(t, x(t, α), ẋ(t, α))dt,

dJ (0)
dα

= [p(τ − 0)δx−H(τ − 0)δt]− [p(τ + 0)δx−H(τ + 0)δt] =
= [p(τ − 0)− p(τ + 0)]δx− [H(τ − 0)−H(τ + 0)]δt = 0.

(39)

Â ýòîé ôîðìóëå èíòåãðàëüíûé ÷ëåí îòñóòñòâóåò â ñèëó âûïîëíåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà íà x̂(t) =
x(t, 0) , à ïîäñòàíîâêà t0 è t1 òàêæå äàåò 0, ò. ê. âñå êðèâûå x(t, α) ïðîõîäÿò ÷åðåç òî÷êè (t0, x̂(t0))
è (t1, x̂(t1)) . Ïîñêîëüêó δt è δx ïðîèçâîëüíû, èç (39) ñëåäóåò íåïðåðûâíîñòü êàíîíè÷åñêèõ ïåðå-
ìåííûõ â òî÷êå τ .

Âåðíåìñÿ òåïåðü ê ïðèìåðó 12 è ïîïðîáóåì íàéòè êóñî÷íî-ãëàäêèå ðåøåíèÿ çàäà÷è î ìèíè-
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ìàëüíîé ïîâåðõíîñòè âðàùåíèÿ. Âûïèøåì äëÿ ýòîãî êàíîíè÷åñêèå ïåðåìåííûå:

p =
yẏ√

1 + ẏ2
; H =

−y√
1 + ẏ2

Íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî p è H ìîãóò îñòàòüñÿ íåïðåðûâíûìè ïðè ñêà÷êå ẏ òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà y = 0 . Íî íè îäíà èç ëèíèé (38) íå äîõîäèò äî îñè àáñöèññ. Ïîýòîìó ëîìàííûìè ýêñòðå-
ìàëÿìè ìîãóò ñëóæèòü òîëüêî ëèíèè, ñîñòîÿùèå èç îòðåçêà îñè àáñöèññ è äâóõ âåðòèêàëüíûõ
îòðåçêîâ x = const . Ñëåäîâàòåëüíî, îòâåò íà âîïðîñ, ÷òî ñëó÷èòñÿ ñ ìûëüíîé ïëåíêîé, åñëè äâå
îêðóæíîñòè, ñîñòàâëÿþùèå êîíòóð K , îòîäâèãàòü äðóã îò äðóãà, óâåëè÷èâàÿ ðàññòîÿíèå q ìåæäó
íèìè, î÷åíü ïðîñò: ïëåíêà ëîïíåò è çàòÿíåò äâå îêðóæíîñòè. Ýòî è åñòü ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ
íàéäåííîé ëîìàíîé ýêñòðåìàëè. Îòðåçîê îñè âðàùåíèÿ, ñîåäèíÿþùèé äâà äèñêà èìååò ïðè ýòîì
íóëåâóþ ïëîùàäü è ñëóæèò ëèøü íàïîìèíàíèåì î ñâÿçíîñòè êàòåíîèäà. Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî â îáùåé
çàäà÷å Ïëàòî òàêîãî ðîäà êëåòêè ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè èãðàþò âåñüìà âàæíóþ ðîëü (ñì. îá ýòîì
â [10]).
S

26. Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó 5 ñ íåñêîëüêî èíîé òî÷êè çðåíèÿ. Çàôèêñèðóåì íà÷àëüíóþ òî÷êó (t0, x0) =

a è ââåäåì ôóíêöèþ S(t1, x1) , ðàâíóþ ìèíèìàëüíîìó çíà÷åíèþ ôóíêöèîíàëà J íà òðàåêòîðè-
ÿõ, ñîåäèíÿþùèõ òî÷êè a = (t0, x0) è b = (t1, x1) . Íàéäåì óðàâíåíèå â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ,
êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ôóíêöèÿ S .

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå ãëàäêîå îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî òðàåêòîðèé x(t, α) ñ íåïî-
äâèæíûì ëåâûì è ïîäâèæíûì ïðàâûì êîíöîì, òàêîå, ÷òî x(t, 0) = x̂(t) . Ïðèìåíÿÿ ê ýòîìó ñå-
ìåéñòâó ôîðìóëó (38) ïîëó÷èì ∂S

∂α
= pdx1

dα
−Hdt1

dα
. Ó÷èòûâàÿ ïðîèçâîëüíîñòü êðèâûõ, ïî êîòîðûì

ñêîëüçèò ïðàâûé êîíåö, ïîëó÷èì dS = pdx1 −Hdt1 .
Ñëåäîâàòåëüíî, äèôôåðåíöèàë ôóíêöèè S(t, x) ðàâåí ôîðìå Ïóàíêàðå-Êàðòàíà.
Íà÷èíàÿ ñ ýòîãî ìîìåíòà áóäåì îïóñêàòü èíäåêñ 1 ó ïåðåìåííûõ (t, x) . Èìååì ∂S

∂x
(t, x) = p ,

∂S
∂t

(t, x) = −H(t, x, p) . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

∂S

∂t
(t, x) + H(t, x,

∂S

∂x
(t, x)) = 0. (40)

Ýòî è åñòü óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè.
Ïðèìåð 13. Çàïèøåì óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè äëÿ ôóíêöèîíàëà

t1∫
t0

γ(t, x)

√√√√1 +
n∑
i=1

ẋ2
i dt. (41)

Ãàìèëüòîíèàí äëÿ ôóíêöèîíàëà (41) áûë íàéäåí â ïðèìåðå 9:

H(t, x, p) = −

√√√√γ2 −
n∑
i=1

p2
i .

Óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè èìååò âèä

∂S

∂t
=

√√√√γ2 −
n∑
i=1

(
∂S

∂xi
)2 èëè (

∂S

∂t
)2 +

n∑
i=1

(
∂S

∂xi
)2 = γ2(t, x).
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Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì Ýéêîíàëà äëÿ íåîäíîðîäíîé ñðåäû. (Ñð. ïðèìåð 2, ñ.16).
Óïðàæíåíèå. Íàéòè óðàâíåíèå Ãàìèëüòîíà-ßêîáè äëÿ ôóíêöèîíàëà äåéñòâèÿ íà ðèìàíîâîì

ìíîãîîáðàçèè ∫ n∑
i,j=1

gij(x)
dxi
dt

dxj
dt
dt.

9 ÓÑËÎÂÈÅ ËÅÆÀÍÄÐÀ

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî δ2J óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ëåæàíäðà, åñëè äëÿ âñåõ t ∈
[t0, t1] ìàòðèöà A(t) íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà (A(t) ≥ 0 ).

Òåîðåìà 1. Äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè δ2J íåîáõîäèìî âûïîëíåíèå óñëîâèÿ Ëå-
æàíäðà.

Äîêàçàòåëüñòâî: Ïóñòü τ ∈ (t0, t1) è â òî÷êå τ íàðóøàåòñÿ óñëîâèå Ëåæàíäðà, ò. å. ñóùåñòâóåò
òàêîé âåêòîð ξ ∈ Rn , ÷òî 〈Aξ, ξ〉 < 0 . Âîçüìåì σ > 0 ñòîëü ìàëûì, ÷òîáû t0 < τ−σ < τ+σ < t1 ,
è ðàññìîòðèì ôóíêöèþ χ(t) (ñì. ðèñ. 4)

χ(t) =

{
σ − |t− τ | ïðè |t− τ | < σ

0 ïðè |t− τ | ≥ σ

Ðèñ. 4:

Âû÷èñëèì çíà÷åíèå δ2J íà ôóíêöèè h(t) = χ(t)ξ : δ2J (χ(t)ξ) =
τ+σ∫
τ−σ

(〈Aξ, ξ〉 + 2 sgn(τ −

t)〈Cξ, ξ〉χ(t) + 〈Bξ, ξ〉χ2(t))dt .
Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà ïåðâîå ñëàãàåìîå. Ïîñêîëüêó A(t) íåïðåðûâíà è 〈A(τ)ξ, ξ〉 < 0 ñóùå-

ñòâóåò òàêîå k > 0 , ÷òî 〈A(τ)ξ, ξ〉 < −k ïðè t ∈ [τ − σ, τ + σ] äëÿ äîñòàòî÷íî ìàëûõ σ . Âñå
îñòàëüíûå ñëàãàåìûå â ïîäûíòåãðàëüíîì âûðàæåíèè ðàâíîìåðíî ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ ïðè σ → 0 ,
ñëåäîâàòåëüíî δ2J < 0 ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì σ .

Äîêàçàòåëüñòâî íà ýòîì åùå íå çàâåðøàåòñÿ, ïîñêîëüêó ôóíêöèîíàë δ2J îêàçàëñÿ îòðèöà-
òåëüíûì íå íà ãëàäêîé, à íà êóñî÷íî-ãëàäêîé ôóíêöèè. Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò
âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé î îêðóãëåíèè óãëîâ ([?] ñ.69) â êîòîðîé äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî çíà÷åíèå èíòå-
ãðàëüíîãî ôóíêöèîíàëà íà ëþáîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ôóíêöèè ìîæíî ñêîëü óãîäíî òî÷íî ïðèáëè-
çèòü åãî çíà÷åíèÿìè íà ãëàäêèõ ôóíêöèÿõ ñ òåìè æå ãðàíè÷íûìè çíà÷åíèÿìè. Òàê ÷òî åñëè δ2J
íà íåêîòîðîé êóñî÷íî-ãëàäêîé ôóíêöèè ïðèíèìàåò îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå, òî íàéäåòñÿ ãëàäêàÿ
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ôóíêöèÿ, íà êîòîðîé îí îòðèöàòåëåí. À ýòî óæå ïðîòèâîðå÷èò íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè
δ2J .

Ìû äîêàçàëè íåîòðèöàòåëüíîñòü ìàòðèöû A(t) âî âíóòðåííèõ òî÷êàõ îòðåçêà [t0, t1] . Åå íåîò-
ðèöàòåëüíîñòü íà êîíöàõ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì åå íåïðåðûâíîñòè.

Âîçâðàùàÿñü ê çàäà÷å 5, ïîëó÷àåì â êà÷åñòâå ñëåäñòâèÿ íåîáõîäèìîå óñëîâèå ëîêàëüíîãî ìè-
íèìóìà ôóíêöèîíàëà

Òåîðåìà 1. . (Íåîáõîäèìîå óñëîâèå Ëåæàíäðà). Åñëè ýêñòðåìàëü x̂(·) äàåò ìèíèìóì ôóíêöè-
îíàëó J â çàäà÷å 5, òî ïðè âñåõ t ∈ [t0, t1] ìàòðèöà f̂ẋiẋj íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà.

Îïðåäåëåíèå 1. .
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî δ2J óäîâëåòâîðÿåò óñèëåííîìó óñëîâèþ Ëåæàíäðà, åñëè äëÿ âñåõ t ∈

[t0, t1] ìàòðèöà A(t) ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåíà (A(t) > 0 ).

Âñå äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ âòîðîé âàðèàöèè δ2J áóäåì ïî òðàäèöèè, âîñõîäÿùåé ê ßêîáè,
ïðîâîäèòü òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà. -

10 ÑÎÏÐßÆÅÍÍÛÅ ÒÎ×ÊÈ

Äëÿ èçó÷åíèÿ âîïðîñà î íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà δ2J âîñ-
ïîëüçóåìñÿ âûøåèçëîæåííûìè ðåçóëüòàòàìè âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Çàìåòèì, ÷òî íåîòðèöà-
òåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü ôóíêöèîíàëà δ2J ýêâèâàëåíòíà òîìó, ÷òî h(·) äàåò ìèíèìóì ôóíêöè-
îíàëó δ2J . Ïîýòîìó ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ, òàê íàçûâàåìóþ ïðèñîåäèíåííóþ, ýêñòðåìàëüíóþ

çàäà÷ó: δ2J =
t1∫
t0

[〈Aḣ, ḣ〉 + 2〈Cḣ, h〉 + 〈Bh, h〉]dt → inf ; h(·) ∈ C . Çàïèøåì óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ

ïðèñîåäèíåííîé çàäà÷è

− d

dt
[Aḣ+ C∗h] + [Cḣ+Bh] = 0. (42)

Óðàâíåíèå (42) íàçûâàåòñÿ óðàâíåíèåì ßêîáè äëÿ èñõîäíîé çàäà÷è.
Óïðàæíåíèå. Ïîêàçàòü, ÷òî óðàâíåíèå ßêîáè � ýòî óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ äëÿ óðàâíåíèÿ

Ýéëåðà.
Ëåììà 1. Ôóíêöèîíàë δ2J îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ëþáîì ðåøåíèè h(·) ∈ C óðàâíåíèÿ (42).

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàïèøåì δ2J â âèäå: δ2J =
t1∫
t0

[〈(Aḣ+C∗h), ḣ〉+〈(Cḣ+Bh), h〉]dt. Èíòåãðèðóÿ

ïåðâûé ÷ëåí ïî ÷àñòÿì è ó÷èòûâàÿ,÷òî âíåèíòåãðàëüíûé ÷ëåí îáðàùàåòñÿ â íîëü, ïîñêîëüêó
h(·) ∈ C([t0, t1]) , ïîëó÷àåì

t1∫
t0

〈[− d

dt
(Aḣ+ C∗h) + (Cḣ+Bh)], h〉dt = 0,

ïðè÷åì ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî h(·) � ðåøåíèå óðàâíåíèÿ ßêîáè.
Ðàññìîòðèì ìàòðè÷íîå ðåøåíèå U(t) óðàâíåíèÿ (42):

− d

dt
[AU ′ + C∗U ] + [CU ′ +BU ] = 0. (43)

ãäå U(t) � (n× n )-ìàòðèöà, óäîâëåòâîðÿþùàÿ íà÷àëüíûì óñëîâèÿì:
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U(t0) = 0, U ′(t0) = 1. (44)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî i -é ñòîëáåö ìàòðèöû U(t) åñòü ðåøåíèå hi(t) óðàâíåíèÿ (42), óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèÿì hi(t0) = 0 ; ḣi(t0) = ei , ãäå ei � åäèíè÷íûé áàçèñíûé îðò.

Îïðåäåëåíèå 2. .
Òî÷êà τ > t0 íàçûâàåòñÿ ñîïðÿæåííîé ñ òî÷êîé t0 , åñëè ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøå-

íèå h̃(t) óðàâíåíèÿ (42) òàêîå, ÷òî h̃(t0) = h̃(τ) = 0 .

Ïðåäëîæåíèå 1. .
Òî÷êà τ > t0 ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííîé ñ òî÷êîé t0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà detU(τ) = 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü detU(τ) = 0 . Òîãäà ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé íàáîð êîíñòàíò ci , i = 1, . . . n , òà-

êîé, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñòîëáöîâ hi(τ) ìàòðèöû U(τ) ñ êîýôôèöèåíòàìè ci ðàâíà íóëþ:∑
cihi(τ) = 0 . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ h̃(t) =

∑
cihi(t) , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (42).

Ýòî ðåøåíèå íå òðèâèàëüíî, ò. ê. â òî÷êå t0 åãî ïðîèçâîäíàÿ îòëè÷íà îò íóëÿ, è îíî îáðàùàåòñÿ
â íîëü êàê ïðè t = t0 , òàê è ïðè t = τ .

Ïóñòü òåïåðü òî÷êà τ ÿâëÿåòñÿ ñîïðÿæåííîé â ñìûñëå îïðåäåëåíèÿ 3. Òîãäà ðåøåíèå h̃(·)
ìîæíî âûðàçèòü êàê ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ðåøåíèé hi(·) , ðàçëîæèâ h̃i(t0) ïî áàçèñó ei :
h̃(t) =

∑
cihi(t) , ïðè ýòîì íàáîð ci íå òðèâèàëåí. Ïîñêîëüêó h̃(τ) = 0 , ìû èìååì íåòðèâèàëü-

íóþ ëèíåéíóþ êîìáèíàöèþ ñòîëáöîâ ìàòðèöû U(τ) , äàþùóþ íóëåâîé ñòîëáåö. Ñëåäîâàòåëüíî,
detU(τ) = 0 .

�

11 ÍÅÎÒÐÈÖÀÒÅËÜÍÀß ÎÏÐÅÄÅËÅÍÍÎÑÒÜ
ÂÒÎÐÎÉ ÂÀÐÈÀÖÈÈ

Òåîðåìà 2. .
Äëÿ íåîòðèöàòåëüíîé îïðåäåëåííîñòè êâàäðàòè÷íîãî ôóíêöèîíàëà δ2J ïðè óñëîâèè âûïîë-

íåíèÿ óñèëåííîãî óñëîâèÿ Ëåæàíäðà (A(t) > 0 ) íåîáõîäèìî, ÷òîáû èíòåðâàë (t0, t1) íå ñîäåðæàë
òî÷åê, ñîïðÿæåííûõ ñ òî÷êîé t0 .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü τ ∈ (t0, t1) � òî÷êà, ñîïðÿæåííàÿ ñ òî÷êîé t0 . Òîãäà â ñèëó

îïðåäåëåíèÿ 3 ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå h̃(t) óðàâíåíèÿ ßêîáè (18), îáðàùàþùååñÿ â
íîëü ïðè t = t0 è ïðè t = τ : h̃(t0) = h̃(τ) = 0 . Ïðîäîëæèì ýòó ôóíêöèþ íóëåì íà îòðåçîê [τ, t1] :

h̄(t) =

{
h̃(t) ïðè t ∈ [t0, τ ]

0 ïðè t ∈ [τ, t1]

Ïðèìåíèâ ëåììó 1 ê ôóíêöèè h̃(t) è îòðåçêó [t0, τ ] , íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî δ2J (h̄(·)) = 0 .
Ïîñêîëüêó δ2J ≥ 0 , ïîëó÷àåì, ÷òî h̄(·) åñòü ðåøåíèå ïðèñîåäèíåííîé çàäà÷è, èìåþùåå òî÷êó
èçëîìà τ . Ñëåäîâàòåëüíî, â ýòîé òî÷êå äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ óñëîâèå Âåéåðøòðàññà-Ýðäìàíà.
Çàïèøåì ýòî óñëîâèå. Èìïóëüñ â ïðèñîåäèíåííîé çàäà÷å ðàâåí 2Aḣ+ 2C∗h . Ïîñêîëüêó h̃(τ) = 0 ,

à ìàòðèöà A íåâûðîæäåíà, íåïðåðûâíîñòü èìïóëüñà âëå÷åò çà ñîáîé íåïðåðûâíîñòü ˙̄h . Íî ˙̄h(τ +
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0) = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî, ˙̄h(τ−0) = 0 . Ôóíêöèÿ h̃(·) íà îòðåçêå [t0, τ ] ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ

âòîðîãî ïîðÿäêà (18) è â òî÷êå τ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì h̃(τ) = 0 , ˙̃h(τ) = 0 . Ñëåäîâàòåëüíî,
h̃(τ) ≡ 0 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïðåäåëåíèþ ñîïðÿæåííîé òî÷êè. Òåîðåìà äîêàçàíà.

�
Íåïîñðåäñòâåííûé ñëåäñòâèåì òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 3 (Íåîáõîäèìîå óñëîâàå ßêîáè). .
Ïóñòü x̂(·) � ðåøåíèå çàäà÷è 5. Òîãäà, åñëè íà x̂(·) âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà

( f̂ẋẋ > 0 ), òî èíòåðâàë (t0, t1) íå ñîäåðæèò òî÷åê, ñîïðÿæåííûõ ñ t0 .

Îïðåäåëåíèå 3. .
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî äëÿ ôóíêöèîíàëà δ2J âûïîëíåíî óñëîâèå ßêîáè, åñëè èíòåðâàë (t0, t1)

íå ñîäåðæèò òî÷åê, ñîïðÿæåííûõ ñ t0 . Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå ßêî-
áè, åñëè ïîëóèíòåðâàë (t0, t1] íå ñîäåðæèò òî÷åê, ñîïðÿæåííûõ ñ t0 .

12 ÓÐÀÂÍÅÍÈÅ ÐÈÊÊÀÒÈ

Äëÿ íà÷àëà ðàññìîòðèì ïðîñòåéøóþ çàäà÷ó êëàññè÷åñêîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ. Ìèíèìè-
çèðîâàòü ôóíêöèîíàë ∫ t1

t0

f(t, x(t), ẋ(t))dt, x(t0) = a, x(t1) = b (45)

íà ïðîñòðàíñòâå ãëàäêèõ ôóíêöèé x(t) . Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäûíòåãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f :
[t0, t1]×Rn×Rn è èñêîìàÿ ôóíêöèÿ x(·) : [t0, t1]→ Rn ãëàäêèå. Ïåðâàÿ âàðèàöèÿ, ò.å. ãëàâíàÿ ëè-
íåéíàÿ ÷àñòü ïðèðàùåíèÿ ôóíêöèîíàëà (88), âû÷èñëåííàÿ íà òðàåêòîðèè, äàþùåé C1 -ìèíèìóì
ôóíêöèîíàëó (88), äîëæíà ðàâíÿòüñÿ íóëþ. Ýòî ïðèâîäèò ê óðàâíåíèþ Ýéëåðà

− d

dt
(fẋ) + fx = 0. (46)

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà íàçûâàþòñÿ ýêñòðåìàëÿìè. Âòîðàÿ âàðèàöèÿ, ò.å. ãëàâíàÿ êâàäðà-
òè÷íàÿ ÷àñòü óêëîíåíèÿ ôóíêöèîíàëà (88) îò êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, âû÷èñëåííàÿ íà ýêñòðåìàëè
x̂(·) , èìååò âèä

1

2

∫ t1

t0

{< f̂ẋẋḣ, ḣ > +2 < f̂ẋxḣ, h > + < f̂xxh, h >}dt, h(t0) = h(t1) = 0. (47)

Çäåñü è â äàëüíåéøåì çíà÷îê ˆ íàä çíàêîì ôóíêöèè îçíà÷àåò, ÷òî â íåå ïîäñòàâëåíà ýêñòðå-
ìàëü x̂(·) . Ìàòðèöû êâàäðàòè÷íûõ ôîðì A = f̂ẋẋ è B = f̂xx ñèììåòðè÷åñêèå (A∗ = A,B∗ = B ),
ìàòðèöà áèëèíåéíîé ôîðìû C ïðîèçâîëüíàÿ.

Íåîáõîäèìîå óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè ýêñòðåìàëè x̂(·) ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû âòîðàÿ âàðèà-
öèÿ (90) áûëà íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà íà ïðîñòðàíñòâå C1[t0, t1] . Äëÿ ýòîãî â ñâîþ î÷åðåäü
íåîáõîäèìî, ÷òîáû ìàòðèöà A(t) áûëà íåîòðèöàòåëüíî îïðåäåëåíà ïðè âñåõ t ∈ [t0, t1] (óñëîâèå
Ëåæàíäðà). Ïîëîæèòåëüíàÿ îïðåäåëåííîñòü âòîðîé âàðèàöèè åñòü äîñòàòî÷íîå óñëîâèå ñëàáîãî
ìèíèìóìà, ò.å. ìèíèìóìà â ñìûñëå ìåòðèêè C1 .

Áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âûïîëíåíî óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà, ò.å. ÷òî ìàòðèöà A(t) ïîëî-
æèòåëüíî îïðåäåëåíà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ñäåëàòü âñå ïîäûíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ïîëîæèòåëüíûì,
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âû÷òåì ïîä èíòåãðàëîì (90) ïðîèçâîäíóþ îò êâàäðàòè÷íîé ôîðìû < W (t)h, h > . Çíà÷åíèå ôóíê-
öèîíàëà íå èçìåíèòñÿ, ò.ê. íà êîíöàõ îòðåçêà ôóíêöèÿ h îáðàùàåòñÿ â íîëü. Ïîäáåðåì ìàòðèöó
W òàê, ÷òîáû ïîä èíòåãðàëîì îñòàëàñü òîëüêî êâàäðàòè÷íàÿ ôîðìà ñ ìàòðèöåé A . Ïîä èíòåãðà-
ëîì ïîëó÷èì

< Aḣ, ḣ > +2 < Cḣ, h > + < Bh, h > −2 < Wḣ, h > − < Ẇh, h >=(
A1/2ḣ+ A−1/2(C∗ −W )h

)
−

< Ẇh, h > − < A−1(C∗ −W )h, (C∗ −W )h) > + < Bh, h > .

Ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

Ẇ + (C −W )A−1(C∗ −W )−B = 0, (48)

êîòîðîå íàçûâàåòñÿ ìàòðè÷íûì óðàâíåíèåì Ðèêêàòè. Èòàê, äëÿ òîãî ÷òîáû ïîëó÷èòü ïîä èíòåãðà-
ëîì ïîëîæèòåëüíóþ ôóíêöèþ, íàäî íàéòè ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (91), îïðåäåëåííîå íà âñåì îòðåçêå
[t0, t1] . Ýòî íå âñåãäà âîçìîæíî, ïîòîìó ÷òî ïðàâàÿ ÷àñòü óðàâíåíèÿ êâàäðàòè÷íà è ðåøåíèå ìîæåò
óéòè â áåñêîíå÷íîñòü.

13 ÃÐÀÑÑÌÀÍÎÂÛ ÌÍÎÃÎÎÁÐÀÇÈß

Ðàññìîòðèì ñîâîêóïíîñòü ëèíåéíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn (òî÷íî òàê æå
ìîæíî ðàññìîòðåòü ñëó÷àè êîìïëåêñíîãî ïðîñòðàíñòâà Cn , èëè ïðîñòðàíñòâà êâàòåðíèîíîâ Hn ).
Ïîêàæåì, ÷òî ýòà ñîâîêóïíîñòü îáðàçóåò ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå. Êàðòû ýòîãî ìíîãîîáðàçèÿ áóäåì
çàäàâàòü ïàðàìè ïëîñêîñòåé, íàõîäÿùèõñÿ â îáùåì ïîëîæåíèè: k -ìåðíîé ïëîñêîñòè V0 , íàçûâà-
åìîé ãîðèçîíòàëüíîé, è (n− k) -ìåðíîé ïëîñêîñòè V∞ , íàçûâàåìîé âåðòèêàëüíîé (V0 ∩ V∞ = 0 ).
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ïîäïðîñòðàíñòâî W ïðèíàäëåæèò äàííîé êàðòå, åñëè W∩V∞ = 0 . Ðàññìîòðèì
äâà ïðîåêòîðà pr0 : W → V0 è pr∞ : W → V∞ ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòÿì V∞ è V0 ñîîòâåòñòâåííî.
Ïî óñëîâèþ, îïåðàòîð pr0 îáðàòèì, ò.ê. ðàçìåðíîñòè V0 è W îäèíàêîâû è W ∩ V∞ = 0 . Çà
êîîðäèíàòû ïîäïðîñòðàíñòâà W ïðèìåì ìàòðèöó îòîáðàæåíèÿ

W = pr∞ ◦ pr−1
0 : V0 → V∞. (49)

Ñàìó ïëîñêîñòü è åå êîîðäèíàòó, ÿâëÿþùóþñÿ (k × (n − k)) -ìàòðèöåé, áóäåì îáîçíà÷àòü îäíîé
è òîé æå áóêâîé. Î÷åâèäíî, ÷òî ëþáàÿ (k × (n − k)) -ìàòðèöà W îïðåäåëÿåò ëèíåéíîå ïîäïðî-
ñòðàíñòâî W êàê ìíîæåñòâî òî÷åê (x,Wx), x ∈ V0 . Íàéäåì ôóíêöèè ïåðåõîäà. Ïóñòü W ëåæèò
â ïåðåñå÷åíèè êàðò V0, V∞ è Ṽ0, Ṽ∞ . Çàïèøåì ïðåîáðàçîâàíèå Rn , êîòîðîå ïåðåâîäèò V0 â Ṽ0 . à
V∞ â Ṽ∞ â áëî÷íîé ôîðìå (

A B
C D

)
,

ãäå A åñòü (k × k) -ìàòðèöà. Ìíîæåñòâî òî÷åê (x,Wx) ïåðåéäåò â(
A B
C D

)(
x
Wx

)
=

(
(Ax+BWx)
(Cx+DWx)

)
Îáîçíà÷èì (A+BW )x := y . Ìàòðèöà A+BW íå âûðîæäåíà, ò.ê. èíà÷å îáðàç âåêòîðà x ∈ W

èìåë áû íåíóëåâóþ âåðòèêàëüíóþ ñîñòàâëÿþùóþ â êàðòå Ṽ0, Ṽ∞ . Ïîýòîìó ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
x = (A+BW )−1y è îáðàç ïîäïðîñòðàíñòâà W åñòü W̃ = (C +DW )(A+BW )−1 . Òàêèì îáðàçîì

22



ïåðåõîä îò êàðòû ê êàðòå çàäàåòñÿ ìàòðè÷íûì äðîáíî ëèíåéíûì ïðåîáðàçîâàíèåì, êîòîðîå íàçû-
âàåòñÿ ìàòðè÷íûì ïðåîáðàçîâàíèåì Ìeáèóñà. Òåì ñàìûì, ìíîæåñòâî k -ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ
n -ìåðíîãî ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà ñíàáæàåòñÿ ñòðóêòóðîé ãëàäêîãî (è äàæå àëãåáðàè÷åñêîãî)
ìíîãîîáðàçèÿ. Ïîëó÷åííîå ìíîãîîáðàçèå îáîçíà÷àåòñÿ Gr(k,Rn) (èëè Gr(k, n) , åñëè ïîäðàçóìå-
âàåòñÿ, ÷òî îñíîâíîå ïîëå åñòü R ) è íàçûâàåòñÿ ìíîãîîáðàçèåì Ãðàññìàíà.

Êîìïîçèöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ìeáèóñà ñ ìàòðèöàìè(
A B
C D

)
è (

K L
M N

)
ïðèâîäèò ê ïðåîáðàçîâàíèþ

{M +N [(C +DW )(A+BW )−1]}{K + L[(C +DW )(A+BW )−1]}−1.

Èç îáåèõ ôèãóðíûõ ñêîáîê âûíåñåì âïðàâî ñîìíîæèòåëü (A + BW )−1 . Èñïîëüçóÿ òîò ôàêò,
÷òî îáðàòíàÿ ìàòðèöà ê ïðîèçâåäåíèþ ðàâíà ïðîèçâåäåíèå îáðàòíûõ ìàòðèö â îáðàòíîì ïîðÿäêå,
ïîëó÷àåì

[M(A+BW ) +N(C +DW )](A+BW )−1(A+BW )[K(A+BW ) + L(C +DW )]−1

= [(MA+NC) + (MB +ND)W ][(KA+ LC) + (KB + LD)W ]−1.

Ìû ïîêàçàëè, ÷òî êîìïîçèöèÿ ïðåîáðàçîâàíèé Ìåáèóñà ïðèâîäèò ê ïðåîáðàçîâàíèþ Ìåáèóñà,
îòâå÷àþùåìó ïðîèçâåäåíèþ ìàòðèö. Ñëåäîâàòåëüíî, ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé Ìåáèóñà îïðåäåëÿåò
ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö GL(n) , êàê ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé ìíîãîîáðàçèÿ
Ãðàññìàíà. Ïðè óìíîæåíèè ìàòðèöû íà ñêàëÿð ïðåîáðàçîâàíèå Ìåáèóñà íå ìåíÿåòñÿ. Ïîýòîìó
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî íà Gr(k, n) äåéñòâóåò ñïåöèàëüíàÿ ëèíåéíàÿ ãðóïïà SL(n) (ãðóïïà ìàòðèö ñ
îïðåäåëèòåëåì åäèíèöà).

Ñ ýòèì äåéñòâèåì åñòåñòâåííî ñâÿçàíî èíâàðèàíòíîå îïèñàíèå ìíîãîîáðàçèé Ãðàññìàíà. Ðàñ-
ñìîòðèì ãðóïïó Ëè îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé O(n) ïðîñòðàíñòâà Rn , êîòîðàÿ êàê ïîäãðóï-
ïà GL(n) òàêæå äåéñòâóåò íà Gr(k, n) è ïðèòîì òðàíçèòèâíî, ïîñêîëüêó ëþáóþ ïàðó îðòîãîíàëü-
íûõ ïëîñêîñòåé ìîæíî ïåðåâåñòè â ëþáóþ äðóãóþ îðòîãîíàëüíûì ïðåîáðàçîâàíèåì. Ðàññìîòðèì
ñòàöèîíàðíóþ ïîäãðóïïó ïëîñêîñòè W , ò.å. ïîäãðóïïó O(n) , îñòàâëÿþùóþ ýòó ïëîñêîñòü íåïî-
äâèæíîé. Òàêîå ïðåîáðàçîâàíèå àâòîìàòè÷åñêè îñòàâëÿåò íåïîäâèæíîé è îðòîãîíàëüíîå äîïîëíå-
íèå W⊥ ê ïëîñêîñòè W , ïîýòîìó â áàçèñå, ñîñòîÿùåì èç âåêòîðîâ, ïðèíàäëåæàùèõ W è W⊥ ,
ñòàöèîíàðíàÿ ïîäãðóïïà ïðåäñòàâëÿåòñÿ áëî÷íî äèàãîíàëüíûìè ìàòðèöàìè(

A 0
0 B

)
∈ (O(k)×O(n− k)).

Ïîýòîìó ãðàññìàíîâî ìíîãîîáðàçèå åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü êàê (äëÿ îïðåäåëåííîñòè ëåâîå)
ôàêòîð ïðîñòðàíñòâî

Gr(k, n) = O(n)/(O(k))×O(n− k)). (50)

Îðòîãîíàëüíàÿ ãðóïïà (à íå ãðóïïà SL(n) ) âûáðàíà ïîòîìó, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðî-
ñòîé êîìïàêòíîé ãðóïïîé Ëè, è ïîýòîìó íà íåé îïðåäåëåíà ñòðóêòóðà åâêëèäîâà ïðîñòðàí-
ñòâà, çàäàâàåìàÿ ôîðìîé Êèëëèíãà íà àëãåáðå Ëè, (ò.å. íà êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â åäèíèöå)
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(g1, g2) = − tr(ad g1 ◦ad g2) . Äåéñòâèå ãðóïïû Ëè íà ôàêòîð ïðîñòðàíñòâå ïåðåíîñèò ýòó ìåòðèêó ñ
êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè â åäèíèöå íà îñòàëüíûå êàñàòåëüíûå ïëîñêîñòè, è, òåì ñàìûì, ïðåâðàùàåò
Gr(k, n) â ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå, íà êîòîðîì O(n) äåéñòâóåò êàê ãðóïïà äâèæåíèé. Èç ôîð-
ìóëû (74) ñëåäóåò, ÷òî Gr(k, n) èçîìîðôíà Gr(n − k, n) . Èçîìîðôèçì îñóùåñòâëÿåòñÿ âçÿòèåì
îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ.

Ìíîãîîáðàçèå Gr(k, n) íå òîëüêî ðèìàíîâî, íî è ñèììåòðè÷åñêîå. Ïóñòü o ∈ Gr(k, n) îòâå÷àåò
åäèíèöå ãðóïïû O(n) ; X ïëîñêîñòü â Rn , îòâå÷àþùàÿ ýòîé òî÷êå è Y = X⊥ . Ðàññìîòðèì
ïðåîáðàçîâàíèå Rn , çàäàâàåìîå ìàòðèöåé

σ =

(
I 0
0 −I

)
.

Ýòî îòîáðàæåíèå òîæäåñòâåííî íà X , à ìàòðèöà

V =

(
A B
C D

)
ïåðåõîäèò â ìàòðèöó

σV σ−1 =

(
A −B
−C D

)
.

Íåïîäâèæíûìè îñòàþòñÿ áëî÷íî äèàãîíàëüíûå ìàòðèöû è òîëüêî îíè, ò.å. ýëåìåíòû ñòàöèîíàðíîé
ïîäãðóïïû. Ïîëó÷àåì îòîáðàæåíèå Gr(k, n)→ Gr(k, n) ñ åäèíñòâåííîé íåïîäâèæíîé òî÷êîé, çà-
äàþùåå ãåîäåçè÷åñêóþ ñèììåòðèþ. Ìíîæåñòâî òàêèõ îòîáðàæåíèé ïîðîæäàåò ãðóïïó èçîìåòðèé
è ïðåâðàùàåò Gr(k, n) â ñèììåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî.

Àëüòåðíàòèâíûé ñïîñîá çàäàíèÿ êîîðäèíàò íà ìíîãîîáðàçèè Gr(k, n) ýòî ïëþêêåðîâû êîîð-
äèíàòû � êîîðäèíàòû ïîëèâåêòîðîâ, îòâå÷àþùèõ ïîäïðîñòðàíñòâàì W . Ïóñòü {c1, c2...ck} áàçèñ
ïîäïðîñòðàíñòâà W . Ïðîñòûì ïîëèâåêòîðîì c1∧c2∧...ck íàçûâàåòñÿ êîñîñèììåòðè÷åñêèé òåíçîð,
ïîëó÷åííûé àëüòåðíèðîâàíèåì òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ c1⊗, c2 ⊗ ...ck . Îïåðàöèÿ àëüòåðíèðîâà-
íèÿ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì: äëÿ êàæäîé êîìïîíåíòû òåíçîðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ, îòâå÷àþùåé ìóëüòè-
èíäåêñó K = {i1, i2...ik} , ïðîèçâîäèòñÿ ñóììèðîâàíèå ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì èíäåêñîâ, âõîäÿùèì
â ìóëüòèèíäåêñ K , âçÿòûì ñî çíàêîì ïëþñ èëè ìèíóñ â çàâèñèìîñòè îò ÷åòíîñòè ïåðåñòàíîâêè.
Òàêîå ñóììèðîâàíèå äàåò äåòåðìèíàíò, è êîîðäèíàòàìè ïîäïðîñòðàíñòâà W ÿâëÿåòñÿ íàáîð èç
âñåõ äåòåðìèíàíòîâ

Ci1,i2...ik =

∣∣∣∣∣∣∣
ci11 . . . cik1
...

. . .
...

ci1k . . . cikk

∣∣∣∣∣∣∣ ,
Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íàäî ðàññìîòðåòü âñå ìèíîðû k -ãî ïîðÿäêà (k× n) -ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé

èç âåêòîðîâ áàçèñà ïîäïðîñòðàíñòâå W . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ íàáîð èç
(
n
k

)
âåëè÷èí Ci1,i2...ik .

Ïîñìîòðèì, ÷òî ïðîèñõîäèò ñ ýòèì íàáîðîì ïðè çàìåíåíå áàçèñà {c1, c2...ck} ïîäïðîñòðàíñòâà W
íà äðóãîé áàçèñ {b1, b2...bk} . Èìååò ìåñòî î÷åâèäíàÿ

Ëåììà 1. Ïðè çàìåíå áàçèñà âñå âåëè÷èíû Ci1,i2...ik óìíîæàþòñÿ íà îäèí è òîò æå ìíîæèòåëü
� íà ÿêîáèàí ïåðåõîäà îò áàçèñà {c1, c2...ck} ê áàçèñó {b1, b2...bk} .

Òåì ñàìûì ïëþêêåðîâû êîîðäèíàòû Ci1,i2...ik ïëîñêñòè W îïðåäåëÿþò òî÷êó
((
n
k

)
− 1
)
-

ìåðíîãî ïðîåêòèâíîãî ïðîñòðàíñòâà PR(nk)−1 . Ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî Λk , íàòÿíóòîå íà ïðîñòûå
ïîëèâåêòîðû ðàçìåðíîñòè k , íàçûâàåòñÿ k -îé âíåøíåé ñòåïåíüþ èñõîäíîãî ïðîñòðàíñòâà Rn .
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Ïëþêêåðîâû êîîðäèíàòû k -ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ îïðåäåëÿþò îòîáðàæåíèå P èç ìíîæåñòâà
ýòèõ ïîëïðîñòðàíñòâ â Λk . Èç ñðàâíåíèÿ ðàçìåðíîñòåé ÿñíî, ÷òî îòîáðàæåíèå P íå ìîæåò áûòü
ñþðúåêòèâíûì. Ìèíîðû Ci1,i2...ik çàâèñèìû. Â ñèëó òîãî, ÷òî Gr(k, n) ' Gr(n − k, n) ìîæíî áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî k < n/2 (çà êîîðäèíàòû ïëîñêîñòè ìîæíî ïðèíÿòü êîîð-
äèíàòû åå îðòîãîíàëüíîãî äîïîëíåíèÿ). Äëÿ îïèñàíèÿ ñîîòíîøåíèé ìåæäó ìèíîðàìè ñîñòàâèì
óäâîåííóþ (2k× n) -ìàòðèöó, ïîëó÷åííóþ ïóòåì ïðèïèñûâàíèÿ ê k ñòðîêàì áàçèñà åùå k òàêèõ
æå ñòðîê. Âñå 2k × 2k -ìèíîðû ïîëó÷åííîé ìàòðèöû íóëåâûå. Âûáåðåì ëþáîé 2k × 2k -ìèíîð è
ðàçëîæèì åãî ïî ôîðìóëå Ëàïëàñà ïî ïåðâûì k ñòðîêàì. Ïîëó÷èì êâàäðàòè÷íîå ñîîòíîøåíèå íà
ïëþêêåðîâû êîîðäèíàòû. Òàêèõ ñîîòíîøåíèé áóäåò ñòîëüêî, ñêîëüêî ìîæíî ñîñòàâèòü ðàçëè÷íûõ
2k × 2k -ìèíîðîâ, ò.å.

(
n
2k

)
. Ýòè êâàäðàòè÷íûå ñîîòíîøåíèÿ îïðåäåëÿþò â ïðîñòðàíñòâå Λk êî-

íóñ K , íàçûâàåìûé ïëþêêåðîâûì êîíóñîì. Â ðàçäåëàõ î ìèíèìèçàöèè êðàòíûõ èíòåãðàëîâ íàì
ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 1. Ðàññìîòðèì àâòîìîðôèçì B : Rn → Rn . Èíäóöèðîâàííûé ýòèì îòîáðàæå-
íèåì àâòîìîðôèçì Λk → Λk çàäàåòñÿ ìàòðèöåé ΛkB , ñîñòàâëåííûé èç ìèíîðîâ ïîðÿäêà k
ìàòðèöû B .

Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì Gr(2, 4) � ìíîãîîáðàçèå äâóìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ â R4 . Áàçèñ äâó-
ìåðíîé ïëîñêîñòè çàäàåòñÿ ïàðîé âåêòîðîâ {a1, a2, a3, a4}, {b1, b2, b3, b4} . Ìèíîðû âòîðîãî ïîðÿä-
êà ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç ýòèõ âåêòîðîâ, îáîçíà÷èì ÷åðåç {A12, A13, A14, A23, A24, A34} . Ðàç-
ëàãàÿ óäâîåííóþ ìàòðèöó èç ÷åòûðåõ ñòðîê ïî ïåðâûì äâóì ñòðîêàì, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå
2(A12A34 − A13A24 + A14A23) = 0 . Ïîâîðîò íà óãîë π/4 â êàæäîé èç òðåõ äâóìåðíûõ ïëîñêî-
ñòåé ïðîñòðàíñòâà ñ êîîðäèíàòàìè {Aij} ïðåâðàùàåò ïðîèçâåäåíèÿ â ðàçíîñòü êâàäðàòîâ. Â
ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

x2
1 + x2

3 + x2
5 = x2

2 + x2
4 + x2

6

Â ñèëó îäíîðîäíîñòè ïëþêêåðîâûõ êîîðäèíàò èìååì óðàâíåíèå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ äâó-
ìåðíûõ ñôåð

Gr(2, 4) ' S2 × S2.

Óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ âòîðîé âàðèàöèè (90) èìååò âèä

− d

dt
(Aḣ+ C∗h) + (Cḣ+Bh) = 0.

Çàïèøåì åãî â êàíîíè÷åñêîé ôîðìå. p = Aḣ+ C∗h .{
ḣ = A−1p− A−1C∗h
ṗ = C(A−1p− A−1C∗h) +Bh = CA−1p+ (B − CA−1C∗).

(51)

Ýòî óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ äëÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà (89), ïîýòîìó îíî îïðåäåëÿåò ïåðåíîñ êà-
ñàòåëüíûõ âåêòîðîâ ïî ðåøåíèÿì óðàâíåíèÿ Ýéëåðà. Ëàãðàíæåâû ìíîãîîáðàçèÿ ýòî n -ìåðíûå
ïîâåðõíîñòè, ïîýòîìó íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ïåðåíîñ n -ìåðíûõ ïëîñêîñòåé âäîëü ëèíåéíîé ñèñòå-
ìû (75). Ïðèìåì çà áàçèñíûå ïëîñêîñòè ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ {h} (ãîðèçîíòàëüíàÿ ïëîñêîñòü)
è ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ {p} (âåðòèêàëüíàÿ ïëîñêîñòü). Â ñîîòâåòñòâèè ñ ôîðìóëîé (92) êîîð-
äèíàòàìè n -ìåðíîé ïëîñêîñòè W ñëóæèò ìàòðèöà W = ph−1 (â óðàâíåíèè (75) p è h ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòðèöû). Äèôôåðåíöèðóÿ W â ñèëó ñèñòåìû (75), ïîëó÷àåì

Ẇ = [CA−1p+ (B − CA−1C∗)h]h−1 − ph−1(A−1p− A−1C∗h)h−1

25



èëè

Ẇ + (C −W )A−1(C∗ −W )−B = 0,

÷òî ñîâïàäàåò ñ óðàâíåíèåì (91). Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå óðàâíåíèå Ðèêêàòè èìååò åùå îäíó
äîïîëíèòåëüíóþ ñèììåòðèþ � ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó.

14 ÒÅÎÐÅÌÀ ßÊÎÁÈ ÎÁ ÎÃÈÁÀÞÙÅÉ

Òèïè÷íàÿ ñèòóàöèÿ âîçíèêíîâåíèÿ ñîïðÿæåííîé òî÷êè íà ýêñòðåìàëè � ýòî åå êàñàíèå ñ îãèáàþ-
ùåé îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ýêñòðåìàëåé, èñõîäÿùèõ èç îäíîé òî÷êè. Òàêèå îãèáàþùèå
áûëè íàéäåíû ßêîáè ïðè èññëåäîâàíèè ãåîäåçè÷åñêîãî ïîòîêà íà òðåõîñíîì ýëëèïñîèäå.

Ïðèâåäåì çäåñü òåîðåìó, õàðàêòåðèçóþùóþ çàìå÷àòåëüíîå ãåîìåòðè÷åñêîå ñâîéñòâî îãèáàþ-
ùèõ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ýêñòðåìàëåé. Ïðè ýòîì âìåñòî çàäà÷è ñ ôèêñèðîâàííûìè
êîíöàìè, êîãäà âñå ýêñòðåìàëè âûõîäÿò èç îäíîé òî÷êè, áóäåò ðàññìîòðåíà áîëåå îáùàÿ çàäà÷à ñ
ïîäâèæíûì ëåâûì êîíöîì, ÷òî, ïðàêòè÷åñêè, íå óñëîæíèò âûêëàäîê.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë

J =

t1∫
t0

f(t, x(t), ẋ(t))dt (52)

ñ ãðàíè÷íûì óñëîâèåì Φ(t0, x(t0)) = 0 . Çäåñü x ∈ R , f : R×R×R→ R ; f ∈ C1(D) ; Φ : R×R→ R ,
Φ ∈ C1(D) , Φ′ 6= 0 ; D � îêðåñòíîñòü ãðàôèêà êðèâîé x = x̂(t) , ẋ = ˙̂x(t) , t0 ∈ [t̂0, t̂1] , ãäå
x̂(·) � ýêñòðåìàëü ôóíêöèîíàëà J , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ òðàíñâåðñàëüíîñòè (26) â òî÷-
êå (t̂0, x̂(t̂0)) . Ðàññìîòðèì îäíîïàðàìåòðè÷åñêîå ñåìåéñòâî ýêñòðåìàëåé x(t, α) , óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ òðàíñâåðñàëüíîñòè (26), è òàêîå, ÷òî x(t, 0) = x̂(t) . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ýòî ñåìåéñòâî
èìååò îãèáàþùóþ (äóãà BD íà ðèñ. 5); AC íà ýòîì ðèñóíêå � ýòî êðèâàÿ Φ(t, x) = 0 ; AB è
CD � ýêñòðåìàëè, ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì α1 è α2 . Ìîìåíò êàñàíèÿ ýêñòðåìàëè x(t, α) ñ
îãèáàþùåé îáîçíà÷èì ÷åðåç t1(α) .

Òåîðåìà 4 (Òåîðåìà ßêîáè îá îãèáàþùåé). .
Åñëè ïàðàìåòðèçàöèÿ îãèáàþùåé BD âûáðàíà òàê, ÷òî ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïî BD â êàæ-

äîé òî÷êå ðàâíà ñêîðîñòè äâèæåíèÿ ïî ýêñòðåìàëè,êàñàþùåéñÿ BD â ýòîé òî÷êå, òî ðàçíîñòü
çíà÷åíèé ôóíêöèîíàëà J íà ýêñòðåìàëÿõ AB è CD ðàâíà çíà÷åíèþ J íà îòðåçêå îãèáàþùåé
BD .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïîäñòàâèâ x(t, α) ïîä çíàê ôóíêöèîíàëà J , ïîëó÷èì ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ J (α) . Â ñèëó

ôîðìóëû (23)

dJ
dα

=

t1(α)∫
t0(α

[fx −
d

dt
fẋ]

∂x

∂α
dt+ [pδx−Hδt]|t1(α)

t0(α) .

Èíòåãðàëüíûé ÷ëåí â ýòîé ôîðìóëå ðàâåí íóëþ, ïîñêîëüêó x(t, α) � ýêñòðåìàëü,
[pδx−Hδt]|t0(α) = 0 â ñèëó âûïîëíåíèÿ óñëîâèÿ òðàíñâåðñàëüíîñòè (25) â òî÷êàõ
(t0(α), x(t0(α), α)) . Ïîýòîìó
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Ðèñ. 5:

dJ
dα

= fẋ
∂x

∂α
(t1(α), α)− [−f + fẋẋ]

dt1
dα

. (53)

Ïîñêîëüêó BD � îãèáàþùàÿ, êàñàòåëüíàÿ ê íåé, çàäàâàåìàÿ âåêòîðîì (dt1
dα
, dx
dα

(t1(α), α)) , ñîâ-
ïàäàåò ñ êàñàòåëüíîé ê ýêñòðåìàëè, çàäàâàåìîé âåêòîðîì (1, ẋ(t1(α), α)) , ò. å. ẋ(t1(α), α)dt1

dα
=

∂x
∂α

(t1(α), α) . Ïîäñòàâèâ ýòî ñîîòíîøåíèå â (53), ïîëó÷èì

dJ
dα

= f(t1(α), x(t1(α), α), x(t1(α), α)). (54)

Èíòåãðèðóÿ (54) îò α1 äî α2 èìååì

J (α2)− J (α1) =

α2∫
α1

f(t1(α), x(t1(α), α), ẋ(t1(α), α))dα. (55)

Ïðàâàÿ ÷àñòü ôîðìóëû (55) åñòü çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà J íà BD , î êîòîðîì ãîâîðèòñÿ â óñëî-
âèÿõ òåîðåìû.

�
Äîêàçàííàÿ òåîðåìà îáîáùàåò èçâåñòíîå ñâîéñòâî ýâîëþòû ïëîñêîé êðèâîé (ñì. [?] ñ.129). Íà-

ïîìíèì, ÷òî ýâîëþòîé ïëîñêîé êðèâîé y = ϕ(x) íàçûâàåòñÿ ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî åå öåíòðîâ
êðèâèçíû, è ÷òî ýâîëþòà ÿâëÿåòñÿ îãèáàþùåé ñåìåéñòâà íîðìàëåé ê èñõîäíîé êðèâîé y = ϕ(x) .
Íà ìíîæåñòâå ïëîñêèõ êðèâûõ x = x(t) , y = y(t) , t0 ≤ t ≤ t1 , óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì

óñëîâèÿì y(t0) = ϕ(x(t0)) ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë
t1∫
t0

√
ẋ2 + ẏ2 dt , îïðåäåëÿþùèé äëèíó êðè-

âîé. Ýêñòðåìàëÿìè äëÿ íåãî ñëóæàò ïðÿìûå; óñëîâèþ òðàíñâåðñàëüíîñòè óäîâëåòâîðÿþò íîðìàëè.
Îãèáàþùåé ñåìåéñòâà íîðìàëåé áóäåò ýâîëþòà. Ïðèìåíèì òåîðåìó ßêîáè.

Åñëè â äâóõ òî÷êàõ A è C êðèâîé y = ϕ(x) (ñì. ðèñ. 6) ïðîâåñòè íîðìàëè (AB è CD ñîîò-
âåòñòâåííî) è ðàññìîòðåòü ðàññòîÿíèÿ ïî íèì äî òî÷åê B è D êàñàíèÿ ñ ýâîëþòîé, òî âåëè÷èíà
(|AB| − |CD|) áóäåò ðàâíà äëèíå äóãè ýâîëþòû BD .
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Ðèñ. 6:

Äîêàçàííûé ôàêò èìååò èçÿùíîå ìåõàíè÷åñêîå èñòîëêîâàíèå. Ïðåäñòàâèì ñåáå ãèáêóþ íåðàñ-
òÿæèìóþ íèòü çàêðåïëåííóþ â òî÷êå B è íàâåðíóòóþ íà êðèâóþ BDE . Åñëè ýòó íèòü íà÷àòü
ðàçâåðòûâàòü, ñìàòûâàÿ ñ ýâîëþòû, íî ñîõðàíÿÿ åå â íàòÿíóòîì ñîñòîÿíèè, òî êîíåö E îïèøåò
êðèâóþ y = ϕ(x) .

Ïðèìåð 4. .
Íà ìíîæåñòâå ïëîñêèõ êðèâûõ x = x(t) , y = y(t) , 0 ≤ t ≤ 1 , óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì

óñëîâèÿì x(0) = ξ , y(0) = η , y(1) = x2(1) , ðàññìîòðèì ôóíêöèîíàë
1∫
0

√
ẋ2 + ẏ2 dt , îïðåäå-

ëÿþùèé äëèíó êðèâîé. Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ýòîãî ôóíêöèîíàëà ñîîòâåòñòâóåò íàõîæäåíèþ
ýêñòðåìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ îò òî÷åê ïëîñêîñòè (ξ, η) äî ïàðàáîëû y = x2 .

Ýòà çàäà÷à ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âàðèàíòîâ çàäà÷è Àïîëîíèÿ, êîòîðûé, èçó÷àÿ ðàññòîÿíèå äî
ýëëèïñà, ôàêòè÷åñêè íàøåë åãî ýâîëþòó. Îáîáùåíèåì ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à íàõîæäå-
íèÿ íà ðèìàíîâîì ìíîãîîáðàçèè ýêñòðåìàëåé ðàññòîÿíèÿ äî äàííîãî ïîäìíîãîîáðàçèÿ, êîòîðàÿ
ïîñëóæèëà îñíîâîé äëÿ ñîçäàíèÿ òåîðèè Ìîðñà.

Êàê è â âûøåïðèâåäåííîì ñëó÷àå, ýêñòðåìàëÿìè, óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèþ òðàíñâåðñàëü-
íîñòè, ñëóæàò íîðìàëè. Óðàâíåíèå íîðìàëè â òî÷êå (a, a2) èìååò âèä y − a2 = − 1

2a
(x − a) .

Îãèáàþùàÿ ýòîãî ñåìåéñòâà óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå 2ay− 2a3 = a−x , 2y− 6a2 = 1 . Èñêëþ÷àÿ
ïàðàìåòð a , ïîëó÷àåì óðàâíåíèå ïîëóêóáè÷åñêîé ïàðàáîëû (ñì. ðèñ. 7). Â íåêîòîðîé ôèêñèðî-
âàííîé òî÷êå A ïàðàáîëû y = x2 ðàññìîòðèì íîðìàëü, êàñàþùóþñÿ ýâîëþòû â òî÷êå B , Òîãäà
AB = R åñòü ðàäèóñ êðèâèçíû ïàðàáîëû â òî÷êå A . Åñëè òî÷êà (ξ, η) ëåæèò íà ýòîé íîð-
ìàëè ìåæäó òî÷êàìè A è B (òî÷êà B1 íà ðèñ. 7), òî îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå B1

ðàäèóñà |AB1| èìååò êðèâèçíó áîëüøóþ, ÷åì êðèâèçíà ïàðàáîëû â òî÷êå A . Ñëåäîâàòåëüíî ýòà
îêðóæíîñòü êàñàåòñÿ ïàðàáîëû "èçíóòðèò. å. â îêðåñòíîñòè òî÷êè A îíà ëåæèò â îáëàñòè
è y ≥ x2 . Òåì ñàìûì, íà AB1 äîñòèãàåòñÿ ëîêàëüíûé ìèíèìóì.

Åñëè |AB2| > R , òî îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå B2 ðàäèóñà |AB2| èìååò êðèâèçíó,
ìåíüøóþ ÷åì êðèâèçíà ïàðàáîëû â òî÷êå A è êàñàåòñÿ ïàðàáîëû "ñíàðóæèò. å. â îêðåñòíîñòè
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Ðèñ. 7:

òî÷êè A ëåæèò â îáëàñòè y ≤ x2 . Íà AB2 äîñòèãàåòñÿ ëîêàëüíûé ìàêñèìóì. Äëÿ òî÷êè
B ñîïðèêàñàþùàÿñÿ îêðóæíîñòü ïåðåõîäèò ñ îäíîé ñòîðîíû ïàðàáîëû íà äðóãóþ � ýêñòðåìóìà
íåò.

Òàêèì îáðàçîì, îãèáàþùàÿ îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà íîðìàëåé (äóãà CDE íà ðèñ. 7)
èãðàåò â ïðèìåðå 19 òó æå ðîëü, ÷òî è ñîïðÿæåííûå òî÷êè â çàäà÷àõ ñ ôèêñèðîâàííûìè êîí-
öàìè: äî òî÷êè êàñàíèÿ ñ îãèáàþùåé ýêñòðåìàëü ëîêàëüíî ìèíèìàëüíà, ïîñëå êàñàíèÿ îíà ïå-
ðåñòàåò áûòü ëîêàëüíî ìèíèìàëüíîé. Òî÷êè êðèâîé CDE íàçûâàþòñÿ ôîêàëüíûìè òî÷êàìè
ïàðàáîëû.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîÿñíèòü ñìûñë ýòîãî ïîíÿòèÿ, íàïîìíèì íàãëÿäíîå îïðåäåëåíèå îãèáàþùåé
îäíîïàðàìåòðè÷åñêîãî ñåìåéñòâà ïðÿìûõ íà ïëîñêîñòè: "îãèáàþùàÿ åñòü ãåîìåòðè÷åñêîå ìåñòî
òî÷åê ïåðåñå÷åíèÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèõ ïðÿìûõ". Èíûìè ñëîâàìè, åñëè îäíà èç ïðÿìûõ "ñòðåìèò-
ñÿ"ê äðóãîé, òî òî÷êà èõ ïåðåñå÷åíèÿ ñòðåìèòñÿ ê òî÷êå, ëåæàùåé íà îãèáàùåé.

Åñëè ïðåäñòàâèòü ñåáå ëó÷è ñâåòà, èñïóñêàåìûå ðàñêàëåííîé íèòüþ, èìåþùåé ôîðìó ïàðàáî-
ëû (ðå÷ü èäåò î ïëîñêîé çàäà÷å ðàñïðîñòðàíåíèÿ ñâåòà â îäíîðîäíîé èçîòðîïíîé ñðåäå), òî òî÷êè
êðèâîé CDE îêàæóòñÿ íàèáîëåå ÿðêî îñâåùåííûìè. Åñëè ñðåäà íåîäíîðîäíà è íåèçîòðîïíà, òî
ðîëü ïðÿìûõ áóäóò èãðàòü ýêñòðåìàëè ñîîòâåòñòâóþùåãî ôóíêöèîíàëà. Åñëè ðàçìåðíîñòü ïðî-
ñòðàíñòâà áîëüøå äâóõ, òî âìåñòî ïåðåñå÷åíèÿ íàäî ðàññìàòðèâàòü ñáëèæåíèå. Äåéñòâèòåëüíî,
êàñàòåëüíûå ê ïðîñòðàíñòâåííîé êðèâîé (êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ äëÿ íèõ îãèáàþùåé) íå ïåðåñåêàþòñÿ
ìåæäó ñîáîé, íî ïðè ýòîì òî÷êà êàñàíèÿ ñ îãèáàþùåé � ýòî ïðåäåëüíîå ïîëîæåíèå òî÷åê ìàêñè-
ìàëüíîãî ñáëèæåíèÿ áåñêîíå÷íî áëèçêèõ ïðÿìûõ.

Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ ìåæäó ïîíÿòèÿìè "ñîïðÿæåííàÿ òî÷êà"è "ôîêàëüíàÿ òî÷-
êà"ïðèíöèïèàëüíîé ðàçíèöû íåò. Â ïåðâîì ñëó÷àå ñåìåéñòâî ýêñòðåìàëåé èñõîäèò èç îäíîé îáùåé
òî÷êè ïî âñåì íàïðàâëåíèÿì (åãî îñîáåííîñòè � ýòî ñîïðÿæåííûå òî÷êè); âî âòîðîì � èç òî÷åê
ìíîãîîáðàçèÿ ïî íàïðàâëåíèÿì, óäîâëåòâîðÿþùèì óñëîâèþ òðàíñâåðñàëüíîñòè (åãî îñîáåííîñòè
� ýòî ôîêàëüíûå òî÷êè).
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Ïîíÿòèå "ôîêàëüíàÿ òî÷êà"ïî ñìûñëó áëèçêî ïîíÿòèþ "êàóñòèêà èñïîëüçóåìîìó â òåîðèè äèô-
ôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé â ÷àñòíûõ ïðîèçâîäíûõ. Êñòàòè ñêàçàòü, îáà íàçâàíèÿ èìåþò îáùóþ
ýòèìîëîãèþ: focus (ôîêóñ) � ïî ëàòûíè � î÷àã, æàð; καυστικóς (êàóñòèêîñ) � ïî ãðå÷åñêè � âîñ-
ïëàìåíÿþùèé, îáæèãàþùèé (ñð. ðóññêîå "êàóñòè÷åñêàÿ ñîäà"). Ýòè íàçâàíèÿ ñâÿçàíû ñ îïòèêîé
è õàðàêòåðèçóþò òî÷êè ïðîñòðàíñòâà, â êîòîðûõ ïðîèñõîäèò óâåëè÷åíèå ïëîòíîñòè ýíåðãèè ñâå-
òîâîãî ïîòîêà, âûçâàííîå ñáëèæåíèåì ëó÷åé ñâåòà.

15 ÍÅÎÁÕÎÄÈÌÎÅ ÓÑËÎÂÈÅ ÂÅÉÅÐØÒÐÀÑÑÀ

Îïðåäåëåíèå 1. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî êðèâàÿ x̂(·) ðåàëèçóåò ñèëüíûé ìèíèìóì â çàäà÷å 5 (ãë. V
S 17), åñëè ñóùåñòâóåò òàêàÿ îêðåñòíîñòü V òî÷êè x̂(·) â ïðîñòðàíñòâå KC1([t0, t1]) , ÷òî äëÿ
ëþáîé êðèâîé x(·) ∈ V J (x(·)) ≥ J (x̂(·)) .

Î÷åâèäíî, ÷òî âñÿêèé ñèëüíûé ìèíèìóì ÿâëÿåòñÿ ñëàáûì, è ïîýòîìó äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ
ñèëüíîãî ìèíèìóìà ÿâëÿþòñÿ îäíîâðåìåííî äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ñëàáîãî, à íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ ñëàáîãî ìèíèìóìà � íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè ñèëüíîãî. Îäíàêî íå âñÿêèé ñëàáûé ìèíè-
ìóì ÿâëÿåòñÿ ñèëüíûì (ñì. äàëüøå ïðèìåð 20). Ïîýòîìó åñòåñòâåííî ïîñòàâèòü âîïðîñ î íåîáõî-
äèìûõ óñëîâèÿõ ñèëüíîãî ìèíèìóìà, íå ÿâëÿþùèõñÿ íåîáõîäèìûìè äëÿ ñëàáîãî. Èìåííî òàêèì
ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå Âåéåðøòðàññà. Âûâåäåì ýòî óñëîâèå.

Ôèêñèðóåì τ ∈ [t0, t1] , âåêòîð ξ ∈ Rn è ÷èñëî σ > 0 . Ðàññìîòðèì ñåìåéñòâî êðèâûõ
(ñì. ðèñ. 8).

x(t, α) =


x̂(t), t 6∈ [τ, τ + σ]

x̂(τ) + ξ(t− τ), t ∈ [τ, τ + α]

x̂(t) + x̂(τ)+ξα−x̂(τ+α)
σ−α (τ + σ − t), t ∈ [τ + α, τ + σ]

Ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì α êðèâûå x(t, α) ïîïàäàþò â ñêîëü óãîäíî ìàëóþ C -îêðåñòíîñòü (íî íå
C1 -îêðåñòíîñòü!) êðèâîé x̂(·) ; x(t, 0) = (̂t) .

Ðèñ. 8:
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Ïîäñòàâèâ x(t, α) ïîä çíàê ôóíêöèîíàëà J , ïîëó÷èì ôóíêöèþ J (α) , êîòîðàÿ îïðåäåëåíà ïðè

α ≥ 0 è äîñòèãàåò ìèíèìóìà ïðè α = 0 . Ïîýòîìó dJ
dα
≥ 0 . Èìååì J (α) − J (0) =

τ+α∫
τ

f(t, x̂(t) +

ξ(t− τ), ξ)dt−
τ+σ∫
τ

f(t, x̂, ˙̂x)dt+
τ+σ∫
τ+α

f(t, x(t, α), ẋ(t, α))dt . Ïðèìåíèâ ôîðìóëó (??), ïîëó÷èì

dJ
dα

= t(τ + α, x̂(τ) + ξα, ξ)− [pδx−Hδt]|τ+α +

τ+α∫
τ−α

[fx −
d

dt
fẋ]

∂x

∂α
dt. (56)

Ïîñêîëüêó íà x̂(·) âûïîëíåíî óðàâíåíèå Ýéëåðà, èíòåãðàëüíûé ÷ëåí ïðè α = 0 äàåò íîëü. Òàê
êàê ëåâûé êîíåö ñåìåéñòâà x(t, α) ñêîëüçèò ïî ïðÿìîé t = τ +α , x = x̂(τ) +αξ ñ íàïðàâëÿþùèì
âåêòîðîì (1, ξ) , âìåñòî âåêòîðà (δt, δx) íàäî ïîäñòàâèòü âåêòîð (1, ξ) . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

f(τ, x̂(τ), ξ)− f(τ, x̂(τ), ˙̂x(τ))− fẋ(τ, x̂(τ), ˙̂x(τ))(ξ − ˙̂x(τ)) ≥ 0. (57)

Ôóíêöèÿ E(τ, x, ẋ, ξ) = f(τ, x, ξ) − f(τ, x, ẋ) − fẋ(τ, x, ẋ)(ξ − ẋ) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Âåéåð-
øòðàññà. Íàìè äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 5. Ïóñòü ýêñòðåìàëü x̂(·) äàåò ñèëüíûé ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó J . Òîãäà
E(τ, x̂(τ), ˙̂x(τ), ξ) ≥ 0 ïðè âñåõ ξ ∈ Rn , τ ∈ [t0, t1] .

Îáñóäèì ñìûñë ýòîé òåîðåìû. Çàôèêñèðóåì çíà÷åíèÿ τ0, x0, ẋ0 è ðàññìîòðèì y = f(τ0, x0, ξ)
êàê ôóíêöèþ îò ïåðåìåííîãî ξ . Òîãäà ôóíêöèþ Âåéåðøòðàññà ìîæíî èíòåðïðåòèðîâàòü êàê óêëî-
íåíèå ïîâåðõíîñòè y = f(τ0, x0, ξ) îò êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòè, ïðîâåäåííîé â òî÷êå ẋ0 (ñì. ðèñ. 9).
Òåì ñàìûì, óñëîâèå Âåéåðøòðàññà îçíà÷àåò, ÷òî ïðè âñåõ τ ∈ [t0, t1] ïîâåðõíîñòü y = f(τ, x̂(τ), ξ)
öåëèêîì ëåæèò íàä êàñàòåëüíîé ïëîñêîñòüþ, ïðîâåäåííîé â òî÷êå ˙̂x(τ) .

Ðèñ. 9:

Çàìå÷àíèå 2. .
Ïðèìåíèâ ôîðìóëó Òåéëîðà

f(t, x̂(t), ξ) = f(t, x̂(t), ˙̂x(t))+fẋ(t, x̂(t), ˙̂x(t))(ξ− ˙̂x(t))+
1

2
〈fẋẋ(t, x̂(t), ˙̂x(t)+θ(ξ− ˙̂x(t)))(ξ− ˙̂x(t)), (ξ− ˙̂x(t))〉,
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ãäå 0 ≤ θ ≤ 1 , ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî èç óñëîâèÿ Âåéåðøòðàññà ñëåäóåò óñëîâèå Ëåæàíäðà f̂ẋẋ ≥ 0
(íî íå ñëåäóåò óñèëåííîå óñëîâèå Ëåæàíäðà).

16 ÈÍÒÅÃÐÀËÜÍÛÉ ÈÍÂÀÐÈÀÍÒ
ÏÓÀÍÊÀÐÅ-ÊÀÐÒÀÍÀ

Èäåÿ èíòåãðàëüíîãî èíâàðèàíòà âîçíèêëà â ðàáîòàõ Ñòîêñà ïðè èçó÷åíèè ñòàöèîíàðíîãî âèõðå-
âîãî òå÷åíèÿ íåñæèìàåìîé æèäêîñòè. Ïðèâåäåì ðàññóæäåíèÿ Ñòîêñà, ñëåäóÿ èçëîæåíèþ â ([?]
ñ.200).

Ïóñòü v � âåêòîðíîå ïîëå ñêîðîñòåé òå÷åíèÿ æèäêîñòè; rot v � ïîëå ðîòîðà. Èíòåãðàëüíûå
êðèâûå âåêòîðíîãî ïîëÿ ðîòîðà íàçûâàþòñÿ âèõðåâûìè ëèíèÿìè. Ðàññìîòðèì çàìêíóòûé îäíî-
ìåðíûé êîíòóð γ1 è ÷åðåç êàæäóþ åãî òî÷êó ïðîâåäåì âèõðåâóþ ëèíèþ. Ïîëó÷èì âèõðåâóþ
òðóáêó. Ðàññìîòðèì êîíòóð γ2 , îõâàòûâàþùèé òó æå âèõðåâóþ òðóáêó (ñì. ðèñ. 10). Áîêîâóþ
ïîâåðõíîñòü ýòîé òðóáêè ñ ãðàíèöåé γ1 − γ2 îáîçíà÷èì ÷åðåç Γ .

Ðèñ. 10:

Öèðêóëÿöèåé ïîëÿ v ïî êîíòóðó γ íàçûâàåòñÿ
∫
γ

vdl , ãäå ôîðìà vdl èìååò âèä vdl = v1dx1 +

v2dx2 + v3dx3 .

Ëåììà 2. (Ñòîêñ).
Öèðêóëÿöèè ïîëÿ v ïî γ1 è γ2 îäèíàêîâû, ò. å.

∫
γ1

vdl =
∫
γ2

vdl .

Äîêàçàòåëüñòâî.
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Ïðèìåíÿÿ ê Γ ôîðìóëó Ñòîêñà, èìååì
∫
γ1

vdl −
∫
γ2

vdl =
∫
Γ

(rot v)ndS = 0 . Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî

åñòü ñëåäñòâèå òîãî,÷òî rot v âñþäó êàñàåòñÿ Γ è åãî ïîòîê ÷åðåç Γ ðàâåí íóëþ.
�
Óòâåðæäåíèå ëåììû Ñòîêñà ìîæíî âûðàçèòü ñëåäóþùåé ôðàçîé: ôîðìà vdl åñòü èíòåãðàëü-

íûé èíâàðèàíò äëÿ ïîëÿ ðîòîðà.
Âïîñëåäñòâèè À. Ïóàíêàðå ïîêàçàë, ÷òî åñëè ðàññìîòðåòü îòîáðàæåíèå R2n → R2n , (x0, p0) 7→

x(t;x0, p0), p(t;x0, p0) ïî òðàåêòîðèÿì êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû ẋ = Hp , ṗ = −Hx , òî äèôôåðåí-
öèàëüíàÿ ôîðìà pdx åñòü èíòåãðàëüíûé èíâàðèàíò ýòîãî îòîáðàæåíèÿ. Äàëüíåéøåå îáîáùåíèå
ýòîé èäåè ïðèíàäëåæèò Ý. Êàðòàíó. Â ïîñëåäóþùåì èçëîæåíèè ðîëü öèðêóëÿöèè èãðàåò èíòå-
ãðàë ïî çàìêíóòîìó êîíòóðó îò ïðîèçâîëüíîé 1 -ôîðìû ω(1) ; ðîëü ðîòîðà � áèëèíåéíàÿ ôîðìà
ω(2) = dω(1) . Ðàíã áèëèíåéíîé êîñîñèììåòðè÷åñêîé ôîðìû � ÷åòíîå ÷èñëî. Äèôôåðåíöèàëüíàÿ
2 -ôîðìà ω(2) íàçûâàåòñÿ íåâûðîæäåííîé, åñëè åå ðàíã â êàæäîé òî÷êå ìàêñèìàëåí. Â íå÷åòíî-
ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå R2k+1 íåâûðîæäåííûå 2 -ôîðìû èìåþò ðàíã 2k . Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà
îòîáðàæåíèÿ Ax , îïðåäåëÿåìîãî ôîðìîé ω(2) , èìååò îäíîìåðíîå ÿäðî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ζ(x)
âåêòîðíîå ïîëå, íàïðàâëåííîå ïî ýòîìó ÿäðó.

Åñëè äâóìåðíàÿ ïëîñêîñòü σ , íàòÿíóòàÿ íà âåêòîðà ξ, η , ñîäåðæèò ζ(x) , òî ω
(2)
x {ξ, η} = 0 .

Äåéñòâèòåëüíî, îäèí èç âåêòîðîâ, ñêàæåì, ξ , åñòü ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ζ è η . Ïîýòîìó
ω

(2)
x {ξ, η} = ω

(2)
x {αζ + βη, η} = α〈Axζ, η〉 + βω

(2)
x {η, η} . Ïåðâûé ÷ëåí â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåí íó-

ëþ, ïîñêîëüêó ζ ïðèíàäëåæèò ÿäðó A , à âòîðîé � â ñèëó êîñîñèììåòðè÷íîñòè ω(2) .
Ïóñòü òåïåðü ω(1) òàêàÿ 1 -ôîðìà â R2k+1 , ÷òî åå äèôôåðåíöèàë ω(2) = dω(1) íåâûðîæäåí.

Èíòåãðàëüíûå ëèíèè âåêòîðíîãî ïîëÿ ζ(x) íàçûâàþòñÿ õàðàêòåðèñòèêàìè ôîðìû ω(1) . Äëÿ îä-
íîìåðíîãî êîíòóðà γ1 ðàññìîòðèì òðóáêó èç õàðàêòåðèñòèê, ïðîõîäÿùèõ ÷åðåç γ1 , è êîíòóð γ2 ,
îõâàòûâàþùèé ýòó òðóáêó (ðèñ. 10). Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó Ñòîêñà ê äâóìåðíîìó ìíîãîîáðàçèþ ñ
ãðàíèöåé γ1 − γ2 , ïîëó÷èì ∫

γ1

ω(1) −
∫
γ2

ω(1) =

∫
Γ

dω(1) = 0.

Äåéñòâèòåëüíî, ôîðìà dω(1)
x íà 2 -ìåðíîé ïëîùàäêå σx , êàñàòåëüíîé ê Γ â òî÷êå x , îáðàùàåòñÿ â

0, ò. ê. σx ñîäåðæèò âåêòîð ζx . Òàêèì îáðàçîì, ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ôîðìà ω(1) åñòü èíòåãðàëüíûé
èíâàðèàíò äëÿ ïîëÿ ñâîèõ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàïðàâëåíèé.

Òåïåðü ìû ìîæåì ïåðåéòè ê êàíîíè÷åñêèì ñèñòåìàì. Ðàññìîòðèì ãàìèëüòîíèàí H(t, x, p) ,
îïðåäåëåííûé íà ïðîñòðàíñòâå ïåðåìåííûõ (t, x, p) , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíîìåðíûì ( t ∈ R ,
(x, p) ∈ R2n ) è äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó Ïóàíêàðå-Êàðòàíà ω(1) = pdx−Hdt . Ïðèìåíèì ê ýòîé
ôîðìå âûøåîïèñàííóþ êîíñòðóêöèþ. Ìàòðèöà A ôîðìû ω(2) = dω(1) èìååò âèä:

On −In
−∂H/∂x1

...
−∂H/∂xn

In On

−∂H/∂p1
...

−∂H/∂pn
∂H/∂x1 · · · ∂H/∂xn ∂H/∂p1 · · · ∂H/∂pn 0


Ýòà ìàòðèöà ïðè âñåõ (t, x, p)) èìååò ìàêñèìàëüíûé ðàíã 2n , ò. ê. åå ëåâûé âåðõíèé óãîë �
íåâûðîæäåííàÿ (2n × 2n) -ìàòðèöà. Îïðåäåëåííûé âûøå âåêòîð ζ(x) äëÿ ìàòðèöû A èìååò
îòëè÷íóþ îò íóëÿ ïîñëåäíþþ êîìïîíåíòó è ìîæåò áûòü íîðìèðîâàí óñëîâèåì ζ2n+1 = 1 . Òîãäà
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ïîëó÷àåì −ζn+1 − ∂H/∂x1 = 0, . . . − ζ2n − ∂H/∂xn = 0 , ζ1 − ∂H/∂p1 = 0, . . . ζn − ∂H/∂pn = 0 ,
ζ2n+1 = 1 , ò. å. óðàâíåíèÿ õàðàêòåðèñòèê ôîðìû Ïóàíêàðå-Êàðòàíà

dp

ds
= −∂H

∂x
,

dx

ds
=
∂H

∂p
,

dt

ds
= 1. (58)

äàþò êàíîíè÷åñêóþ ñèñòåìó ñ ãàìèëüòîíèàíîì H . Òåì ñàìûì, äîêàçàíà ñëåäóþùàÿ

Òåîðåìà 6. (Îá èíòåãðàëüíîì èíâàðèàíòå).
Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà pdx − Hdt ÿâëÿåòñÿ èíòåãðàëüíûì èíâàðèàíòîì êàíîíè÷åñêîé

ñèñòåìû (58).

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî èíòåãðàë ôîðìû pdx − Hdt ïî ëþáîìó çàìêíóòîìó êîíòóðó ñîõðàíÿåòñÿ
âäîëü òðóáêè òðàåêòîðèé ñèñòåìû (58).

17 ÎÑÍÎÂÍÀß ÊÎÍÑÒÐÓÊÖÈß

Ïóñòü äàíà ôîðìà Ïóàíêàðå-Êàðòàíà pdx−Hdt = ω(1) , H ∈ C2(D) , ãäå D ⊂ R2n+1 � îòêðûòîå
ìíîæåñòâî.

Îïðåäåëåíèå 4. .
Ïîäìíîãîîáðàçèå M ⊂ D íàçûâàåòñÿ èíòåãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì ôîðìû ω , åñëè ôîðìà ω

îáðàùàåòñÿ â íîëü íà ëþáûõ íàáîðàõ âåêòîðîâ êàñàòåëüíûõ ê M : ω|M = 0 .

Äèôôåðåíöèàëüíàÿ ôîðìà ω(1) = pdx−Hdt ïîäñêàçûâàåò íàì, ÷òî ïåðåìåííàÿ p ñîïðÿæåíà ñ
ïåðåìåííîé x , à ïåðåìåííàÿ H ñîïðÿæåíà ñ ïåðåìåííîé t . Èñïîëüçóÿ ôîðìó ω(1) , ìîæíî ââåñòè
ñèìïëåêòè÷åñêóþ ñòðóêòóðó â (2n + 2) -ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ïåðåìåííûõ (x, p, t,H) . Äëÿ çàäà÷
îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ H ÿâëÿåòñÿ îäíîçíà÷íîé ôóíêöèåé îò ïåðåìåííûõ (x, p, t) , ò.å. ëþáîå
ìíîãîîáðàçèå ïðîñòðàíñòâà (x, p, t) äîïóñêàåò îäíîçíà÷íûé ïîäúåì â ïðîñòðàíñòâî (x, p, t,H) .
Ïîýòîìó ìû ñîõðàíèì òåðìèí ëàãðàíæåâî ìíîãîîáðàçèå äëÿ (n+1) -ìåðíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ (2n+
1) -ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà.

Îïðåäåëåíèå 5. .
Ìíîãîîáðàçèå M⊂ D , dimM = n+ 1 íàçûâàåòñÿ ëàãðàíæåâûì îòíîñèòåëüíî ôîðìû ω(1) ,

åñëè M � èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå äëÿ ôîðìû dω(1) .

.

Ïðèìåð 5. .
Â êàæäîé òî÷êå x ìíîãîîáðàçèÿ N ⊂ Rn , dimN = k , ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

p ∈ Rn , òàêèõ, ÷òî

〈p, ξ〉 = 0 äëÿ ëþáûõ ξ ∈ TxN. (59)

Ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ {x, p} , îáëàäàþùèõ ýòèì ñâîéñòâîì, íàçûâàåòñÿ íîðìàëüíûì ðàñ-
ñëîåíèåì äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ N .

Íîðìàëüíîå ðàññëîåíèå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ìíîãîîáðàçèÿ N ⊂ Rn , î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ èíòå-
ãðàëüíûì ìíîãîîáðàçèåì ôîðìû ω(1) ïðè ëþáîì âûáîðå ôóíêöèè H . Ðàçìåðíîñòü íîðìàëüíîãî
ðàññëîåíèÿ ðàâíà n , ïîñêîëüêó óñëîâèå 〈p, ξ〉 = 0 äàåò k íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé, åñëè ñàìî N
îïðåäåëÿåòñÿ ñèñòåìîé èç (n− k) íåçàâèñèìûõ óðàâíåíèé.
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Äëÿ ìíîãîîáðàçèÿ N ⊂ Rn+1 , dimN = k îáîçíà÷èì ÷åðåç M ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ {t, x, p} ,
òàêèõ, ÷òî

〈p, ξ〉 −H(t, x, p)τ = 0 äëÿ ëþáûõ (t, x) ∈ N ; (τ, ξ) ∈ T(tx)N. (60)

Òîãäà M � èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ôîðìû pdx−Hdt .

Îïðåäåëåíèå 6. .
Ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì ìíîãîîáðàçèå M áóäåì íàçûâàòü ïîäíÿòèåì ìíîãîîáðàçèÿ N

â ïðîñòðàíñòâî t, x, p .

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó êëàññè÷åñêîãî âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ ñ ïîäâèæíûì ëåâûì è íåïîäâèæ-
íûì ïðàâûì êîíöîì:

Çàäà÷à 2. .

J =
t1∫
t0

f(t, x(t), ẋ(t))dt→ inf ïðè óñëîâèÿõ x(t1) = x1 ;

Φ(t0, x(t0)) = 0, Φ : U → Rn+1−k, Φ ∈ C1(U), (61)

ãäå U ⊂ R1 × Rn � ñâÿçíàÿ îáëàñòü, ïðîåêöèÿ êîòîðîé íà îñü t ñîäåðæèò îòðåçîê [t0, t1] .

Åñëè îòîáðàæåíèå Φ′ : U → Rn+1−k ñþðúåêòèâíî, òî óñëîâèå (61) îïðåäåëÿåò â U k -ìåðíîå
ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå N . Ðàññìîòðèì ìíîãîîáðàçèå M , ïîñòðîåííîå â ïðèìåðå .. ïî ìíîãîîáðà-
çèþ N è ôóíêöèè H(t, x, p) (äëÿ çàäà÷è 1). Â óñëîâèè (60) íåòðóäíî óçíàòü óñëîâèå òðàíñâåð-
ñàëüíîñòè äëÿ çàäà÷è 1.

Îïðåäåëåíèå 7. .
Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M â òî÷êå (t, x, p) íå ñîäåðæèò õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ

íàïðàâëåíèé, åñëè âåêòîð ζ = (1, Hp,−Hx) íå êàñàåòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ M , ò. å. ζ 6∈ TM .

Ïðåäëîæåíèå 2. .
Äîñòàòî÷íûì óñëîâèåì òîãî, ÷òîáû M â òî÷êå (t, x, p) íå ñîäåðæàëî õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ

íàïðàâëåíèé, ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå

rk(ξi −Hp(t, x, p)τi) = k, (62)

ãäå {τi, ξi}, i = 1, . . . k � áàçèñ TtxN .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîð (1, Hp) íå êàñàåòñÿ ìíîãîîáðàçèÿ N , ò. å.

íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé êîìáèíàöèåé âåêòîðîâ (τi, ξi) . Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå: 1 =
k∑
i=1

λiτi , Hp =

k∑
i=1

λiξi . Òîãäà
∑
λiξi −Hp

∑
λiτi = Hp −Hp = 0 , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò (62).

�

Ñëåäñòâèå 1. .
Èç âûøåïðèâåäåííîãî äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóåò, ÷òî ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (62) ýêñòðåìàëè

çàäà÷è 1, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ òðàíâåðñàëüíîñòè,ïîäõîäÿò ê ìíîãîîáðàçèþ N ïîä íåíó-
ëåâûì óãëîì.
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Ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (62) ìíîæåñòâî çíà÷åíèé p , óäîâëåòâîðÿþùèõ â òî÷êå (t, x) ðàâåí-
ñòâàì (??), îáðàçóåò ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå. Îáîçíà÷èì ýòî ìíîãîîáðàçèå ÷åðåç Q(tx) .

Îñíîâíàÿ êîíñòðóêöèÿ.

Ïóñòü M � ïîäíÿòèå ìíîãîîáðàçèÿ N , îïðåäåëÿåìîãî ôîðìóëîé (59). Ïðîâåäåì ÷åðåç êàæäóþ
òî÷êó (t0, x0, p0) ìíîãîîáðàçèÿ M ýêñòðåìàëü çàäà÷è 1, ò. å. ðåøåíèå äëÿ t ≥ t0 ãàìèëüòîíîâîé
ñèñòåìû

ẋ = Hp(t, x, p), ṗ = −Hx(t, x, p). (63)

Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (62), òî â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ (n + 1) -ìåðíîå ãëàäêîå ìíîãîîáðàçèå,
êîòîðîå ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç M .

Ïðåäëîæåíèå 3. . Åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (62), òî M ÿâëÿåòñÿ ëàãðàíæåâûì ìíîãîîáðàçèåì
îòíîñèòåëüíî ôîðìû Ïóàíêàðå-Êàðòàíà.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíûé ãëàäêèé çàìêíóòûé êîíòóð γ ⊂ M è ïðîâåäåì ÷åðåç íåãî òðóáêó

òðàåêòîðèé Γ ñèñòåìû (63). Ðåøåíèÿ óðàâíåíèé (63) ãëàäêî çàâèñÿò îò íà÷àëüíûõ äàííûõ è
ïåðåñåêàþò M ïîä íåíóëåâûì óãëîì. Ïîýòîìó γ1 = Γ∩M � ýòî ãëàäêèé êîíòóð. Â ñèëó òåîðåìû
îá èíòåãðàëüíîì èíâàðèàíòå

∫
γ

ω(1) =
∫
γ1

ω(1) . Íî M � èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ôîðìû ω(1) .

Ïîýòîìó ∫
γ

ω(1) = 0 äëÿ ëþáîé çàìêíóòîé êðèâîé γ ⊂M. (64)

Çàôèêñèðóåì òî÷êó (t0, x0, p0) ∈ M è ðàññìîòðèì
txp∫

t0x0p0

ω(1) êàê ôóíêöèþ ïåðåìåííîãî âåðõ-

íåãî ïðåäåëà (t, x, p) ∈ M (â ñèëó ôîðìóëû (64) èíòåãðàë íå çàâèñèò îò ïóòè, åñëè ýòîò ïóòü
ëåæèò â M ). Òîãäà äèôôåðåíöèàë ýòîé ôóíêöèè, îïðåäåëåííîé íà M , ðàâåí ω(1)

∣∣
M . Òåì ñà-

ìûì, äîêàçàíà òî÷íîñòü ôîðìû ω(1)
∣∣
M . Åå çàìêíóòîñòü åñòü ñëåäñòâèå òî÷íîñòè.

�

Ñëåäñòâèå 2. .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãîîáðàçèå M ñâÿçíî. Ðàññìîòðèì äâå êðèâûå l1 è l2 , ñîåäèíÿþùèå

òî÷êó (t, x, p) ∈M ñ ìíîãîîáðàçèåì M ; l1, l2 ⊂M . Òîãäà
∫
l1

ω(1) =
∫
l2

ω(1) .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ñîåäèíèâ êîíöû êðèâûõ l1 è l2 ïóòåì â M , ïîëó÷èì çàìêíóòûé êîíòóð, èíòåãðàë ïî êîòîðîìó

â ñèëó ôîðìóëû (64) ðàâåí íóëþ. Íî M � èíòåãðàëüíîå ìíîãîîáðàçèå ôîðìû ω(1) , ïîýòîìó
èíòåãðàë ïî ëþáîé êðèâîé, ëåæàùåé íà M , ðàâåí íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî,

∫
l1

ω(1) =
∫
l2

ω(1) , êàê è

óòâåðæäàëîñü.
�
Âñþäó â äàëüíåéøåì ïîä N,M,Q,M áóäåò ïîíèìàòüñÿ ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îñíîâíîé êîí-

ñòðóêöèè ê çàäà÷å 1.
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18 ÏÎËÅ ÝÊÑÒÐÅÌÀËÅÉ

Ðàññìîòðèì â ïðîñòðàíñòâå {t, x, p} îáëàñòü ∆ , ñîäåðæàùóþ íàðÿäó ñ ëþáîé òî÷êîé (t1, x1, p1)
âñå òî÷êè ðåøåíèÿ ñòàíäàðòíîé êàíîíè÷åñêîé ñèñòåìû ñ íà÷àëüíûìè çíà÷åíèÿìè (t1, x1, p1) , ò. å.
(τ, x(τ ; t1, x1, p1), p(τ ; t1, x1, p1) , ïðè τ < t1 . Ïóñòü D = (M\M) ∩∆ .

Ðàññìîòðèì îïåðàöèþ ïðîåêòèðîâàíèÿ π : (t, x, p) 7→ (t, x) èç R2n+1 â Rn+1 .

Îïðåäåëåíèå 8. .
Ïóñòü ïðîåêöèÿ π , îãðàíè÷åííàÿ íà ìíîæåñòâî D ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì îòîá-

ðàæåíèåì. Òîãäà ãîâîðÿò, ÷òî â îáëàñòè G = πD çàäàíî ïîëå ýêñòðåìàëåé P ñ íà÷àëüíûì
ìíîãîîáðàçèåì N .

Åñëè â G îïðåäåëåíî ïîëå, òî êàæäîé òî÷êå (t, x) ∈ G ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå îäíó
è òîëüêî îäíó òî÷êó p(t, x) òàê, ÷òî (t, x, p(t, x)) ∈ D . Èíûìè ñëîâàìè, p = p(t, x) � óðàâíåíèå,
îïðåäåëÿþùåå ìíîãîîáðàçèå M , â îáëàñòè D .

Â ýòîé ñèòóàöèè ïðîåêöèè ýêñòðåìàëåé, ëåæàùèõ â M , íà îáëàñòü G íå ïåðåñåêàþòñÿ, ïî-
ñêîëüêó ýêñòðåìàëè íå ìîãóò ïåðåñåêàòüñÿ â M (ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè äëÿ êàíîíè÷åñêîé
ñèñòåìû, à îòîáðàæåíèå π|M âçàèìíî îäíîçíà÷íî. Ïîýòîìó â êàæäîé òî÷êå (t, x) ∈ G îäíîçíà÷íî
îïðåäåëåíà ôóíêöèÿ

g(t, x) = Hp(t, x, p(t, x)). (65)

Îíà íàçûâàåòñÿ ãåîäåçè÷åñêèì íàêëîíîì ïîëÿ P . Óðàâíåíèÿ p = p(t, x) ïîçâîëÿþò ïåðåïèñàòü
âñå ôîðìóëû, îòíîñÿùèåñÿ ê ìíîæåñòâó D , â âèäå ôîðìóë íà G . Òàê, íàïðèìåð, óðàâíåíèÿ
ýêñòðåìàëåé â G èìåþò âèä ẋ = g(t, x) ; îãðàíè÷åíèå ôîðìû Ïóàíêàðå-Êàðòàíà íà D ìîæíî
çàïèñàòü â âèäå ôîðìû íà G :

p(t, x)dx−H(t, x, p(t, x))dt. (66)

Ïîñêîëüêó ω(1)
∣∣
M òî÷íà, ôîðìà (66) òàêæå ÿâëÿåòñÿ òî÷íîé.

Çàìå÷àíèå 3. .
Òî÷íîñòü ôîðìû (66) îçíà÷àåò, ÷òî îíà ÿâëÿåòñÿ äèôôåðåíöèàëîì íåêîòîðîé ôóíêöèè

S(t, x) , îïðåäåëåííîé íà G :

Sx(t, x) = p(t, x); St(t, x) = −H(t, x, p(t, x)).

Òåì ñàìûì, ôóíêöèÿ S(t, x) ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ãàìèëüòîíà-ßêîáè. Ïðè ýòîì S|N =
const (èíòåãðàë îò ôîðìû (66) ïî ëþáîé êðèâîé l ⊂ N ðàâåí íóëþ).

Èòàê, èíòåãðàë îò ôîðìû (66) íå çàâèñèò îò ïóòè γ â G . Ïåðåïèøåì ýòîò èíòåãðàë â òåðìèíàõ
ïîäûíòåãðàëüíîé ôóíêöèè f :

I(γ) =
∫
γ

p(t, x)dx−H(t, x, p(t, x))dt =∫
γ

fẋ(t, x, g(t, x))dx− [−f(t, x, g(t, x)) + fẋ(t, x, g(t, x))g(t, x)]dt.
(67)

Èíòåãðàë (67) íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì èíòåãðàëîì Ãèëüáåðòà äëÿ ïîëÿ P . Îí íå çàâèñèò
îò ïóòè â îáëàñòè G , à íà ýêñòðåìàëÿõ ïîëÿ, ò. å. íà ðåøåíèÿõ ñèñòåìû ẋ = g(t, x) , èíòåãðàë (67)
ñîâïàäàåò ñ èñõîäíûì ôóíêöèîíàëîì:∫

γ

fẋdx− [−f + fẋg]dt =

∫
γ

f(t, x, g(x, t))dt.
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Ôóíêöèÿ Âåéåðøòðàññà äëÿ ïîëÿ P îïðåäåëÿåòñÿ íà G ôîðîìóëîé

EP(t, x, ξ) = E(t, x, g(t, x), ξ) = f(t, x, ξ)− f(t, x, g(t, x))− p(t, x)(ξ − g(t, x)). (68)

Òåîðåìà 7. (Äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ñèëüíîãî ìèíèìóìà â òåðìèíàõ ïîëÿ ýêñòðåìàëåé).
Ïóñòü â îáëàñòè G îïðåäåëåíî ïîëå ýêñòðåìàëåé P ñ íà÷àëüíûì ìíîãîîáðàçèåì N , à ôóíê-

öèÿ Âåéåðøòðàññà (68) íåîòðèöàòåëüíà ïðè âñåõ (t, x) ∈ G è ïðè ëþáûõ ξ . Ïóñòü x̂(·) � íåêî-
òîðàÿ ýêñòðåìàëü ïîëÿ P . Òîãäà äëÿ ëþáîé êðèâîé x(·) òàêîé, ÷òî x(t1) = x̂(t1) ; x(t0) ∈ N ,
x(t) ∈ G ïðè âñåõ t ∈ [t0, t1] èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî J (x̂(·)) ≤ J (x(·)) .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Â ñèëó ñëåäñòâèÿ 1: I(x̂(·)) = I(x(·)) . Íî x̂(·) � ýêñòðåìàëü è ïîýòîìó I(x̂(·)) = J (x̂(·)) . Ñëå-

äîâàòåëüíî, J (x(·)) − J (x̂(·)) = J (x(·)) − I(x̂(·)) = J (x(·)) − I(x(·)) =
t1∫
t0

f(t, x(t), ẋ(t))dt −
t1∫
t0

{fẋ(t, x(t), g(t, x(t)))ẋ(t) − [−f(t, x(t), g(t, x(t))) + fẋ(t, x(t), g(t, x(t)))g(t, x(t))]}dt =

t1∫
t0

EP(t, x(t), ẋ(t))dt ≥ 0 .

�
Èòàê, ÷òîáû óáåäèòüñÿ â òîì, ÷òî íà ýêñòðåìàëè x̂(·) äîñòèãàåòñÿ ñèëüíûé ìèíèìóì, ñëåäóåò

ïîãðóçèòü ýòó ýêñòðåìàëü â ïîëå.

19 ÝÉËÅÐÎÂÛ ÝËÀÑÒÈÊÈ

Íà ïëîñêîñòè (x, y) ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íî òîíêèé, îäíîðîäíûé, íåðàñòÿæèìûé, óïðóãèé ñòåð-
æåíü äëèíû åäèíèöà. Ïóñòü ýòîò ñòåðæåíü çàêðåïëåí â êîíöàõ òàê, ÷òî ôèêñèðîâàíû íàïðàâëåíèÿ,
ïî êîòîðûì îí ïîäõîäèò ê êîíöàì. Âîïðîñ ñîñòîèò â òîì, êàêóþ ôîðìó ïðèìåò òàêîé ñòåðæåíü.
Ïðèìåì çà ïàðàìåòð äëèíó äóãè èñêîìîé êðèâîé, à ÷åðåç ξ îáîçíà÷èì óãîë íàêëîíà åäèíè÷íîãî
êàñàòåëüíîãî âåêòîðà ñ îñüþ àáñöèññ. Â êà÷åñòâå óïðàâëåíèÿ u = ξ̇ ðàññìîòðèì ñêîðîñòü èçìå-
íåíèÿ ýòîãî âåêòîðà, ò.å. êðèâèçíó èñêîìîé êðèâîé (ìîäóëü ñêîðîñòè åäèíè÷íîãî êàñàòåëüíîãî
âåêòîðà). Òîãäà x(ξ), y(ξ) ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû

ẋ = cos ξ
ẏ = sin ξ

ξ̇ = u
(69)

ñ ãðàíè÷íûìè óñëîâèÿìè

x(0) = x0, y(0) = y0, dy/dx(0) = p0; x(1) = x1, y(1) = y1, dy/dx(1) = p1. (70)

Óïðóãàÿ ýíåðãèÿ ñòåðæíÿ ýòî èíòåãðàë îò êâàäðàòà åãî êðèâèçíû

1

2

∫ 1

0

u2ds. (71)

Èçó÷èì çàäà÷ó ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëà (90) ïðè óñëîâèÿõ (88), (89). Ôóíêöèÿ Ïîíòðÿãèíà äëÿ
ýòîé çàäà÷è èìååò âèä

H = ψ1 cos ξ + ψ2 sin ξ + ψ3u+
λ

2
u2.
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Ñîïðÿæåííàÿ ñèñòåìà èìååò âèä 
ψ̇1 = 0

ψ̇2 = 0

ψ̇3 = ψ1 sin ξ − ψ2 cos ξ

Ìíîæèòåëü λ íå ðàâåí íóëþ, ò.ê. èíà÷å ìàêñèìóì ôóíêöèè H äîñòèãàëñÿ áû òîëüêî ïðè ψ3 = 0 ,
íî òîãäà, â ñèëó ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ñîïðÿæåííîé ñèñòåìû, ψ1 = ψ2 = 0 , è âñå ìíîæèòåëè
Ëàãðàíæà áûëè áû ðàâíû íóëþ. Ïîýòîìó ìîæíî ïîëîæèòü λ = −1 . Ìàêñèìóì H äîñòèãàåòñÿ
ïðè u = −ψ3 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ξ̈ = −ρ sin(ξ + β). Âûáèðàÿ íà÷àëî îòñ÷åòà äëÿ óãëà ξ ,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî β = 0 . Èòàê, èìååì óðàâíåíèå ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà

ξ̈ = −ρ sin(ξ). (72)

Óìíîæàÿ íà ξ̇ è èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå

1

2
(ξ̇)2 = ρ cos(ξ) + C.

Â çàâèñèìîñòè îò ãðàíè÷íûõ óñëîâèé ðåøåíèÿìè ìîãóò áûòü: ïðÿìàÿ, êîãäà ïðè âñåõ i = 1, 2, 3
èìååì ψi ≡ 0 ; îêðóæíîñòü, êîãäà ψ1 = ψ2 ≡ 0; ψ3 ≡ 1 . Ïðè îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ñîïðÿæåííûõ
ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåòñÿ ñåìåéñòâî ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé

dt =
dξ√

2C + 2ρ cos ξ
=

dξ√
(2C + 2ρ)− 4ρ sin2 ξ

2

.

Èíòåãðèðóÿ, ïîëó÷àåì √
2

C + ρ

∫ ξ/2

0

dη√
1− 2ρ

C+ρ
sin2 η

= t+ γ.

Âûáåðåì êîíñòàíòó C òàê, ÷òîáû C+ρ
2

= 1 . Òîãäà ïîëó÷àåì

ξ = 2 am((t+ γ); k), (73)

ãäå k2 = ρ . Ìîäóëü k áóäåò ôèêñèðîâàííûì, è ìû èíîãäà áóäåì åãî ïðîïóñêàòü ïîä çíàêîì
ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé. Ïðîâåðèì, ÷òî â ðåçóëòàòå äåéñòâèòåëüíî ïîëó÷èëîñü ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (91)

ξ̈ = −2ρ sn(t+ γ) cn(t+ γ) = −ρ sin(2 am(t+ γ)).

Íàïîìíèì óðàâíåíèå Ðèêêàòè äëÿ ìàòåìàòè÷åñêîãî ìàÿòíèêà [?]:

{
d
dt
q = p,

d
dt
p = −q,

Óðàâíåíèå â âàðèàöèÿõ äëÿ ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ ñîâïàäàåò ñ íèì ñàìèì, è äëÿ ôóíêöèè w =
−pq−1 ïîëó÷àåì

dw

dt
= 1 + w2, w = − tg(t+ c)

Â ýòîì ïðîñòåéøåì ñëó÷àå ïàðà âçàèìíî ñîïðÿæåííûõ òî÷åê íàõîäèòñÿ äðóã îò äðóãà íà ðàññòîÿ-
íèè π . Ðàññìîòðèì îòäåëüíî çàäà÷ó äëÿ ôèçè÷åñêîãî ìàÿòíèêà (91). Åãî ïîòåíöèàëüíàÿ ýíåðãèÿ
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ðàâíà U = −ρ cos ξ , à ïîëíàÿ ýíåðãèÿ H = ξ̇2/2−ρ cos ξ . Ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ äåéñòâèÿ èìååò
âèä S = ξ̇2/2 + ρ cos ξ è, â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðèíöèïîì íàèìåíüøåãî äåéñòâèÿ, çàäà÷à ñîñòîèò â
ìèíèìèçàöèè ôóíêöèîíàëà

J =

∫ T

0

(
ξ̇2

2
+ ρ cos ξ

)
dt. (74)

Óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ ýòîé çàäà÷è èìååò âèä (91). Âòîðàÿ âàðèàöèÿ ôóíêöèîíàëà (74) íà ýêñòðå-
ìàëè ξ̂(·) èìååò âèä

δ2J =

∫ T

0

(
ḣ2

2
− ρ cos ξ̂(t)h2

)
dt. (75)

Äëÿ èçó÷åíèÿ äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé îïòèìàëüíîñòè ïðèìåíèì ìåòîä óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè. Ïðåæäå
âñåãî ñëåäóåò âûïèñàòü óðàâíåíèå Ýéëåðà-ßêîáè, ëèíåàðèçóÿ óðàâíåíèå (91).

ḧ = −(ρ cos ξ)h.

Ðàññìîòðèì W = −ḣh−1 . Ïðîäèôôåðåíöèðîâàâ, ïîëó÷àåì óðàâíåíèå Ðèêêàòè

Ẇ = −ḧh−1 + ḣ(h−1ḣh−1) = ρ cos(2 am(t+ γ)) +W 2.

Èñïîëüçóÿ òðèãîíîìåòðè÷åêóþ ôîðìóëó äâîéíîãî óãëà è îïðåäåëåíèå ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé,
ïîëó÷àåì

Ẇ = ρ[cn2(t+ γ)− sn2(t+ γ)] +W 2. (76)

Ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ ìîæíî ïîëó÷èòü, äèôôåðåíöèðóÿ ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ Ýéëåðà ïî
ïàðàìåòðàì. Äèôôåðåíöèðóÿ (92) ïî γ , ïîëó÷àåì

h = 2 dn(t+ γ); ḣ = −2ρ sn(t+ γ) cn(t+ γ).

Ñëåäîâàòåëüíî, ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè (76) ñëóæèò ôóíêöèÿ

W = −ḣh−1 = ρ
sn(t+ γ) cn(t+ γ)

dn(t+ γ)
. (77)

Óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè ïîëó÷èëè ñâîå íàçâàíèå ïî èìåíè çíàìåíèòîãî èòàëüÿíñêîãî ìàòåìàòèêà, ãðà-

ôà ßêîïî Ôðàí÷åñêî Ðèêêàòè. ×òîáû îöåíèòü ñòåïåíü åãî âëèÿíèÿ íà ñîâðåìåííèêîâ äîñòàòî÷íî
ñêàçàòü, ÷òî ìíîãèå óíèâåðñèòåòû ïðèãëàøàëè Ðèêêàòè íà äîëæíîñòü ïðîôåññîðà, Ïåòð Âåëèêèé
ïðåäëîæèë åìó ñòàòü ïðåçèäåíòîì Ñàíêò-Ïåòåðáóðãñêîé Àêàäåìèè Íàóê, Âåíñêèé Äâîð ïðèãëà-
øàë åãî íà äîëæíîñòü Èìïåðñêîãî Êàíöëåðà. Îò âñåõ ýòèõ ïðåäëîæåíèé Ðèêêàòè îòêàçàëñÿ, ãî-
âîðÿ, ÷òî ïðåäïî÷èòàåò æèòü â êðóãó ñåìüè è çàíèìàòüñÿ ìàòåìàòèêîé. Â 1724 ã. Ðèêêàòè îïóáëè-
êîâàë â æóðíàëå "Acta Eruditorum"ñòàòüþ "Animadversationes in aequationes di�erentiales secundi
gradus ïîñâÿùåííóþ ìåòîäàì ðàçäåëåíèÿ ïåðåìåííûõ è ìåòîäàì ïîíèæåíèÿ ïîðÿäêà äèôôåðåí-
öèàëüíûõ óðàâíåíèé. Èçó÷àÿ çàäà÷ó âîññòàíîâëåíèÿ ïëîñêîé êðèâîé ïî ñâîéñòâàì åå êðèâèçíû,
Ðèêêàòè ïðèøåë â ýòîé ñòàòüå ê ðàññìîòðåíèþ óðàâíåíèÿ

b
dx

dt
= atα + x2. (78)

Ýòî óðàâíåíèå äîïóñêàåò ðàçäåëåíèå ïåðåìåííûõ ïðè

α =
4n

−2n+ 1
,

40



ãäå n � öåëîå ÷èñëî. Ïðè n → ∞ èç ýòîé ôîðìóëû ïîëó÷àåòñÿ çíà÷åíèå α = −2 , ïðè êîòîðîì
óðàâíåíèå (78) òàêæå èíòåãðèðóåòñÿ. Â òîì æå æóðíàëå ïîÿâèëàñü ñòàòüÿ 22-ëåòíåãî Äàíèèëà
Áåðíóëëè, êîòîðûé ïèñàë, ÷òî îáà Íèêîëàÿ Áåðíóëëè (ñòàðøèé è ìëàäøèé), Èîãàíí Áåðíóëëè è
îí ñàì, Äàíèèë Áåðíóëëè, èçó÷àëè ýòî óðàâíåíèå è íàøëè âñå çíà÷åíèÿ ïåðàìåòðà α , ïðè êîòîðûõ
îíî èíòåãðèðóåòñÿ. Ðèêêàòè ôàêòè÷åñêè îòêàçàëñÿ îò ñïîðà î ïðèîðèòåòå, çàÿâèâ, ÷òî ïóáëèêóÿ
ñòàòüþ, îí âîâñå íå èìåë íàìåðåíèÿ áðîñàòü âûçîâ âûñîêî ïî÷èòàåìîìó èì ñåìåéñòâó Áåðíóëëè.
Â 1841 ã. Ëèóâèëëü äîêàçàë, ÷òî ïðè âñåõ îñòàëüíûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà α óðàâíåíèå (78) íå
èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ. Âûøå íàéäåíî åùå îäíî âàæíîå óðàâíåíèå Ðèêêàòè (77) (ñâÿçàííîå
óæå ñ ýëëèïòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè), êîòîðîå èíòåãðèðóåòñÿ â êâàäðàòóðàõ.

Òåîðåìà 8. . 1. Åñëè íà ïîëóèíòåðâàëå (0, T ] ôóíêöèÿ dn(t) íå îáðàùàåòñÿ â íîëü, òî ýêñ-
òðåìàëü ξ̂(t) îïòèìàëüíà. 2. Åñëè ôóíêöèÿ dn(t) îáðàùàåòñÿ â íîëü â äâóõ òî÷êàõ t∗ è t∗

ïîëóèíòåðâàëà [0, T ) , òî ýêñòðåìàëü ξ̂(t) íå îïòèìàëüíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñëó÷àå 1 ïðèáàâèì ïîä çíàêîì èíòåãðàëà (75) ïîëíóþ ïðîèçâîäíóþ

d

dt

(
ρ sn(t) cn(t)

dn(t)
h2

)
.

Åñëè ôóíêöèÿ h(·) óäîâëåòâîðÿåò íóëåâûì ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì, òî çíà÷åíèå ôóíêöèîíàëà íå
èçìåíèòñÿ. Â ñèëó âûïîëíåíèÿ óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè ïîä èíòåãðàëîì âîçíèêíåò ïîëíûé êâàäðàò,
÷òî äîêàçûâàåò ïîëîæèòåëüíîñòü âòîðîé âàðèàöèè (75). Â ñëó÷àå 2 ðàññìîòðèì ôóíêöèþ{

h̃ = dn(t) ïðè t ∈ [t∗, t
∗],

h̃ = 0 ïðè t /∈ [t∗, t
∗].

Åñëè áû âòîðàÿ âàðèàöèÿ (75) áûëà íåîòðèöàòåëüíà, òî ôóíêöèÿ h̃ íàðÿäó ñ ôóíêöèåé h = 0 äà-
âàëà áû ìèíèìóì ôóíêöèîíàëó (75), íå óäîâëåòâîðÿÿ íåîáõîäèìûì óñëîâèÿì ìèíèìóìà â óãëîâûõ
òî÷êàõ. � Âåðíåìñÿ ê çàäà÷å îá ýéëåðîâûõ ýëàñòèêàõ. Ðåøåíèå (77) óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè (76) óõî-

äèò â áåñêîíå÷íîñòü ïðè dn(t+γ)→ 0 . Ïðè ýòîì íè sn(t+γ) íè cn(t+γ) â íîëü íå îáðàùàþòñÿ.
Ôóíêöèÿ dn(t+ γ) èìååò ïðÿìîå îòíîøåíèå ê çàäà÷å îá ýëàñòèêàõ.

Óòâåðæäåíèå 2. Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì äëÿ òî÷êè ïåðåãèáà ýëàñòèêè ñëóæèò ðàâåíñòâî
dn(t+ γ) = 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èñïîëüçóåì óðàâíåíèÿ (88)

dy

dx
=

cos 2 am (t+ γ)

sin 2 am(t+ γ)
=

cn2(t+ γ)− sn2(t+ γ)

2 sn(t+ γ) cn(t+ γ)
.

Äàëåå
d2y

dx2
=

d

dt

(
dy

dx

)(
dx

dt

)−1

.

Ñëåäîâàòåëüíî,

d2y

dx2
=
− sin2(2 am(t+ γ))2 dn(t+ γ)− cos2(2 am(t+ γ))2 dn(t+ γ)

sin3(2 am(t+ γ))
=

2 dn(t+ γ)

sin3(2 am(t+ γ))
.
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� Äîêàçàííûé ôàêò âïîëíå ïîíÿòåí, ò.ê. â òî÷êå ïåðåãèáà íàïðàâëåíèå âðàùåíèÿ óãëà ξ ìåíÿ-
åòñÿ íà ïðîòèâîïîëîæíîå. Ïîýòîìó ξ̇ = 2 dn(t + γ) ìåíÿåò çíàê, ïðîõîäÿ ÷åðåç íîëü. Íàéäåííîå
ðåøåíèå óðàâíåíèÿ Ðèêêàòè (76) è óòâåðæäåíèå 1 îáúÿñíÿþò, ïî÷åìó ñîïðÿæåííûå òî÷êè èãðà-
þò ñòîëü âàæíóþ ðîëü â âîïðîñàõ îá óñòîé÷èâîñòè ýëàñòèê. Ìàêñ Áîðí â 1906 ãîäó ïðîèçâåë
ñåðèþ ôèçè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòîâ. Îí ðàññìîòðåë âîïðîñ î äîñòàòî÷íûõ óñëîâèÿõ îïòèìàëüíîñòè
ýëàñòèê è äîêàçàë, ÷òî ïðè îòñóòñòâèè ïåðåãèáîâ íà íèõ ñîïðÿæåííûõ òî÷åê íåò. Îòñóòñòâèå ñî-
ïðÿæåííûõ òî÷åê ãàðàíòèðóåò óñòîé÷èâîñòü ôîðìû ýëàñòèêè ïðè ìàëûõ èçìåíåíèÿõ ãðàíè÷íûõ
óñëîâèé. Åñëè ïîñòåïåííî ìåíÿòü ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ, âðàùàÿ êîíöû ñòåðæíÿ, òî ïðè âîçíèêíî-
âåíèè ïàðû ñîïðÿæåííûõ òî÷åê ëîêàëüíûé ìèíèìóì ïåðåñòàíåò äîñòèãàòüñÿ. Ñóùåñòâóþò ñêîëü
óãîäíî ìàëûå èçìåíåíèÿ åãî ôîðìû, êîòîðûå ïðèâîäÿò ê ìåíüøèì çíà÷åíèÿì ìèíèìèçèðóåìîãî
ôóíêöèîíàëà. Ïîëîæåíèå ñòåðæíÿ ñòàíåò íåóñòîé÷èâûì. Ðåàëüíûé ñòåðæåíü íà÷íåò äâèãàòüñÿ è â
ïðàêòè÷åñêèõ ýêñïåðèìåíòàõ îí ñêà÷êîì ïåðåïðûãíåò â ïîëîæåíèå, óñòîé÷èâîå äëÿ îáðàçîâàâøèõ-
ñÿ ãðàíè÷íûõ óñëîâèé. Óñòîé÷èâûå êîíôèãóðàöèè ìîãóò îêàçàòüñÿ ãëîáàëüíî íåîïòèìàëüíûìè,
íî ÷òîáû ïåðåéòè â òî÷êó ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà, òðåáóþòñÿ áîëüøèå óêëîíåíèÿ. Äëÿ èçó÷åíèÿ
ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà íàäî ðàññìîòðåòü òî÷êè Ìàêñâåëëà (cut o�), â êîòîðûå ïðèõîäèò íåñêîëü-
êî ýêñòðåìàëåé ñ îäíèì è òåì æå çíà÷åíèåì ôóíêöèîíàëà. Èññëåäîâàíèå ñîïðÿæåííûõ òî÷åê è
òî÷åê Ìàêñâåëëà äëÿ ïëîñêèõ ýëàñòèê, èñïîëüçóþùåå ãðóïïû ñèììåòðèé ðåøåíèé óðàâíåíèÿ Ýé-
ëåðà, áûëî ïðîâåäåíî â ðàáîòå Ñà÷êîâà [?]. Ñ ïîìîùüþ ïðÿìîãî âû÷èñëåíèÿ ýêñïîíåíöèàëüíîãî
îòîáðàæåíèÿ äëÿ âòîðîé âàðèàöèè, èì áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñîïðÿæåííàÿ òî÷êà ê èñõîäíîé òî÷êå
ëåæèò ìåæäó ïåðâîé è òðåòüåé òî÷êîé ïåðåãèáà.

Èñòîðèÿ âàðèàöèîííîé çàäà÷è îá ýëàñòèêàõ íà÷àëàñü â 1691 ãîäó, êîãäà ßêîá Áåðíóëëè ðàñ-
ñìîòðåë çàäà÷ó î ôîðìå, êîòîðóþ äîëæåí ïðèíÿòü òîíêèé, óïðóãèé, îäíîðîäíûé ñòåðæåíü, ïî-
ñòàâëåííûé âåðòèêàëüíî, âäåëàííûé â ïîë è íàêëîíåííûé ïîä âîçäåéñòâèåì ãðóçà, çàêðåïëåííîãî
íà åãî âåðõíåì êîíöå. Îí ïîëó÷èë óðàâíåíèå

dy

dx
=

x2

√
1− x4

,

íå èíòåãðèðóåìîå â ýëåìåíòàðíûõ ôóíêöèÿõ. ß.Áåðíóëëè ðàçëîæèë ðåøåíèå â ðÿä è ïðîâåë ÷èñ-
ëåííûå îöåíêè.

Â 1742 ãîäó Äàíèèë Áåðíóëëè â ïèñüìå ê Ýéëåðó ïðåäëîæèë åìó íàéòè ðåøåíèå áîëåå îáùåé,
ïëîñêîé, âàðèàöèîííîé çàäà÷è: Íàéòè ôîðìó óïðóãîãî ñòåðæíÿ, ìèíèìèçèðóþùóþ ôóíêöèîíàë∫

ds

R2
,

ãäå R ðàäèóñ êðèâèçíû èñêîìîé êðèâîé. Ýéëåð â ýòî âðåìÿ ïèñàë êíèãó ïî âàðèàöèîííîìó èñ-
÷èñëåíèþ, îïóáëèêîâàííóþ â 1744 ãîäó. Îòêëèêíóâøèñü íà ïðèçûâ Áåðíóëëè, Ýéëåð ïîëó÷èë
äèôôåðåíöèàëüíîå óðàâíåíèå äëÿ ðåøåíèÿ, èíòåãðèðóåìîå òîëüêî â ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèÿõ.
Èññëåäîâàíèå ýëëèïòè÷åñêèõ ôóíêöèé áûëî îñóùåñòâëåíî Àáåëåì è ßêîáè ñïóñòÿ ïî÷òè ïîëâå-
êà. Òåì íå ìåíåå, Ýéëåð îïèñàë è ðàñêëàññèôèöèðîâàë âñå âîçìîæíûå ôîðìû, êîòîðûå ìîæåò
ïðèíÿòü ñòåðæåíü. Ñ ýòîãî âðåìåíè ýòè êðèâûå ïîëó÷èëè íàçâàíèå ýéëåðîâûõ ýëàñòèê.

Âïîñëåäñòâèè è äî ñàìîãî ïîñëåäíåãî âðåìåíè ìíîãèå ìàòåìàòèêè è ôèçèêè âîçâðàùàëèñü ê
èññëåäîâàíèþ Ýéëåðîâûõ ýëàñòèê. Íàïðèìåð, Ãðèôôèòñ è Áðàéåíò, ðàçâèâàÿ Êàðòàíîâñêóþ òåõ-
íèêó ïðîäîëæåíèÿ ñèñòåì âíåøíèõ äèôôåðåíöèàëüíûõ ôîðì ïðèìåíèòåëüíî ê çàäà÷àì âàðèàöè-
îííîãî èñ÷èñëåíèÿ, èñïîëüçîâàëè çàäà÷ó îá Ýéëåðîâûõ ýëàñòèêàõ â êà÷åñòâå îñíîâíîé ìîäåëüíîé
çàäà÷è [?].

Ïî òàèíñòâåííûì ïðè÷èíàì ýéëåðîâû ýëàñòèêè âîçíèêàþò ïðè ðåøåíèè ñàìûõ ðàçíîîáðàçíûõ
ôèçè÷åñêèõ çàäà÷, êàçàëîñü áû, ñîâåðøåííî íå ñâÿçàííûõ ñ çàäà÷åé î ìèíèìèçàöèè èíòåãðàëà îò
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êâàäðàòà êðèâèçíû (??). Â ýòîé ïðîñòîé çàäà÷å ïîðàçèòåëüíûì îáðàçîì ñïëåëèñü âîïðîñû òåîðèè
óïðóãîñòè, ãèäðî è ãàçîâîé äèíàìèêè, ìàãíåòèçìà, êâàíòîâîé ìåõàíèêè è ò.ï.. Ïåðå÷èñëþ ëèøü
íåêîòîðûå ïðèìåðû.

Â 1986 ãîäó Àðòóð è Óîëø (à òàêæå ïîçäíåå è íåçàâèñèìî Äæîðäæåâè÷), èññëåäóÿ çàäà÷ó î
êà÷åíèè øàðà ïî ïëîñêîñòè áåç ïðîñêàëüçûâàíèÿ, îáíàðóæèëè ñëåäóþùèé ôåíîìåí. Ïðè ðåøåíèè
çàäà÷è î ìèíèìèçàöèè äëèíû êðèâîé êîíòàêòà ñ ïëîñêîñòüþ ïðè îïòèìàëüíîì ïåðåâîäå øàðà èç
îäíîãî ïðîñòðàíñòâåííîãî ïîëîæåíèÿ â äðóãîå, îïòèìàëüíûìè êðèâûìè êîíòàêòà îêàçûâàþòñÿ
ýéëåðîâû ýëàñòèêè [?].

Êèðõãîô â ñåðåäèíå XIX âåêà ðàññìîòðåë äèíàìè÷åñêèå çàäà÷è î âèõðåâûõ òå÷åíèÿõ íåâÿçêîé,
íåñæèìàåìîé æèäêîñòè (èëè ãàçà). Îí èññëåäîâàë òå÷åíèÿ, èìåþùèå ôîðìó âèõðåâûõ òðóáîê, êî-
òîðûå îí íàçâàë vortex �lament (âèõðåâûå íèòè). Êèðõãîô ïîêàçàë, ÷òî èõ óðàâíåíèÿ îïðåäåëÿþò-
ñÿ ýëëèïòè÷åñêèìè ôóíêöèÿìè òàêèìè æå, êàê ýéëåðîâû ýëàñòèêè. Ïîýòîìó â ðÿäå ñîâðåìåííûõ
ðàáîò îíè íàçûâàþòñÿ êèðõãîôîâûìè (à íå ýéëåðîâûìè) ýëàñòèêàìè. Â ÷àñòíîñòè, îñè âðàùåíèÿ
òîðíàäî â àòìîñôåðå îïèñûâàþòñÿ óðàâíåíèÿìè, ñâÿçàííûìè ñ ýéëåðîâûìè ýëàñòèêàìè.

Â 1906 ãîäó ôëîðåíòèéñêèé ìàòåìàòèê è ìåõàíèê Äà Ðèîñ, ó÷åíèê Ëåâè-×èâèòà, èññëåäîâàë
äâèæåíèå âèõðåâûõ íèòåé è ïîëó÷èë çàìå÷àòåëüíîå óðàâíåíèå, îïèñûâàþùåå èõ ýâîëþöèþ [?].
Ïóñòü ôóíêöèÿ γ(s, t) â ôîêñèðîâàííûé ìîìåíò âðåìåíè t ýòî óðàâíåíèå âèõðåâîé êðèâîé, îò-
íåñåííîé ê íàòóðàëüíîìó ïàðàìåòðó s , ò.å. ê äëèíå äóãè. Óðàâíåíèå Äà Ðèîñà èìååò âèä

γt = γs ∧ γss. (79)

Çäåñü íèæíèé èíäåêñ îçíà÷àåò ïðîèçâîäíóþ ïî ñîîòâåòñòâóþùåìó àðãóìåíòó, çíàê âíåøíåãî
óìíîæåíèÿ ñîîòâåòñòâóåò â òðåõìåðíîì ñëó÷àå âåêòîðíîìó ïðîèçâåäåíèþ, γs åäèíè÷íûé êàñà-
òåëüíûé âåêòîð ê âèõðåâîé êðèâîé, à γss âåêòîð, íàïðàâëåííûé ïî ãëàâíîé íîðìàëè, äëèíà êîòî-
ðîãî ðàâíà ìîäóëþ êðèâèçíû. Çíà÷èò íà îñü âèõðÿ äåéñòâóåò óñèëèå ïðîïîðöèîíàëüíîå êðèâèçíå
è íàïðàâëåííîå ïî áèíîðìàëè. Ïðè÷èíîé ýòîé ýâîëþöèè ÿâëÿåòñÿ âçàèìîäåéñòâèå òå÷åíèé (â ñîîò-
âåòñòâèè ñ çàêîíîì Áåðíóëëè) ïî áëèæàéøèì íàêëîíåííûì äðóã ê äðóãó êðóãàì, îðòîãîíàëüíûì
îñè âèõðÿ. Ïîýòîìó óðàâíåíèå (79) ÷àñòî íàçûâàþò LIA (Local Induction Approximation) èëè ïî-
òîêîì áèíîðìàëåé. Åãî ñâÿçûâàþò ñ îäíèì èç âèäîâ òóðáóëåíòíîñòè, òàê íàçûâàåìîé âèõðåâîé
òóðáóëåíòíîñòüþ.

Çàìå÷àíèå 4. Ñ òî÷êè çðåíèÿ èçó÷åíèÿ äâèæåíèÿ òàéôóíà áûëî áû èíòåðåñíî íàéòè ïðàâèëü-
íûå ãðàíè÷íûå óñëîâèÿ è ïîëó÷èòü, èñïîëüçóÿ ôîðìóëó (??), çàêîíû ñîõðàíåíèÿ äëÿ íåçàìêíó-
òûõ êðèâûõ. Õîðîøî áûëî áû èõ ñðàâíèòü ñ çàêîíàìè ñîõðàíåíèÿ äëÿ íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ
Øðåäèíãåðà (ñì. íèæå î ïðåîáðàçîâàíèè Õàñèìîòî).

Óðàâíåíèå Äà Ðèîñà âîçíèêàåò ïðè èçó÷åíèè ýâîëþöèè îäíîìåðíîé ñïèí ñèñòåìû (ôåðìè-
îííîé æèäêîñòè, îïèñûâàþùåé ìàãíèòíîå âçàèìîäåéñòâèå ôåðìèîíîâ, îáëàäàþùèõ íåíóëåâûì
ñïèíîì) [?].

Îñîáåííî ñóùåñòâåííûì óðàâíåíèå Äà Ðèîñà ñòàíîâèòñÿ äëÿ ïëàçìû, êîãäà â ðåçóëüòàòå êðó-
ãîâûõ òîêîâ âîêðóã îñè âèõðÿ âîçíèêàåò ìàãíèòíîå ïîëå íàïðàâëåííîå âäîëü îñè "êàòóøêè". Â
ðàáîòàõ ïî àñòðîôèçèêå âûñêàçûâàëîñü ìíåíèå, ÷òî ñîëíå÷íûå ïðîòóáåðàíöû ýòî âèõðåâûå íèòè
â ïëàçìå ñîëíå÷íîé êîðîíû. Âèäèìî, ïî ýòîé ïðè÷èíå âèõðåâûå íèòè ñòàëè èíòåíñèâíî èçó÷àòüñÿ
â ñåðåäèíå XX-ãî âåêà â òåîðèè ìàãíåòèçìà. Áûëî âûÿñíåíî [?], ÷òî ñèëîâûå ëèíèè òàê íàçûâàå-
ìûõ êèëëèíãîâûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé (ò.å. äëÿ ïîëåé, ñäâèãè ïî òðàåêòîðèÿì êîòîðûõ îïðåäåëÿþò
èçîìåòðèè ïðîñòðàíñòâà) óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (79). Ðåëÿòèâèñòñêèå çàðÿæåííûå ÷àñòèöû
ïîä âëèÿíèåì ñîáñòâåííîãî ìàãíèòíîãî ìîìåíòà è êèëëèíãîâûõ ìàãíèòíûõ ïîëåé íà îäíîðîäíûõ
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ìíîãîîáðàçèÿõ ïîñòîÿííîé êðèâèçíû (ò.å. â ñèòóàöèÿõ, îïèñûâàåìûõ îáùåé òåîðèåé îòíîñèòåëü-
íîñòè) äâèæóòñÿ ïî òðàåêòîðèÿì ýéëåðîâûõ ýëàñòèê. Ïîýòîìó åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ ïîÿâëåíèå
ýéëåðîâûõ ýëàñòèê â òåîðèè ñâåðõïðîâîäèìîñòè.

Êàê èçâåñòíî, ïðè âîçäåéñòâèè íà ñâåðõïðîâîäíèê äîñòàòî÷íî ñèëüíîãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ ïðî-
èñõîäèò ôàçîâûé ïåðåõîä â íîðìàëüíîå (íå ñâåðõïðîâîäÿùåå) ñîñòîÿíèå. Ñâåðõïðîâîäèìîñòü èñ-
÷åçàåò íå ìãíîâåííî. Ïðè ìàãíèòíîì ïîëå áëèçêîì ê êðèòè÷åñêîìó ñíà÷àëà âîçíèêàåò ñìåøàííîå
ñîñòîÿíèå. Â îñíîâíîé ñâîåé ìàññå ïðîâîäíèê îñòàåòñÿ â ñâåðõïðîâîäÿùåì ñîñòîÿíèè, íî â íåì âîç-
íèêàþò, òàê íàçûâàåìûå, àáðèêîñîâñêèå íèòè. Ýòî âèõðåâûå ëèíèè, öåíòðàëüíàÿ îáëàñòü êîòîðûõ,
ïîäîáíî ãëàçó òàéôóíà, ïåðåøëà èç ñâåðõïðîâîäÿùåãî â íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå. Ýòè íèòè âçàèìî-
äåéñòâóþò äðóã ñ äðóãîì. Îíè îòòàëêèâàþòñÿ. Â ïðîâîäíèêå âîçíèêàåò àíàëîã êðèñòàëëè÷åñêîé
ðåøåòêè, ñîñòîÿùåé íå èç àòîìîâ, à èç íèòåé. Ýòè íèòè èìåþò ôîðìó ýëàñòèê. Â ôèçè÷åñêèõ
ýêñïåðèìåíòàõ íà òîíêèõ ïëåíêàõ ýòó ñòðóêòóðó ìîæíî ÿâíî íàáëþäàòü, òàê ÷òî ýòî íå òîëüêî
òåîðåòè÷åñêèå êîíñòðóêöèè. Ïðàâäà, íàäî ñêàçàòü, ÷òî ìíå íå èçâåñòíû ýêñïåðèìåíòû, â êîòîðûõ
ìîæíî áûëî áû íàáëþäàòü ôîðìó ñàìèõ íèòåé. Â ýêñïåðèìåíòàõ ôèêñèðóþòñÿ òîëüêî öåíòðû �
ñëåäû íèòåé íà òîíêîé ïëåíêå, îáðàçóþùèå êðàñèâûé êðèñòàëëè÷åñêèé óçîð. Ïðè äàëüíåéøåì
ïîâûøåíèè íàïðÿæåííîñòè âíåøíåãî ìàãíèòíîãî ïîëÿ âèõðåâûå íèòè ñëèâàþòñÿ, è ïðîâîäíèê
öåëèêîì ïåðåõîäèò â íîðìàëüíîå ñîñòîÿíèå.

Â 80-ûõ ãîäàõ äâàäöàòîãî âåêà ÿïîíñêèé ìàòåìàòèê Õàñèìîòî ïðåäëîæèë ïðåîáðàçîâàíèå,
êîòîðîå ïåðåâîäèò ðåøåíèå âèõðåâîãî óðàâíåíèÿ Äà Ðèîñà (79) â ðåøåíèå çíàìåíèòîãî, âïîëíå
èíòåãðèðóåìîãî íåëèíåéíîãî óðàâíåíèÿØðåäèíãåðà, èãðàþùåãî âàæíóþ ðîëü â êâàíòîâîé îïòèêå

iut = −uxx −
1

2
u|u|2.

Ýòî óðàâíåíèå îáëàäàåò ïîëíûì, ñ÷åòíûì íàáîðîì ïåðâûõ èíòåãðàëîâ è èìååò ñîëèòîííûå
ðåøåíèÿ.

Ïðåîáðàçîâàíèå Õàñèìîòî îòîæäåñòâëÿåò ïðîñòðàíñòâî ñâÿçíûõ, ãëàäêèõ êðèâûõ γ(s) áåç òî-
÷åê ðàñïðÿìëåíèÿ, ïðîôàêòîðèçîâàííîãî ïî ãðóïïå æåñòêèõ äâèæåíèé ïðîñòðàíñòâà R3 , ñ ìíî-
æåñòâîì êîìïëåêñíûõ ôóíêöèé ψ . Îòîæäåñòâëåíèå çàäàåòñÿ êîìïëåêñíîçíà÷íîé ôóíêöèåé ψ(s) ,
íàçûâàåìîé â êâàíòîâîé ìåõàíèêå âîëíîâîé ôóíêöèåé, îïðåäåëÿþùåé ñîñòîÿíèå ñèñòåìû. Âîëíî-
âàÿ ôóíêöèÿ çàäàåòñÿ ôîðìóëîé

ψ(s) = k(s) exp

(
i

∫ s

0

κ(ξ)dξ

)
,

ãäå k(s) êðèâèçíà, à κ(s) êðó÷åíèå êðèâîé γ . Îáðàòíîå îòîáðàæåíèå îïðåäåëÿåòñÿ ôîðìóëàìè

k(s) = |ψ(s)|, κ(s) =
d

ds
argψ(s).

Ìû âèäèì, íàñêîëüêî ðàçíîîáðàçíûå ïðèìåíåíèÿ èìååò ðåøåíèå ýòîé íåñëîæíîé, íî ñòîëü
âàæíîé, ýêñòðåìàëüíîé çàäà÷è.

20 ÌÈÍÈÌÀËÜÍÛÅ ÏÎÂÅÐÕÍÎÑÒÈ

Âàæíóþ ðîëü â òåîðèè ìèíèìèçàöèè êðàòíîãî èíòåãðàëà ñûãðàëè ðàáîòû Ïëàòî ïî ìèíèìàëüíûì
ïîâåðõíîñòÿì. Êðîìå òîãî, ê çàäà÷å ìèíèìèçàöèè êðàòíîãî èíòåãðàëà ïðèâîäÿò âàðèàöèîííûå
ïðèíöèïû äëÿ êâàíòîâîé òåîðèè ïîëÿ, äëÿ ñïëîøíîé ñðåäû (òåîðèè óïðóãîñòè è ïëàñòè÷íîñòè,
òåîðèÿ îáîëî÷åê), è ò.ä..
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Ãðàíèöà ïîäìíîãîîáðàçèé äëÿ ïðîñòîòû ïðåäïîëàãàåòñÿ ôèêñèðîâàííîé.
Ïóñòü V � îáëàñòü n �ìåðíîãî ýâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà ñ êðàåì ∂V ; X � åñòü ν �ìåðíîå

ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî. Êîîðäèíàòû íà V áóäóò îáîçíà÷àòüñÿ ÷åðåç t = (t1, . . . , tn) , êîîðäèíàòû
íà X � ÷åðåç x = (x1, . . . , xν) .

Ðàññìîòðèì èíòåãðàëüíûé ôóíêöèîíàë

J =

∫
V

f

(
t, x,

∂x

∂t

)
dt, (80)

ãäå dt åñòü ýëåìåíò îáúåìà ìíîãîîáðàçèÿ V : dt = dt1∧ · · ·∧dtn . Ïóñòü f : (R×Rν×Mnν)→ R �
ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ (êëàññà C∞ ) â îêðåñòíîñòè ãðàôèêà ìíîãîîáðàçèÿ {t ∈ V, x = x̂(t), u = ∂x̂

∂t
(t)} .

Çäåñü Mnν � ìíîæåñòâî ìàòðèö ðàçìåðíîñòè n × ν . Â äàëüíåéøåì èñïîëüçóåòñÿ ñîãëàøåíèå î
ñóììèðîâàíèè ïî ïîâòîðÿþùèìñÿ èíäåêñàì, ïðè÷åì ëàòèíñêèå èíäåêñû ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ îò
1 äî n ; ãðå÷åñêèå èíäåêñû ïðîáåãàþò çíà÷åíèÿ îò 1 äî ν . Ôóíêöèîíàë J ðàññìàòðèâàåòñÿ
íà ïðîñòðàíñòâå C1(V,Rν) � íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûõ ôóíêöèé x( · ) íà ìíîæåñòâå V ,
óäîâëåòâîðÿþùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

x
∣∣∣
∂V

= φ(t), (81)

ãäå φ(t) åñòü çàäàííàÿ ãëàäêàÿ ôóíêöèÿ.

Òåîðåìà 9. Ïóñòü x( · ) ∈ C2(V,Rν) åñòü ôóíêöèÿ, â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ñëàáûé ìèíèìóì
ôóíêöèîíàëà (80), (81). Òîãäà x( · ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ Ýéëåðà

− ∂

∂tα
∂f

∂( ∂x
i

∂tα
)

+
∂f

∂xi
= 0. (82)

Äîêàæåì ñíà÷àëà ëåììó îá èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì. Îáîçíà÷èì ÷åðåç {dt}β âíåøíåå ïðî-
èçâåäåíèå âñåõ äèôôåðåíöèàëîâ dtα (ïðè åñòåñòâåííîì ïîðÿäêå ñîìíîæèòåëåé), â êîòîðîì ïðî-
ïóùåí ñîìíîæèòåëü dtβ .

Ëåììà 3. (Îá èíòåãðèðîâàíèè ïî ÷àñòÿì).
Ïóñòü a(t), b(t) � ãëàäêèå ôóíêöèè íà îáëàñòè V . Èìååò ìåñòî ôîðìóëà∫

V

[
a
∂b

∂tβ

]
dt = −

∫
V

[
b
∂a

∂tβ

]
dt+

∫
∂V

(−1)βab {dt}β. (83)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ðàññìîòðèì äèôôåðåíöèàëüíóþ ôîðìó ω = a(t)b(t){dt}β , îïðåäåëåííóþ íà îáëàñòè V . Ïðè-

ìåíèì ê íåé ôîðìóëó Ñòîêñà ∫
V

dω =

∫
∂V

ω.

Èìååì ∫
V

a
∂b

∂tβ
dt+

∫
V

b
∂a

∂tβ
dt = (−1)β

∫
∂V

ab {dt}β.

Ëåììà äîêàçàíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. Ïóñòü â òî÷êå x( · ) äîñòèãàåòñÿ ñëàáûé ìèíèìóì ôóíêöèîíà-
ëà (80). Ïðîäèôôåðåíöèðóåì â ýòîé òî÷êå ôóíêöèîíàë (80) ïî íàïðàâëåíèþ h( · ) , óäîâëåòâîðÿ-
þùåìó óñëîâèþ

h
∣∣∣
∂V

= 0. (84)

Âàðèàöèè x( · ) + λh( · ) , ãäå λ ∈ R1 , óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ (81) è ïðè äîñòàòî÷íî ìàëîì λ
ïîïàäàþò â ëþáóþ íàïåðåä çàäàííóþ C1 �îêðåñòíîñòü ôóíêöèè x( · ) . Ïîäñòàâèâ ýòè âàðèàöèè â
ôóíêöèîíàë (80), ïîëó÷àåì ñêàëÿðíóþ ôóíêöèþ J (λ) , êîòîðàÿ ïðè λ = 0 äîñòèãàåò ìèíèìàëü-
íîãî çíà÷åíèÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, J ′(0) = 0. Èìååì

J ′(0) =

∫
V

(
∂f

∂xi
hi +

∂f

∂( ∂x
i

∂tα
)

∂hi

∂tα

)
dt. (85)

Ïðîèíòåãðèðóåì âòîðîå ñëàãàåìîå ïîäèíòåãðàëüíîãî âûðàæåíèÿ â ôîðìóëå (85) ïî ÷àñòÿì. Ïîëó-
÷èì ∫

V

(
− ∂

∂tα

(
∂f

∂( ∂x
i

∂tα
)

)
+
∂f

∂xi

)
h(t) dt = 0

äëÿ ëþáîé ôóíêöèè h( · ) , óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ (84). Îòñþäà íåìåäëåííî ñëåäóåò, ÷òî êî-
ýôôèöèåíò ïðè h òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

�

Çàäà÷à Ïëàòî î ïîâåðõíîñòè ìèíèìàëüíîé ïëîùàäè â òðåõìåðíîì ýâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå,
íàòÿíóòîé íà çàäàííûé êîíòóð, ôîðìóëèðóåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

Ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèîíàë ∫
Ω

√
1 + (zx)2 + (zy)2 dxdy (86)

ïî ìíîæåñòâó ãëàäêèõ ôóíêöèé z = z(x, y) , îïðåäåëåííûõ íà îáëàñòè Ω ⊂ R2 è óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ ãðàíè÷íûì óñëîâèÿì

h|∂Ω = φ(t).

Ïðèìåíÿÿ óðàâíåíèå Ýéëåðà (82) ê ôóíêöèîíàëêó (86), ïîëó÷àåì ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðà-
çîâàíèé óðàâíåíèå

zxx(1 + (zy)
2)− 2zxyzxzy + zyy(1 + (zx)

2) = 0. (87)

Óïðàæíåíèå 1. Ïðîâåðèòü, ÷òî êàòåíîèä (ïîâåðõíîñòü âðàùåíèÿ êðèâîé y = Cch(x
c
) âîêðóã

îñè àáñöèññ) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ (87).

Óïðàæíåíèå 2. (Ãåëèêîèä.)
Ãåëèêîèä ïîëó÷àåòñÿ â ðåçóëüòàòå êîìïîçèöèè äâóõ äâèæåíèé ïðÿìîé ëèíèè: ïîñòóïàòåëü-

íîãî ñ ïîñòîÿííîé ñêîðîñòüþ è âðàùàòåëüíîãî ñ ïîñòîÿííîé óãëîâîé ñêîðîñòüþ â ïëîñêîñòè,
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îðòîãîíàëüíîé âåêòîðó ñêîðîñòè ïîñòóïàòåëüíîãî äâèæåíèÿ. Èíûìè ñëîâàìè, z ïðîïîðöèî-
íàëüíî óãëó ïîâîðîòà ïðÿìîé. Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèÿ ãåëèêîèäà (ñ òî÷íîñòüþ äî ìíîæèòå-
ëÿ) èìåþò âèä

z = arctg
y

x
.

Ïðîâåðèòü, ÷òî ãåëèêîèä äàåò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (87).

Ïîâåðõíîñòü Øåðêà.
Íàéäåì ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (87), çàïèñûâàþùååñÿ â âèäå z = f(x) + g(y) . Ïîäñòàâèâ ýòî âû-

ðàæåíèå â (87), ïîëó÷èì

f ′′(x)(1 + g′(y)2) + g′′(y)(1 + f ′(y)2) = 0.

Ðàçäåëÿÿ ïåðåìåííûå, ïîëó÷àåì

f ′′(x)

(1 + f ′(x)2)
= c,

g′′(x)

(1 + g′(x)2)
= −c.

Èíòåãðèðîâàíèå ýòèõ óðàâíåíèé (ñ òî÷íîñòüþ äî ñäâèãîâ ïî îñÿì êîîðäèíàò è äî ãîìîòåòèè) äàåò

z = ln
cos y

cos x
.

21 ÏÐÀÂÈËÎ ÌÍÎÆÈÒÅËÅÉ ËÀÃÐÀÍÆÀ ÄËß ÃËÀÄ-
ÊÈÕ ÝÊÑÒÐÅÌÀËÜÍÛÕ ÇÀÄÀ×

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïðàâèëà ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà äëÿ ãëàäêèõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ íàì ïî-
òðåáóåòñÿ ñåðèÿ âñïîìîãàòåëüíûõ ëåìì è òåîðåì.

Òåîðåìà îòäåëèìîñòè.

Òåîðåìà 10. Ïóñòü A è B äâà âûïóêëûõ ìíîæåñòâà â áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X . Òîãäà,
åñëè

1. A ∪B = ∅ ,
2. Õîòÿ áû â îäíîì èç ìíîæåñòâ A èëè B åñòü âíóòðåííÿÿ òî÷êà.
Òîãäà ìíîæåñòâà A è B îòäåëèìû.

Äâà ìíîæåñòâà A ∈ X è B ∈ X íàçûâàþòñÿ îòäåëèìûìè, åñëè ñóùåñòâóåò ðàçäåëÿþùàÿ èõ
ãèïåðïëîñêîñòü, ò.å. ýëåìåíò W ∈ X∗ òàêîé, ÷òî infx∈A (W,x) ≥ supy∈B (W, y) .

Äîêàçàòåëüñòâî ñì. [Êîëìîãîðîâ-Ôîìèí ñ.137]. Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå 2. òðåáóåòñÿ òîëüêî äëÿ
áåñêîíå÷íîìåðíûõ ïðîñòðàíñòâ X . Â êîíå÷íîìåðíîì ñëó÷àå òåîðåìà âåðíà è áåç ýòîãî óñëîâèÿ.
Ïîÿñíèì ýòî íà ïðèìåðå.

Ðàññìîòðèì êîìïàêòíûé ýëëèïñîèä A =
∑
n2x2

n ≤ 1 â ïðîñòðàíñòâå l2 .
Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü, ÷òî A êîìïàêò.
Çàäà÷à 2. Ïðè êàêèõ an ýëëèïñîèä

∑ x2n
a2n
≤ 1 ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòîì.

Ðàññìîòðèì ëó÷ B = t{ 1
n
} , ãäå t > 0 . Ïðîâåðèì äëÿ A è B âûïîëíåíèå óñëîâèé òåîðåìû

îòäåëèìîñòè. Ëó÷, î÷åâèäíî, âûïóêëîå ìíîæåñòâî. Âûïóêëîñòü ýëëèïñîèäà ïðîâåðÿåòñÿ ñëåäóþ-
ùåé âûêëàäêîé. Ïóñòü x = {xn} è y = {yn} äâå òî÷êè ýëëèïñîèäà. Áåðåì z = {αxn + βyn} , ãäå
α > 0, β > 0, α + β = 1 . Èìååì∑

n2(αxn + βyn)2 = α2
∑
n2x2

n + 2αβ
∑
n2xnyn + β2

∑
n2y2

n ≤
α2 + β2 + αβ(

∑
n2x2

n +
∑
n2y2

n) ≤ (α + β)2 ≤ 1.
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Äàëåå, ðÿä
∑
n2 t

n2 ðàñõîäèòñÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ëó÷ B íå ïåðåñåêàåòñÿ ñ ãðàíèöåé ýëëèïñî-
èäà. Ìû èìååì ÷èñòî áåñêîíå÷íîìåðíûé ýôôåêò: íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïîâåðõíîñòü ýëëèïñîèäà,
êàçàëîñü áû, îêðóæàåò íà÷àëî êîîðäèíàò, ìîæíî äîéòè äî ýòîãî íà÷àëà ïî ïðÿìîé, íå çàäåâàÿ
ïîâåðõíîñòè. Ñëåäîâàòåëüíî, A∪B = ∅ . Ïîêàæåì, ÷òî A è B íåîòäåëèìû. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè
áû ñóùåñòâîâàë ðàçäåëÿþùèé ôóíêöèîíàë W = {Wn} ∈ l∗2 = l2 , òî infx∈B (W,x) = 0 , íî òîãäà è
supy∈A (W, y) = 0 è âåñü ýëëèïñîèä ëåæàë áû â ïîëóïðîñòðàíñòâå (W,x) > 0 . Íî A öåíòðàëüíî
ñèììåòðè÷åí. Çíà÷èò îí äîëæåí öåëèêîì ïðèíàäëåæàòü ïîäïðîñòðàíñòâó W . Â ïðèíöèïå, "íîð-
ìàëü"ê ýòîìó ïîäïðîñòðàíñòâó � âåêòîð {wn} � êàê ìû âèäåëè, ìîæåò è íå ïåðåñåêàòü ãðàíèöó
ýëëèïñîèäà, íî, ïî êðàéíåé ìåðå, âåêòîð {wn

n
} ïåðåñåêàåòñÿ ñ ãðàíèöåé, òàê êàê ñîîòâåòñòâóþùèé

ðÿä
∑
n2 (twn)2

n2 ñõîäèòñÿ. Íî ýòî ïåðåñå÷åíèå íå ëåæèò â ïëîñêîñòè (W,x) = 0 . Ïðîòèâîðå÷èå.
Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî íè ëó÷ íè ýëëèïñîèä íå ñîäåðæàò âíóòðåííèõ òî÷åê. äëÿ ýëëèïñîèäà

îòñóòñòâèå âíóòðåííèõ òî÷åê ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ó íåãî åñòü áåñêîíå÷íî ìàëûå ïîëóîñè, è îí
ïåðåñåêàåòñÿ ñ ãðàíèöåé ëþáîãî øàðà â l2 ñ öåíòðîì âî âíóòðåííåé òî÷êå ýëëèïñîèäà.

ËÅÌÌÀ Î ÍÅÒÐÈÂÈÀËÜÍÎÑÒÈ ÀÍÍÓËßÒÎÐÀ.

Îïðåäåëåíèå 9. Ïîäïðîñòðàíñòâîì áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà X íàçûâàåòñÿ çàìêíóòîå ëèíåé-
íîå ïîäìíîæåñòâî X .

Îïðåäåëåíèå 10. Àííóëÿòîðîì ïîäïðîñòðàíñòâà L ∈ X íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî L⊥ ëèíåé-
íûõ ôóíêöèîíàëîâ x∗ ∈ X∗ , òàêèõ ÷òî (x∗, x) = 0 ïðè ëþáûõ x ∈ L .

Ëåììà 4. {L 6= X} ⇒ {L⊥ 6= ∅}

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü a /∈ L . Ïîñêîëüêó L çàìêíóòî, òî ñóùåñòâóåò O � îêðåñòíîñòü òî÷êè a , êîòîðàÿ íå

ïåðåñåêàåòñÿ ñ L . Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå îòäåëèìîñòè O è L ðàçäåëèìû, ò.å. ñóùåñòâóåò
òàêîé ýëåìåíò x∗ 6= 0 , ÷òî (x∗, l) < (x∗, a) ïðè ëþáîì l ∈ L . Òîãäà (x∗, l) = 0 , ïîòîìó ÷òî â
ïðîòèâíîì ñëó÷àå (x∗, λl) ïðè ðàçëè÷íûõ çíàêàõ ñêàëÿðà λ ìåíÿëîñü áû îò +∞ äî −∞ .

�

Ëåììà î ïðàâîì îáðàòíîì.

Ëåììà 5. Ïóñòü A : X → Y ñþðúåêòèâíûé íåïðåðûâíûé ëèíåéíûé îïåðàòîð èç áàíàõîâà
ïðîñòðàíñòâà X â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y .

Òîãäà ñóùåñòâóåò îòîáðàæåíèå (íå îáÿçàòåëüíî ëèíåéíîå) M : Y → X è êîíñòàíòà C > 0
òàêèå, ÷òî A ◦M = Id , ïðè÷åì ‖My ‖≤ C ‖ y ‖ .

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïîñêîëüêó A íåïðåðûâåí, òî KerA ïîäïðîñòðàíñòâî. Ðàññìîòðèì ôàêòîðïðîñòðàíñòâî

X/KerA è îïåðàòîð Ã : X/KerA → Y , îïðåäåëåííûé ñëåäóþùèì îáðàçîì Ã(ξ) = Ax , ãäå
x ∈ ξ . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ýòî îïðåäåëåíèå êîððåêòíî, ò.ê. Ã(ξ) íå çàâèñèò îò âûáîðà ýëåìåíòà
x ∈ ξ . Îïåðàòîð Ã ýòî íåïðåðûâíûé, ëèíåéíûé, ñþðúåêòèâíûé îïåðàòîð èç áàíàõîâà ïðîñòðàí-
ñòâà X/KerA , äåéñòâóþùèé â Y èíúåêòèâíî. Ïî òåîðåìå Áàíàõà ó íåãî ñóùåñòâóåò íåïðåðûâíûé
îáðàòíûé Ã−1 , è ‖ Ã−1 ‖= K . Îïðåäåëèì M : Y → X , âûáðàâ èç ñìåæíîãî êëàññà Ã−1(y) ýëå-
ìåíò x(y) òàê, ÷òîáû ‖ x(y) ‖≤ 2 ‖ Ã−1(y) ‖ . ßñíî, ÷òî M ïðàâûé îáðàòíûé, ò.ê. Ax(y) = y äëÿ
ëþáîãî ýëåìåíòà x èç êëàññà ñìåæíîñòè Ã−1(y) è ‖My ‖=‖ x(y) ‖≤ 2 ‖ Ã−1(y) ‖≤ 2K ‖ y ‖ .

�

ËÅÌÌÀ Î ÇÀÌÊÍÓÒÎÑÒÈ ÎÁÐÀÇÀ
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Ëåììà 6. Ïóñòü A è B ëèíåéíûå íåïðåðûâíûå îïåðàòîðû, äåéñòâóþùèå èç áàíàõîâà ïðîñòðàí-
ñòâà X â áàíàõîâû ïðîñòðàíñòâà Y è Z ñîîòâåòñòâåííî. Ïóñòü îáðàç îïåðàòîðà A � ImA
� çàìêíóò è îáðàç ÿäðà A ïðè äåéñòâèè îïåðàòîðà B ïåðåõîäèò â çàìêíóòîå ìíîæåñòâî.

Òîãäà îïåðàòîð C : X → Y × Z (ãäå Cx = (Ax,Bx) ) èìååò çàìêíóòûé îáðàç.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïóñòü (yn, zn) ∈ ImC è (yn, zn) → (y0, z0) . Èìååì Axn = yn, Bxn = zn . Íàäî ïîêàçàòü, ÷òî

ñóùåñòâóåò x0 , òàêîé, ÷òî Ax0 = y0, Bx0 = z0 . Âçÿâ âìåñòî Y áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî ImA , ìû
ìîæåì áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàòü, ÷òî A ñþðúåêòèâåí. Ñëåäîâàòåëüíî îí èìååò ïðàâûé
îáðàòíûé îïåðàòîð M : A ◦M = Id, ‖ My ‖≤ K ‖ y ‖ . Ïîäïðàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn íà
áåñêîíå÷íî ìàëóþ âåëè÷èíó òàê, ÷òîáû îíà öåëèêîì ëåæàëà â ïðîîáðàçå òî÷êè y0 . Äëÿ ýòîãî
áåðåì x̃n = xn−M(yn−y0) . Òîãäà Ax̃n = Axn−yn+y0 = y0 , ïðè ýòîì ‖ xn− x̃n ‖=‖ yn−y0 ‖→ 0 .
Ïîýòîìó B(xn − x̃n) → 0 è B(x̃n → z0) . Âñå òî÷êè x̃n ëåæàò â àôôèííîì ïîäìíîæåñòâå Ξ
ïàðàëëåëüíîì ÿäðó A , ò.ê. îíè èìåþò îáùèé A -îáðàç. Ñëåäîâàòåëüíî, îáðàç Xi ïðè äåéñòâèè
îïåðàòîðà B çàìêíóò. Êîëü ñêîðî B(x̃n)→ z0 , òî ñóùåñòâóåò x0 ∈ Ξ , òàêîé ÷òî Bx0 = z0 . Èòàê,
Ax0 = y0, Bx0 = z0 .

�
ËÅÌÌÀ ÎÁ ÀÍÍÓËßÒÎÐÅ ßÄÐÀ

Ëåììà 7. Ïóñòü A ëèíåéíûé, íåïðåðûâíûé, ñþðúåêòèâíûé îïåðàòîð èç áàíàõîâà ïðîñòðàíñòâà
X â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y .

Òîãäà (KerA)⊥ = ImA∗ .

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Ïóñòü x∗ ∈ ImA∗ , ò.å. x∗ = A∗y∗ . Òîãäà äëÿ h ∈ KerA èìååì (x∗, h) = (A∗y∗, h) = (y∗, Ah) =

0 .
2. Ïóñòü h ∈ (KerA)⊥ . Ðàññìîòðèì îïåðàòîð C : X 7→ {Ax, (h, x)} . Ïîñêîëüêó h(KerA) = 0 ,

òî ïî ëåììå î çàìêíóòîñòè îáðàçà, îïåðàòîð C èìååò çàìêíóòûé îáðàç. ImC íå ñîâïàäàåò ñî
âñåì ïðîñòðàíñòâîì {y,R} , ò.ê. {0, 1} /∈ ImC . Ïî ëåììå î íåòðèâèàëüíîñòè àííóëÿòîðà C⊥ 6= ∅ .
Ïîýòîìó ñóùåñòâóþò íåíóëåâûå {y∗, λ} , òàêèå ÷òî (y∗, Ax) +λ(h, x) = 0 äëÿ ëþáîãî x . Çàìåòèì,
÷òî λ 6= 0 , ò.ê. èíà÷å íåíóëåâîé y∗ àííóëèðîâàë áû âñå X . Ñëåäîâàòåëüíî, (( 1

λ
A∗y∗ + h), x) = 0 ,

ò.å. h ∈ ImA∗ .
�
ÒÅÎÐÅÌÀ ËÞÑÒÅÐÍÈÊÀ

Òåîðåìà 11. Ïóñòü F : X → Y îòîáðàæåíèå êëàññà C1 , çàäàííîå â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 .
Ïóñòü F ′(x0) ñþðúåêòèâíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ ϕ : X → X , ÷òî F (x+ ϕ(x)) =
F (x0) , ïðè÷åì ‖ ϕ(x) ‖≤ C ‖ F (x)− F (x0) ‖

Ïåðåíîñÿ íà÷àëî êîîðäèíàò â ïðîñòðàíñòâàõ X è Y , ìîæíî áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷è-
òàòü, ÷òî x0 = 0 è F (x0) = 0 . Èòàê, íàäî ÷òîáû F (x+ ϕ(x)) = 0 è ‖ ϕ(x) ‖≤ C ‖ F (x) ‖ .

Áóäåì èñïîëüçîâàòü ìåòîä Íüþòîíà äëÿ ïîèñêà íåïîäâèæíûõ òî÷åê îòîáðàæåíèÿ. Ïðîñòåéøèé
âàðèàíò ìåòîäà Íüþòîíà ñîñòîèò â èñïîëüçîâàíèè ðåêóððåíòíîé ôîðìóëû yn = yn−1 − F (yn−1)

F ′(0)
.

Èñïîëüçóÿ ëåììó î ïðàâîì îáðàòíîì, ðàññìîòðèì îáîáùåíèå ýòîé ôîðìóëû â âèäå

ξn − ξn−1 = MF (ξn−1), (88)

ãäå M ïðàâûé îáðàòíûé ê îïåðàòîðó F ′(0) . Äëÿ òîãî ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî ýòà ôîðìóëà îïðåäå-
ëÿåò ñæèìàþùåå îòîáðàæåíè, ïðèìåíèì ê îáåèì ÷àñòÿì îïåðàòîð F ′(0) :
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F (ξn−1) + F ′(0)(ξn − ξn−1) = 0 (89)

è îöåíèì ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (88)

‖ ξn+1 − ξn ‖≤ C ‖ F (ξn) ‖ . (90)

Ïðåîáðàçóåì ïðàâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (90), äîáàâèâ ïîä çíàêîì íîðìû ãðóïïó ñëàãàåìûõ, ðàâ-
íóþ íóëþ

C ‖ F (ξn) ‖= C ‖ F (ξn)− F (ξn−1)− F ′(0)(ξn − ξn−1) ‖ . (91)

Ïî òåîðåìå î ñðåäíåì ïðàâàÿ ÷àñòü (91) îöåíèâàåòñÿ âûðàæåíèåì

C ‖ F ′(ζ)− F ′(0) ‖‖ ξn − ξn−1 ‖,

ãäå ζ ∈ [ξn−1, ξn] . Ïîñêîëüêó F ∈ C1 , íàéäåòñÿ øàð Br ðàäèóñà r òàêîé, ÷òî ‖F ′ζ−F ′(0) ‖≤ 1/2C
ïðè ζ ∈ Br . Òîãäà, åñëè ξn−1, ξn ∈ Br , òî

‖ ξn+1 − ξn ‖≤
1

2
‖ ξn − ξn−1 ‖ . (92)

Èç íåðàâåíñòâà (92) ïîñëåäóåò ñõîäèìîñòü ξn , åñëè áóäåò óñòàíîâëåíî, ÷òî äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî
ìàëûõ x = ξ0 âñå ξn ∈ Br . Âûáèðàåì äëÿ ýòîãî îêðåñòíîñòü U òî÷êè x0 òàêóþ, ÷òî ‖ x ‖ +C ‖
F (x) ‖< r/2 . Îöåíèâàåì ïîñëåäîâàòåëüíî ‖ ξ0 ‖, ‖ ξ0 ‖ + ‖ F (ξ0) ‖< r/2,⇒‖ ξ1 ‖< r/2, ‖
ξ1 − ξ0 ‖< C ‖ F (ξ1) ‖< r/2. Äàëåå ‖ ξ2 ‖≤ 1

2
‖ ξ1 − ξ0 ‖< r/4 è ïî èíäóêöèè: Ïóñòü ïðè i < N

‖ ξi ‖< r . Òîãäà ‖ ξN ‖=‖ ξN − ξN−1 ‖ + ‖ ξN−1 − ξN−2 ‖ ...+ ‖ ξ1 ‖< r/2 + r/4 + ... < r .
Òî÷íî òàê æå äîêàçûâàåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîñòü, ò.å. ‖ ξn+p − ξn ‖< r/2n−1 íåçàâèñèìî îò p .
Èòàê, èìååì ñõîäèìîñòü è ïðåäåë limn→∞ξn = ξ(x) çàâèñèò îò âûáîðà íà÷àëüíîé òî÷êè ξ0 = x .
Ââåäåì ϕ(x) = ξ(x)−x . Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â ôîðìóëå F (ξn) = −F ′(0)(ξn− ξn−1)→ 0 , ïîëó÷àåì
F (ξ(x)) = F (x + ϕ(x)) = 0 . Ïåðåõîäÿ ê ïðåäåëó â íåðàâåíñòâå ‖ ξn − x ‖≤ 2 ‖ ξ1 − x ‖ , ïîëó÷àåì
‖ ξ(x)− x ‖=‖ ϕ(x) ‖≤ 2C ‖ F (x) ‖ .

�
ÒÅÎÐÅÌÀ Î ÊÀÑÀÒÅËÜÍÎÌ ÏÐÎÑÒÐÀÍÑÒÂÅ

Îïðåäåëåíèå 11. Âåêòîð h íàçûâàåòñÿ êàñàòåëüíûì ê ìíîæåñòâó M â òî÷êå x0 , åñëè ñó-
ùåñòâóåò ôóíêöèÿ r(t) = o(t) òàêàÿ ÷òî x0 + ht+ r(t) ∈M .

Äëÿ êàñàòåëüíûõ âåêòîðîâ èñïîëüçóþòñÿ îáîçíà÷åíèÿ h ∈ Tx0M .
Ïóñòü F : X → Y ëèíåéíûé, íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìûé îïåðàòîð èç áàíàõîâà ïðîñòðàí-

ñòâà X â áàíàõîâî ïðîñòðàíñòâî Y . Îáîçíà÷èì ÷åðåç M íóëåâóþ ïîâåðõíîñòü óðîâíÿ F . Ïóñòü
â òî÷êå x0 ∈M îïåðàòîð F ′(x0) ñþðúåêòèâåí.

Òåîðåìà 12. Ïóñòü F : X → Y îòîáðàæåíèå êëàññà C1 , çàäàííîå â îêðåñòíîñòè òî÷êè x0 .
Ïóñòü F ′(x0) ñþðúåêòèâíî. Òîãäà KerF ′(x0) = Tx0M .

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Ïóñòü h ∈ KerF ′(x0) . Èñïîëüçóÿ ôóíêöèþ ϕ èç òåîðåìû Ëþñòåðíèêà, èìååì F (x0 + ht +

ϕ(x0 + ht)) = 0 , è ‖ ϕ(x) ‖≤ C ‖ F (x0) + ht ‖ . Íî ϕ(x) = F (x0) + F ′(x0)ht + o(t) = o(t) .
Ñëåäîâàòåëüíî, h ∈ Tx0M.

2.Ïóñòü h ∈ Tx0M . Òîãäà ñóùåñòâóåò r(t) = o(t) òàêîå, ÷òî F (x0) + ht + r(t) = 0 . Ó÷èòûâàÿ,
÷òî F (x0) = 0 , ðàçäåëèâ íà t è ïåðåéäÿ ê ïðåäåëó ïðè t→ 0 , ïîëó÷èì, ÷òî h ∈ KerF ′(x0) .
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�
ÂÛÂÎÄ ÏÐÀÂÈËÀ ÌÍÎÆÈÒÅËÅÉ ËÀÃÐÀÍÆÀ
Ïóñòü íà áàíàõîâîì ïðîñòðàíñòâå X çàäàíû ãëàäêàÿ ñêàëÿðíàÿ ôóíêöèÿ f : X → R è ãëàäêèé

îïåðàòîð F : X → Y .

Çàäà÷à 3. Ìèíèìèçèðîâàòü ôóíêöèþ f íà ìíîæåñòâå M = {F (x) = 0} .

Òåîðåìà 13. Ïóñòü x0 ðåøåíèå çàäà÷è 1. Òîãäà, åñëè ImF ′(x0) çàìêíóòîå ïîäïðîñòðàíñòâî
ïðîñòðàíñòâà X , òî ñóùåñòâóåò íåòðèâèàëüíûé íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà λ ∈ R, y∗ ∈ Y ∗
òàêîé, ÷òî λf ′(x0) + (y∗, F ′(x0)) = 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Íåðåãóëÿðíûé ñëó÷àé.
Ïóñòü ImF ′(x0) 6= Y . Òîãäà, ïî ëåììå î íåòðèâèàëüíîñòè àííóëÿòîðà ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé

ôóíêöèîíàë y∗ , àííóëèðóþùèé Y . ñëåäîâàòåëüíî, íàáîð ìíîæèòåëåé Ëàãðàíæà {0, y∗} óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèÿì òåîðåìû.

2. Ðåãóëÿðíûé ñëó÷àé ImF ′(x0) = Y . Òîãäà F ′(x0) ñþðúåêòèâíî è ïî òåîðåìå îá àííóëÿòîðå
ÿäðà KerF ′(x0) = Tx0M . Ïîêàæåì, ÷òî f ′ ∈ KerF ′ . Ïðè ëþáîì h ∈ KerF ′(x0) èìååì h ∈ Tx0M ,
ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò r(t) = o(t) òàêîå, ÷òî F (x0 +ht+r(t)) = 0 . Íî ôóíêöèÿ f |M äîñòèãàåò
ìèíèìóìà â òî÷êå x0 , ò.å. ïðè t = 0 , çíà÷èò f ′(x0)h = 0 , ò.å. f ′(x0) ∈ (KerF ′(x0))⊥ èëè f ′ ∈
Im(F ′)∗ . Çíà÷èò ñóùåñòâóåò ýëåìåíò y∗ òàêîé, ÷òî f ′ = (F ′)∗y∗ , ò.å. íàáîð {1,−y∗} óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì òåîðåìû.

�

22 ÏÐÈÍÖÈÏ ÌÀÊÑÈÌÓÌÀ ÏÎÍÒÐßÃÈÍÀ

ÔÎÐÌÓËÈÐÎÂÊÀ ÏÐÈÍÖÈÏÀ ÌÀÊÑÈÌÓÌÀ

Çàäà÷à 4. B0(ξ)→ min
Bi(ξ) ≤ 0, (i = 1...k)
Bj(ξ) = 0, (j = k + 1...m)
ẋ(t)− ϕ(t, x(t), u(t)) = 0
u(t) ∈ U
ãäå ξ = (x(·), u(·), t0, t1) , ôóíêöèÿ u(·) èçìåðèìàÿ, ôóíêöèÿ x(·) àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ è

Bi(ξ) =

∫ t1

t0

fi(t, x(t), u(t))dt+ li(t0, x(t0), t1, x(t1))

Îïðåäåëåíèå 12. Ãîâîðÿò, ÷òî óïðàâëÿåìûé ïðîöåññ ξ̂ äîñòàâëÿåò ñèëüíûé ëîêàëüíûé ìè-
íèìóì, åñëè ñóùåñòâóåò òàêîå δ > 0 , ÷òî B0(ξ) ≥ B0(ξ̂) äëÿ ëþáîãî äîïóñòèìîãî ïðîöåññà
ξ = (x(·), u(·), t0, t1) , äëÿ êîòîðîãî

|t− t̂0| < δ, |t− t̂1| < δ, ‖ x(t)− x̂(t) ‖< δ.

Òåîðåìà 14. Ïóñòü âñå ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû è ïðîöåññ ξ̂ =
(x̂(·), û(·), t̂0, t̂1) îïòèìàëåí. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå ìíîæèòåëè Ëàãðàíæà (λ, p(t)) , ÷òî äëÿ
ôóíêöèè Ëàãðàíæà

Λ =

∫ t1

t0

(f(t, x, u) + p(t)(ẋ− ϕ(t, x, u)))dt+ l(t0, x(t0), t1, x(t1))
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âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ
à). Óðàâíåíèå Ýéëåðà äëÿ ëàãðàíæèàíà L = f(t, x, u) + p(ẋ− ϕ(t, x, u)) :
− d
dt
Lẋ + Lx = 0 ;

á). Óñëîâèå òðàíñâåðñàëüíîñòè: Lẋ(t0) = lx(t0), Lẋ(t1) = −lx(t1) ;
â). Óñëîâèå îïòèìàëüíîñòè: minu∈UL(t, x̂(t), u) = L(t, x̂(t), û(t)) ;
ã). Óñëîâèÿ äîïîëíÿþùåé íåæåñòêîñòè è íåîòðèöàòåëüíîñòè äëÿ j ≤ k :
λjBj(ξ̂) = 0, λj ≥ 0 .

Çàìå÷àíèå 5. Ñ òî÷êè çðåíèÿ èñòîðè÷åñêîé òðàäèöèè è â ñîîòâåòñòâèè ñ ñàìèì íàçâàíèåì
"ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìû áóäåì ñ÷èòàòü λ0 ≤ 0 è çàìåíèì óñëîâèå ìèíèìóìà â ïóíêòå â). íà
óñëîâèå ìàêñèìóìà.

23 ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ÏÐÈÍÖÈÏÀ ÌÀÊÑÈÌÓÌÀ
ÄËß ÇÀÄÀ×È ÑÎ ÑÂÎÁÎÄÍÛÌ ÊÎÍÖÎÌ

Ðàññìîòðèì çàäà÷ó

Çàäà÷à 5.
∫ t1
t0
f(t, x(t), u(t))dt→ min

ïðè óñëîâèÿõ

ẋ(t)− ϕ(t, x(t), u(t)) = 0, x(t0) = x0; u(t) ∈ U. (93)

Ëàãðàíæèàí èìååò âèä

L =

∫ t1

t0

λ0f(t, x, u) + p(ẋ− ϕ(t, x, u))dt+ µ(x(t0)− x0).

Ïðèìåíÿÿ ïðèíöèï ìàêñèìóìà, ïîëó÷àåì
ṗ = λ0fx − pϕx; p(t0) = µ, p(t1) = 0; minu[λ0f − pϕ] = [λ0f(t, x̂, û)− pϕ(t, x̂, û)] .
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

λ0 = 0⇒ p ≡ 0⇒ µ = 0⇒ λ0 = −1.

ËÅÌÌÀ Î ÑÎÏÐßÆÅÍÍÛÕ ÑÈÑÒÅÌÀÕ

Ëåììà 8. Ïóñòü {
ż = A(t)z

ṗ = −pA(t) + g(t).

Òîãäà

pAz(t1)− pAz(t0) =

∫ t1

t0

g(t)z(t)dt (94)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî íàéòè ïðîèçâîäíóþ

d

dt
(pAz) = −pAz + pAz + gz.

Èíòåãðèðóÿ îò t0 äî t1 , ïîëó÷àåì (94)
�
ËÅÌÌÀ ÎÁ ÈÃÎËÊÅ
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Ëåììà 9. Ïóñòü x̂(t), û(t) îïòèìàëüíûé ïðîöåññ, τ òî÷êà íåïðåðûâíîñòè óïðàâëåíèÿ u(t) .
Ðàññìîòðèì âàðèàöèþ

u(t) =

{
û(t) ïðè t /∈ [τ, τ + σ]
v ïðè t ∈ [τ, τ + σ]

Òðàåêòîðèþ, ñîîòâåòñòâóþùóþ ýòîìó óïðàâëåíèþ, îáîçíà÷èì ÷åðåç x(t, σ) .
Òîãäà
1. x(t, σ) ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê x̂(t) ïðè σ → 0
2. ∂x

∂σ
(t, σ) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ â âàðèàöèÿõ

ż =
∂ϕ

∂x
(t, x̂(t), û(t))z

ñ íà÷àëüíûìè óñëîâèÿìè ∂x
∂σ

(τ) = ϕ(τ, x̂(τ), v)− ϕ(τ, x̂(τ), û(τ))

Äîêàçàòåëüñòâî.
1. Ñëåäóåò èç òåîðåìû îá èíòåãðàëüíîé íåïðåðûâíîé çàâèñèìîñòè ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíûõ

óðàâíåíèé îò ïàðàìåòðà
2. Çàïèøåì óðàâíåíèå (93) â èíòåãðàëüíîé ôîðìå

x(t, σ) = x0 +

∫ t

t0

ϕ(t, x(t, σ), û(t))dt.

Ïîñêîëüêó x(t, σ) ≡ x̂(t) ïðè t < σ , ìîæíî çàïèñàòü

x(t, σ) = x̂(τ) +

∫ τ+σ

τ

ϕ(t, x(t, σ), v)dt+

∫ t

τ+σ

ϕ(t, x(t, σ), û(t))dt.

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó äèôôåðåíöèðîâàíèÿ èíòåãðàëà ñ ïîäâèæíûìè êîíöàìè, ïîëó÷àåì

∂x
∂σ

(t, σ) = ϕ(τ, x̂(τ), v)− ϕ(τ, x̂(τ), û(τ))+∫ t1
τ

∂ϕ
∂x

(t, x̂(t), û(t)) ∂x
∂σ

(t, σ)dt.

�
Ëåììà îá èíòåãðèðîâàíèè ôóíêöèîíàëà

Ëåììà 10.
d
dσ

∫ t1
t0
f(t, x(t, σ), u(t, σ))dt = f(τ, x̂(τ), v)− f(τ, x̂(τ), û(τ))+∫ t1

τ
∂x
∂σ

(t, σ)fx(t, x̂(t), û(t))dt.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç òåîðåìû î äèôôåðåíöèðîâàíèè èíòåãðàëà ñ ïåðåìåííûìè ïðåäåëà-
ìè ñ èñïîëüçîâàíèåì ëåììû îá èãîëêå.

�
ÄÎÊÀÇÀÒÅËÜÑÒÂÎ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà.

Ïóñòü x̂(t), û(t) îïòèìàëüíûé ïðîöåññ, τ òî÷êà íåïðåðûâíîñòè óïðàâëåíèÿ u(t) . Âîçüìåì
âàðèàöèþ òèïà èãîëêè â òî÷êå τ . Ïî ëåììå î äèôôåðåíöèðîâàíèè ôóíêöèîíàëà èìååì

dL
dτ

= f(τ, x̂(τ), v)− f̂(τ)+∫ t1
τ

∂x
∂σ

(t, σ)fx(t, x̂(t), û(t))dt.
(95)
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Çàìåòèì, ÷òî f̂x åñòü ñâîáîäíûé ÷ëåí â îäíîðîäíîì ëèíåéíîì óðàâíåíèè, êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ
ñîïðÿæåííûì ê óðàâíåíèþ â âàðèàöèÿõ äëÿ z = ∂x

∂σ
. Ñëåäîâàòåëüíî, èíòåãðàë, ñòîÿùèé â ïðàâîé

÷àñòè óðàâíåíèÿ (95), ìîæíî çàìåíèòü íà ëåâóþ ÷àñòü óðàâíåíèÿ (94). Â ðåçóëüòàòå, ó÷èòûâàÿ,
÷òî p(t1) = 0 , ïîëó÷èì

dL

dτ
= f(τ, x̂(τ), v)− f̂(τ) + p(τ)(φ(τ, x̂(τ), v)− φ̂(τ)).

Ïîñêîëüêó â òî÷êå ìèíèìóìà dL
dτ
≥ 0 , âñå óñëîâèÿ ïðèíöèïà ìàêñèìóìà âûïîëíåíû.

�

24 ÑÓÙÅÑÒÂÎÂÀÍÈÅ ÐÅØÅÍÈß ÇÀÄÀ×È ÎÏÒÈ-
ÌÀËÜÍÎÃÎ ÁÛÑÒÐÎÄÅÉÑÒÂÈß

Â òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ âàæíóþ ðîëü èãðàþò òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ. Â äàííîé ãëàâå
ìû ïðèâåäåì ïðèìåðû çàäà÷ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, â êîòîðûõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íå
ñóùåñòâóåò. Çíà÷èò ëè ýòî, ÷òî ó ðàññìàòðèâàåìûõ çàäà÷ íåò ðåøåíèÿ? Çäåñü óìåñòíî ïðèâåñòè
âûñêàçûâàíèå Ãèëüáåðòà: "Âñÿêàÿ çàäà÷à âàðèàöèîííîãî èñ÷èñëåíèÿ èìååò ðåøåíèå, åñëè òîëüêî
ñëîâó "ðåøåíèå"ïðèäàòü ñîîòâåòñòâóþùèé ñìûñë". Ýòî âûñêàçûâàíèå â ðàâíîé ìåðå ïðèìåíèìî è
ê òåîðèè îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Ïðèâåäåííûå ïðèìåðû óêàçûâàþò íà ïóòè îáîáùåíèÿ ïîíÿòèÿ
"ðåøåíèå"è ïîçâîëÿþò ïîÿñíèòü ñìûñë óñëîâèé òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ, êîòîðàÿ äîêàçûâàåòñÿ
âî âòîðîé ÷àñòè äàííîé ãëàâû.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ââåñòè îáîáùåííûå ðåøåíèÿ,â âàðèàöèîííîì èñ÷èñëåíèè è â îïòèìàëüíîì
óïðàâëåíèè ïîëüçóþòñÿ ïîíÿòèåì "ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü".

Îïðåäåëåíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé {xn(·)} íàçûâàåòñÿ ìèíèìèçèðóþ-
ùåé äëÿ çàäà÷è (88), åñëè ôóíêöèîíàë J (xn(·)) ñòðåìèòñÿ ê íèæíåé ãðàíè J (x(·)) â êëàññå âñåõ
äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé.

Çäåñü ïîä äîïóñòèìîé òðàåêòîðèåé ïðèíèìàåòñÿ òðàåêòîðèÿ, ñîîòâåòñòâóþùàÿ äîïóñòèìîìó
óïðàâëåíèþ.

Ïðåäåë ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, åñëè åìó ìîæíî ïðèäàòü ðàçóìíûé ñìûñë, ïðè-
íèìàåòñÿ çà îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ.

Â äàëüíåéøåì íàì ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå
Îïðåäåëåíèå. Ìíîæåñòâî f(x, U) =

⋃
u∈U

f(x, u) íàçûâàåòñÿ âåêòîãðàììîé.

S
12. Ïðèìåð îòñóòñòâèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. (Ñêîëüçÿùèå ðåæèìû)
Ïðèìåð 3. Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàèáûñòðåéøåãî ïîïàäàíèÿ â íà÷àëî êîîðäèíàò èç òî÷êè (x(0) =

−1, y(0) = 0) ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû{
ẋ = −y2 + u2

ẏ = u , |u| ≤ 1
(96)

Äëÿ òîãî, ÷òîáû äîêàçàòü, ÷òî îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ýòîé çàäà÷å íå ñóùåñòâóåò, ïîñòðî-
èì ìèíèìèçèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn(·), yn(·)} . Ðàçäåëèì îòðåçîê, ñîåäèíÿþùèé òî÷êè
(−1, 0) è (0, 0) íà 2n ðàâíûõ ÷àñòåé. Íà âñåõ íå÷åòíûõ ó÷àñòêàõ âîçüìåì u = +1 , íà âñåõ ÷åòíûõ
u = −1 . Ïîëó÷èì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïèëîîáðàçíûõ êðèâûõ, èçîáðàæåííûõ íà ðèñ. 11.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ÿâëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé, çàìåòèì,
÷òî ïðîåêöèÿ ñêîðîñòè äâèæåíèÿ íà îñü Ox íå ìîæåò áûòü áîëüøå 1: ẋ = −y2+u2 ≤ 1 , ïðè÷åì ýòà
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Ðèñ. 11:

ïðîåêöèÿ áóäåò òåì áëèæå ê åäèíèöå, ÷åì ìåíüøå |y| è ÷åì áîëüøå |u| . Íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
{xn(·), yn(·)} ïðîèçâîäíàÿ ẋn(t) ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå, òàê êàê |u| = 1 (ï. â.), à |yn(t)|
ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âðåìÿ ïîïàäàíèÿ â íà÷àëî êîîðäèíàò íå ìåíåå
åäèíèöû, è ÷òî íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {xn(·), yn(·)} îíî ñòðåìèòñÿ ê åäèíèöå. Ïîêàæåì òåïåðü,
÷òî çà âðåìÿ, ðàâíîå åäèíèöå, ïîïàñòü â íà÷àëî êîîðäèíàò íåëüçÿ. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òîãäà
íà ñîîòâåòñòâóþùåé òðàåêòîðèè ẋ = 1 (ï. â.), è ñëåäîâàòåëüíî, |u| = 1 (ï. â.), y ≡ 0 , ÷òî
ïðîòèâîðå÷èò óðàâíåíèþ ẏ = u . Èòàê, îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ íå ñóùåñòâóåò.

Ïðè÷èíà ýòîãî çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ìíîæåñòâî f(x, U) (êîòîðîå â äàííîì ïðèìåðå åñòü
äóãà ïàðàáîëû) íåâûïóêëî. Èìåííî èç-çà ýòîãî òðàåêòîðèÿ y ≡ 0 , ê êîòîðîé ñõîäèòñÿ ìèíè-
ìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû (96) íè ïðè êàêèõ äîïóñòèìûõ
óïðàâëåíèÿõ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé íåêîìïàêòíî.

Ðàçíûå êîìïàêòèôèêàöèè ìíîæåñòâà äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé ïðèâîäÿò ê ðàçëè÷íûì ïîíÿòè-
ÿì îáîáùåííîãî ðåøåíèÿ. Äëÿ çàäà÷ ñ íåâûïóêëîé âåêòîãðàììîé îáû÷íî ïîñòóïàþò ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Äëÿ óïðàâëÿåìîé ñèñòåìû

ẋ = f(x, u), u ∈ U (97)

ðàññìàòðèâàåòñÿ äèôôåðåíöèàëüíîå âêëþ÷åíèå

ẋ ∈ co f(x, U), (98)

ãäå co f(x, U) � âûïóêëîå çàìûêàíèå âåêòîãðàììû f(x, U) . Ðåøåíèåì äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ-
÷åíèÿ (98) íàçûâàåòñÿ àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ x(t) , êîòîðàÿ óäîâëåòâîðÿåò âêëþ÷å-
íèþ (98) ïî÷òè âñþäó.

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (98) � êîìïàêò, è
÷òî ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé ñèñòåìû (97) âñþäó ïëîòíî â ýòîì êîìïàêòå. Ðåøåíèÿ
äèôôåðåíöèàëüíîãî âêëþ÷åíèÿ (98), íå ÿâëÿþùèåñÿ äîïóñòèìûìè òðàåêòîðèÿìè ñèñòåìû (97),
íàçûâàþòñÿ ñêîëüçÿùèìè ðåæèìàìè äëÿ ýòîé ñèñòåìû. Ãðóáî ãîâîðÿ, ñêîëüçÿùèå ðåæèìû � ýòî
ïðåäåëû òàêèõ òðàåêòîðèé, äëÿ êîòîðûõ óïðàâëåíèå íà ìàëûõ ñîñåäíèõ ó÷àñòêàõ ïðèíèìàåò ðàç-
íûå, ÷åðåäóþùèåñÿ äðóã ñ äðóãîì çíà÷åíèÿ (ñì.ðèñ. 11).

Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå co f(x, U) � ïàðàáîëè÷åñêèé ñåãìåíò, êîòîðûé ñîäåðæèò âåêòîð
ñêîðîñòè ẋ = 1 , ẏ = 0 , ñëåäîâàòåëüíî, òðàåêòîðèÿ y(·) = 0 � ñêîëüçÿùèé ðåæèì.
S
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13. Ïðîäîëæèìîñòü ðåøåíèé îáûêíîâåííûõ ääñÛîåðåííèàëüíûõ óðàâíåíèé
Ðàññìîòðèì ñèñòåìó

ẋ = ϕ(t, x), (99)

ãäå x ∈ Rn , ϕ : [t0, t1]× Rn → Rn íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìà ïî x è èçìåðèìà ïî t .
Òåîðåìà I (î ïðîäîëæèìîñòè ðåøåíèé).
Ïóñòü ñóùåñòâóåò êîíñòàíòà C > 0 òàêàÿ, ÷òî ïðè âñåõ x ∈ Rn , t ∈ [t0, t1]

〈x = ϕ(t, x)〉 ≤ C(|x|2 + 1). (100)

Òîãäà ðåøåíèÿ ñèñòåìû (99) îïðåäåëåíû íà âñåì îòðåçêå [t0, t1] .
Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ïåðåìåííóþ y(t) = |x|2 + 1 . Èìååì dy

dt
= 2〈x, dx

dt
〉 = 2〈x, ϕ(t, x)〉 ≤

2C(|x|2 + 1) = 2Cy , ò. å. dy
dt
≤ 2Cy . Åñëè y(0) = A , òî y(t) ≤ Ae2C(t1−t0) , ò. å.

|x| ≤
√
AeC(t1−t0). (101)

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
Îòìåòèì, ÷òî åñëè íåðàâåíñòâî (100) âûïîëíåíî ïðè âñåõ R1

+ , òî èç òåîðåìû 2 ñëåäóåò íåîãðà-
íè÷åííàÿ ïî âðåìåíè ïðîäîëæèìîñòü ðåøåíèé.

Ïîêàæåì, ÷òî ñâîéñòâî ïðîäîëæèìîñòè ðåøåíèé ñóùåñòâåííî ïðè èçó÷åíèè âîïðîñîâ ñóùå-
ñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.
S

14. Ïðèìåð îòñóòñòâèÿ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. (Óõîä íà áåñêîíå÷íîñòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ)
Ïðèìåð 4.
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàèáûñòðåéøåãî ïîïàäàíèÿ â íà÷àëî êîîðäèíàò ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû{

ẋ = y
ẏ = u exp(y2) , |u| ≤ 1.

(102)

Ïðèìåíèì ïðèíöèï ìàêñèìóìà H = ψ1y + ψ2u exp(y2) .

ψ̇1 = 0, ψ̇2 = −ψ1 − 2yψ2 exp(y2)u. (103)

Èç óñëîâèÿ ìàêñèìóìà èìååì u = 1 ïðè ψ2 > 0 ; u = −1 ïðè ψ2 < 0 è ëþáîå ïðè ψ2 = 0 .
Ïîêàæåì, ÷òî u(t) � óïðàâëåíèå, óäîâëåòâîðÿþùåå ïðèíöèïó ìàêñèìóìà Ïîíòðÿãèíà, èìååò

íå áîëåå îäíîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, ïåðåêëþ÷åíèå âîçìîæíî òîëüêî òàì, ãäå ψ2(t)
îáðàùàåòñÿ â íîëü. Â ñèëó (103) ψ1 = const .

Ïóñòü ψ1 = 0 , òîãäà óðàâíåíèå äëÿ ψ2 ñòàíîâèòñÿ îäíîðîäíûì. Ïîêàæåì, ÷òî íà ñîîòâåòñòâó-
þùåé òðàåêòîðèè íå ìîæåò áûòü íè îäíîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ψ2 , îáðàùàåòñÿ â íîëü â íåêîòîðîé òî÷êå, òî ïî òåîðåìå åäèíñòâåííîñòè
ψ2(t) ≡ 0 , ñëåäîâàòåëüíî, âåêòîð ψ � íóëåâîé, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðèíöèïó ìàêñèìóìà.

Ïóñòü ψ1 > 0 òîãäà óðàâíåíèå äëÿ ψ2 èìååò âèä ψ̇2 + a(t)ψ2 = −ψ1 < 0 . Ïîêàæåì, ÷òî
ôóíêöèÿ ψ2(t) íå ìîæåò ñìåíèòü çíàê ñ ìèíóñà íà ïëþñ (è, òåì ñàìûì, äâå ïåðåìåíû çíàêà ψ2

íåâîçìîæíû). Äåéñòâèòåëüíî, ôóíêöèÿ a(t) = 2y(t)u(t) exp(y2(t)) íà ëþáîé äîïóñòèìîé òðàåêòî-
ðèè îãðàíè÷åíà: |a(t)| ≤ C . Â îáëàñòè |ψ2| < ψ1

C
ñïðàâåäëèâà îöåíêà ψ̇2 = −ψ1 − a(t)ψ2 < 0 , ò. å.

â ýòîé îáëàñòè ψ2 óáûâàåò è ïîýòîìó íå ìîæåò ñìåíèòü çíàê ñ ìèíóñà íà ïëþñ.
Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè ψ1 < 0 , òî ψ2(t) íå ìîæåò ñìåíèòü çíàê ñ ïëþñà íà ìèíóñ.
Ïðîöåññ ïîñòðîåíèÿ ñèíòåçà ïðîâîäèòñÿ òàê æå êàê â ïðèìåðå 1. Áåðåì u = 1 . Òîãäà ñèñòå-

ìà (102) ïðèíèìàåò âèä: ẋ = y , ẏ = exp(y2) . Ðàçäåëèâ âòîðîå óðàâíåíèå íà ïåðâîå è âçÿâ x â
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êà÷åñòâå íåçàâèñèìîãî ïåðåìåííîãî, ïîëó÷èì óðàâíåíèå dy
dx

= exp(y2)
y

, òðàåêòîðèè êîòîðîãî èìåþò
âèä −1

2
exp(−y2) = x+ C . Äâèæåíèå ïî ýòèì òðàåêòîðèÿì ïðîèñõîäèò ââåðõ, ò. ê. ẏ > 0 .

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, âçÿâ u = −1 , ïîëó÷èì òðàåêòîðèè 1
2

exp(−y2) = x + C . Äâèæåíèå ïî
ýòèì òðàåêòîðèÿì ïðîèñõîäèò âíèç, ò. ê. ẏ < 0 .

Ñêîìáèíèðîâàâ èç ýòèõ äâóõ ñåìåéñòâ òðàåêòîðèè, âåäóùèå â íà÷àëî êîîðäèíàò è èìåþùèå íå
áîëåå îäíîãî ïåðåêëþ÷åíèÿ, ïîëó÷èì:

Ðèñ. 12:

Çäåñü êðèâàÿ ïåðåêëþ÷åíèÿ (èçîáðàæåííàÿ íà ðèñ. 12 æèðíîé ëèíèåé) ñîñòîèò èç äâóõ ñîïðÿ-
æåííûõ äðóã ñ äðóãîì êðèâûõ: âåðõíåé ïîëîâèíû êðèâîé x = 1

2
exp(−y2)− 1

2
è íèæíåé ïîëîâèíû

êðèâîé x = −1
2

exp(−y2) + 1
2
. Îáëàñòü G , çàïîëíåííàÿ òðàåêòîðèÿìè, ëåæèò ìåæäó êðèâûìè

x = 1
2

exp(−y2) + 1
2
è x = −1

2
exp(−y2) − 1

2
, èçîáðàæåííûìè íà ðèñ. 12 ïóíêòèðîì. Äëÿ ëþáîé

òî÷êè îáëàñòè G ñóùåñòâóåò è ïðèòîì òîëüêî îäíà òðàåêòîðèÿ, óäîâëåòâîðÿþùàÿ ïðèíöèïó ìàê-
ñèìóìà è âåäóùàÿ â íà÷àëî êîîðäèíàò. Äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ âíå ýòîé îáëàñòè, íå ñóùåñòâóåò íè
îäíîé òðàåêòîðèè, óäîâëåòâîðÿþùåé ïðèíöèïó ìàêñèìóìà è âåäóùåé â íà÷àëî êîîðäèíàò.

Ìîæíî ïîäóìàòü, ÷òî äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ âíå îáëàñòè G íå ñóùåñòâóåò íè îäíîé äîïóñòèìîé
òðàåêòîðèè ñèñòåìû (102), âåäóùåé â íà÷àëî êîîðäèíàò. Îäíàêî ýòî íå òàê. Íàïðèìåð, åñëè äëÿ
òî÷êè (x0, y0) , ëåæàùåé âî âòîðîì îðòàíòå, âçÿòü u = 0 , òî ýòà òî÷êà íà÷íåò äâèãàòüñÿ âïðàâî
ñî ñêîðîñòüþ y0 è ÷åðåç êîíå÷íîå âðåìÿ äîñòèãíåò îáëàñòè G . Ñëåäîâàòåëüíî, èç òî÷åê, ëåæà-
ùèõ âíå îáëàñòè G , íåëüçÿ ïîïàñòü â íà÷àëî êîîðäèíàò îïòèìàëüíûì îáðàçîì. Äëÿ òîãî, ÷òîáû
îñîçíàòü ýòîò ôåíîìåí ïîëåçíî ïîñìîòðåòü íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðàåêòîðèé, ìèíèìèçèðóþùóþ
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âðåìÿ ïåðåõîäà. Ïîñêîëüêó âðåìÿ ïåðåõîäà èç òî÷êè (x0, y0) â íà÷àëî êîîðäèíàò íà âñåõ òðàåêòî-
ðèÿõ ïîëîæèòåëüíî, ñóùåñòâóåò òî÷íàÿ íèæíÿÿ ãðàíü òàêèõ âðåìåí T(x0, y0) , è ìîæíî âûáðàòü
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðàåêòîðèé {xn(·), yn(·)} íà÷èíàþùèõñÿ â äàííîé òî÷êå (x0, y0) , òàêóþ, ÷òî
âðåìÿ äâèæåíèÿ ïî íèì äî íà÷àëà êîîðäèíàò ñòðåìèòñÿ ê T(x0, y0) . Äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ ëåâåå
îáëàñòè G , òðàåêòîðèþ xn(·), yn(·) ìîæíî îïèñàòü òàê: Ñíà÷àëà u = 1 , ïðè ýòîì äâèæåíèå ïðî-
èñõîäèò ââåðõ äî óðîâíÿ y = n , äàëåå u = 0 , ïðè ýòîì äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî ãîðèçîíòàëè äî
êðèâîé ïåðåêëþ÷åíèÿ, çàòåì u = 1 , ïðè ýòîì äâèæåíèå ïðîèñõîäèò ïî êðèâîé ïåðåêëþ÷åíèÿ äî
íà÷àëà êîîðäèíàò.

Ðèñ. 13:

Ñïðàâà îò îáëàñòè G êàðòèíà öåíòðàëüíî ñèììåòðè÷íà.
Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî âûøåîïèñàííàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðàåêòîðèé äåéñòâèòåëüíî ÿâ-

ëÿåòñÿ ìèíèìèçèðóþùåé.
Óêàçàíèå: à) âðåìåíà äâèæåíèÿ ïî ãîðèçîíòàëüíûì ó÷àñòêàì òðàåêòîðèé {xn(·), yn(·)} , (u = 0)

ñòðåìÿòñÿ ê íóëþ, ò. ê. äëèíà âñåõ ýòèõ ó÷àñòêîâ îãðàíè÷åíà âåëè÷èíîé, íå çàâèñÿùåé îò n , à
ñêîðîñòü äâèæåíèÿ ïî íèì ẋ = y = n → ∞ ; á) ïðè u = 1 òðàåêòîðèè ñèñòåìû (100) óõîäÿò íà
áåñêîíå÷íîñòü çà êîíå÷íîå âðåìÿ (èìåííî ýòîò ôàêò ÿâëÿåòñÿ ïðè÷èíîé íåñóùåñòâîâàíèÿ îïòè-
ìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ â ïðèìåðå 4).

Çàìå÷àíèå 1. Ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íå ñòðåìèòñÿ íè ê êàêîé äîïóñòèìîé òðà-
åêòîðèè â îáû÷íîì ñìûñëå ýòîãî ñëîâà. Îäíàêî, â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî ââåñòè îáîáùåííóþ ïðå-
äåëüíóþ òðàåêòîðèþ. Äëÿ òî÷åê, ëåæàùèõ ëåâåå G , ýòà òðàåêòîðèÿ ïîäíèìàåòñÿ (u = +1) äî
+∞ è "îòòóäà"ñïóñêàåòñÿ ïî êðèâîé ïåðåêëþ÷åíèÿ (u = −1) â íà÷àëî êîîðäèíàò. Ôîðìàëüíî ãî-
âîðÿ, ýòà òðàåêòîðèÿ ëåæèò â "ðàñøèðåííîé"ôàçîâîé ïëîñêîñòè, êîìïàêòèôèöèðîâàííîé äâóìÿ
òî÷êàìè y = +∞ è y = −∞ .Â òàêîé êîìïàêòèôèöèðîâàííîé ïëîñêîñòè îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå
ñóùåñòâóåò.

Òåìà äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.
Èçó÷èòü âèäû êîìïàêòèôèêàöèè ôàçîâîãî ïðîñòðàíñòâà, ñâÿçàííûå ñ ðàçëè÷íûìè ñïîñîáà-

ìè óõîäà íà áåñêîíå÷íîñòü ïî òðàåêòîðèÿì ñèñòåìû (97). Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó
ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíûõ òðàåêòîðèé â êîìïàêòèôèöèðîâàííîì ôàçîâîì ïðîñòðàíñòâå.
S
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15. Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ
Ðàññìîòðèì çàäà÷ó áûñòðîäåéñòâèÿ T→ inf .

ẋ = f(x, u), x(0) = a, x(T) = b. (104)

ãäå x ∈ Rn , u ∈ U ⊂ Rr , f : Rn × U → Rn .
Â êà÷åñòâå êëàññà äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé âîçüìåì êëàññ èçìåðèìûõ ôóíêöèé ñî çíà÷åíèÿìè

èç ìíîæåñòâà U . Ïîä ðåøåíèåì ñèñòåìû (96) áóäåì ïîíèìàòü ðåøåíèå ïî Êàðàòåîäîðè (ñì. [16],
ñ.54).

Ââåäåì îáîçíà÷åíèå f(x, U) =
⋃
u∈U

f(x, u) .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ.
1. Ôóíêöèè f(x, u) , íåïðåðûâíû ïî ñîâîêóïíîñòè àðãóìåíòîâ è íåïðåðûâíî äèôôåðåíöèðóåìû

ïî x .
2. Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà C , ÷òî ïðè âñåõ x ∈ Rn , u ∈ U

〈x, f(x, u)〉 ≤ C(|x|2 + 1).

3. Ìíîæåñòâî U çàìêíóòî è îãðàíè÷åíî; f(x, U) âûïóêëî.
Òåîðåìà 2 (òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ), (Ôèëèïïîâ). Ïóñòü âûïîëíåíû óñëîâèÿ 1, 2, 3 è ïóñòü

ñóùåñòâóåò äîïóñòèìîå óïðàâëåíèå ũ(t) òàêîå, ÷òî ñîîòâåòñâóâùàÿ åìó òðàåêòîðèÿ x̃(t) ñ íà-
÷àëüíûì óñëîâèåì x̃(0) = a ïîïàäàåò â òî÷êó b ïðè íåêîòîðîì t̃ > 0 : x̃(t̃) = b . Òîãäà ñóùåñòâóåò
îïòèìàëüíîå óïðàâëåíèå u(t) .

Ïðåæäå ÷åì ïðèñòóïèòü ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû îáñóäèì åå ôîðìóëèðîâêó. Óñëîâèå 1 èãðàåò
÷èñòî òåõíè÷åñêóþ ðîëü. Åãî ìîæíî îñëàáèòü è îíî äåéñòâèòåëüíî îñëàáëÿëîñü â öåëîì ðÿäå ðàáîò.

Óñëîâèå 2 � ýòî ïî ñóùåñòâó óñëîâèå òåîðåìû 1. Äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî îòðåçêà âðåìåíè
[0,T] îíî ãàðàíòèðóåò ðàâíîìåðíóþ îãðàíè÷åííîñòü ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (104), íà÷èíàþ-
ùèõñÿ â òî÷êå a è ñîîòâåòñòâóþùèõ ëþáûì èçìåðèìûì óïðàâëåíèÿì u(t) . Êàê âèäíî èç ïðèìåðà
4, îòêàç îò óñëîâèÿ 2 ìîæåò ïðèâåñòè ê íåñóùåñòâîâàíèþ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

Óñëîâèå 3 � ýòî óñëîâèå çàìêíóòîñòè ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû (104), èëè, ÷òî òî æå, óñëî-
âèå îòñóòñòâèÿ ñêîëüçÿùèõ ðåæèìîâ. Ðîëü ýòîãî óñëîâèÿ â âîïðîñå ñóùåñòâîâàíèÿ îïòèìàëüíîãî
óïðàâëåíèÿ âûÿñíåíà â ïðèìåðå 3. Îäíîâðåìåííîå âûïîëíåíèå óñëîâèé 2 è 3 ãàðàíòèðóåò êîì-
ïàêòíîñòü ìíîæåñòâà òðàåêòîðèé ñèñòåìû (104), íà÷èíàþùèõñÿ â òî÷êå a .
S

16. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ
Âñå ðàññóæäåíèÿ áóäóò ïðîâîäèòüñÿ äëÿ îòðåçêà [0, t̃] , íà êîòîðîì îïðåäåëåíà òðàåêòîðèÿ

x̃(t) . Â ñèëó îöåíêè (101) ïðè ëþáîì äîïóñòèìîì óïðàâëåíèè u(·) , |x(t)| îãðàíè÷åí îäíîé è
òîé æå êîíñòàíòîé: |x| ≤

√
AeCt̃ Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ f(x, u) íåïðåðûâíà íà êîìïàêòå u ∈ U ,

|x| ≤
√
AeCt̃ , èìååì |f(x, u)| ≤ M . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âñåõ ðåøåíèé ñèñòåìû (104) (ïðè

äîïóñòèìûõ u(t) , äëÿ êîòîðûõ x(0) = a , x(t′) = b , 0 < t′ ≤ t̃ ). Ýòî ìíîæåñòâî íå ïóñòî, ò. ê.
îíî ñîäåðæèò x̃(·) . Åñëè ýòî ìíîæåñòâî êîíå÷íî, òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî. Åñëè îíî
áåñêîíå÷íî, òî âûáåðåì èç íåãî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn(·) òàêóþ, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå âðåìåíà
ïåðåõîäà t′n ñòðåìÿòñÿ ê t1 = inf t′ . Ôóíêöèè xn(·) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, ò. ê. |xn(t)| ≤

√
AeCt̃ ,

è ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíû, è ïî÷òè âñþäó âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî

|ẋn(t)| = |f(xn(t), un(t))| ≤M (ï.â.). (105)

Ïî òåîðåìå Àðöåëà èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü ðàâíîìåðíî ñõîäÿùóþñÿ ïîä-
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, êîòîðóþ ìû ïîïðåæíåìó áóäåì îáîçíà÷àòü xn(·) . Îáîçíà÷èì åå ïðåäåë ÷åðåç
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x(·) . Ïîêàæåì, ÷òî x(·) � ðåøåíèå íàøåé çàäà÷è. Ïîñêîëüêó t1 åñòü íèæíÿÿ ãðàíü âðåìåíè ïå-
ðåõîäà, íå ñóùåñòâóåò òðàåêòîðèè, êîòîðàÿ áû ïåðåâîäèëà a â b çà âðåìÿ, ìåíüøåå t1 . Äëÿ
òðàåêòîðèè x(·) èìååì x(0) = a , xn(t′n) = b , t′n → t1 . Â ñèëó (105) |xn(t1)− xn(t′n)| ≤M |t1 − t′n| ,
ïîýòîìó x(t1) = b .

Îñòàåòñÿ ïîêàçàòü, ÷òî x(t) � äîïóñòèìàÿ òðàåêòîðèÿ; ò. å. ÷òî x(t) ñîîòâåòñòâóåò íåêîòîðîìó
äîïóñòèìîìó óïðàâëåíèþ. Èìåííî ýòà ÷àñòü äîêàçàòåëüñòâà ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå òîíêîé. Íàì íàäî
ïîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò èçìåðèìîå óïðàâëåíèå u(t) òàêîå, ÷òî ẋ(t) = f(x(t), u(t)) . Çàìåòèì, âî-
ïåðâûõ, ÷òî ïîñêîëüêó âñå xn(t) óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ Ëèïøèöà ñ îäíîé è òîé æå êîíñòàíòîé
M , òî è ïðåäåëüíàÿ òðàåêòîðèÿ x(t) îáëàäàåò òåì æå ñâîéñòâîì. Ñëåäîâàòåëüíî, x(t) àáñîëþòíî
íåïðåðûâíà è |ẋ| ≤M (ï.â.).

Îáîçíà÷èì ẋ(t) = y(t) ; ẋn(t) = yn(t) . Ôóíêöèè yn(t) è y(t) îïðåäåëåíû ïî÷òè âñþäó íà [0, t1] ,
èçìåðèìû è îãðàíè÷åíû. Ïóñòü t0 ∈ [0, t1] òàêàÿ òî÷êà, â êîòîðîé ẋ(t0) ñóùåñòâóåò. Ïîêàæåì,
÷òî ẋ(t0) ∈ f(x(t0), U) . Â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè f ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå x 7→ f(x, U)
ïîëóíåïðåðûâíî ñâåðõó îòíîñèòåëüíî âêëþ÷åíèÿ, ò. å. äëÿ ëþáîãî ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0 ,
÷òî êàê òîëüêî |x − x(t0)| < δ , òàê f(x, U) ∈ Vε , ãäå Vε � çàìêíóòàÿ ε -îêðåñòíîñòü ìíîæåñòâà
f(x(t0), U) . Óìåíüøèâ ïðè íåîáõîäèìîñòè δ , èç äèôôåðåíöèðóåìîñòè x(·) â òî÷êå t0 ïîëó÷èì∣∣∣∣x(t)− x(t0)

t− t0
− ẋ(t0)

∣∣∣∣ < ε ïðè |t− t0|, δ. (106)

Íî x(t)−x(t0)
t−t0 = lim

n→∞
xn(t)−xn(t0)

t−t0 = lim
n→∞

1
t−t0

t1∫
t0

yn(τ)dτ = lim
n→∞

1∫
0

yn(t0 + (t − t0)s)ds . Òðàåêòîðèè xn(t)

äîïóñòèìû è yn(τ) = ẋn(τ) = f(xn(τ), un(τ)) . Ýòè çíà÷åíèÿ áóäóò ïðèíàäëåæàòü Vε , åñëè xn(τ)
îêàæåòñÿ äîñòàòî÷íî áëèçêî ê x(t0) . Ôîðìàëüíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé áëèçîñòè ïðîâîäèòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì: ïðè |τ − t0| < δ è äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n èìååì |xn(t0)−x(t0)| < Mδ ,
|xn(τ)−x(τ)| < Mδ , îòêóäà |xn(τ)−x(t0)| < 2Mδ . Èòàê, yn(τ) ∈ Vε . Íî Vε � âûïóêëîå çàìêíóòîå

ìíîæåñòâî, êàê ñëåäóåò èç óñëîâèÿ 3. Ïîýòîìó èíòåãðàë
1∫
0

yn(t0 + (t− t0)s)ds òàêæå ïðèíàäëåæèò

Vε , êàê ïðåäåë âûïóêëûõ ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé çíà÷åíèé yn(τ) . (Îáðàòèòå âíèìàíèå, êàê êðà-
ñèâî èñïîëüçóåòñÿ óñëîâèå âûïóêëîñòè!). Ñëåäîâàòåëüíî, ïðåäåë ýòîãî èíòåãðàëà, ò. å. x(t)−x(t0)

t−t0
òàêæå ïðèíàäëåæèò Vε . Èç (106) ñëåäóåò, ÷òî ẋ(t0) ∈ V2ε ïðè ëþáîì ñêîëü óãîäíî ìàëîì ε > 0 .
Èç òîãî, ÷òî f(x0, U) çàìêíóòî, ñëåäóåò, ÷òî ẋ(t0) ∈ f(x(t0), U) , ò. å. ñóùåñòâóåò u(t0) òàêîå, ÷òî
ẋ(t0) = f(x(t0), u(t0)) . Ïîñëåäíèé ýòàï äîêàçàòåëüñòâà ñîñòîèò â òîì, ÷òî ôóíêöèþ u(t) ìîæíî
âûáðàòü èçìåðèìîé (â îáùåì ñëó÷àå îíà îïðåäåëåíà íåîäíîçíà÷íî). Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà
ñëåäóåò èç ëåììû îá èçìåðèìîì âûáîðå, êîòîðóþ ìû ïðèâåäåì áåç äîêàçà- òåëüñòâà.

Ëåììà (îá èçìåðèìîì âûáîðå). Ïóñòü ôóíêöèÿ f(t, u) íåïðåðûâíà, f : R × U → Rn . Ïóñòü
èçìåðèìàÿ âåêòîð-ôóíêöèÿ y(t) òàêîâà, ÷òî y(t) ∈ f(t, U) . Òîãäà ñóùåñòâóåò èçìåðèìàÿ âåêòîð-
ôóíêöèÿ u(t) òàêàÿ, ÷òî y(t) = f(t, u(t)) (ï.â.).

Äîêàçàòåëüñòâî ñì. â [3] ñ.430.
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