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Ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ â çàäà÷àõ íà ýêñòðåìóì

Ïðèâåäåì äâà êëàññè÷åñêèõ ïðèìåðà, â êîòîðûõ ðåøåíèå íå ñóùåñòâóåò.

Ïðèìåð Âåéåðøòðàññà.

J =
∫ 1

0
t2u2 dt → min, ẋ = u, x(0) = 0, x(1) = 1.

Èùåì ðåøåíèå â êëàññå u ∈ L∞[0, 1]. ßñíî, ÷òî íà ëþáîé äîïóñòèìîé ôóíêöèè
J(u) > 0. Ïîêàæåì, ÷òî inf J = 0. Äåéñòâèòåëüíî, ∀ ε > 0 ïîëîæèì uε(t) = 1/ε íà
[0, ε], è ðàâíîé íóëþ âíå ýòîãî îòðåçêà. Òîãäà

J(uε) =
∫ ε

0
t2

1
ε2

dt =
1
3

ε → 0.

Ïðèìåð Áîëüöà.

J =
∫ 1

0
(x2 + (u2 − 1)2) dt → min, ẋ = u, x(0) = 0, x(1) = 0.

Çäåñü îïÿòü íà ëþáîé äîïóñòèìîé ôóíêöèè J(u) > 0. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè J(u) = 0,
òî x(t) ≡ 0, ïî÷òè âñþäó ẋ(t) = u(t) = 0, íî òîãäà (u2 − 1)2 = 1, è J(u) > 0,

ïðîòèâîðå÷èå.
Ïîêàæåì, ÷òî inf J = 0. Äëÿ ëþáîãî n ïîëîæèì un(t) = sign sin (2πn t). Òîãäà

|un(t)| ≡ 1, à |xn(t)| 6 const 1
n → 0 ïðè n →∞, ïîýòîìó J(un) → 0.

Åùå ïðîùå ýòîò ýôôåêò ïðîÿâëÿåòñÿ â çàäà÷àõ îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ (òàê êàê
â íèõ åñòü âîçìîæíîñòü âûáîðà îãðàíè÷åíèÿ íà ìíîæåñòâî äîïóñòèìûõ óïðàâëåíèé).

Ïðèìåð èç îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ.

J =
∫ 1

0
x2 dt → min, ẋ = u, x(0) = x(1) = 0, u ∈ U = {−1, +1}.

Çäåñü îïÿòü íà ëþáîé äîïóñòèìîé ôóíêöèè J(u) > 0, à un(t) = sign sin (2πn t) äàåò
inf J = 0.

Âîçíèêàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ: ïðè êàêèõ óñëîâèÿõ íà çàäà÷ó ìîæíî ãàðàíòè-
ðîâàòü, ÷òî ðåøåíèå (ò.å. òî÷êà ãëîáàëüíîãî ìèíèìóìà) â íåé ñóùåñòâóåò?

Äëÿ ôîðìóëèðîâêè òåîðåì ñóùåñòâîâàíèÿ ïîòðåáóåòñÿ ñëåäóþùåå ïîíÿòèå.
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Ïîëóíåïðåðûâíûå ñíèçó ôóíêöèè. Ïóñòü X − òîïîëîãè÷åñêîå ïðîñòðàí-
ñòâî. Ôóíêöèÿ f : X → IR íàçûâàåòñÿ ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó â òî÷êå x0 , åñëè

f(x0) 6 lim
x 7→x0

f(x), (0.1)

è ïðîñòî ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó, åñëè ýòî íåðàâåíñòâî âåðíî äëÿ âñåõ x0 ∈ X .

Ëåììà 1. Ïóñòü f : X → IR − ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ñëåäóþùèå òðè
ñâîéñòâà ýêâèâàëåíòíû:

à) f ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà X ;
á) å¼ íàäãðàôèê epi f = {(x, z) ∈ X × IR : z > f(x)} çàìêíóò â X × IR ;
â) ∀µ ∈ IR íèæíåå ëåáåãîâî ìíîæåñòâî Lµ(f) = {x | f(x) ≤ µ} çàìêíóòî â X .

Òåîðåìà Âåéåðøòðàññà. Ïóñòü ïðîñòðàíñòâî X êîìïàêòíî, a ôóíêöèÿ f :
X → IR ïîëóíåïðåðûâíà ñíèçó íà X. Òîãäà f äîñòèãàåò íà X ñâîåãî ìèíèìóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî ìîæíî ïðîâåñòè äâóìÿ ñïîñîáàìè. Îáîçíà÷èì A = inf f. (Àïðè-
îðè íå èñêëþ÷åí ñëó÷àé A = −∞. )

1) Âîçüìåì ëþáóþ ìèíèìèçèðóþùóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü xn ∈ X, ò.å. òàêóþ, äëÿ
êîòîðîé f(xn) → A. Ïîñêîëüêó X − êîìïàêò (íî, âîîáùå ãîâîðÿ, áåç ïåðâîé àêñè-
îìû ñ÷åòíîñòè), èç ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìîæíî âûáðàòü ïîäíàïðàâëåííîñòü (ò.å.
îáîáùåííóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü) xnα , ïàðàìåòðèçîâàííóþ èíäåêñîì α èç íåêîòî-
ðîãî íàïðàâëåííîãî ìíîæåñòâà, ñõîäÿùóþñÿ ê íåêîòîðîé òî÷êå x̂ ∈ X. Äëÿ íåå ïî-
ïðåæíåìó f(xnα) → A. Â ñèëó (0.1) èìååì f(x̂) 6 A, íî òàê êàê çíàê < çäåñü áûòü
íå ìîæåò, ïîëó÷àåì f(x̂) = A.

(Åñëè X îáëàäàåò ïåðâîé àêñèîìîé ñ÷åòíîñòè (íàïð. ìåòðè÷åñêîå), òî âìåñòî
ïîäíàïðàâëåííîñòè ìîæíî áðàòü îáû÷íóþ ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü; â ýòîì ñëó÷àå äî-
êàçàòåëüñòâî î÷åíü ïðîçðà÷íî.)

2) Äëÿ ëþáîãî µ > A ìíîæåñòâî ïîäóðîâíÿ Lµ(f) î÷åâèäíî íåïóñòî è çàìêíóòî.
Ñåìåéñòâî ýòèõ ìíîæåñòâ öåíòðèðîâàíî, òàê êàê ëþáîå êîíå÷íîå ÷èñëî òàêèõ ìíî-
æåñòâ èìååò íåïóñòîå ïåðåñå÷åíèå (íàäî âçÿòü ìèíèìàëüíîå èç äàííûõ µ, òîãäà ñî-
îòâåòñòâóþùåå íåïóñòîå Lµ(f) áóäåò ñîäåðæàòüñÿ â êàæäîì ìíîæåñòâå èç äàííîãî
íàáîðà). Ïîñêîëüêó X − êîìïàêò, òî è âñå ýòè ìíîæåñòâà èìåþò íåïóñòîå ïåðåñå÷å-
íèå, ò.å. íàéäåòñÿ òî÷êà x̂, ïðèíàäëåæàùàÿ âñåì èì: f(x̂) 6 µ äëÿ ëþáîãî µ > A.

Íî òîãäà f(x̂) 6 A, è çíà÷èò f(x̂) = A, è A > −∞. 2

Ïðàêòè÷åñêè âñå òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ â çàäà÷àõ íà ýêñòðåìóì òàê èëè
èíà÷å îñíîâàíû íà òåîðåìå Âåéåðøòðàññà.

Îáðàòèì âíèìàíèå íà ñëåäóþùåå îáñòîÿòåëüñòâî. Ïóñòü ìû èùåì ìèíèìóì ôóíêöèè f

íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå X. Àïðèîðè íà ýòîì ìíîæåñòâå ìîæåò íå áûòü íèêàêîé òîïîëîãèè,
è ìû ìîæåì çàäàâàòü åå â îïðåäåëåííîì ñìûñëå ïðîèçâîëüíî. Ïðè ýòîì ÷åì ñèëüíåå áóäåò
òîïîëîãèÿ (ò.å. ÷åì áîëüøå çàïàñ îòêðûòûõ è çàìêíóòûõ ïîäìíîæåñòâ â X ), òåì, ñ îäíîé
ñòîðîíû, áîëüøå "øàíñîâ" äëÿ ôóíêöèè f áûòü ïîëóíåïðåðûâíîé ñíèçó íà X, íî ñ äðóãîé
ñòîðîíû, ìåíüøå "øàíñîâ" äëÿ ìíîæåñòâà X áûòü êîìïàêòîì. Òàêèì îáðàçîì, ïîëóíåïðå-
ðûâíîñòü ñíèçó ôóíêöèè f è êîìïàêòíîñòü X äèêòóþò ïðîòèâîïîëîæíûå òðåáîâàíèÿ ê
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òîïîëîãèè (ïåðâîå òðåáóåò åå óñèëåíèÿ, à âòîðîå îñëàáëåíèÿ). Åñëè óäàåòñÿ íàéòè òîïîëî-
ãèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ îáîèì òðåáîâàíèÿì, òî âûïîëíåíû óñëîâèÿ òåîðåìå Âåéåðøòðàññà è
ìèíèìóì ñóùåñòâóåò.

Çàäà÷à îïòèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ, âûïóêëàÿ ïî óïðàâëåíèþ

Íà ôèêñèðîâàííîì îòðåçêå âðåìåíè ∆ = [0, T ] ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó Å:

J =
∫ T

0
L(t, x, u) dt + ϕ(x(0), x(T )) → min, (1.1)

ẋ = f(t, x, u) = a(t, x) + B(t, x) u, (1.2)

u(t) ∈ U äëÿ ï.â. t ∈ ∆, (1.3)

(x(0), x(T )) ∈ M, (1.4)

x(t) ∈ S(t) ∀ t ∈ ∆. (1.5)

Çäåñü, êàê îáû÷íî, x : ∆ → IRn − àáñîëþòíî íåïðåðûâíàÿ, à u : ∆ → IRr −
èçìåðèìàÿ îãðàíè÷åííàÿ ôóíêöèè.

Ïðåäïîëîæåíèÿ:
À1) ôóíêöèÿ L(t, x, u) íåïðåðûâíà íà ∆× IRn × U è âûïóêëà ïî u ,
À2) âåêòîð-ôóíêöèÿ a(t, x) è ìàòðèöà B(t, x) (ñîîòâåòñòâóþùèõ ðàçìåðíîñòåé)

íåïðåðûâíû íà ∆× IRn, êîíöåâàÿ ôóíêöèÿ ϕ(x0, xT ) íåïðåðûâíà íà IR2n,

À3) ìíîæåñòâî M ⊂ IR2n çàìêíóòî (êàê ïðàâèëî, îíî çàäàåòñÿ íåêîòîðûì íàáî-
ðîì îãðàíè÷åíèé òèïà ðàâåíñòâà η(x(0), x(T )) = 0 è íåðàâåíñòâà ζ(x(0), x(T )) 6 0
ñ íåïðåðûâíûìè ôóíêöèÿìè η è ζ ),

À4) ïðè êàæäîì t ∈ ∆ ìíîæåñòâî S(t) ⊂ IRn çàìêíóòî, è õîòÿ áû ïðè îäíîì
t0 ∈ ∆ îíî îãðàíè÷åíî: |S(t0)| 6 s0,

À5) ìíîæåñòâî U ⊂ IRr åñòü âûïóêëûé êîìïàêò,
À6) òðîéêà (f, S, U) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ Ôèëèïïîâà: ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî

K, ÷òî ∀ t ∈ ∆, x ∈ S(t), u ∈ U âûïîëíåíà îöåíêà

|(x, f(t, x, u))| 6 K (|x|2 + 1). (1.6)

Ìîæíî îãðàíè÷èòüñÿ è áîëåå ñëàáîé îöåíêîé

sign (t− t0) (x, f(t, x, u)) 6 K (|x|2 + 1). (1.7)

(Åñëè, íàïðèìåð, S(t) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî, òî ñëåâà â (1.6) ñòîèò îãðàíè÷åííàÿ
âåëè÷èíà, ïîýòîìó óñëîâèå Ôèëèïïîâà àâòîìàòè÷åñêè âûïîëíåíî.)

Ïðè ýòèõ ïðåäïîëîæåíèÿõ âåðíà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ (ïåðâûé âà-
ðèàíò êîòîðîé áûë äîêàçàí À.Ô. Ôèëèïïîâûì â 1959 ãîäó ):
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Òåîðåìà 1. Ïóñòü â çàäà÷å Å ñóùåñòâóåò õîòÿ áû îäèí äîïóñòèìûé ïðîöåññ.
Òîãäà ñóùåñòâóåò è (ãëîáàëüíî) îïòèìàëüíûé ïðîöåññ, ò.å. ôóíêöèîíàë J äîñòèãàåò
ñâîåãî ìèíèìóìà.

Äîêàçàòåëüñòâî ñîñòîèò èç íåñêîëüêèõ ýòàïîâ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç D ìíîæåñòâî
âñåõ äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ (x(t), u(t)). Ìû ïîêàæåì, ÷òî D åñòü êîìïàêò â íåêîòî-
ðîé òîïîëîãèè, à J ïîëóíåïðåðûâåí ñíèçó â ýòîé òîïîëîãèè. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü
äîïóñòèìûå ïðîöåññû êàê ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà C(∆)× L∞(∆).

1) Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé x(t) ðàâíîìåðíî îãðà-
íè÷åíî â ïðîñòðàíñòâå C(∆). Îáîçíà÷èì z = |x|2+1. Òîãäà â ñèëó (1.2) è (1.6) èìååì
|ż| = 2 |(x, f(t, x, u))| 6 2Kz, è òàê êàê â ñèëó À4 |z(t0)| 6 (s2

0 + 1) , òî ∀ t ∈ ∆

|z(t)| 6 |z(t0)| e2K(t−t0) 6 (s2
0 + 1) e2KT ,

è òîãäà |x(t)| 6 const = K0 . (Ïðè âûïîëíåíèè ëèøü îöåíêè (1.7) íàäî îòäåëüíî
ðàññìîòðåòü ñëó÷àè t < t0 è t > t0 .) Îòñþäà, èç ðàâíîìåðíîé îãðàíè÷åííîñòè
çíà÷åíèé u(t) è íåïðåðûâíîñòè f âûòåêàåò â ñèëó (1.2), ÷òî è |ẋ(t)| 6 const = K1 .

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ òðàåêòîðèé x(t), ðàññìàòðèâàåìîå
â ïðîñòðàíñòâå C(∆), ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíî è ðàâíîìåðíî ëèïøèöåâî (à ñëåäîâà-
òåëüíî, ðàâíîñòåïåííî íåïðåðûâíî). Ïî òåîðåìå Àñêîëè�Àðöåëà ýòî ïðåäêîìïàêò â
C(∆).

2) Ðàññìîòðèì òåïåðü ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé

U = {u ∈ L∞(∆) : u(t) ∈ U ï.â. íà ∆}.

Ïîñêîëüêó U îãðàíè÷åíî, òî U ñîäåðæèòñÿ â íåêîòîðîì çàìêíóòîì øàðå ïðîñòðàí-
ñòâà L∞(∆), à òàê êàê ïî òåîðåìå Àëàîãëó òàêîé øàð åñòü êîìïàêò â ñëàáîé-* òî-
ïîëîãèè, òî íàøå U åñòü ïðåäêîìïàêò â ñëàáîé-* òîïîëîãèè. (Íàïîìíèì, ÷òî ýòî
òîïîëîãèÿ ñõîäèìîñòè íà êàæäîì ýëåìåíòå ïðîñòðàíñòâà L1(∆), ñì. ÊÔ.)

Ñëàáàÿ-* òîïîëîãèÿ â ëþáîì øàðå ïðîñòðàíñòâà, ñîïðÿæåííîì ê ñåïàðàáåëüíîìó
(êàê ó íàñ: L∗1 = L∞), ìåòðèçóåìà, è ïîýòîìó ñõîäèìîñòü â ýòîé òîïîëîãèè ìîæíî
ðàññìàòðèâàòü íà îáû÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿõ.

Èòàê, ìíîæåñòâî D âñåõ äîïóñòèìûõ ïðîöåññîâ (x(t), u(t)) åñòü ïðåäêîìïàêò â
ïðîñòðàíñòâå C(∆)×L∞(∆) îòíîñèòåëüíî òîïîëîãèè C×σ∗ − ïðîèçâåäåíèÿ ðàâíî-
ìåðíîé òîïîëîãèè ïî x è ñëàáîé-* òîïîëîãèè ïî u (ò.å. îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíîé
ñõîäèìîñòè x è ñëàáîé-* ñõîäèìîñòè u ).

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî D çàìêíóòî â ýòîé òîïîëîãèè. Âîçüìåì ëþáóþ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü (xn, un) ∈ D, òàêóþ ÷òî xn =⇒ x̂ ∈ C(∆), un

ñë.−∗−→ û ∈ L∞(∆), è
ïîêàæåì, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ïàðà (x̂, û) ∈ D, ò.å. ÷òî îíà óäîâëåòâîðÿåò âñåì îãðàíè÷å-
íèÿì çàäà÷è Å.

3) Òàê êàê ìíîæåñòâà M è S(t) çàìêíóòû, äëÿ ïðåäåëüíîãî x̂ îãðàíè÷åíèÿ (1.4)
è (1.5) î÷åâèäíî âûïîëíåíû.
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4) Äëÿ ïðîâåðêè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ (1.2) ïðåäñòàâèì åãî â èíòåãðàëü-
íîé ôîðìå. Äëÿ ëþáîãî t ∈ ∆ èìååì

xn(t) = xn(0) +
∫ t

0
(a(τ, xn) + B(τ, xn) un) dτ.

Òàê êàê xn(t) =⇒ x̂(t), ëåâàÿ ÷àñòü è ïåðâûå äâà ÷ëåíà â ïðàâîé ÷àñòè î÷åâèäíî
ñõîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì ïðåäåëàì. Ïîêàæåì, ÷òî ∀ t ∈ ∆

∫ t

0
B(τ, xn) un dτ →

∫ t

0
B(τ, x̂) û dτ.

Ðàçíîñòü ýòèõ èíòåãðàëîâ ïðåäñòàâèì â âèäå
∫ t

0
[B(τ, xn) un −B(τ, x̂) un ] dτ +

∫ t

0
[B(τ, x̂) un −B(τ, x̂) û ] dτ.

Ïåðâûé èíòåãðàë ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òàê êàê â ñèëó íåïðåðûâíîñòè ôóíêöèè B åãî ïî-
äèíòåãðàëüíîå âûðàæåíèå ðàâíîìåðíî ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, à âòîðîé ñòðåìèòñÿ ê íóëþ
òàê êàê un

ñë.−∗−→ û, à ôóíêöèÿ B(τ, x̂(τ)) îãðàíè÷åíà è ñëåäîâàòåëüíî, ïðèíàäëåæèò
L1(∆).

Èòàê, äëÿ ïðåäåëüíîé ïàðû âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

x̂(t) = x̂(0) +
∫ t

0
(a(τ, x̂) + B(τ, x̂) û) dτ, t ∈ ∆.

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ x̂(t) àáñîëþòíî íåïðåðûâíà, è äëÿ ïàðû (x̂, û) ïî÷òè
âñþäó íà ∆ âûïîëíåíî óðàâíåíèå (1.2).

5) Ïðîâåðèì ñëàáóþ-* çàìêíóòîñòü ìíîæåñòâà óïðàâëåíèé U . Òàê êàê èñõîäíîå
ìíîæåñòâî U ⊂ IRr − âûïóêëûé êîìïàêò, îí åñòü ïåðåñå÷åíèå íåêîòîðîãî ñåìåéñòâà
çàìêíóòûõ ïîëóïðîñòðàíñòâ (p, u) 6 α, ãäå p ∈ IRr, α ∈ IR, è ïàðà (p, α) ïðîáåãàåò
íåêîòîðîå ìíîæåñòâî F ⊂ IRr+1. ßñíî, ÷òî äîñòàòî÷íî ðàññìàòðèâàòü (p, α) èç ëþ-
áîãî ïëîòíîãî ïîäìíîæåñòâà â F, à â êà÷åñòâå òàêîâîãî (â ñèëó ñåïàðàáåëüíîñòè IRr)
ìîæíî âçÿòü íåêîòîðîå ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî (pi, αi) ∈ F, i = 1, 2, . . . . Òàêèì îáðàçîì,
U åñòü ïåðåñå÷åíèå ñ÷åòíîãî ñåìåéñòâà ïîëóïðîñòðàíñòâ Ui = {u ∈ IRr : (p, u) 6
αi}, i = 1, 2, . . . . Ââåäåì ñîîòâåòñòâóþùèå ìíîæåñòâà ôóíêöèé

Ui = {u ∈ L∞(∆) : u(t) ∈ Ui ï.â. íà ∆},

è ïîêàæåì, ÷òî U =
⋂

i Ui . Âêëþ÷åíèå ⊂ çäåñü î÷åâèäíî, íàäî óñòàíîâèòü ëèøü
âêëþ÷åíèå ⊃ . Ïóñòü u ∈ Ui äëÿ âñåõ i = 1, 2, . . . . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî ∀ i èìå-
åòñÿ ìíîæåñòâî ïîëíîé ìåðû Ei ⊂ ∆, íà êîòîðîì u(t) ⊂ Ui . Â ñèëó ñ÷åòíîé
àääèòèâíîñòè ìåðû Ëåáåãà ìíîæåñòâî

⋂
i Ei òàêæå èìååò ïîëíóþ ìåðó, è íà íåì

u(t) ⊂ ⋂
i Ui = U, è çíà÷èò, u ∈ U .

Òåïåðü äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî Ui ñëàáî-* çàìêíóòî. Ýòî
âûòåêàåò èç ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 2. Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñêàëÿðíûõ ôóíêöèé vn(t) èç ïðî-
ñòðàíñòâà L∞(∆), ñëàáî-* ñõîäÿùèõñÿ ê ôóíêöèè v̂(t). Ïóñòü êàæäàÿ vn(t) 6 0
ïî÷òè âñþäó íà ∆. Òîãäà è v̂(t) 6 0 ïî÷òè âñþäó íà ∆.

5



Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ýòî íå òàê, ò.å. v̂(t) > 0 íà íåêîòîðîì ìíîæåñòâå
E ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Òîãäà äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè l(t) ìíîæåñòâà E

â ñèëó ñëàáîé-* ñõîäèìîñòè äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ
∫ T

0
l(t) vn(t) dt →

∫ T

0
l(t) v̂(t) dt.

Íî èíòåãðàëû ñëåâà 6 0, à ñïðàâà ñòîèò
∫
E v̂(t) dt > 0 êàê èíòåãðàë îò ñòðîãî

ïîëîæèòåëüíîé ôóíêöèè ïî ìíîæåñòâó ïîëîæèòåëüíîé ìåðû. Ïðîòèâîðå÷èå. 2

Ïðèìåíÿÿ ýòó ëåììó äëÿ êàæäîãî i ê ôóíêöèÿì

vn(t) = (pi, un(t))− αi
ñë.−∗−→ v̂(t) = (pi, û(t))− αi ,

ïîëó÷àåì ñëàáóþ-* çàìêíóòîñòü êàæäîãî ìíîæåñòâà Ui è òåì ñàìûì ñëàáóþ-* çà-
ìêíóòîñòü ìíîæåñòâà U .

6) Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî ôóíêöèîíàë J : C × L∞ → IR ïîëóíåïðåðûâåí ñíèçó íà
D îòíîñèòåëüíî ââåäåííîé ñõîäèìîñòè. Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ñíà÷àëà áîëåå ïðîñòîé
ôóíêöèîíàë I : L∞(∆) → IR,

I(u) =
∫ T

0
Φ(t, u) dt,

ãäå ôóíêöèÿ Φ íåïðåðûâíà ïî (t, u) ∈ ∆× U è âûïóêëà ïî u.

Òåîðåìà 2. I ïîëóíåïðåðûâåí ñíèçó íà U îòíîñèòåëüíî ñëàáîé-* ñõîäèìîñòè,
ò.å. åñëè un

ñë.−∗−→ û, òî
lim
n

I(un) > I(û).

Çäåñü íàì ïîòðåáóþòñÿ ñëåäóþùèå äâà ôàêòà.

Ëåììà 3. Ïóñòü un ∈ U è ||un − û||1 → 0. Òîãäà I(un) → I(û), ò.å. I íåïðå-
ðûâåí íà U îòíîñèòåëüíî ñõîäèìîñòè ïî íîðìå L1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ñõîäèìîñòè un(t) → û(t) ïî íîðìå L1 âûòåêàåò ñõîäè-
ìîñòü ïî ìåðå: ∀ δ > 0 mes {t : |un(t) − û(t)| > δ} → 0. Ïîêàæåì, ÷òî òîãäà è
Φ(t, un(t)) ñõîäèòñÿ ïî ìåðå ê Φ(t, û(t)), ò.å. ∀ ε > 0

mes {t : |Φ(t, un(t))− Φ(t, û(t))| > ε} → 0.

Èç íåïðåðûâíîñòè Φ ïî (t, u) âûòåêàåò, ÷òî ∀ ε > 0 ∃ δ > 0 òàêîå, ÷òî èç
íåðàâåíñòâà |u′ − u′′| < δ ñëåäóåò, ÷òî ∀ t |Φ(t, u′) − Φ(t, u′′)| < ε. Ïîýòîìó äëÿ
äàííûõ ε, δ

{t : |Φ(t, un(t))− Φ(t, û(t))| > ε} ⊂ {t : |un(t)− û(t)| > δ}.
Òàê êàê ìåðà ïðàâîãî ìíîæåñòâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, òî è ìåðà ëåâîãî òàêæå ñòðåìèòñÿ
ê íóëþ.

Òàê êàê ôóíêöèè un(t) ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, òî è Φ(t, un(t)) ðàâíîìåðíî
îãðàíè÷åíû (îïÿòü â ñèëó íåïðåðûâíîñòè Φ), à òîãäà èç èõ ñõîäèìîñòè ïî ìåðå ê
Φ(t, û(t)) âûòåêàåò è ñõîäèìîñòü èíòåãðàëîâ îò ýòèõ ôóíêöèé. Ëåììà äîêàçàíà. 2
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Òåîðåìà 3 (Ìàçóð). Ïóñòü â íîðìèðîâàííîì ïðîñòðàíñòâå V äàíà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü un , ñëàáî ñõîäÿùèõñÿ ê û (ò.å. ñõîäÿùèõñÿ íà êàæäîì ëèíåéíîì ôóíêöèî-
íàëå l ∈ V ∗ ). Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êîíå÷íûõ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé
ýëåìåíòîâ un , ñõîäÿùèõñÿ ê û ïî íîðìå, ò.å. ∀n ñóùåñòâóåò ýëåìåíò

vn =
mn∑

i=1

α(i)
n ui , ãäå α(i)

n > 0,

mn∑

i=1

α(i)
n = 1,

òàêîé ÷òî vn =⇒ û.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü Ω = {un , n = 1, 2 . . . .}, è ïóñòü Q åñòü åãî âûïóêëàÿ
çàìêíóòàÿ îáîëî÷êà (ò.å. çàìûêàíèå ìíîæåñòâà âñåõ êîíå÷íûõ âûïóêëûõ êîìáèíàöèé
ýëåìåíòîâ èç Ω ). Òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî û ∈ Q.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå òàê, òî ïî òåîðåìå Õàíà�Áàíàõà íàéäåòñÿ ëèíåéíûé
ôóíêöèîíàë l ∈ V ∗, ñòðîãî îòäåëÿþùèé òî÷êó û îò Q : ïðè íåêîòîðîì δ > 0

(l, û) > (l, Q) + δ.

Íî ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî un ∈ Q è (l, un) → (l, û). 2

Òåïåðü ìû ìîæåì äàòü

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü un ∈ L∞, un
ñë.−∗−→ û,

ò.å. ñõîäèòñÿ îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëîâ èç L1 . Òîãäà (âíèìàíèå!) ìîæíî ñ÷èòàòü,
÷òî un ∈ L1 è un

ñë.−→ û îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëîâ èç L∞ (èáî L∞ ⊂ L1 ).
Ïîëîæèì A = lim I(un). Íàì íàäî ïîêàçàòü, ÷òî I(û) 6 A. Áåç íàðóøåíèÿ

îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî I(un) → A. Âîçüìåì ëþáîå ε > 0. Òîãäà ∃N òàêîå, ÷òî
∀n > N èìååì I(un) < A + ε. Ïî òåîðåìå Ìàçóðà ∀n > N íàéäåòñÿ âûïóêëàÿ
êîìáèíàöèÿ vn =

∑mn
i=N α

(i)
n ui òàêàÿ ÷òî ||vn − û||1 → 0.

Â ñèëó âûïóêëîñòè ôóíêöèè Φ ïî u èìååì

I(vn) 6
mn∑

i=N

α(i)
n I(ui) <

mn∑

i=N

α(i)
n (A + ε) = A + ε.

Ïî ëåììå 3 I(vn) → I(û), è ñëåäîâàòåëüíî, I(û) 6 A + ε. Ýòî âûïîëíåíî ∀ ε > 0.

Îòñþäà I(û) 6 A, ÷.ò.ä. 2

Èç òåîðåìû 2 ëåãêî âûòåêàåò ñëàáàÿ ïîëóíåïðåðûâíîñòü ñíèçó ôóíêöèîíàëà
J =

∫ T
0 L(t, x, u) dt. Ïóñòü xn =⇒ x̂, un

ñë.−∗−→ û. Òîãäà

J(xn, un) = (J(xn, un)− J(x̂, un)) + J(x̂, un).

Ñêîáêà ñïðàâà ñòðåìèòñÿ ê íóëþ, èáî |L(t, xn(t), un(t)) − L(t, x̂(t), un(t))| =⇒ 0 â
ñèëó ðàâíîìåðíîé íåïðåðûâíîñòè L. À ïîñëåäíèé ÷ëåí åñòü I(un) äëÿ ôóíêöèè
Φ(t, u) = L(t, x̂(t), u). Ïî òåîðåìå 2 lim J(x̂, un) > J(x̂, û), à òîãäà è lim J(xn, un) >
J(x̂, û). Äîáàâëåíèå êîíöåâîãî ôóíêöèîíàëà ϕ(x(0), x(T )) íè÷åãî íå ìåíÿåò, òàê êàê
îò ïðîñòî íåïðåðûâåí îòíîñèòåëüíî ðàâíîìåðíîé ñõîäèìîñòè x .
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Èòàê, ìû ïîêàçàëè, ÷òî â íåêîòîðîé òîïîëîãèè ìíîæåñòâî âñåõ äîïóñòèìûõ ïðî-
öåññîâ D åñòü êîìïàêò, à ôóíêöèîíàë J ïîëóíåïðåðûâåí ñíèçó. Ïî òåîðåìå Âåéåð-
øòðàññà J äîñòèãàåò ñâîåãî ìèíèìóìà íà D. Òåîðåìà 1 äîêàçàíà. 2

Íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ

Ðàññìîòðåííàÿ çàäà÷à Å, êîíå÷íî, íå îõâàòûâàåò âñåõ âîçìîæíûõ òèïîâ çàäà÷ îï-
òèìàëüíîãî óïðàâëåíèÿ. Óêàæåì íåêîòîðûå îáîáùåíèÿ ýòîé çàäà÷è, â êîòîðûõ òàêæå
ìîæíî óñòàíîâèòü ñóùåñòâîâàíèå ðåøåíèÿ. Òî÷íûå ôîðìóëèðîâêè è òåì áîëåå äîêà-
çàòåëüñòâà ìû çäåñü íå ïðèâîäèì.

à) Ìû ïðåäïîëàãàëè, ÷òî ôóíêöèè a(t, x), B(t, x), L(t, x, u) íåïðåðûâíû ïî ñîâî-
êóïíîñòè ñâîèõ ïåðåìåííûõ, â òîì ÷èñëå ïî t. Âíèìàòåëüíî ïðîñëåæèâàÿ äîêàçàòåëü-
ñòâî òåîðåìû 1, íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî îò íåïðåðûâíîñòè ïî t ìîæíî îòêàçàòüñÿ,
îñòàâèâ ëèøü èçìåðèìîñòü ïî t è ïîòðåáîâàâ, ÷òîáû íà ëþáîì îãðàíè÷åííîì ìíî-
æåñòâå çíà÷åíèé x (èëè x, u ) âñå ýòè ôóíêöèè áûëè ðàâíîñòåïåííî îòíîñèòåëüíî t

íåïðåðûâíû ïî x (èëè x, u ), ò.å. ÷òîáû îíè èìåëè îáùèé ∀ t ∈ ∆ ìîäóëü íåïðåðûâ-
íîñòè ïî x (èëè x, u ).

á) Ìíîæåñòâî U ⊂ IRr ìîæåò çàâèñåòü îò t, ò.å. îãðàíè÷åíèå íà óïðàâëåíèå
ìîæåò èìåòü âèä u(t) ∈ U(t). Çäåñü íàäî òðåáîâàòü, ÷òîáû äëÿ ï.â. t ∈ ∆ ìíîæåñòâî
U(t) áûëî âûïóêëûì êîìïàêòîì è ñîäåðæàëîñü â íåêîòîðîì øàðå, íå çàâèñÿùåì îò t,

è êðîìå òîãî, ÷òîáû ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå t 7→ U(t) áûëî èçìåðèìûì. (Îäíî èç
ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé: äëÿ ëþáîãî îòêðûòîãî ìíîæåñòâà G ⊂ IRr ìíîæåñòâî
{t : U(t) ∩G 6= Ø} èçìåðèìî.)

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëàáîé-* çàìêíóòîñòè ñîîòâåòñòâóþùåãî ìíîæåñòâà ôóíêöèé
U çäåñü íàäî èñïîëüçîâàòü òåîðåìó îá èçìåðèìîì âûáîðå (ñì. ÈÒ).

â) Ìíîæåñòâî U ìîæåò çàâèñåòü òàêæå è îò x, è òîãäà ìû ôàêòè÷åñêè èìå-
åì ñìåøàííîå îãðàíè÷åíèå u(t) ∈ U(t, x(t)). Çäåñü íàäî òðåáîâàòü, ÷òîáû ìíîæå-
ñòâî U(t, x) áûëî âûïóêëûì êîìïàêòîì, è ÷òîáû ìíîãîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå (t, x) 7→
U(t, x) èìåëî çàìêíóòûé ãðàôèê (ýòî ýêâèâàëåíòíî åãî ïîëóíåïðåðûâíîñòè ñâåðõó).
Äîêàçàòåëüñòâî òîãî, ÷òî ïðåäåëüíàÿ ïàðà (x̂, û) óäîâëåòâîðÿåò ýòîìó îãðàíè÷åíèþ,
ò.å. û(t) ∈ U(t, x̂(t)), îïèðàåòñÿ íà ò.í. Q− ñâîéñòâî ×åçàðè, ñîñòîÿùåå â ñëåäóþ-
ùåì. Äëÿ ëþáûõ (t, x) è ëþáîãî ε > 0 ïóñòü Qε(t, x) åñòü çàìûêàíèå âûïóê-
ëîé îáîëî÷êè îáúåäèíåíèÿ U(t′, x′) ïî âñåì (t′, x′) èç ε− îêðåñòíîñòè (t, x). Òîãäà⋂

ε>0 Qε(t, x) = U(t, x).

ã) Óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ẋ = f(t, x, u) ìîæåò áûòü íåëèíåéíîé ïî u. Òîãäà íà-
äî òðåáîâàòü, ÷òîáû ìíîæåñòâî âîçìîæíûõ ñêîðîñòåé f(t, x, U) ýòîé ñèñòåìû áûëî
îãðàíè÷åííûì, à âûïóêëûì è çàìêíóòûì áûëî ìíîæåñòâî ñêîðîñòåé ðàñøèðåííîé
ñèñòåìû:

ẏ = L(t, x, u) + v, ẋ = f(t, x, u), u ∈ U, v > 0 .

8



Âûïóêëîñòü ñàìîãî ìíîæåñòâà U íå èãðàåò óæå ðîëè. Çäåñü íàäî ðàññìàòðèâàòü
ñõîäèìîñòü òðàåêòîðèé (y(t), x(t)) â ïðîñòðàíñòâå C[0, T ] × Cn[0, T ], à äëÿ ïðåä-
ñòàâëåíèÿ ïðåäåëüíîé òðàåêòîðèè â âèäå ðåøåíèÿ óêàçàííîé ñèñòåìû ïðè íåêîòîðûõ
óïðàâëåíèÿõ u(t), v(t) ïðèìåíÿòü îäèí èç âàðèàíòîâ òåîðåìû îá èçìåðèìîì âûáîðå,
íàïðèìåð, ëåììó Ôèëèïïîâà î âêëþ÷åíèè:

ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ(t, u) èçìåðèìà ïî t è íåïðåðûâíà ïî u ∈ U. Òîãäà ëþáàÿ
èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ v(t) ∈ ϕ(t, U) ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíà ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîé
èçìåðèìîé ôóíêöèè u(t) ∈ U : v(t) = ϕ(t, u(t)) .

ä) Çàäà÷è íà íåôèêñèðîâàííîì îòðåçêå âðåìåíè t ∈ [t0, t1] ìîæíî ñâîäèòü íà
ôèêñèðîâàííûé îòðåçîê ñ ïîìîùüþ ââåäåíèÿ íîâîãî âðåìåíè τ ∈ [0, 1] ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

dt

dτ
= z,

dz

dτ
= 0,

dx

dτ
= z [a(t, x) + B(t, x) u].

Îáðàòèì âíèìàíèå, ÷òî çäåñü z − ôàçîâàÿ ïåðåìåííàÿ, à íå óïðàâëåíèå, êàê áûëî
ðàíüøå (ïðè âûâîäå ÏÌ). Ïðè ýòîì íîâàÿ óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà îñòàåòñÿ ëèíåéíîé
ïî óïðàâëåíèþ. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðåøåíèÿ èñõîäíîé çàäà÷è íàäî òðåáîâàòü, ÷òîáû
íàøëàñü ìèíèìèçèðóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íà êîòîðîé t0 è t1 îãðàíè÷åíû.
Òîãäà ïîñëå ñâåäåíèÿ åå íà ôèêñèðîâàííûé îòðåçîê âðåìåíè ïîëó÷èì îãðàíè÷åííîñòü
z, è ïðè âûïîëíåíèè òåõ æå óñëîâèé À1�À6 ðåøåíèå áóäåò ñóùåñòâîâàòü.

å) Ïóñòü â çàäà÷å Å ìíîæåñòâî U − êîìïàêò, íî íå âûïóêëûé. Çäåñü ìíîæå-
ñòâî óïðàâëÿþùèõ ôóíêöèé U óæå íå áóäåò ñëàáî-* çàìêíóòûì. Ìîæíî ïîêàçàòü,
÷òî åãî ñëàáîå-* çàìûêàíèå ñîñòîèò èç ôóíêöèé u(t) ∈ coU. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ẽ

çàäà÷ó ñ ýòèì ðàñøèðåííûì ìíîæåñòâîì óïðàâëåíèé. Òàê êàê coU − âûïóêëûé
êîìïàêò, ïî äîêàçàííîé òåîðåìå 1 ìèíèìóì â çàäà÷å Ẽ ñóùåñòâóåò è äîñòèãàåòñÿ
íà íåêîòîðîì ïðîöåññå (x̂, û), ãäå û(t) ∈ coU. Êàê îí ñâÿçàí ñ èíôèìóìîì â èñõîä-
íîé çàäà÷å Å ? Ðàññìîòðèì ñëó÷àé, êîãäà óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ïîëíîñòüþ ëèíåéíà:
ẋ = A(t)x+B(t)u, à ôàçîâîå îãðàíè÷åíèå (1.5) îòñóòñòâóåò. Ïîñêîëüêó äàííîå óïðàâ-
ëåíèå û(t) åñòü ñëàáûé-* ïðåäåë íåêîòîðûõ óïðàâëåíèé un(t) ∈ U, òî íåòðóäíî
ïîêàçàòü, ÷òî ñîîòâåòñòâóþùèå ôàçîâûå êîìïîíåíòû xn(t) =⇒ x̂(t) (ïðè ñõîäèìîñòè
èõ íà÷àëüíûõ óñëîâèé), è áîëåå òîãî, â ñèëó ëèíåéíîñòè ñèñòåìû ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
un(t) ∈ U ìîæåò áûòü âûáðàíà òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû êîíöû xn ïðîñòî ñîâïàäàëè
ñ êîíöàìè äàííîé òðàåêòîðèè x̂. Òîãäà ïðîöåññû (xn, un) äîïóñòèìû â çàäà÷å Å,
lim J(xn, un) = J(x̂, û), ïîýòîìó èíôèìóì â çàäà÷å Å ðàâåí ìèíèìóìó â çàäà÷å Ẽ.

Ïðîöåññ (x̂, û), âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ äîïóñòèìûì â çàäà÷å Å; îí íàçûâà-
åòñÿ ñêîëüçÿùèì ðåæèìîì, ïîñêîëüêó ðåàëèçóåòñÿ êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
ïðîöåññîâ, ó êîòîðûõ óïðàâëåíèå "î÷åíü ÷àñòî" ïåðåêëþ÷àåòñÿ ìåæäó òî÷êàìè ìíî-
æåñòâà U, ïðèíèìàÿ â ïðåäåëå çíà÷åíèå û(t) ∈ coU.

Àíàëîãè÷íîå ÿâëåíèå "îâûïóêëåíèÿ" âîçíèêàåò òàêæå â ñëó÷àå, êîãäà ïîäèíòå-
ãðàëüíàÿ ôóíêöèÿ öåëåâîãî ôóíêöèîíàëà L(t, x, u) íå âûïóêëà ïî u (êàê â ïðèìåðå
Áîëüöà). Åñëè óïðàâëÿåìàÿ ñèñòåìà ëèíåéíà, ìíîæåñòâî U − âûïóêëî, è îïÿòü ôà-
çîâîå îãðàíè÷åíèå (1.5) îòñóòñòâóåò, òî ñïðàâåäëèâà êëàññè÷åñêàÿ òåîðåìà Áîãîëþáî-
âà, óòâåðæäàþùàÿ, ÷òî èíôèìóì â èñõîäíîé çàäà÷å Å ðàâåí èíôèìóìó â çàäà÷å Ẽ,
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â êîòîðîé ôóíêöèþ L(t, x, u) íàäî çàìåíåíèòü íà åå îâûïóêëåíèå ïî u, ò.å. âçÿòü
ôóíêöèþ L̃(t, x, u), êîòîðàÿ ïðè ëþáûõ (t, x) åñòü íàèáîëüøàÿ âûïóêëàÿ ïî u ìè-
íîðàíòà ôóíêöèè L(t, x, u) .

æ) Íàêîíåö, ìíîæåñòâî U ìîæåò áûòü íåîãðàíè÷åííûì, íàïðèìåð, U = IRr.

Çäåñü íàäî äîáèòüñÿ òîãî, ÷òîáû, òåì íå ìåíåå, íà ìèíèìèçèðóþùåé ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè íîðìû ||un||p ïðè íåêîòîðîì p > 1 áûëè ðàâíîìåðíî îãðàíè÷åíû, è òîãäà
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ìíîæåñòâî óïðàâëåíèé u(·) ëåæèò â íåêîòîðîì øàðå ïðîñòðàí-
ñòâà Lp(∆), è ñëåäîâàòåëüíî, êîìïàêòíî â ñëàáîé òîïîëîãèè. Äëÿ ýòîãî íà ôóíêöèþ
L(t, x, u) íàêëàäûâàþòñÿ óñëîâèÿ äîñòàòî÷íî áûñòðîãî ðîñòà ïî u.

Òàêîé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàëñÿ åùå â ÊÂÈ, ãäå áûëà óñòàíîâëåíà òåîðåìà Òîíåëëè
è åå ðàçëè÷íûå âàðèàíòû (ñì. ÈÒ, ÎÏÓ).
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