
Ãëàâà 2

Àëãåáðàè÷åñêàÿ íåçàâèñèìîñòü

çíà÷åíèé Å-ôóíêöèé.

Ëåêöèÿ 2

Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ez åñòü ðåøåíèå äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ y′ = y.
Îñíîâíîé ðåçóëüòàò âòîðîé ãëàâû îáîáùàåò òåîðåìó Ëèíäåìàíà - Âåéåðøòðàññà íà öå-
ëûå ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå ïðîèçâîëüíûì ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíå-
íèÿì ñ êîýôôèöèåíòàìè èç C(z). Äîïîëíèòåëüíî, ðàññìàòðèâàåìûå ôóíêöèè äîëæíû
îáëàäàòü íåêîòîðûìè àðèôìåòè÷åñêèìè ñâîéñòâàìè, ÷òî äåëàþò èõ ïîõîæèìè â îïðå-
äåëåííîì ñìûñëå íà ez. Ýòîò êëàññ ôóíêöèé, îíè íîñÿò íàçâàíèå Å-ôóíêöèè, áûë ââå-
äåí â 1929ã. Ê.Çèãåëåì, êîòîðîìó óäàëîñü èññëåäîâàòü çíà÷åíèÿ Å-ôóíêöèé, óäîâëåòâî-
ðÿþùèõ ëèíåéíûì äèôôåðåíöèàëüíûì óðàâíåíèÿì âòîðîãî ïîðÿäêà, èëè ñîâîêóïíîñòÿì
òàêèõ óðàâíåíèé. Â ïîëíîé îáùíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèé ðåçóëüòàò áûë äîêàçàí â 1955ã.
À.Á.Øèäëîâñêèì.

2.1 Å-ôóíêöèè è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà.

Ñëåäóþùåå îïðåäåëåíèå áûëî ïðåäëîæåíî â 1929ã. Ê.Çèãåëåì.

Îïðåäåëåíèå 1. Àíàëèòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ

f(z) =
∞∑
n=0

cn
zn

n!
(2.1)

íàçûâàåòñÿ Å-ôóíêöèåé, åñëè

1. âñå êîýôôèöèåíòû cn ñîäåðæàòñÿ â íåêîòîðîì ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë K, èìå-
þùåì êîíå÷íóþ ñòåïåíü;

2. ïðè ëþáîì ε > 0 è n→∞ ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|cn| = O(nεn),

ãäå, êàê è â Ãëàâå 1, ñèìâîë |a| îáîçíà÷àåò ìàêñèìóì ìîäóëåé ÷èñåë, ñîïðÿæåííûõ
ñ a;
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3. ïðè ëþáîì ε > 0 ñóùåñòâóåò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íàòóðàëüíûõ ÷èñåë q1, q2, . . . ,
qn = O(nεn), òàêàÿ, ÷òî ïðè âñåõ n èìååò ìåñòî âêëþ÷åíèå

qncj ∈ ZK, 0 ≤ j ≤ n.

Ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ ez, êîíå÷íî, ÿâëÿåòñÿ Å-ôóíêöèåé. Ëþáîé ìíîãî÷ëåí ñ àë-
ãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè òàêæå ïðèíàäëåæèò ê êëàññó Å-ôóíêöèé. ×óòü ïîçæå ìû
ïðèâåäåì è äðóãèå ïðèìåðû. Ñåé÷àñ æå îòìåòèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà êëàññà Å-ôóíêöèé,
ïîëåçíûå, â ÷àñòíîñòè, è äëÿ êîíñòðóêöèè íîâûõ ïðèìåðîâ. Èç îïðåäåëåíèÿ ñðàçó æå
ñëåäóåò, ÷òî êàæäàÿ Å-ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ öåëîé ôóíêöèåé.

Ëåììà 1. 1. Ñîâîêóïíîñòü Å-ôóíêöèé îáðàçóåò êîëüöî îòíîñèòåëüíî
îáû÷íûõ îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Îíî â äàëüíåéøåì áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ
áóêâîé E.

2. Êîëüöî E çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé äèôôåðåíöèðîâàíèÿ è èíòåãðèðîâàíèÿ
â ïðåäåëàõ îò 0 äî z.

3. Åñëè ôóíêöèÿ (2.1) ïðèíàäëåæèò ê êîëüöó Å-ôóíêöèé è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü γn ∈
K, n ≥ 0, óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì 2 è 3 îïðåäåëåíèÿ Å-ôóíêöèè, òî ôóíêöèÿ

g(z) =
∞∑
n=0

cnγn
zn

n!

òàêæå ÿâëÿåòñÿ Å-ôóíêöèåé. Â ÷àñòíîñòè, ïðè ëþáîì àëãåáðàè÷åñêîì α èìååì
f(αz) ∈ E.

Â ÷àñòíîñòè, èç ýòîé ëåììû ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèè

sin z =
eiz − e−iz

2i
, cos z =

eiz + e−iz

2

ïðèíàäëåæàò ê êîëüöó Å-ôóíêöèé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

u(z) =
∞∑
n=0

an
zn

n!
, v(z) =

∞∑
n=0

bn
zn

n!

- äâå Å-ôóíêöèè. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî êîíå÷íîå ðàñøèðåíèåK ⊃ Q
ñîäåðæèò êàê âñå êîýôôèöèåíòû an, òàê è âñå êîýôôèöèåíòû bn. Ïóñòü ε - ïðîèçâîëüíîå
ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Òîãäà ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ Å-ôóíêöèè ñóùåñòâóåò ïîñòîÿííàÿ
κ1 = κ1(ε) > 0 òàêàÿ, ÷òî

|an| ≤ κ1n
εn, |bn| ≤ κ1n

εn. (2.2)

Êðîìå òîãî ñóùåñòâóþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòü öåëûõ ÷èñåë qn è ïîñòîÿííàÿ κ2 = κ2(ε) > 0
ñ óñëîâèåì

qnak ∈ ZK, qnbk ∈ ZK, n ≥ 0, 0 ≤ k ≤ n,

0 ≤ qn ≤ κ2n
εn
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Ïîëüçóÿñü òåïåðü îöåíêàìè äëÿ ñóììû ñîïðÿæåííûõ ÷èñåë, íàõîäèì

|an ± bn| ≤ 2κ1n
εn, qn(ak ± bk) ∈ ZK, 0 ≤ k ≤ n.

Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèè u(z)± v(z) òàêæå ïðèíàäëåæàò ê êëàññó Å-ôóíêöèé.

Èìååì ïðåäñòàâëåíèå u(z) · v(z) =
∞∑
n=0

cn
zn

n!
, ãäå cn =

n∑
k=0

(
n

k

)
akbn−k. Ïîýòîìó

|cn| ≤ κ3n
2εn, q2ncn ∈ ZK, q2n ≤ κ22n

2εn.

Â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè ε ïîñëåäíèå íåðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî ôóíêöèÿ u(z)v(z) ÿâëÿåòñÿ
Å-ôóíêöèåé. Ýòèì çàâåðøàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 1 ëåììû 2.1.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïóíêòà 2 çàìåòèì, ÷òî äëÿ Å-ôóíêöèè f(z), îïðåäåëåííîé ðÿäîì
(2.1), ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

f ′(z) =
∞∑
n=0

cn+1
zn

n!
,

∫ z

0

f(t)dt =
∞∑
n=1

cn−1
zn

n!
.

Òåïåðü íóæíîå óòâåðæäåíèå ïîëó÷àåòñÿ ñ ïîìîùüþ òðèâèàëüíûõ îöåíîê.
Äîêàçàòåëüñòâî ïóíêòà 3 òàêæå ïðîâîäèòñÿ ñ ïîìîùüþ íåñëîæíûõ îöåíîê è îñòàâëÿ-

åòñÿ â êà÷åñòâå óïðàæíåíèÿ.

2.2 Ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèå Å-ôóíêöèè.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ íîâûõ ïðèìåðîâ Å-ôóíêöèé íàä ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå âñïîìîãàòåëüíîå
óòâåðæäåíèå. Â åãî ôîðìóëèðîâêå èñïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå (α)k = α(α+1) · · · (α+k−1),
k ≥ 1, è (α)0 = 1.

Ëåììà 2. Ïóñòü α, β ∈ Q, β 6= 0,−1,−2, . . .. Îáîçíà÷èì

ξk =
(α)k
(β)k

, k ≥ 1

è dn ∈ Z, dn > 0 - îáùèé çíàìåíàòåëü ÷èñåë ξ1, · · · , ξn. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëü-
íûå ÷èñëà γ1, γ2, çàâèñÿùèå òîëüêî îò α è β òàêèå, ÷òî

|ξn| ≤ eγ1n, dn ≤ eγ2n äëÿ n ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü k ≥ n0 ãäå n0 - íàèìåíüøåå öåëîå, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó
n0 ≥ |α|+ 2|β|. Òîãäà äëÿ âñåõ k ≥ n0 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà∣∣∣∣ξk+1

ξk

∣∣∣∣ =

∣∣∣∣α + k

β + k

∣∣∣∣ ≤ 2.

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ âñåõ n ≥ n0 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

| ξn | ≤| ξn0 | 2n−n0 ,

äîêàçûâàþùèå âåðõíþþ îöåíêó äëÿ | ξn |.
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Ïóñòü α = a
b
, β = c

d
, ãäå b > 0, d > 0 è (a, b) = (c, d) = 1. Òîãäà

ξk =
dka(a+ b) · · · (a+ (k − 1)b)

bkc(c+ d) · · · (c+ (k − 1)d)
=

dkMk

bkNk

,

ãäå Nk = c(c+ d) · · · (c+ (k − 1)d).
Äëÿ êàæäîãî öåëîãî N áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì νp(N) êðàòíîñòü, ñ êîòîðîé ïðîñòîå

÷èñëî p âõîäèò â ðàçëîæåíèå N íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè. Ýòî îáîçíà÷åíèå åñòåñòâåííûì
ñïîñîáîì ðàñïðîñòðàíÿåòñÿ íà ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà N .

Ïóñòü N = u1 · · ·uk, uk ∈ Z, è sr îáîçíà÷àåò êîëè÷åñòâî ñîìíîæèòåëåé uj, 1 ≤ j ≤ k,
äåëÿùèõñÿ íà pr, r ≥ 1. Òîãäà

νp(N) = (s1 − s2) + 2(s2 − s3) + 3(s3 − s4) + · · · = s1 + s2 + · · · .

Åñëè p - d, òî ëþáîå ìíîæåñòâî èç pr öåëûõ ÷èñåë v, v + d, . . . , v + (pr − 1)d ñîäåðæèò
åäèíñòâåííîå ÷èñëî, äåëÿùååñÿ íà pr. Ïîýòîìó äëÿ Nk ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà[

k

pr

]
≤ sr ≤ 1 +

[
k

pr

]
è sr = 0, åñëè pr > |c|+ kd.

Îòñþäà èìååì

νp(Nk) ≤
∑
i≥1

[
k

pi

]
+

[
log(| c | +kd)

log p

]
, k ≥ 1. (2.3)

Ýòî íåðàâåíñòâî, êîíå÷íî, âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ïðîñòûõ ÷èñåë p, äåëÿùèõ d.
Òå æå ñîîáðàæåíèÿ ïîêàçûâàþò, ÷òî ïðè p - b ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

νp(Mk) ≥
∑
i≥1

[
k

pi

]
, k ≥ 1. (2.4)

Ðàññìîòðèì îòäåëüíî äâà ñëó÷àÿ. Åñëè p | b, òî

νp(ξk) ≥ −νp(bk)− νp(Nk) ≥

−kνp(b)−
∑
i≥1

k

pi
−
[

log(| c | +kd)

log p

]
≥ −2kνp(b)−

[
log(| c | +kd)

log p

]
. (2.5)

Åñëè æå p - b, òî ñîãëàñíî (2.3) è (2.4) èìååì

νp(ξk) ≥ νp(Mk)− νp(Nk) ≥ −
[

log(| c | +kd)

log p

]
. (2.6)

Îáîçíà÷èì
qn = b2n

∏
p≤|c|+nd

p[
log(|c|+nd)

log p ].

Òîãäà qn - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, è èç (2.5), (2.6) ñëåäóåò, ÷òî qnξn ∈ Z. Òàê êàê ïðè ýòîì
qn | qn+1, çàêëþ÷àåì, ÷òî qnξk ∈ Z äëÿ 0 ≤ k ≤ n. Òåîðåìà ×åáûøåâà îá îöåíêå êîëè÷åñòâà
ïðîñòûõ ÷èñåë óòâåðæäàåò, ÷òî

π(x) =
∑
p≤x

1 = O(
x

log x
).
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Ïîýòîìó

qn ≤ b2n
∏

p≤|c|+nd

(| c | +nd) ≤ eγ2n,

è ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî Ëåììû 2.2.

Ëåêöèÿ 3

Ñëåäóþùàÿ ëåììà áûëà äîêàçàíà â êîíöå ïðîøëîé ëåêöèè. Â å¼ ôîðìóëèðîâêå èñ-
ïîëüçóåòñÿ îáîçíà÷åíèå (α)k = α(α + 1) · · · (α + k − 1), k ≥ 1, è (α)0 = 1.

Ëåììà 3. Ïóñòü α, β ∈ Q, β 6= 0,−1,−2, . . .. Îáîçíà÷èì

ξk =
(α)k
(β)k

, k ≥ 1

è dn ∈ Z, dn > 0 - îáùèé çíàìåíàòåëü ÷èñåë ξ1, · · · , ξn. Òîãäà ñóùåñòâóþò ïîëîæèòåëü-
íûå ÷èñëà γ1, γ2, çàâèñÿùèå òîëüêî îò α è β òàêèå, ÷òî

|ξn| ≤ eγ1n, dn ≤ eγ2n äëÿ n ≥ 1.

Ðàññìîòðèì òåïåðü îáîáùåííóþ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêóþ ôóíêöèþ

f(z) =p Fq

(
a1, · · · , ap
b1, · · · , bq

∣∣∣∣ z) =
∞∑
n=0

(a1)n · · · (ap)n
(b1)n · · · (bq)n

zn

n!
,

ãäå a1, . . . , ap, b1, . . . , bq ∈ C, bj 6= 0,−1,−2, . . . è 0 ≤ p ≤ q. Ýòà ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò
äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

(θ

q∏
i=1

(θ + bi − 1)− z
p∏
i=1

(θ + ai))y = 0,

ãäå θ = z d
dz
. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè îáîçíà÷èòü êîýôôèöèåíòû ðÿäà, îgðåäåëÿþùåãî f(z),

áóêâàìè cn, ò.å. òàê, ÷òî f(z) =
∑∞

n=0 cn
zn

n!
, òî

θ

q∏
i=1

(θ + bi − 1)f(z) =
∞∑
n=1

cn(n+ b1 − 1) · · · (n+ bq − 1)
zn

(n− 1)!
,

z

p∏
i=1

(θ + ai)f(z) =
∞∑
n=0

cn(n+ a1) · · · (n+ aq)
zn+1

n!
.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïðèíàäëåæèò Ê.Çèãåëþ.

Ëåììà 4. Åñëè a1, . . . , ap, b1, . . . , bq ∈ Q, bj 6= 0,−1, . . . , è m = q− p+ 1 ≥ 0, òî ôóíêöèÿ

f(z) =p Fq

(
a1, · · · , ap
b1, · · · , bq

∣∣∣∣ zm)
ÿâëÿåòñÿ Å-ôóíêöèåé.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ, êàê è ðàíåå, îáîçíà÷åíèÿìè

f(z) =
∞∑
n=0

(a1)n · · · (ap)n
(b1)n · · · (bq)n

zmn

n!
=
∞∑
n=0

cn
zn

n!
,

ãäå

cn =

{
0, åñëè m - n,

dk, åñëè n = mk,
(2.7)

ïðè÷åì

dk =
(a1)k · · · (ap)k(k!)q−p

(b1)k · · · (bq)k
· (mk)!

(k!)m
.

Âñå îòíîøåíèÿ
(aj)k
(bj)k

,
k!

(bj)k

èìåþò òàêîé æå âèä, êàê ÷èñëà ξk èç ëåììû 2, à ìíîæèòåëü (mk)!
(k!)m

åñòü öåëîå ÷èñëî, îãðà-

íè÷åííîå ñâåðõó âåëè÷èíîé mmk. Ïî ýòîé ëåììå è ïóíêòó 3 ëåììû 1 ìîæíî óòâåðæäàòü,

÷òî ôóíêöèÿ g(z) =
∞∑
n=0

dn
zn

n!
ÿâëÿåòñÿ Å-ôóíêöèåé. Áîëåå òîãî, èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî

ñ íåêîòîðîé ïîëîæèòåëüíîé êîíñòàíòîé γ1 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà |dn| ≤ eγ1n, n ≥ 1, à
îáùèé çíàìåíàòåëü qn äëÿ ÷èñåë d0, . . . , dn òàêæå îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé e

γ2n, n ≥
1, γ2 > 0. Èç (2.7) ñëåäóåò òåïåðü, ÷òî |cn| ≤ eγ1n, n ≥ 1 è qncj ∈ ZK, n ≥ 1, 0 ≤ j ≤ n. Ýòî
çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Å-ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå â ëåììå 3, ïðèíÿòî íàçûâàòü ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèìè Å-ôóí-
êöèÿìè. Èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 3 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ òàêèõ ôóíêöèé îöåíêè O(nεn) â
ï.ï. 2,3 îïðåäåëåíèÿ Å-ôóíêöèè ìîãóò áûòü çàìåíåíû íà O(cn) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîé
ïîñòîÿííîé c, çàâèñÿùåé îò aj, bj.

2.3 Òåîðåìà Øèäëîâñêîãî è íåêîòîðûå å¼ ñëåäñòâèÿ.

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò î çíà÷åíèÿõ Å-ôóíêöèé äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 1 (À.Á. Øèäëîâñêèé, 1955ã.). Ïóñòü Å-ôóíêöèè f1(z), . . . , fm(z) ñîñòàâëÿþò
ðåøåíèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé

y′k = qk0 +
m∑
j=1

qkjyj, qkj ∈ C(z), (2.8)

è àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä ïîëåì ðàöèîíàëüíõ ôóíêöèé C(z). Òîãäà äëÿ ëþáîãî àë-
ãåáðàè÷åñêîãî ÷èñëà α, îòëè÷íîãî îò íóëÿ è îñîáûõ òî÷åê ñèñòåìû (2.8), çíà÷åíèÿ

f1(α), . . . , fm(α)

àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä Q.
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Íàïðèìåð, ôóíêöèè fj(z) = eβjz, 1 ≤ j ≤ r ïðè àëãåáðàè÷åñêèõ βj ïðèíàäëåæàò ê
êëàññó Å-ôóíêöèé è óäîâëåòâîðÿþò ñèñòåìå äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèå y′j = βjyj. Åñëè
ïîêàçàòåëè βj ëèíåéíî íåçàâèñèìû íàä Q, òî ôóíêöèè fj(z) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû
íàä C(z). Èç òåîðåìû 2.1 ñëåäóåò, ÷òî çíà÷åíèÿ ýòèõ ôóíêöèé â òî÷êå z = 1, ò.å. ÷èñëà
eβ1 , . . . , eβr àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä Q. Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó 1.4. Òàêèì îáðàçîì,
òåîðåìà 2.1 îáîáùàåò òåîðåìó Ëèíäåìàíà - Âåéåðøòðàññà.

Â 1929ã. Ê.Çèãåëü èññëåäîâàë àëãåáðàè÷åñêóþ íåçàâèñèìîñòü çíà÷åíèé ôóíêöèè

Kλ(z) =
∞∑
n=0

(−1)n

n!(λ+ 1) · · · (λ+ n)

(z
2

)2n
è åå ïðîèçâîäíîéK ′λ(z), λ ∈ Q, â àëãåáðàè÷åñêèõ òî÷êàõ. Ýòà ôóíêöèÿ ñâÿçàíà ñ ôóíêöèåé
Áåññåëÿ Jλ(z) ñîîòíîøåíèåì

Jλ(z) =
1

Γ(λ+ 1)

(z
2

)λ
Kλ(z)

è óäîâëåòâîðÿåò äèôôåðåíöèàëüíîìó óðàâíåíèþ

y′′ +
2λ+ 1

z
y′ + y = 0. (2.9)

Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

Kλ(z) =1 F2

(
1
1, λ+ 1

∣∣∣∣ (iz2
)2
)
,

èç êîòîðîãî â ñèëó ëåìì 2.3 è 2.1 ñëåäóåò, ÷òî ïðè ðàöèîíàëüíûõ λ 6= −1,−2, . . . , ôóíêöèÿ
Kλ(z) ÿâëÿåòñÿ Å-ôóíêöèåé.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà, äîêàçàííàÿ â 1929ã., ïðèíàäëåæèò Ê.Çèãåëþ.

Òåîðåìà 2. Åñëè λ - ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò îòðèöàòåëüíûõ öåëûõ, è êðîìå
òîãî óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ λ− 1

2
/∈ Z, à α - îòëè÷íîå îò íóëÿ àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî,

òî ÷èñëà
Kλ(α), K ′λ(α)

àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä Q.

Çèãåëü äîêàçàë Òåîðåìó 2.2 íåïîñðåäñòâåííî. Ñîîòâåòñòâóþùèì îáðàçîì ðàçâèòûé, åãî
ìåòîä ïîçâîëèë À.Á.Øèäëîâñêîìó äîêàçàòü è îáùóþ òåîðåìó 2.1, ñîäåðæàùóþ, â ÷àñò-
íîñòè, óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 2.2. Ìû ñåé÷àñ ïîêàæåì, êàêèì îáðàçîì Òåîðåìà 2.2 ìîæåò
áûòü âûâåäåíà èç Òåîðåìû 2.1. Îáîçíà÷èì äëÿ ýòîãî f1(z) = Kλ(z), f2(z) = K ′λ(z). Òàê
êàê ôóíêöèÿ Kλ(z) åñòü ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (2.9), òî îïðåäåëåííûå âûøå ôóíêöèè fj(z)
ñîñòàâëÿþò ðåøåíèå ñèñòåìû äèôôåðåíöèàëüíûõ óðàâíåíèé âèäà (2.8) ïîðÿäêà 2 ñ åäèí-
ñòâåííîé îñîáåííîñòüþ â òî÷êå z = 0. Íèæå â ïàðàãðàôå 2.6 (ñì. Òåîðåìó 2.4) ìû äîêàæåì,
÷òî ôóíêöèè fj(z) àëãåáðàè÷åñêè íåçàâèñèìû íàä C(z). Âîñïîëüçîâàâøèñü ýòèì ôàêòîì,
íåìåäëåííî âûâîäèì óòâåðæäåíèå Òåîðåìû 2.2 èç Òåîðåìû 2.1.

Ñëåäñòâèåì Òåîðåìû 2.2 ÿâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, òðàíñöåíäåíòíîñòü íåïðåðûâíîé äðîáè

ξ = 1 +
1

2 +
1

3 + ...

.
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Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ξ = i
K ′0(2i)

K0(2i)
.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ïîêàçûâàåò, ÷òî óñëîâèå àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé
fj(z) â Òåîðåìå 2.1 íåîáõîäèìî äëÿ åå óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 5. Ïóñòü Å-ôóíêöèè f1(z), . . . , fm(z) ∈ A[[z]] àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû íàä ïîëåì
C(z). Òîãäà äëÿ ëþáîãî α ∈ A ÷èñëà f1(α), . . . , fm(α) àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû íàä Q.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü P =
∑
akz

k0xk11 · · · xkmm ∈ C[z, x1, · · · , xm] è âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî P (z, f1(z), · · · , fm(z)) = 0. Òàê êàê fj ∈ A[[z]], çàêëþ÷àåì, ÷òî ÷èñëà ak óäîâëåòâîðÿ-
þò áåñêîíå÷íîé ñèñòåìå ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ àëãåáðàè÷åñêèõ óðàâíåíèé ñ êîýôôèöèåí-
òàìè â A. Ýòà ñèñòåìà èìååò íåòðèâèàëüíîå ðåøåíèå bk ∈ A. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
íåòðèâèàëüíûé ìíîãî÷ëåí Q(z, x1, . . . , xm) =

∑
bkz

k0xk11 . . . xkm1 ∈ A[z, x1, . . . , xm] òàêîé,
÷òî Q(z, f1(z)), . . . , fm(z)) = 0. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî Q íå èìååò
íåòðèâèàëüíûõ äåëèòåëåé èç êîëüöà A[z]. Ïîýòîìó

R(x1, . . . , xm) = Q(α, x1, . . . , xm) 6= 0, íî R(f1(α), . . . , fm(α)) = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëà f1(α), . . . , fm(α) àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû íàä ïîëåì A è, ñëåäîâà-
òåëüíî, íàä Q.

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî ïðè λ− 1
2
∈ Z ôóíêöèè Kλ(z), K ′λ(z) àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû

íàä C(z). Íàïðèìåð, K 1
2
(z) = cos z,K ′1

2

(z) = − sin z. Òàê ÷òî óñëîâèå λ 6= 1
2

+ k, k ∈ Z
íåîáõîäèìî äëÿ ñïðàâåäëèâîñòè òåîðåìû 2.2.

Ïðîáëåìà äîêàçàòåëüñòâà àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ôóíêöèé íàä C(z) åñòü ÷èñòî
ôóíêöèîíàëüíàÿ ïðîáëåìà. Å¼ íåîáõîäèìî ðåøàòü âñÿêèé ðàç ïðèìåíÿÿ Òåîðåìó 2.1. ×àùå
âñåãî îíà òðåáóåò äîñòàòî÷íî ñëîæíûõ ðàññóæäåíèé, íî ýòà ôóíêöèîíàëüíàÿ ÷àñòü, êàê
ïîêàçûâàåò ëåììà 2.4, àáñîëþòíî íåîáõîäèìà äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ÷èñëîâûõ ðåçóëüòàòîâ.

Ìû ïðèâåäåì çäåñü áåç äîêàçàòåëüñòâà åùå îäíî ïðèëîæåíèå òåîðåìû 2.1, ïîëó÷åí-
íîå â 1990ã. Â.Õ.Ñàëèõîâûì. Îñíîâíûå òðóäíîñòè áûëè ñâÿçàíû èìåííî ñ èññëåäîâàíèåì
àëãåáðàè÷åñêîé íåçàâèñèìîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ ôóíêöèé íàä C(z).

Òåîðåìà 3. Ïóñòü p ≥ 3 - íå÷åòíîå ÷èñëî è

ϕ(z) =
∞∑
n=0

1

(λ1 + 1)n · · · (λp + 1)n
(
z

p
)np, λi ∈ Q, λi 6= −1,−2, . . . .

Ïóñòü òàêæå ξ1, . . . , ξm ∈ A,
ξi
ξj

/∈ Q(ζ), ãäå ζp = 1. Ïðè ýòèõ óñëîâèÿõ ÷èñëà

ϕ(i)(ξj), 0 ≤ i ≤ p− 1, 1 ≤ j ≤ m

áóäóò àëãåáðàè÷åñêè çàâèñèìû íàä Q, åñëè è òîëüêî åñëè pλj ∈ Z, j = 1, . . . , p, è, âîç-
ìîæíî ïîñëå ïåðåñòàíîâêè èíäåêñîâ, pλj ≡ j( mod p).

2.3.1 Ëèíåéíàÿ ñõåìà èñêëþ÷åíèÿ ïåðåìåííûõ ïî Çèãåëþ.

Çèãåëü ïåðâûì íàøåë, ÷òî ìîæíî äîêàçûâàòü ëèíåéíóþ íåçàâèñèìîñòü êàêèõ-ëèáî ÷è-
ñåë ω1, . . . , ωm íå òîëüêî ñ ïîìîùüþ ñîâìåñòíûõ ðàöèîíàëüíûõ ïðèáëèæåíèé ê íèì, êàê

9



ýòî äåëàë Ýðìèò, íî èñïîëüçóÿ áîëåå îáùèé ïîäõîä, îñíîâàííûé íà êîíñòðóêöèè ïîëíî-
ãî íàáîðà (÷èñëî ôîðì ðàâíî ÷èñëó ïåðåìåííûõ) ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ëèíåéíûõ ôîðì
ñ öåëûìè èëè ñ öåëûìè àëãåáðàè÷åñêèìè êîýôôèöèåíòàìè, äîñòàòî÷íî ìàëûõ â òî÷êå
ω = (ω1, . . . , ωm). Îáùàÿ ñõåìà åãî ðàññóæäåíèé èçëàãàåòñÿ íèæå.

Ïóñòü ôîðìû

Li = Li(x) =
m∑
j=0

aijxj, i = 1, . . . ,m, (2.10)

ëèíåéíî íåçàâèñèìû, max
1≤j≤m

|aij| ≤ Hi. Òîãäà ñ ∆ = det ‖aij‖ è íåêîòîðûìè ÷èñëàìè ∆ik (àë-

ãåáðàè÷åñêèìè äîïîëíåíèÿìè ê ñîîòâåòñòâóþùèì ýëåìåíòàì ìàòðèöû ‖aik‖) ñïðàâåäëèâû
òîæäåñòâà

∆xi =
m∑
k=1

∆ikLk(x). (2.11)

Èç íèõ æå, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, äëÿ ëþáîé òî÷êè ω = (ω1, . . . , ωm) ∈ Cm ñëåäóåò íåðàâåí-
ñòâî

m∑
i=1

|Li(ω)|
Hi

≥ c0
|∆|

H1 · · ·Hm

, (2.12)

ãäå c0 = (m!)−1 max
1≤j≤m

|ωj|. Áóêâàìè c ñ íèæíèìè èíäåêñàìè è â äàëüíåéøåì áóäóò îáîçíà-

÷àòüñÿ êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò m è ÷èñåë ω1, . . . , ωm.
Ìû áóäåì ðàáîòàòü ñ ëèíåéíûìè ôîðìàìè, èìåþùèìè öåëûå àëãåáðàè÷åñêèå êîýô-

ôèöèåíòû. Ïóñòü K ⊃ Q àëãåáðàè÷åñêîå ðàñøèðåíèå êîíå÷íîé ñòåïåíè ν = [K : Q],ZK -
êîëüöî öåëûõ ÷èñåë ïîëÿ K. Äëÿ êàæäîãî ýëåìåíòà α ∈ K, êàê è ðàíåå, áóäåì îáîçíà÷àòü
|α| - ìàêñèìóì èç ìîäóëåé ÷èñåë, ñîïðÿæåííûõ ñ α. Òîãäà äëÿ ëþáîãî α ∈ ZK, α 6= 0,
âûïîëíÿåòñÿ

|α| ≥ |α|
1−ν

.

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî, çàìåíÿþùåå ñîáîé ôóíäàìåíòàëüíîå ñâîéñòâî öåëûõ ÷èñåë - èõ
äèñêðåòíîñòü, äîêàçûâàåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1 ≤ |N(α)| = |α(1) · · ·α(ν)| ≤ |α| |α|
ν−1

.

Äëÿ êàæäîãî ìíîãî÷ëåíà P (x) ∈ Z[x1, . . . , xm] áóäåì îáîçíà÷àòü |P | - ìàêñèìóì ìîäó-
ëåé âñåõ ÷èñåë, ñîïðÿæåííûõ ñ êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíà P (x).

Â îñíîâó äîêàçàòåëüñòâà ëèíåéíîé íåçàâèñèìîñòè ÷èñåë Çèãåëü ïîëîæèë ñëåäóþùèå
ñîîáðàæåíèÿ.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü K ⊃ Q - êîíå÷íîå ðàñøèðåíèå, ω = (ω1, . . . , ωm) - íåíóëåâîé
íàáîð êîìïëåêñíûõ ÷èñåë, ñðåäè êîòîðûõ èìååòñÿ íå áîëåå, ÷åì r ëèíåéíî íåçàâèñè-
ìûõ íàä K. Ñóùåñòâóåò ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ c1, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò ÷èñåë
m,ω1, . . . , ωm è ñòåïåíè ν ðàñøèðåíèÿ K ⊃ Q òàêàÿ, ÷òî äëÿ ëþáîé ñîâîêóïíîñòè ëè-
íåéíî íåçàâèñèìûõ íàä K ëèíåéíûõ ôîðì (2.10) ñ óñëîâèåì aij ∈ ZK è ëþáîãî äåéñòâè-
òåëüíîãî ÷èñëà H ñ óñëîâèåì

|Li| ≤ H, i = 1, . . . ,m,

âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
max
1≤i≤m

|Li(ω)| ≥ c1H
1−rν .
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