
𝑞-экспоненциальная функция:
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Связь с обычной экспонентой:
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Функциональное уравнение и бесконечное произведение:

E𝑞(𝑞𝑧) − E𝑞(𝑧) = 𝑧 E𝑞(𝑧) =⇒ E𝑞(𝑞𝑧) = (1 + 𝑧) E𝑞(𝑧) =⇒ E𝑞(𝑧) =
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Рациональные значения в рациональных точках: E𝑞(0) = 1, E𝑞(−𝑞𝑛) = 0, 𝑛 ∈ ℕ.

Теорема 1 (Лотоцкий, 1943). Пусть 𝑞 ∈ ℤ, |𝑞| > 1, 𝛼 ∈ ℚ∗, 𝛼 ≠ −𝑞𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . . Тогда
E𝑞(𝛼) ∉ ℚ.

Теорема 2 (можно сказать, что Bézivin, 1988). Пусть 𝑞 ∈ ℤ, |𝑞| > 1. Допустим, что
числа 𝛼1, . . . , 𝛼𝑚 ∈ ℚ∗ удовлетворяют двум условиям:

1) 𝛼 𝑗𝛼
−1
𝑘

≠ 𝑞𝑛 при 𝑗 ≠ 𝑘, 𝑛 ∈ ℤ;

2) 𝛼 𝑗 ≠ −𝑞𝑛, 𝑛 = 1, 2, . . . .

Тогда числа

1, E𝑞(𝛼1), . . . , E𝑞(𝛼𝑚), E′𝑞(𝛼1), . . . , E′𝑞(𝛼𝑚), E′′𝑞 (𝛼1), . . . , E′′𝑞 (𝛼𝑚), . . .

линейно независимы над ℚ.

Аналогичные результаты, в том числе в количественной форме (с оценкой меры
линейной независимости), доказаны и для функций более общего вида.

Проблемы:

1) Доказать аналогичные утверждения для произвольных 𝑞 ∈ ℚ, |𝑞| > 1. (Известны
результаты для «почти целых» 𝑞.)

2) Результаты о трансцендентности/алгебраической независимости.

Из теоремы Нестеренко о модулярных функциях следует трансцендентность некото-
рых значений (например, E𝑞(±1) при алгебраическом 𝑞).

Теорема 3 (Krattenthaler, Rochev, Väänänen, Zudilin, 2009). Пусть 𝑞 ∈ ℤ, |𝑞| > 1, 𝛼 ∈ ℚ∗.
Тогда E𝑞(𝛼) не является квадратической иррациональностью.
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