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Äàííàÿ ðàáîòà ïîñâÿùåíà èññëåäîâàíèþ ñïåöèàëüíîãî âèäà ñóìì îò-
ðåçêîâ èç ðàçáèåíèÿ Ôàðåÿ. Â íåé îïèñûâàþòñÿ ðàçíûå âçãëÿäû íà ýòî
ðàçáèåíèå: íåïîñðåäñòâåííîå îïðåäåëåíèå, ÷åðåç êîíòèíóàíòû, à òàêæå
÷ðåçâû÷àéíî èíòåðåñíûé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ ÷åðåç äåéñòâèå ñâîáîä-
íîé äâóõïàðàìåòðè÷åñêîé ãðóïïû íà îòðåçîê [1

2
, 1] âñå ìíîæåñòâà, èññëå-

äóåìûå â äàííîé ðàáîòå ïðèíàäëåæàò îòðåçêó [0, 1]

×àñòü 1. Êîíñòðóêöèÿ ðàçáèåíèÿ Ôàðåÿ.

Ðàññìîòðèì îòðåçîê [0
1
, 1
1
]. Íàçîâåì äâà åãî êîíöà òî÷êàìè ðàçáèå-

íèÿ Ôàðåÿ íóëåâîãî óðîâíÿ. Äàëåå êîíñòðóêöèÿ ñëåäóþùàÿ: ïóñòü ó íàñ
îòìå÷åíû âñå òî÷êè îòðåçêà íóëåâîãî, ïåðâîãî è òàê äàëåå äî n-ãî óðîâ-
íÿ: a0

b0
, a1
b1
. . . ak

bk
, óïîðÿäî÷åííûå ïî âîçðàñòàíèþ. Òîãäà íàçîâåì òî÷êàìè

ðàçáèåíèÿ Ôàðåÿ n + 1-ãî óðîâíÿ òî÷êè ai
bi
⊕ ai+1

bi+1
= ai+ai+1

bi+bi+1
, i ∈ [0, k − 1].

Ìíîæåñòâî òî÷åê íóëåâîãî, ïåðâîãî, . . . k-ãî óðîâíÿ íàçûâåòñÿ k-ûì ðàç-

áèåíèåì îòðåçêà. Îïðåäåëííàÿ âûøå îïåðàöèÿ⊕ íàçûâàåòñÿ ìåäèàíòîé
äâóõ äðîáåé.

Ëåììà 1. Ìåäèàíòà äâóõ äðîáåé âñåãäà ëåæèò ìåæäó íèìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a
b
> c

d
ýòî çíà÷èò, ÷òî ad − bc > 0, òîãäà ðàñ-

ñìîòðèì ðàçíîñòü a+c
b+d
− c

d
= ad−bc

(b+d)d
> 0. Àíàëîãè÷íî ïîêàçûâàåòñÿ, ÷òî

a+c
b+d

< a
b
, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äàëåå, íåñëîæíî çàìåòèòü, ÷òî â k-îì ðàçáèåíèè òî÷êè k-ãî óðîâíÿ
èäóò, ÷åðåäóÿñü, ñ òî÷êàìè ðàçáèåíèÿ âñåõ îñòàëüíûõ óðîâíåé. Ïîñêîëü-
êó äëÿ k − 1-ãî óðîâíÿ ýòî òàêæå âåðíî, îäíèì èç ñîñåäåé òî÷êè k-ãî
óðîâíÿ ÿâëÿåòñÿ òî÷êà k−1-ãî óðîâíÿ, à âòîðûì ñîñåäîì - òî÷êà óðîâíÿ
îò íóëåâîãî äî k − 2-ãî.

Ïðèìåðû ðàçáèåíèé.

[0
1
, 1
1
] - íóëåâîå ðàçáèåíèå

[0
1
, 1
2
, 1
1
] - ïåðâîå ðàçáèåíèå

[0
1
, 1
3
, 1
2
, 2
3
, 1
1
] - âòîðîå ðàçáèåíèå

[0
1
, 1
4
, 1
3
, 2
5
, 1
2
, 3
5
, 2
3
, 3
4
, 1
1
] -òðåòüå ðàçáèåíèå

[0
1
, 1
5
, 1
4
, 2
7
, 1
3
, 3
8
, 2
5
, 3
7
, 1
2
, 4
7
, 3
5
, 5
8
, 2
3
, 5
7
, 3
4
, 4
5
, 1
1
] -÷åòâåðòîå ðàçáèåíèå

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
(0
1
, 1
1
) - òî÷êè íóëåâîãî óðîâíÿ

(1
2
) - òî÷êà ïåðâîãî óðîâíÿ.

(1
3
, 2
3
) - òî÷êè âòîðîãî óðîâíÿ

(1
4
, 2
5
, 3
5
, 3
4
) - òî÷êè òðåòüåãî óðîâíÿ

(1
5
, 2
7
, 3
8
, 3
7
, 4
7
, 5
8
, 5
7
, 4
5
) - òî÷êè ÷åòâåðòîãî óðîâíÿ

· · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · · ·
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Ñâîéñòâà ðàçáèåíèÿ Ôàðåÿ.

1)Åñëè a
b
è c

d
ñîñåäíèå òî÷êè êàêîãî-òî ðàçáèåíèÿ, òî | c

d
− a

b
| = 1

bd

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî íîìåðó ðàçáèåíèÿ. Äëÿ íóëåâîãî ðàçáèå-
íèÿ ýòî, î÷åâèäíî âåðíî, äàëåå, åñëè p

q
è r
s
ñîñåäíèå òî÷êè k-ãî ðàçáèåíèÿ

è ïî ïðåäïîëîæåíèþ |p
q
− r

s
| = 1

qs
, òî |p+r

q+s
− r

s
| = | ps−qr

(q+s)s
| =(ïðèìåíÿåì

ïðåäïîëîæåíèå)= 1
(q+s)s

. Àíàëîãè÷íî äîêàçûâåòñÿ ðàâåíñòâî |p+r
q+s
− p

q
| =

1
q(q+s)

2)Âñå ïîëó÷åííûå ñ ïîìîùüþ ìåäèàíò äðîáè áóäóò íåñîêðàòèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñâîéñòâó 1) |ad − bc|=1, ãäå a
b
è c

d
ñîñåäíèå äðîáè,

ñëåäîâàòåëüíî (a, b)=1, ïîñêîëüêó |ad− bc| äåëèòñÿ íà ÍÎÄ.

3)Ìíîæåñòâî òî÷åê ëþáîãî óðîâíÿ ñèììåòðè÷íî îòíîñèòåëüíî òî÷êè
1
2

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî íîìåðó óðîâíÿ. Åñëè a
b
è c

d
-ïðåäêè a+c

b+d
,

òî íà ñîîòâåòñòâóþùèõ óðîâíÿõ åñòü òàêæå ñîñåäíèå òî÷êè b−a
b
è d−c

d
, èõ

ìåäèàíòà ïîðîæäàåò òî÷êó b−a+d−c
b+d

= 1− a+c
b+d

, ÷òî è òðáîâàëîñü äîêàçàòü.

4)Íà n-îì óðîâíå ðàçáèåíèÿ íàõîäÿòñÿ 2n−1 òî÷åê, ãäå n ≥ 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ. Äëÿ 1-ãî óðîâíÿ ýòî âåðíî, à êàæäàÿ òî÷êà
n-ãî óðîâíÿ ïîðîæäàåò 2 òî÷êè n+ 1-ãî.

×àñòü 2. Êîíòèíóàíòû. Ïîñòàíîâêà çàäà÷è.

Îïðåäåëåíèå: Êîíòèíóàíòîì íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ [a1 . . . an] → N îò
íåîòðèöàòåëüíîãî êîëè÷åñòâà íàòóðàëüíûõ ÷èñåë â N, îïðåäåëåííàÿ ïî
ñëåäóþùåìó ïðàâèëó.
[ ] = 1
[a1] = a1
[a1 . . . an] = an[a1 . . . an−1] + [a1 . . . an−2]
ai íàçûâàþòñÿ íåïîëíûìè ÷àñòíûìè

Ïðèìåð:

[1, 2, 3] = 3[1, 2] + [1] = 3(2[1] + [ ]) + [1] = 10
Ñâîéñòâà êîíòèíóàíòîâ.

1) [a1 . . . an, 1] = [a1 . . . an + 1]

Äîêàçàòåëüñòâî. [a1 . . . an, 1] = [a1 . . . an] + [a1 . . . an−1] =
= (an + 1)[a1 . . . an − 1] + [a1 . . . an − 2] = [a1 . . . an + 1]
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2)Ëåììà îá îáðàùåíèè êîíòèíóàíòîâ [a1, a2 . . . an−1, an] = [an, an−1 . . . a2, a1]

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî äëèíå êîíòèíóàíòà. [a1 . . . an] = an[a1 . . . an−1]+
+[a1 . . . an−2] = an[an−1 . . . a1]+[an−2 . . . a1] = ana1[a2 . . . an−1]+an[a3 . . . an−1]+
+a1[a2 . . . an−2] + [a3 . . . an−2] = a1[a2 . . . an] + [a3 . . . an] = a1[an . . . a2] +
+[an . . . a3] = [an . . . a1]

3)Ñâÿçü ñ öåïíûìè äðîáÿìè: åñëè [[0; a1, a2 . . . at]] =
1

a1 +
1

a2 +
1

a3 + . . .+ 1
at

,

òî [[0; a1, a2 . . . at]] =
[a2...at]
[a1...at]

Äîêàçàòåëüñòâî. Èíäóêöèÿ ïî äëèíå êîíòèíóàíòà [a2...an]
[a1...an]

= 1
[a1...an]
[a2...an]

=

= 1
a1[a2...an]+[a3...an]

[a2...an]

=
1

a1 +
[a3...an]
[a2...an]

, à ê [a3...an]
[a2...an]

ìû ìîæåì ïðèìåíèòü ïðåäïî-

ëîæåíèå èíäóêöèè.
Çàìå÷àíèå. Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðàçëîæåíèå ðàöèîíàëüíîãî ÷èñëà â öåïíóþ
äðîáü áûëî îäíîçíà÷íûì ïðèíÿòî, ÷òîáû at 6= 1.

4) ñâÿçü ñ ðàçáèåíèåì Ôàðåÿ: âñå òî÷êè n-ãî óðîâíÿ ðàçáèåíèÿ èìå-

þò âèä [[0; a1, a2 . . . at]], ãäå
t∑
i=1

ai = n + 1, at 6= 1, ïðè÷åì ðîäèòåëÿìè

ýòîé òî÷êè ÿâëÿþòñÿ òî÷êè [[0; a1, a2 . . . at − 1]] - òî÷êà n− 1-ãî óðîâíÿ è
[[0; a1, a2 . . . at−1]] - óðîâíÿ ìåíüøå n− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó [[0; a1, a2 . . . at]] =
[a2...at]
[a1...at]

, à ÷èñëèòåëè è çíàìåíàòåëè â ïðîöåññå ïîñòðîåíèÿ ðàçáèåíèé ñêëà-
äûâàþòñÿ íåçàâèñèìî, äîêàæåì óòâåðæäåíèå òîëüêî ïðî çíàìåíàòåëè
ò.å. ÷òî çíàìåíàòåëè âñåõ òî÷åê n-ãî óðîâíÿ èìåþò âèä [a1 . . . at], ãäå
t∑
i=1

ai = n+ 1, at 6= 1, äëÿ ÷è÷ëèòåëåé âñå áóäåò ïîëíîñòüþ àíàëîãè÷íî.

È òàê, ïóñòü ó íàñ åñòü ÷èñëî n-ãî óðîâíÿ ñî çíàìåíàòåëåì [a1 . . . at], à ó
åãî ðîäèòåëåé çíàìåíàòåëè [a1 . . . at− 1] è[a1 . . . at−1], òîãäà îäíèì åãî ïî-
òîìêîì áóäåò ÷èñëî ñî çíàìåíàòåëåì [a1 . . . at] + [a1 . . . at−1] = [a1 . . . at+1]
ò.å. äëÿ íåãî îáà óòâåðæäåíèÿ ïðî ñóììó íåïîëíûõ ÷àñòíûõ è âèä ïîòîì-
êîâ, î÷åâèäíî, âûïîëíÿþòñÿ. Ðàññìîòðèì âòîðîãî ïîòîìêà: åãî çíàìåíà-
òåëåì áóäåò [a1 . . . at]+[a1 . . . at−1] = (2at−1)[a1 . . . at−1]+2[a1 . . . at−2] =
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= 2[a1 . . . at− 1] + [a1 . . . at−1] = [a1 . . . at− 1, 2]. Ñóììà íåïîëíûõ ÷àñòíûõ
ó íåãî, î÷åâèäíî,n+2, à áëàãîäàðÿ ñâîéñòâó 1) âûïîëíÿåòñÿ è óòâåðæäå-
íèå ïðî ïîòîìêè. Äàëåå, çàìåòèì, ÷òî âñåãî îòðåçêîâ n-ãî óðîâíÿ 2n−1.
Íàéäåì ÷èñëî ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî ïðåäñòàâèòü n+ 1 â âèäå ñóì-
ìû íàòóðàëüíûõ ñëàãàåìûõ òàê, ÷òîáû ïîñëåäíåå áûëî áîëüøå 1 (ò.å.
òàêèì îáðàçîì ìû íàéäåì ÷èñëî ñîîòâåòñòâóþùèõ êîíòèíóàíòîâ). Ýòî
êëàññè÷åñêàÿ çàäà÷à ïðî êîëîííó èç n + 1 îáúåêòîâ, ìåæäó êàæäûìè
ìû ìîæåì ïîñòàâèòü èëè íå ïîñòàâèòü ïåðåãîðîäêó, ïåðåãîðîäêà ñîîò-
âåòñòâóåò çíàêó ñóììèðîâàíèÿ, ìåæäó n è n + 1 îáúåêòîì ïåðåãîðîäêó
ñòàâèòü íåëüçÿ. Òàêèì îáðàçîì ó íàñ n− 1 ìåñòî, êóäà ìîæíî ïîñòàâèòü
ïåðåãîðîäêó, ñëåäîâàòåëüíî âñåãî 2n−1 âàðèàíò, òî åñòü ñóùåñòâóåò ðîâíî
2n−1 êîíòèíóàíòîâ ñ ñóììîé íåïîëíûõ ÷àñòíûõ n+1. Òàêèì îáðàçîì, ìû
óñòàíîâèëè áèåêòèâíîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó òî÷êàìè n-ãî óðîâíÿ ðàçáè-
åíèÿ Ôàðåÿ è êîíòèíóàíòàìè ñ ñóììîé íåïîëíûõ ÷àñòíûõ n + 1. ×òî è
òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Ñôîðìóëèðóåì òåïåðü îñíîâíóþ çàäà÷ó. Äëÿ êàæäîé òî÷êè n-ãî óðîâíÿ
ðàçáèåíèÿ ðàññìîòðèì äâà îòðåçêà, êîíöàìè êîòîðûõ îíà ÿâëÿååòñÿ â n-
îì ðàçáèåíèè. Åñëè çíàìåíàòåëü äëÿ ýòîé òî÷êè èìååò âèä [a1 . . . at], òî ïî

ñâîéñòâó 1) ðàçáèåíèÿ Ôàðåÿ îòðåçêè [ [a2...at]
[a1...at]

; [a2...at−1]
[a1...at−1] ] è [ [a2...at]

[a1...at]
; [a2...at−1]
[a1...at−1]

]

èìåþò äëèíû 1
[a1...at][[a1...at−1] è

1
[a1...at][[a1...at−1]

, ïðè ýòîì ïåðâûé îòðåçîê,
î÷åâèäíî, âñåãäà êîðî÷å âòîðîãî. Ïîñêîëüêó â ñóìììå âñå òàêèå îòðåçêè
âñåãäà äàþò 1, òî

∑
a1+...+at=n,at 6=1

1
[a1...at][[a1...at−1] +

1
[a1...at][[a1...at−1]

= 1. Â äàí-

íîé ðàáîòå ìû áóäåì èññëåäîâàòü ïîâåäåíèå ñóììû ïåðâûõ ñëàãàåìûõ
(ïîñêîëüêó â ñóììå ñî âòîðûìè îíè äàþò 1, ìû ñìîæåì äåëàòü âûâî-
äû è ïðî ñóììó âòîðûõ). Ñóììà ïåðâûõ ñëàãàåìûõ ðàâíà ñóììå äëèí
ìàëåíüêèõ îòðåçêîâ, ïðèëåæàùèõ ê òî÷êàì ñîîòâåòñòâóþùåãî óðîâíÿ
ðàçáèåíèÿ. Îáîçíà÷èì σ(n) =

∑
a1+...+at=n,at 6=1

1
[a1...at][[a1...at−1] . Ââåäåì òàêæå

îáîçíà÷åíèå σ
′
(n) =

∑
a1+...+at=n,at 6=1

1
[a1...at]2

×àñòü 3. Òåîðåìà 1

Ñôîðìóëèðóåì î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå:

Ëåììà 2. σ
′
(n) < σ(n) < 2σ

′
(n), à òàêæå σ

′
(n) =

∑
a1+...+at=n,at 6=1

1
[a1...at]2

=

1
2

∑
a1+...+at=n

1
[a1...at]2

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî èñõîäÿ èç âèäà ñóìì. Âòîðàÿ ÷àñòü âåðíà,
ïîñêîëüêó åñëè ðàçðåøèòü at áûòü ðàâíûì 1, äëÿ êàæäîãî íàáîðà [a1 . . . at], at 6= 2
ìû èìååì íàáîð [a1 . . . at − 1, 1] ñ òåì æå çíà÷åíèåì êîíòèíóàíòû.
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Ëåììà 3.
n−1∑
a=2

σ
′
(n−a)
a+1

< 1
2

Äîêàçàòåëüñòâî.
∑

a1+...+at=n,at 6=1

1
[a1...at][[a1...at−1] +

1
[a1...at][[a1...at−1]

=1, ñëåäîâà-

òåëüíî
∑

a1+...+at=n,at 6=1

1
[a1...at][[a1...at−1]

<1.

1 >
∑

a1+...+at=n,at 6=1

1
[a1...at][[a1...at−1]

>
∑

a1+...+at=n,at 6=1

1
(at+1)[a1...at−1]2

=

=
n−1∑
at=2

1
at+1

∑
a1+...+at−1=n−at

1
[a1...at−1]2

=
n−1∑
at=2

2σ
′
(n−at)
at+1

Òåîðåìà 1. lim inf
n→∞

σ(n) = 0

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî èç ëåììû 2, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü òî æå
ñàìîå äëÿ σ′(n). Ïðåäïîëîæè ïðîòèâíîå, òî åñòü ÷òî ∃ε òàêîå, ÷òî íà÷è-

íàÿ ñ íåêîòîðîãî N : ∀n > N, σ′(n) > ε,òîãäà ïî ëåììå 3
n−1∑
at=2

2σ
′
(n−at)
at+1

>

n−1∑
at=N

2ε
at+1
→∞, ïðè n→∞. Ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà äîêàçàíà.

×àñòü 4. Äðóãîå ïðåäñòàâëåíèå çàäà÷è. Ìíîæåñòâà Cn
Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî C1 - îòðåçîê [12 , 1] è îòîáðàæåíèÿ u0(x) =

x
1+x

, [0, 1]→ [0, 1
2
]

è u1(x) =
1

1+x
= 1−u0(x), [0, 1]→ [1

2
, 1]. Îïðåäåëèì òàêæå T (x) = u0(x)∪

u1(x), [0, 1]→ [0, 1]

Ëåììà 4. Cn = T n−1(C1) - åñòü îïðåäåëåííîå âûøå ìíîæåñòâî "ìàëåíü-

êèõ îòðåçêîâ"n-ãî óðîâíÿ ò.å. îòðåçêîâ âèäà [ [a2...at]
[a1...at]

, [a2...at−1]
[a1...at−1] ],

t∑
i=1

ai = n+1

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó èç ñâîéñòâà 3) ðàçáèåíèÿ Ôàðåÿ î÷åâèä-
íî ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà ìàëåíüêèõ îòðåçêîâ ñèììåòðè÷íû îòíîñè-
òåëüíî òî÷êè 1

2
, à u0(x) + u1(x) = 1, äîñòàòî÷íî ïî èíäóêöèè äîêà-

çàòü, ÷òî ìíîæåñòâî ìàëåíüêèõ îòðåçêîâ n-ãî óðîâíÿ ïåðåõîäèò âî ìíî-
æåñòâî ìàëåíüêèõ îòðåçêîâ n + 1-ãî óðîâíÿ, ëåæàùèõ âíóòðè îòðåçêà
[0, 1] ïîñêîëüêó îòðåçêîâ n + 1-ãî óðîâíÿ â 2 ðàçà áîëüøå, òî îòîáðà-
æåíèå áóäåò áèåêòèâíûì. È òàê, ïóñòü ó íàñ åñòü îòðåçîê ñ êîíöàìè
[ [a2...at]
[a1...at]

, [a2...at−1]
[a1...at−1] ] ïåðâûé êîíåö ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ ïåðåéäåò â

[a2...at]

1+
[a2...at]
[a1...at]

= [a2...at]
[a2...at]+[a1...at]

= [a2...at]
[at...a2]+[at...a1]

= [a2...at]
[at...a1+1]

= [a2...at]
[a1+1...at]

, àíàëîãè÷-

íî âòîðîé êîíåö ïåðåéäåò â [a2...at−1]
[a1+1...at−1] , ïîëó÷èâøèéñÿ îòðåçîê, î÷åâèäíî,

ëåæèò íà n+ 1-îì óðîâíå, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.
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×àñòü 5. Îïåðàòîðíàÿ èíâàðèàíòíîñòü. Ìîíîòîííîñòü σ(n)
Ââåäåì îïåðàòîð T̂ íà ïðîñòðàíñòâå ôóíêöèé ñ íîñèòåëåì [0, 1].

T̂ (g(x)) = g(u0(x))+xg(u1(x))
1+x

. Ïóñòü, òàêæå D - ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé g(x)
ñ íîñèòåëåì [0, 1] òàêèõ, ÷òî g′ ≥ 0, g′′ ≤ 0, òîãäà âåðíî ñëåäóþùåå:

Ëåììà 5. Åñëè g ∈ D, òî T̂ (g(x)) ∈ D

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëüçóÿñü ìîíîòîííîñòüþ g(x) è g′(x), ïîëó÷àåì:

T̂ (g)′ (x) =
g′
(

x
x+1

)
− xg′

(
1

x+1

)
(x+ 1)3︸ ︷︷ ︸

>0

+
g
(

1
x+1

)
− g

(
x
x+1

)
(x+ 1)2︸ ︷︷ ︸

>0

Àíàëîãè÷íûå âû÷èñëåíèÿ äëÿ âòîðîé ïðîèçâîäíîé ïîêàçûâàþò:

T̂ (g)′′ (x) =
g′′( x

x+1)+xg′′(
1

x+1)
(x+1)5

+
2(g( x

x+1)−g(
1

x+1))
(x+1)3

+
2(x+1)((x−1)g′( 1

x+1)−2g′(
x

x+1))
(x+1)5

≤ 0,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Äàëåå äîêàæåì îñíîâíîå ñâîéñòâî îïåðàòîðà, ðàäè êîòîðîãî ìû åãî,
ñîáñòâåííî, è ââîäèëè. Ðàññìîòðèì ìåðó dµ = dx

x
.

Ëåììà 6.
∫
Cn+1

g(x)dµ =
∫
Cn
T̂ (g(x))dµ

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàïîìíèì, ÷òî T (Cn) = Cn+1, ãäå T (x) = u0(x)∪u1(x).
Âîñïîëüçóåìñÿ òîãäà çàìåíîé ïåðåìåííîé äëÿ ïåðâîãî èíòåãðàëà. Ñëåäó-
åò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî u1(x) "ïåðåâîðà÷èâàåò"îòðåçîê [0, 1], òàê ÷òî
ïðè çàìåíå íåîáõîäèìî íå çàáûòü ïîìåíÿòü çíàê ïåðåä èíòåãðàëîì.∫
Cn+1

g(x)dµ =
∫
Cn+1

g(x)
x
dx =

∫
Cn

g(u0(x))
u0(x)

du0(x)+
∫
Cn

g(u1(x))
u1(x)

du1(x) =
∫
Cn

g(u0(x))
x/(1+x)

1
(1+x)2

dx+

+
∫
Cn

g(u1(x))
1/(1+x)

1
(1+x)2

dx =
∫
Cn

g(u0(x))
x(1+x)

dx+
∫
Cn

xg(u1(x))
x(1+x)

dx =
∫
Cn
T̂ (g(x))dµ,

÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Òàêèì îáðàçîì ìû ïîëó÷àåì, ÷òî
∫
Cn
g(x)dµ =

∫
C1
T̂ n−1(g(x))dµ =

1∫
1
2

T̂ n−1(g(x))dx
x
.

Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñîâåðøåííî òðèâèàëüíà, íî íåñìîòðÿ íà ýòî, î÷åíü
ïðèãîäèòñÿ íàì â äàëüíåéøåì:

Ëåììà 7. T̂ (g(1)) = g(1
2
)

Äîêàçàòåëüñòâî. T̂ (g(1)) = g(u0(1))+g(u1(1))
2

= 2g(1/2)
2

= g(1/2), ÷òî è òðå-
áîâàëîñü äîêàçàòü.

Äîêàæåì åùå îäíî ÷ðåçâû÷àéíî âàæíîå ñâîéñòâî îïåðàòîðà T̂ :

Ëåììà 8. Åñëè g(x) ∈ D, îïðåäåëåííàÿ íà C1, òî T̂ n(g(x) ≤ T̂ n−1(g(x))
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â äîêàçàòåëüñòâå ìû ïîëüçóåìñÿ ëåììîé 5) ò.å. òåì,
÷òî îïåðàòîð T̂ ñîõðàíÿåò ìîíîòîííîñòü, à òàêæå ëåììîé 7).

T̂ n(g(x)) ≤ max
{
T̂ n(g(x)) : x ∈ C1

}
= T̂ n(g(1)) = T̂ n−1(g(1

2
)) =

= min
{
T̂ n−1(g(x)) : x ∈ C1

}
≤ T̂ n−1(g(x))

Òåïåðü ó íàñ åñòü âñå, ÷òîáû ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü òåîðåìó 2.

Òåîðåìà 2. σ(n+ 1) ≤ σ(n)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü λ - ñòàíäàðòíàÿ ìåðà Ëåáåãà (èëè Æîðäàíà),
a ôóíêöèÿ ϕ(x) = x, [0, 1] → [0, 1], ïðè ýòîì ϕ(x), î÷åâèäíî, ëåæèò â
D. Ïî ëåììå 4) λ(Cn) = σ(n). C äðóãîé ñòîðîíû, λ(Cn+1) =

∫
Cn+1

dx =∫
Cn+1

ϕ(x)
x
dx =

∫
Cn+1

ϕ(x)dµ =
∫
C1
T̂ n(ϕ(x))dµ ≤

∫
C1
T̂ n−1(ϕ(x))dµ =

∫
Cn
ϕ(x)dµ = λ(Cn),

ãäå ÷åòâåðòîå è ïÿòîå ðàâåíñòâî ñëåäóþò èç ëåììû 6), à íåðàâåíñòâî -
èç ëåììû 8). Òåîðåìà äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 1. lim
n→∞

σ(n) = 0

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî ñëåäóåò èç òåîðåì 1) è 2).

×àñòü 6. Àñèìïòîòèêà σ(n) è σ
′
(n) Â ÷àñòè 2 ó íàñ áûëî òîæäå-

ñòâî:
∑

a1+...+at=n,at 6=1

1
[a1...at][[a1...at−1] +

1
[a1...at][[a1...at−1]

= 1, ïîñêîëüêó âòîðîå

ñëàãàåìîå ïî ñëåäñòâèþ 1) ñòðåìèòñÿ ê 0 ñ ðîñòîì n, âåðíî ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå:
∀ε > 0∃n :

∑
a1+...+at=n,at 6=1

1
[a1...at][a1...at−1] > 1 − ε, îòñþäà ìû ìîæèì ïîëó-

÷èòü ñëåäóþùóþ ëåììó:

Ëåììà 9. ∀ε > 0∃n :
n−1∑
a=2

σ
′
(n−a)
a

> 1
2
− ε

Äîêàçàòåëüñòâî. Àíàëîãè÷íî ëåììå 3)
1− ε <

∑
a1+...+at=n,at 6=1

1
[a1...at][[a1...at−1]

<
∑

a1+...+at=n,at 6=1

1
at[a1...at−1]2

=

=
n−1∑
at=2

1
at

∑
a1+...+at−1=n−at

1
[a1...at−1]2

=
n−1∑
at=2

2σ
′
(n−at)
at

, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêà-

çàòü.

Òåîðåìà 3. Äëÿ ïî÷òè âñåõ n âûïîëíÿåòñÿ ñëåäóþùåå: c1
log(n)

< σ(n) < c2
log(n)

,
ãäå êîíñòàòíòû c1 è c2 ìîæíî ÿâíî îöåíèòü.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñíà÷àëà âòîðîå íåðàâåíñòâî.Âîñïîëüçóåìñÿ

ìîíîòîííîñòüþ σ(n). 1 >
n−1∑
a=2

2σ
′
(n−a)
a+1

>
n−1∑
a=2

σ(n−a)
a+1

>
n−1∑
a=2

σ(n)
a+1
∼ σ(n) log(n)

Òàêèì îáðàçîì, σ(n) < 1
log(n)

.
Äîêàæåì ïåðâîå íåðàâåíñòâî. Ïóñòü, íàïðîòèâ, äëÿ ëþáîãî c > 0 áåñ-
êîíå÷íî ìíîãî ðàç âûïîëíÿåòñÿ σ(n) < c

log(n)
, ýòî îçíà÷àåò, ÷òî îò ∀k

òàêîãî, ÷òî n ≤ k ≤ n2 âåðíî ñëåäóþùåå σ(k) < σ(n) < c
log(n)

Äà-

ëåå ïî ëåììå 3), ãäå ε = 1
6
, äëÿ âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n âåðíî 1

3
<

n2−1∑
a=2

σ
′
(n2−a)
a

<
n2−1∑
a=2

σ(n2−a)
a

, ãäå n áåðåòñÿ èç óñëîâèÿ âûøå.
n2−1∑
a=2

σ(n2−a)
a

=

n2−n∑
a=2

σ(n2−a)
a

+
n2−1∑

a=n2−n

σ(n2−a)
a

<
n2−n∑
a=2

c
a log(n)

+
n2−1∑

a=n2−n

1
a
∼ 2c+O( 1

n
) Ïðè c < 1

6

ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Òåîðåìà ïîëíîñòüþ äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3) âåðíî è äëÿ σ
′
(n)

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî ñëåäóåò èç ëåììû 2)
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