
0.1 Òðàíñöåíäåíòíîñòü π.

Â 1893ã. Ýðìèò èññëåäîâàë åùå îäíî òîæäåñòâî ñ ýêñïîíåíöèàëüíîé ôóíêöèåé, äàþ-
ùåå â íåêîòîðîì ñìûñëå äóàëüíóþ ê âàðèàíòó, èçëîæåííîìó â ïàðàãðàôå 1, êîíñòðóê-
öèþ ïðèáëèæåíèé. Ìû èñïîëüçóåì ýòó êîíñòðóêöèþ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ñëåäóþùåãî
óòâåðæäåíèÿ.

Òåîðåìà 0.1. ×èñëî π òðàíñöåíäåíòíî.

Ïóñòü m è n íàòóðàëüíûå ÷èñëà. Ïîëîæèì

N + 1 = (m+ 1)(n+ 1), Q(x) =
m∏
k=0

(x− k)n+1.

Ëåììà 0.1. 1. Cïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

Rn(z) =
1

2πi

∫
C

ezζdζ

ζn+1(ζ − 1)n+1 · · · (ζ −m)n+1
=

m∑
k=0

Pk(z)e
kz, (1)

ãäå C åñòü îêðóæíîñòü ñ öåíòðîì â òî÷êå ζ = 0, ñîäåðæàùàÿ âíóòðè âñå òî÷êè

0, 1, . . . ,m è äëÿ êàæäîãî k, 0 ≤ k ≤ m, êîýôôèöèåíò Pk(z) åñòü ìíîãî÷ëåí îò z
ñòåïåíè íå âûøå n.

2. Êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ Pk(z) åñòü ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà, îãðàíè÷åííûå

ñâåðõó âåëè÷èíîé 2N , öåëîå ÷èñëî n!qN , ãäå q � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë

1, 2, . . . ,m åñòü îáùèé çíàìåíàòåëü âñåõ êîýôôèöèåíòîâ Pk(z).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðàâàÿ ÷àñòü òîæäåñòâà (1) åñòü ñóììà âû÷åòîâ ôóíêöèè, ñòîÿùåé
ïîä èíòåãðàëîì â åãî ëåâîé ÷àñòè, â òî÷êàõ 0, 1, . . . ,m. Äåéñòâèòåëüíî,

Rn(z) =
m∑
k=0

Resζ=k
ezζ

Q(ζ)
=

m∑
k=0

1

n!

(
d

dx

)n(
ezx

(x− k)n+1

Q(x)

) ∣∣∣
x=k

=

=
m∑
k=0

n∑
j=0

zn−jekz

(n− j)!j!

(
d

dx

)j (
(x− k)n+1

Q(x)

) ∣∣∣
x=k

.

òàê ÷òî

Pk(z) =
n∑

j=0

akj
zn−j

(n− j)!
, (2)

ãäå

akj =
1

j!

(
d

dx

)j (
(x− k)n+1

Q(x)

)∣∣∣
x=k

=
1

2πi

∫
|ζ−k|= 1

2

(ζ − k)n−jdζ

Q(ζ)
. (3)
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Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà akj îïðåäåëåíû íàìè ïðè âñåõ öåëûõ j, k ñ óñëîâèÿìè j ≥ 0 è
0 ≤ k ≤ m. Èç ýòîãî îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

(x− k)n+1

Q(x)
=

∞∑
j=0

ak,j(x− k)j. (4)

Ïîäñòàâèì â ýòî òîæäåñòâî x = k + qt, ãäå q � íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë
1, 2, . . . ,m. Òîãäà (4) ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

1
m∏
ℓ=0
ℓ̸=k

(k − ℓ+ qt)n+1

=
∞∑
j=0

ak,jq
jtj. (5)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî

q

k − ℓ+ qt
=

q

k − ℓ
· 1

1− q
ℓ−k

t
= −

∞∑
i=0

(
q

ℓ− k

)i+1

ti,

ò.å. ôóíêöèÿ q
k−ℓ+qt

ðàñêëàäûâàåòñÿ â òî÷êå t = 0 â ðÿä Òåéëîðà ñ öåëûìè êîýôôè-

öèåíòàìè, çàêëþ÷àåì ñ ïîìîùüþ (5), ÷òî ðÿä qN−n
∞∑
j=0

ak,jq
jtj èìååò öåëûå êîýôôè-

öèåíòû. Ïîýòîìó qN−n+jak,j ∈ Z è, çíà÷èò,

qN · ak,j ∈ Z, 0 ≤ j ≤ n. (6)

Äëÿ îöåíêè êîýôôèöèåíòîâ akj ñâåðõó âîñïîëüçóåìñÿ âòîðûì ðàâåíñòâîì (3).
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî íà êîíòóðå èíòåãðèðîâàíèÿ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî |z − k| = 1

2
, à

ïðè ëþáîì ℓ ̸= k íåðàâåíñòâà |z − ℓ| ≥ 1
2
, íàõîäèì

|akj| ≤
1

2n−j+1
2N+1 = 2N−n+j.

Òàêèì îáðàçîì,

|ak,j| ≤ 2N , k = 0, 1, . . . ,m, j = 0, 1, . . . , n. (7)

Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëèò íàì îöåíèòü ñâåðõó è ñíèçó èíòåãðàë Rn(z).

Ëåììà 0.2. Ïóñòüm - íàòóðàëüíîå è α ̸= 0 - êîìïëåêñíîå ÷èñëà. Òîãäà ïðè n −→ ∞
ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

Rn(α) = (2πN)−1/2e
mα
2 N−NeNαN(1 + o(1)),

ãäå N = (m+ 1)(n+ 1)− 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñäåëàåì â èíòåãðàëå Rn(α) çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ ζ,
ïîëîæèâ ζ = α−1τ . Ïîñëå ýòîãî ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

Rn(α) =
1

2πi
αN

∫
C′

eτdτ

τn+1(τ − α)n+1 · · · (τ −mα)n+1
.

Ïîëîæèì ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n ðàäèóñ îêðóæíîñòè C ′ â ïîñëåäíåé ôîðìó-
ëå ðàâíûì N . Çäåñü è äàëåå ñëîâà "äîñòàòî÷íî áîëüøîé"îçíà÷àþò "ïðåâîñõîäÿùèé
íåêîòîðóþ âåëè÷èíó, çàâèñÿùóþ îò α è m". Â ÷àñòíîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü n ñòîëü
áîëüøèì, ÷òî îêðóæíîñòü C ′ ñîäåðæèò âíóòðè âñå òî÷êè α, 2α, . . . ,mα. Òîãäà äëÿ
τ = Neiφ èìååì dτ = Nieiφdφ, è

Rn(α) =
1

2π
αN

∫ π

−π

eNeiφ(Neiφ)−Nbn(φ)dφ,

ãäå bn(φ) =
∏m

j=1 (1− jαN−1e−iφ))
−n−1

. Èìååì ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n

bn(φ) = exp

(
(n+ 1)

m∑
j=1

jα

N
e−iφ +O(n−1)

)
= exp

(mα

2
e−iφ

)
+O(n−1), (8)

ãäå ïîñòîÿííàÿ â O(n−1) çàâèñèò òîëüêî îò α, m è íå çàâèñèò îò φ.
Ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

Rn(α) = N−NeNαNFn, (9)

ãäå

Fn =
1

2π

∫ π

−π

eN(eiφ−1−iφ)bn(φ)dφ.

Îáîçíà÷èì λn = lnn√
n
è

Gn =
1

2π

∫ λn

−λn

eN(eiφ−1−iφ)bn(φ)dφ.

Ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

ℜ
(
eiφ − 1− iφ

)
= cosφ− 1 ≤

{
−φ2

π
, åñëè |φ| ≤ π

2
,

−1, åñëè π
2
≤ |φ| ≤ π.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî èç íèõ äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü, ÷òî ôóíêöèÿ 1−cosφ− φ2

π

èìååò íà îòðåçêå |φ| ≤ π
2
ìèíèìóì â òî÷êå φ = 0 è ýòîò ìèíèìóì ðàâåí íóëþ. Âòîðîå

íåðàâåíñòâî î÷åâèäíî. Òîãäà ïðè π
2
≥ |φ| ≥ λn íàõîäèì

ℜ
(
eiφ − 1− iφ

)
≤ −φ2

π
≤ − ln2 n

πn
. (10)
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Òàê êàê ln2 n
πn

< 1 óæå ïðè n ≥ 1, òî èìååì

ℜ
(
eiφ − 1− iφ

)
≤ − ln2 n

πn
íà ìíîæåñòâå λn ≤ |φ| ≤ π. (11)

Â ñèëó (8) è (11) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n èìååì

|Fn −Gn| ≤
1

2π

∫
π≥|φ|≥λn

e−N ln2 n
πn |bn(φ)|dφ ≤ exp

(
−m

4
ln2 n

)
.

Ïðè |φ| ≤ λn íàõîäèì

N
(
eiφ − 1− iφ

)
= N

(
−φ2

2
+O(φ3)

)
= −Nφ2

2
+O(n− 1

2 ln3 n),

è, çíà÷èò,

eN(e
iφ−1−iφ) = e−

Nφ2

2 +O(n− 1
2 ln3 n), (12)

Êðîìå òîãî èç (8) ñëåäóåò

bn(φ) = e
mα
2 +O(n− 1

2 lnn). (13)

Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè

x1 = eN(e
iφ−1−iφ), x2 = bn(φ), y1 = e−

Nφ2

2 , y2 = e
mα
2 .

Ïðè |φ| ≤ λn cïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

|x1x2 − y1y2| ≤ |x2| · |x1 − y1|+ |y1| · |x2 − y2| ≤ c1
ln3 n√

n
, (14)

ãäå c1 - ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò m è α. Çäåñü èñïîëüçîâàëèñü ðàâåíñòâà (12)
è (13), à òàêæå íåðàâåíñòâà |y1| ≤ 1 è |x2| ≤ em|α|. Ïîñëåäíåå ñïðàâåäëèâî ïðè âñåõ
äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n.

Ñ ïîìîùüþ (14) ïîëó÷àåì îöåíêó∣∣∣∣Gn −
1

2π
e

mα
2

∫ λn

−λn

e−
Nφ2

2 dφ

∣∣∣∣ ≤ c1
ln3 n√

n

∫ λn

−λn

dφ ≤ 2c1
ln4 n

n
. (15)

Ñäåëàåì â ïåðâîì èíòåãðàëå èç (15) çàìåíó ïåðåìåííîé èíòåãðèðîâàíèÿ φ =
t/
√
N . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èòñÿ

Gn =
1

2π
e

mα
2 N− 1

2

∫ λnN
1
2

−λnN
1
2

e−
t2

2 dt+O

(
ln4 n

n

)
=

1

2π
e

mα
2 N− 1

2

∫ ∞

−∞
e−

t2

2 dt(1 + o(1)).
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Êàê èçâåñòíî, 1
2π

∫∞
−∞ e−

t2

2 dt =
√
2π, ïîýòîìó Gn = (2πN)−

1
2 exp

(
mα
2

)
(1+o(1)), îòêóäà

ñëåäóåò, ÷òî

Fn = Gn + (Fn −Gn) = (2πN)−
1
2 e

mα
2 (1 + o(1)) +O(e−

m
3
ln2 n = (2πN)−

1
2 e

mα
2 (1 + o(1)).

Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â ðàâåíñòâî (9), ïðèõîäèì ê óòâåðæäåíèþ ëåììû 0.2.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 0.1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî π àëãåáðàè÷åñêîå. Òîãäà àë-
ãåáðàè÷åñêèì áóäåò è ÷èñëî α = 2πi. Îáîçíà÷èì ñòåïåíü åãî áóêâîé m è âûáåðåì
äîñòàòî÷íî áîëüøîå ïî ñðàâíåíèþ ñ m è α öåëîå ÷èñëî n. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî eα = 1, è
âîñïîëüçîâàâøèñü ëåììîé 0.1 ïðè z = α = 2πi, íàõîäèì

Rn(α) =
m∑
k=0

Pk(α) =
m∑
k=0

n∑
j=0

akj
αn−j

(n− j)!
.

Îïðåäåëèì òàêæå ìíîãî÷ëåí An(x) ∈ Z[x] ðàâåíñòâîì

An(x) = n!qN
m∑
k=0

n∑
j=0

akj
xn−j

(n− j)!
.

Âêëþ÷åíèå An(x) ∈ Z[x] ñðàçó æå ñëåäóåò èç ëåììû 0.1. Èç ýòîé æå ëåììû ïðè
äîñòàòî÷íî áîëüøîì n ñëåäóåò îöåíêà ñâåðõó äëÿH(An)� ìàêñèìàëüíîãî èç ìîäóëåé
êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà An(x), à òàêæå è äëÿ åãî ñòåïåíè

H(An(x)) ≤ qNn!2N(m+ 1) ≤ n!(3q)N , degAn(x) ≤ n.

Äàëåå, èç ëåììû 0.2 ïîëó÷àåì

0 < |An(α)| ≤ qNn!N−N(e|α|)N ≤ e−mn lnn+c2n. (16)

Òàê êàê An(α) ̸= 0, à α ïî ïðåäïîëîæåíèþ åñòü àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ñòåïåíè m,
íàõîäèì ñ ïîìîùüþ òåîðåìû Ëèóâèëëÿ, ñì. òåîðåìó ??, îöåíêó ñíèçó

|An(α)| ≥ (n!(3q)N)1−mc−n ≥ e−(m−1)n lnn−c3n, (17)

Çäåñü c, c2, c3 - ïîëîæèòåëüíûå âåëè÷èíû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò m è α.
Âåðõíÿÿ îöåíêà èç (16) ïðîòèâîðå÷èò îöåíêå ñíèçó èç (17) ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ n. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 0.1.

Çàìå÷àíèÿ.

1. Èç òîæäåñòâà (1) íå òðóäíî ïîëó÷èòü ðàçëîæåíèå ôóíêöèèRn(z) â ðÿä Òåéëîðà.
Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ðàçëîæèòü ôóíêöèþ ezζ â ðÿä ïî ñòåïåíÿì zζ è ïðîèíòåãðè-
ðîâàòü ðÿä, ïîëó÷èâøèéñÿ ïîä èíòåãðàëîì â ðàâåíñòâå (1) ïî÷ëåííî ïî ïåðåìåííîé
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ζ. Â ÷àñòíîñòè, òàêèì ñïîñîáîì ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî ðÿä Òåéëîðà äëÿ Rn(z) íà÷èíà-

åòñÿ ñ ÷ëåíà zN

N !
. Ê.Ë. Çèãåëü ïåðâûì çàìåòèë, ÷òî ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ýêñïîíåíò

ñ ïîëèíîìèàëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè, èìåþùàÿ áîëüøóþ êðàòíîñòü íóëÿ â òî÷êå
z = 0, ò.å. ìàëàÿ â ôóíêöèîíàëüíîì ñìûñëå, áóäåò ïðèíèìàòü ìàëûå çíà÷åíèÿ â
òî÷êàõ, ëåæàùèõ íå äàëåêî îò íà÷àëà êîîðäèíàò. Ýòî ïîçâîëèëî åìó äîêàçàòü ðÿä
ðåçóëüòàòîâ î òðàíñöåíäåíòíîñòè çíà÷åíèé öåëûõ ãèïåðãåîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé ñ
ðàöèîíàëüíûìè ïàðàìåòðàìè.

2. Ìåòîä, êîòîðûì áûëà äîêàçàíà òðàíñöåíäåíòíîñòü π, ïîçâîëÿåò äîêàçàòü è
áîëåå îáùèé ôàêò � òåîðåìó Ëèíäåìàíà î òðàíñöåíäåíòíîñòè ÷èñåë âèäà eα ïðè

ëþáîì àëãåáðàè÷åñêîì α ̸= 0. Â îáùåì ñëó÷àå ÷èñëî β = eα ̸= 1, è çíà÷åíèå èíòåãðàëà
Rn(α) èç ëåììû 0.1 ïðåäñòàâèìî â âèäå ìíîãî÷ëåíà ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè îò ÷èñåë α, β. Ïðåäïîëîæåíèå îá àëãåáðàè÷íîñòè ÷èñëà β ñ ïîìîùüþ íàäëåæàùåãî
îáîáùåíèÿ òåîðåìû Ëèóâèëëÿ íà ìíîãî÷ëåíû îò äâóõ ïåðåìåííûõ, êàê è â ñëó÷àå ñ
÷èñëîì π ïîçâîëÿåò ïðèâåñòè â ïðîòèâîðå÷èå âåðõíþþ è íèæíþþ îöåíêè äëÿ Rn(α).
Èç ýòîé òåîðåìû Ëèíäåìàíà ñëåäóåò òðàíñöåíäåíòíîñòü íàòóðàëüíûõ ëîãàðèôìîâ, à
òàêæå çíà÷åíèé òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé â íåíóëåâûõ àëãåáðàè÷åñêèõ òî÷êàõ.

6


