
Ïîñëåäíèå òðè ëåêöèè ïî òåîðèè ÷èñåë
Ëåêòîð À.È. Ãàëî÷êèí

ÎÁÎÇÍÀ×ÅÍÈß: A � ïîëå àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë, ZA� êîëüöî öåëûõ àëãåáðàè÷åñêèõ
÷èñåë. Äëèíîé ìíîãî÷ëåíà P íàçûâàåòñÿ ñóììà ìîäóëåé åãî êîýôôèöèåíòîâ L(P ).

27. Îáîáùåíèå òåîðåìû Ëèóâèëëÿ
íà ìíîãî÷ëåíû îò íåñêîëüêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë

Òåîðåìà.Ïóñòü α1, . . . , αs � àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà ñòåïåíåé ñîîòâåòñòâåííî m1, . . . , ms.
Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C = C(α1, . . . , αs), ÷òî äëÿ ëþáîãî
ìíîãî÷ëåíà P (x1, . . . , xs) ∈ Z[x1, . . . , xs] ëèáî P (α1, . . . , αs) = 0, ëèáî âûïîëíÿåòñÿ íåðà-
âåíñòâî

|P (α1, . . . , αs)| ≥ L1−(m1···ms)C−d, (1)
ãäå d è L � ñîîòâåòñòâåííî ñòåïåíü è äëèíà ìíîãî÷ëåíà P (x1, . . . , xs).

Äîêàçàòåëüñòâî ðàçîáüåì íà îòäåëüíûå ïóíêòû.

1) Ñóùåñòâóåò òàêîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî a, ÷òî âñå ÷èñëà aα1, . . . , aαs � öåëûå àëãåáðà-
è÷åñêèå.

Óòâåðæäåíèå áûëî äîêàçàíî ðàíåå. a ðàâíî ïðîèçâåäåíèþ ñòàðøèõ êîýôôèöèåíòîâ
êàíîíè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ÷èñåë α1, . . . , αs.

2) ×èñëî β = adP (α1, . . . , αs) ∈ ZA.
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè k1, . . . , ks � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà è k1 + · · · ks ≤ d, òî

adαk1
1 · · ·αks

s = (aα1)
k1 · · · (aαs)

ksad−k1−···ks ∈ ZA,
îòêóäà ëåãêî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå.

3) Ïóñòü αi1, . . . , αimi
. � ÷èñëà, ñîïðÿæåííûå àëãåáðàè÷åñêîìó ÷èñëó αi, i = 1, s. Òîãäà

âñå ÷èñëà
|adP (α1r1 , . . . , αsrs)| ≤ Cd

1L,

ãäå 1 ≤ ri ≤ mi, à ïîëîæèòåëüíàÿ ïîñòîÿííàÿ C1 íå çàâèñèò îò ìíîãî÷ëåíà P .

Óòâåðæäåíèå ëåãêî äîêàçûâàåòñÿ ñ

C1 = a max
i,j

(1, |αij|).
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4)A(x) =

m1∏
r1=1

· · ·
ms∏

rs=1

(x− adP (α1r1 , . . . , αsrs)) ∈ Q[x]

Óòâåðæäåíèå ëåãêî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

A(x) = A(x |α1, . . . , αs)

� ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí îòíîñèòåëüíî s ñèñòåì ïåðåìåííûõ αi =
=(αi1, . . . , αimi

) è èç ðàíåå äîêàçàííîé ëåììû î ñèììåòðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíàõ îò íåñêîëü-
êèõ ñèñòåì ñîïðÿæåííûõ àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü

B(x) = xn + bn−1x
n−1 + · · ·+ b0 = (x− β1) · · · (x− βn)

� ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà β = β1. Ïîñêîëüêó β ∈ ZA (ñì. ïóíêò 2)), òî B(x) ∈ Z[x]
è |b0| ≥ 1, åñëè òîëüêî P (α1, . . . , αs) 6= 0.

Ìíîãî÷ëåíû A(x) è B(x) èìåþò ðàöèîíàëüíûå êîýôôèöèåíòû è îáùèé êîðåíü β, à ò.ê.
B(x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ÷èñëà β, òî B(x) |A(x) è âñå êîðíè B(x) ñóòü êîðíè A(x).
À òîãäà ïî óòâåðæäåíèþ 3)

1 ≤ |b0| = |β| · |β2 · · · βs| ≤ ad|P (α1, . . . , αs)|(Cd
1L)n−1,

À òàê êàê n ≤ m1 · · ·ms, òî èç ýòîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñ
C = aC

(m1···ms)−1
1 .

28. Ëåììà Çèãåëÿ
îá îöåíêàõ ðåøåíèé ñèñòåì óðàâíåíèé ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè

Ëåììà. Ïóñòü aij ∈ Z, |aij| < A è

Li(x) =

q∑
j=1

aijxj, i = 1, p; p < q.

Òîãäà ñèñòåìà óðàâíåíèé
Li(x) = 0, i = 1, p

èìååò ðåøåíèå (x
(0)
1 , . . . , x

(0)
q ), x

(0)
j ∈ Z, òàêîå, ÷òî

0 < max
j
|x(0)

j | ≤ 1 + (qA)

p

q − p .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü X � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå áóäåò âûáðàíî â äàëüíåéøåì,
è êàæäàÿ èç âåëè÷èí xj ïóñòü íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ 0,±1, . . . ,±X.
Âñåãî ïîëó÷èì (2X +1)q íàáîðîâ x = (x1, . . . , xq). Êàæäîìó èç ýòèõ íàáîðîâ ñîîòâåòñòâóåò
íàáîð L(x) = (L1(x), . . . , Lp(x)), ïðè÷åì |Li(x)| ≤ qAX è, ñëåäîâàòåëüíî, âñåãî ìîæåò áûòü
íå áîëåå (2qAX + 1)p ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ L(x). Åñëè

(2X + 1)q > (2qAX + 1)p, (2)
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òî ïî ïðèíöèïó Äèðèõëå ìîæíî íàéòè äâà íàáîðà x: x(1) è x(2), êîòîðûì ñîîòâåòñòâóåò
îäèí è òîò æå íàáîð çíà÷åíèé L(x), òî åñòü

L(x(2))− L(x(1)) = L(x(2) − x(1)) = 0,

à, çíà÷èò, x(0) = x(2) − x(1) � ðåøåíèå ñèñòåìû, ïðè÷åì |x(0)| ≤ 2X.
Íåðàâåíñòâî (2) âûïîëíÿåòñÿ, åñëè

(2X + 1)q > ((qA)(2X + 1))p,

òî åñòü ïðè

2X > (qA)

p

q − p − 1,

à çíà÷èò ìîæíî íàéòè òàêîå ðåøåíèå x(0), ÷òî

2X ≤ (qA)

p

q − p + 1,

îòêóäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

29. Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Ëèíäåìàíà. Åå ñëåäñòâèÿ.
Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè, îöåíêè ee ïîðÿäêà íóëÿ.

Òåîðåìà Ëèíäåìàíà. Åñëè α � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò íóëÿ, òî ÷èñëî
eα òðàíñöåíäåíòíî.

Ñëåäñòâèÿ. 1) ×èñëî e òðàíñöåíäåíòíî.
2) ×èñëî π òðàíñöåíäåíòíî.
Ëåãêî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà eπi = −1.
3) Åñëè α � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò 0 è 1, òî ÷èñëî ln α òðàíñöåíäåíòíî.
Ëåãêî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà eln α = α.
4) Åñëè α 6= 0 �àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, òî ÷èñëà sin α, cos α, tg α òðàíñöåíäåíòíû.
Ýòè óòâåðæäåíèÿ ëåãêî ñëåäóþò èç ðàâåíñòâ

sin α =
eiα − e−iα

2i
, cos α =

eiα + e−iα

2
.

Â äàëüíåéøåì ïóñòü n � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå áóäåò âûáðàíî äîñòàòî÷íî áîëü-
øèì, γ1, γ2 . . . , � íå çàâèñÿùèå îò n ïîëîæèòåëüíûå ïîñòîÿííûå.
Ëåììà 1 Ñóùåñòâóåò òàêàÿ ôóíêöèÿ

f(z) =
n−1∑

k=0

n−1∑

l=0

aklz
kelz (3)

ñ êîýôôèöèåíòàìè akl ∈ Z, ÷òî
0 < max

k,l
|akl| < nγ1n, (4)

f (t)(0) = 0, t = 0, [n3/2]− 1, (5)
ãäå [·] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ôîðìóëû Ëåéáíèöà ñëåäóåò, ÷òî

f (t)(z) =
n−1∑

k,l=0

akl

min(t,k)∑
s=0

Cs
t k(k − 1) · · · (k − s + 1)zk−slt−selz. (6)

Ïîýòîìó

f (t)(0) =
n−1∑

k,l=0, k≤t

Ck
t (k!)lt−kakl,

è äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà íàì îñòàëîñü îöåíèòü ðåøåíèå ñèñòåìû èç p = [n3/2]
óðàâíåíèé (5) îòíîñèòåëüíî q = n2 íåèçâåñòíûõ akl. Èõ êîýôôèöèåíòû

|Ck
t (k!)lt−k| < 2n3/2

nnnn3/2

< n(3n3/2) = A

Ïî ëåììå Çèãåëÿ ñóùåñòâóåò íåíóëåâîå ðåøåíèå ýòîé ñèñòåìû â öåëûõ ÷èñëàõ akl, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

|akl| < 1 + (qA)

p

q − p < nγ1n.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ordz=a f(z) ïîðÿäîê íóëÿ ôóíêöèè f(z) â òî÷êå z = a.

Ëåììà 2 [n3/2] ≤ ordz=0 f(z) ≤ n2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà ñíèçó ñëåäóåò èç (5). Äîêàæåì ïðàâîå íåðàâåíñòâî. Âñå ôóíê-
öèè zkelz, k, l = 0, n− 1, ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ

Dn(D − 1)n · · · (D − n + 1)ny = 0, D =
d

dz
,

ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè ïîðÿäêà n2, ñëåäîâàòåëüíî, ôóíêöèÿ f(z) òîæå ÿâëÿåò-
ñÿ ðåøåíèåì ýòîãî óðàâíåíèÿ è, åñëè f (t)(0) = 0, t = 0, n2 − 1, òî ïî òåîðåìå î åäèí-
ñòâåííîñòè ðåøåíèÿ äèôôåðåíöèàëüíîãî óðàâíåíèÿ f(z) ≡ 0, ÷òî íåâîçìîæíî, ïîñêîëüêó
f(x) →∞ ïðè x → +∞, x ∈ R.

30. Îöåíêà âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè è çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû Ëèíäåìàíà.

Ïóñòü X � íå çàâèñÿùåå îò n íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå áóäåò âûáðàíî â äàëüíåéøåì,

T = min
x=0,X

ordz=xα f(z) (7)

Ëåììà 3 Ñïðàâåäëèâû íåðåâåíñòâà

|f (T )(xα)| < n−γ2n3/2−1/3(X−6)T , x = 0, X.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç (7) è ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ

g(z) = f(z)z−[n3/2](z − α)−T · · · (z −Xα)−T

èìååò ëèøü óñòðàíèìûå îñîáûå òî÷êè, ïîýòîìó äëÿ íåå ñïðàâåäëèâ ïðèíöèï ìàêñèìóìà
ìîäóëÿ. Âîçüìåì r = X|α|+ 1 <

√
n. Òîãäà

max
|z|≤r

|g(z)| ≤ max
|u|=2

√
n
|g(u)|.

Ïîýòîìó ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n

Mr = max
|z|≤r

|f(z)| ≤

≤ max
|u|=√n

|f(u)| · max|z|≤r, |u|=√n

∣∣∣∣
(

z

u

)[n3/2](
z − α

u− α

)T

· · ·
(

z −Xα

u−Xα

)T ∣∣∣∣ ≤

≤ n2nγ1n(
√

n)nen3/2 · n−0,4n3/2−0,4XT < n−1/3n3/2−1/3XT .

(8)

Äàëåå,
f (T )(xα) =

T !

2πi

∮

|z−xα|=1

f(z) dz

(z − xα)T+1
,

ïîýòîìó ïî ëåììå 2
f (T )(xα) ≤ (T !)Mr ≤ T T Mr ≤ n2T Mr

è èç (8) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ëèíäåìàíà. Èç (7) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ

x0, ÷òî f (T )(x0α) 6= 0, ïðè÷åì ýòà ïðîèçâîäíàÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì P (α, eα) ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè.

Äîïóñòèì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì íåíóëåâîì α îáà ÷èñëà α è eα àëãåáðàè÷åñêèå ñòåïå-
íåé ñîîòâåòñòâåííî m1 è m2. Òîãäà ê ìíîãî÷ëåíó P (α, eα) ìîæíî ïðèìåíèòü îáîáùåííóþ
òåîðåìó Ëèóâèëëÿ. Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (6) îöåíèì åãî äëèíó è ñòåïåíü:

L(P ) ≤ n2nγ1n(n!)xn
0

T∑
s=0

Cs
T (n− 1)T−s ≤ nγ3n+T , deg P ≤ n + Xn.

Èç îáîáùåííîé òåîðåìû Ëèóâèëëÿ ïîëó÷àåì, ÷òî

|f (T )(x0α)| = |P (α, eα)| ≥ (L(P ))1−m1m2C−deg P > n−γ4n−m1m2T .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ëåììå 3 ïðè X = 3m1m2 + 6 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|f (T )(x0α)| < n−γ2n3/2−m1m2T .

Ïîñëåäíèå äâå îöåíêè ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n ïðîòèâîðå÷èâû. Òåîðåìà Ëèíäåìàíà
äîêàçàíà.
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31. Ñåäüìàÿ ïðîáëåìà Ãèëüáåðòà.
Ôîðìóëèðîâêà òåîðåìû Ãåëüôîíäà � Øíåéäåðà. Åå ñëåäñòâèÿ.

Ïîñòðîåíèå âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû Ãåëüôîíäà-Øíåéäåðà, îöåíêè åå ïîðÿäêà íóëÿ.

Â 1900 ãîäó Ä.Ãèëüáåðò â ñâîåì äîêëàäå íà Âòîðîì ìåæäóíàðîäíîì êîíãðåññå ìàòå-
ìàòèêîâ íàçâàë 23 ïðîáëåìû "èññëåäîâàíèå êîòîðûõ ìîæåò ñòèìóëèðîâàòü äàëüíåéøåå
ðàçâèòèå íàóêè". Ïîä íîìåðîì ñåìü ôèãóðèðîâàëà ïðîáëåìà òðàíñöåíäåíòíîñòè àëãåáðà-
è÷åñêèõ ñòåïåíåé àëãåáðàè÷åñêèõ ÷èñåë.

×àñòè÷íîå ðåøåíèå ýòîé ïðîáëåìû áûëî íàéäåíî À.Î.Ãåëüôîíäîì â 1929 ãîäó è Ð.Î.Êóçüìèíûì
â 1930 ãîäó. Ïîëíîñòüþ åå ðåøèëè íåçàâèñèìî â 1934 ãîäó À.Î.Ãåëüôîíä è Ò.Øíåéäåð.

Òåîðåìà Ãåëüôîíäà � Øíåéäåðà. Ïóñòü a � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò
0 è 1, à β � àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî, íå ÿâëÿþùååñÿ ðàöèîíàëüíûì. Òîãäà ÷èñëî aβ = eβ ln a

òðàíñöåíäåíòíî.

Ïðèìå÷àíèå. Ïîä ln a ïîíèìàåòñÿ çíà÷åíèå, âçÿòîå íà ëþáîé âåòâè êîìïëåêñíîãî
ëîãàðèôìà.

Ñëåäñòâèÿ. 1) ×èñëî eπ òðàíñöåíäåíòíî.

Óòâåðæäåíèå ëåãêî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâà (eπ)i = −1.

2) Åñëè a è b � àëãåáðàè÷åñêèå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò 0 è 1, òî ÷èñëî loga b = (ln a)/(ln b)
ëèáî ðàöèîíàëüíî, ëèáî òðàíñöåíäåíòíî.

Óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç îñíîâíîãî ëîãàðèôìè÷åñêîãî òîæäåñòâà.

Ëåììà 4 Ïóñòü β ∈ ZA è

βm = bm−1β
m−1 + · · ·+ b1β + b0, bj ∈ Z, |bj| ≤ B. (9)

Òîãäà äëÿ ëþáîé íàòóðàëüíîé ñòåïåíè ÷èñëà β ñïðàâåäëèâû óòâåðæäåíèÿ:

βt = bt,m−1β
m−1 + · · ·+ bt,1β + bt,0, bt,j ∈ Z, |bt,j| ≤ (B + 1)t.

Êðîìå òîãî, åñëè k è l � íåîòðèöàòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå n, òî

(k + lβ)t = Bt,k,l,m−1β
m−1 + · · ·+ Bt,k,l,1β + Bt,k,l,0; Bt,k,l,j ∈ Z, |Bt,k,l,j| ≤ (B + 2)tnt.

Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ ïðîâîäèòñÿ ïî èíäóêöèè. Ïðè t ≤ m óòâåð-
æäåíèå ñëåäóåò èç (9). Ïóñòü îíî âåðíî ïðè t. Òîãäà â ñèëó (9)

βt+1 = bt,m−1(bm−1β
m−1 + · · ·+ b0) + bt,m−2β

m−1 + · · ·+ bt,0β,

è èç ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ëåãêî ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ïðè t + 1.
Äîêàæåì âòîðîå óòâåðæäåíèå

(k + lβ)t =
t∑

s=0

Cs
t k

t−sls
m−1∑
j=0

bsjβ
j,
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îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíòû ïðè βj íå ïðåâîñõîäÿò
t∑

s=0

Cs
t k

t−sls(B + 1)s = (k + l(B + 1))t ≤ (B + 2)tnt.

Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 5 Ïóñòü β � öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå ÷èñëî ñòåïåíè m. Òîãäà ñóùåñòâóåò òàêàÿ
ôóíêöèÿ

f(z) =
n−1∑

k=0

n−1∑

l=0

akle
(k+lβ)z

ñ êîýôôèöèåíòàìè akl ∈ Z, ÷òî

0 < max
k,l

|akl| < nγ5n,

f (t)(0) = 0, t = 0, [n3/2]− 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû èìååì:

f (t)(z) =
n−1∑

k,l=0

akl(k + lβ)te(k+lβ)z, (10)

ïîýòîìó ïî ëåììå 4

f (t)(0) =
n−1∑

k,l=0

akl(k + lβ)t =
n−1∑

k,l=0

m−1∑
s=0

Bt,k,l,sβ
sakl

Ïðèðàâíÿåì ê íóëþ êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ βs. Ïîëó÷èì ñèñòåìó
n−1∑

k,l=0

m−1∑
s=0

Bt,k,l,sakl = 0, t = 0, [n3/2]− 1, s = 0,m− 1,

ñîñòîÿùóþ èç p = m[n3/2] óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî q = n2 íåèçâåñòíûõ akl. Ïî ëåììå 4

|Bt,k,l,s| < (B + 2)tnt < n2n3/2

= A (t < n3/2)

è äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü ïðèìåíèòü ëåììó Çèãåëÿ.
Ïóñòü X � íå çàâèñÿùåå îò n íàòóðàëüíîå ÷èñëî, êîòîðîå áóäåò âûáðàíî â äàëüíåéøåì,

T = min
x=0,X

ordz=x ln a f(z) (11)

Ëåììà 6 [n3/2] ≤ ordz=0 f(z) ≤ n2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíêà ñíèçó ñëåäóåò èç ëåììû 5. Äîêàæåì ïðàâîå íåðàâåíñòâî.
Äîïóñòèì ïðîòèâíîå. Òîãäà

f (t)(0) =
n−1∑

k,l=0

akl(k + lβ)t = 0, t = 0, n2 − 1.

Ïîëó÷èëè ñèñòåìó èç n2 ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ n2 íåèçâåñòíûìè akl. Îïðåäåëèòåëü
ñèñòåìû åñòü îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà. Îí îòëè÷åí îò íóëÿ, òàê êàê, ââèäó èððàöèî-
íàëüíîñòè ÷èñëà β, âñå ÷èñëà k+lβ ðàçëè÷íû ìåæäó ñîáîé. Ñëåäîâàòåëüíî, ñèñòåìà ìîæåò
èìåòü ëèøü íóëåâîå ðåøåíèå, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå 5.

32. Îöåíêè âñïîìîãàòåëüíîé ôóíêöèè è çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû Ãåëüôîíäà-Øíåéäåðà.

Ëåììà 7 Ñïðàâåäëèâû íåðåâåíñòâà

|f (T )(x ln a)| < n−γ6n3/2−1/3(X−6)T , x = 0, X.

Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû âåñüìà ñõîäíî ñ äîêàçàòåëüñòâîì ëåììû 3. Íà ýòîò ðàç
íàäî ïðèìåíèòü ïðèíöèï ìàêñèìóìà ìîäóëÿ ê ôóíêöèè

g(z) = f(z)z−[n3/2](z − ln a)−T · · · (z −X ln a)−T

è ïîëîæèòü r = X| ln a|+ 1 <
√

n.
Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ãåëüôîíäà � Øíåéäåðà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî ÷èñëî β � öåëîå àëãåáðàè÷åñêîå � â ïðîòèâíîì ñëó÷àå óìíîæèì åãî íà òàêîå
íàòóðàëüíîå ÷èñëî b, ÷òîáû bβ ∈ ZA, äîêàæåì, ÷òî ÷èñëî abβ òðàíñöåíäåíòíî, è óæå
îòñþäà ëåãêî óñòàíîâèì òðàíñöåíäåíòíîñòü ÷èñëà aβ.

Èç (11) ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò òàêîé èíäåêñ x0, ÷òî f (T )(x0 ln a) 6= 0, ïðè÷åì ýòà
ïðîèçâîäíàÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì P (β, a, aβ) ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

Äîïóñòèì, ÷òî ïðè âûïîëíåííûõ óñëîâèÿõ òåîðåìû âñå òðè ÷èñëà β, a è aβ àëãåáðàè÷å-
ñêèå ñòåïåíåé ñîîòâåòñòâåííî m, m1 è m2. Òîãäà ê ìíîãî÷ëåíó P (β, a, aβ) ìîæíî ïðèìåíèòü
îáîáùåííóþ òåîðåìó Ëèóâèëëÿ. Ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (10) îöåíèì åãî äëèíó è ñòåïåíü:

L(P ) ≤ n2nγ5n(2n)T , deg P ≤ T + 2nX.

Èç îáîáùåííîé òåîðåìû Ëèóâèëëÿ ïîëó÷àåì, ÷òî

|f (T )(x0 ln a)| = |P (β, a, aβ)| > (L(P ))1−mm1m2C−deg P > n−γ7n−mm1m2T .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ëåììå 7 ïðè X = 3mm1m2 + 6 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

|f (T )(x0 ln a)| < n−γ6n3/2−mm1m2T .

Ïîñëåäíèå äâå îöåíêè ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n ïðîòèâîðå÷èâû. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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