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Ëåêöèÿ 7: Ñðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì. Ñðàâíåíèÿ ïåðâîé

ñòåïåíè. Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ. Äåëåíèå ìíîãî÷ëåíîâ â

ñðàâíåíèÿõ. Òåîðåìà Ëàãðàíæà.



Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ ïðîøëîé ëåêöèè.

1. Ïðåäñòàâëåíèå ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íûìè

äåñÿòè÷íûìè äðîáÿìè.

2. Áûñòðûé àëãîðèòì âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü.

3. Ñèñòåìà øèôðîâàíèÿ RSA.

4. Ïîñòðîåíèå áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñåë.

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë. Ëåêöèÿ 7.



Ãëàâà 5. Ñðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì.

Â ïðåäûäóùåé ãëàâå ìû óæå âñòðå÷àëèñü ñ çàäà÷åé íàõîæäåíèÿ

öåëûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ çàäàííûì ñðàâíåíèÿì.

• Ëåììà ïðî îáðàòèìûå ÷èñëà ïî ìîäóëþ m åñòü óòâåðæäåíèå îá

óñëîâèÿõ ðàçðåøèìîñòè â öåëûõ ÷èñëàõ x ñðàâíåíèÿ ax ≡ 1

(mod m).

• Óðàâíåíèå x2 − 5y2 = 3 íå èìååò ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ

ïîòîìó, ÷òî íåðàçðåøèìî ñðàâíåíèå x2 ≡ 3 (mod 5).

• Èç ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ïðîñòîãî p êàæäîå

öåëîå ÷èñëî óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ xp − x ≡ 0 (mod p).

• À ÷òîáû ïðî÷èòàòü ñîîáùåíèå, çàøèôðîâàííîå ñ ïîìîùüþ

ñõåìû RSA, íóæíî óìåòü ðåøàòü ñðàâíåíèÿ âèäà xe ≡ a

(mod m).

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë. Ëåêöèÿ 7.



Â ýòîé ãëàâå ìû îáñóäèì íåêîòîðûå îáùèå âîïðîñû, ñâÿçàííûå ñ

ðåøåíèåì ñðàâíåíèé, â êîòîðûå âõîäèò îäíà íåèçâåñòíàÿ

âåëè÷èíà, áóäåì îáîçíà÷àòü å¼ áóêâîé x . Â îòëè÷èå îò óðàâíåíèé

êàæäîå ñðàâíåíèå èìååò åù¼ è ìîäóëü. Ðàçðåøèìîñòü ñðàâíåíèé,

à òàêæå ñïîñîáû íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé, çàâèñÿò, êàê ìû óâèäèì â

äàëüíåéøåì, îò ñâîéñòâ ìîäóëÿ.

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë. Ëåêöèÿ 7.



�6.2. Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü äàíû öåëîå ÷èñëî m ≥ 2 è ìíîãî÷ëåí

f (x) = anxn + . . .+ a1x + a0 ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ãîâîðÿò,

÷òî öåëîå ÷èñëî u óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ

anx
n + . . .+ a1x + a0 ≡ 0 (mod m), (1)

åñëè f (u) ≡ 0 (mod m).

• Èç äîêàçàííûõ ðàíåå ñâîéñòâ ñðàâíåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ

ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà v , ñðàâíèìîãî ñ u ïî ìîäóëþ m,

âûïîëíÿåòñÿ f (v) ≡ f (u) ≡ 0 (mod m), äðóãèìè ñëîâàìè, âñå

÷èñëà êëàññà âû÷åòîâ x ≡ u (mod m) óäîâëåòâîðÿþò ñðàâíåíèþ

(1).

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë. Ëåêöèÿ 7.



Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ öåëûõ ÷èñåë,

óäîâëåòâîðÿþùèõ (1), åñëè îíî íå ïóñòî, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå

îáúåäèíåíèÿ íåñêîëüêèõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ êëàññîâ âû÷åòîâ ïî

ìîäóëþ m.

• Êàæäûé êëàññ âû÷åòîâ, ñîñòîÿùèé èç ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ

(1), íàçûâàåòñÿ ðåøåíèåì ñðàâíåíèÿ, à êîëè÷åñòâî òàêèõ êëàññîâ

âû÷åòîâ, íàçûâàåòñÿ ÷èñëîì ðåøåíèé ýòîãî ñðàâíåíèÿ.

• Ñîãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà êàæäîå öåëîå ÷èñëî

óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ xp − x ≡ 0 (mod p) ïðè ïðîñòîì p.

Ïîýòîìó êàæäûé êëàññ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p åñòü ðåøåíèå ýòîãî

ñðàâíåíèÿ, à ÷èñëî åãî ðåøåíèé ðàâíî p.

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë. Ëåêöèÿ 7.



Åñëè êîýôôèöèåíò ïðè ñòàðøåé ñòåïåíè x íå äåëèòñÿ íà m, ò.å.

m ∤ an, òî ãîâîðÿò, ÷òî ñòåïåíü ñðàâíåíèÿ (1) ðàâíà n.

• Íàïðèìåð, ñðàâíåíèå âòîðîé ñòåïåíè x2 − 1 ≡ 0 (mod 8) èìååò

÷åòûðå ðåøåíèÿ

x ≡ 1 (mod 8), x ≡ 3 (mod 8),

x ≡ 5 (mod 8), x ≡ 7 (mod 8).

Ñðàâíåíèþ óäîâëåòâîðÿåò êàæäîå íå÷åòíîå ÷èñëî.

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë. Ëåêöèÿ 7.



Ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è ñðàâíåíèÿ áîëåå îáùåãî âèäà

f (x) ≡ g(x) (mod m), (2)

ãäå f (x), g(x) � ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè.

• Èç ñâîéñòâ ñðàâíåíèé ñðàçó æå ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâà ÷èñåë,

óäîâëåòâîðÿþùèõ (2) è ñðàâíåíèþ f (x)− g(x) ≡ 0 (mod m)

ñîâïàäàþò. Òàê ÷òî âñå âîïðîñû, âîçíèêàþùèå â ñâÿçè ñî

ñðàâíåíèÿìè (2) ñðàçó æå ñâîäÿòñÿ ê ñîîòâåòñòâóþùèì âîïðîñàì

äëÿ ñðàâíåíèé, ñîäåðæàùèõ 0 â ïðàâîé ÷àñòè.

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë. Ëåêöèÿ 7.



�6.4. Ñðàâíåíèÿ ïåðâîé ñòåïåíè.

Êàæäîå ñðàâíåíèå ïåðâîé ñòåïåíè ìîæåò áûòü ïåðåïèñàíî â âèäå

ax ≡ b (mod m), m ∤ a. (3)

• Îñíîâíîé ðåçóëüòàò î òàêèõ ñðàâíåíèÿõ åñòü

Òåîðåìà 14.

Ñðàâíåíèå (3) ðàçðåøèìî åñëè è òîëüêî åñëè, b äåëèòñÿ íà

íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (a,m). Êîëè÷åñòâî ðåøåíèé â ýòîì

ñëó÷àå ðàâíî (a,m).

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë. Ëåêöèÿ 7.



Äîêàçàòåëüñòâî.

Ñðàâíåíèå (3) ðàçðåøèìî â òîì è òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà

èìååò ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ x , y óðàâíåíèå

ax +my = b. (4)

• Ðàíåå áûëî äîêàçàíî, ÷òî äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû (a,m)|b.

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë. Ëåêöèÿ 7.



Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî b äåëèòñÿ íà (a,m). Èç òîé æå

òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ èìååò âèä

x = x0 +
m

(a,m)
t, y = y0 −

a

(a,m)
t, (5)

ãäå ïàðà ÷èñåë x0, y0 åñòü êàêîå-ëèáî ôèêñèðîâàííîå ðåøåíèå, à t

� ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî.

Èòàê, ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë x , óäîâëåòâîðÿþùèõ ñðàâíåíèþ (3)

èìååò âèä

x = x0 +
m

(a,m)
t, t ∈ Z (6)

ïðè íåêîòîðîì öåëîì x0. Ðàññìîòðèì ÷èñëà

xk = x0 +
m

(a,m)
k , k = 1, 2, . . . , (a,m). (7)

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë. Ëåêöèÿ 7.



Äîêàæåì, ÷òî êàæäîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíåíèþ (3),

ñðàâíèìî ïî ìîäóëþ m ñ îäíèì èç ÷èñåë (6). Ïóñòü x èìååò âèä

(6) è k � òî èç ÷èñåë ñîâîêóïíîñòè 1, 2, . . . , (a,m), êîòîðîå

ñðàâíèìî ñ t ïî ìîäóëþ (a,m). Òîãäà t = k + q · (a,m) ñ

íåêîòîðûì öåëûì q, è

x = x0 +
m

(a,m)
(k + q · (a,m)) = xk + qm ≡ xk (mod m).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî âñå

÷èñëà (7) ëåæàò â ðàçíûõ êëàññàõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî xk ≡ xℓ (mod m), ãäå k , ℓ � ðàçëè÷íûå ÷èñëà

èç íàáîðà 1, 2, . . . , (a, b). Òîãäà

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë. Ëåêöèÿ 7.



m

(a,m)
k ≡ m

(a,m)
ℓ (mod m).

Ðàçäåëèâ îáå ÷àñòè è ìîäóëü ýòîãî ñðàâíåíèÿ íà öåëîå ÷èñëî
m

(a,m) ïîëó÷àåì â ñèëó ñâîéñòâà 7 ñðàâíåíèé, ÷òî k ≡ ℓ

(mod (a,m)). Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

□

• Äëÿ ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ (3) ìîæíî ðåøèòü â öåëûõ ÷èñëàõ

óðàâíåíèå (4), ÷òîáû íàéòè x0 è âîñïîëüçîâàòüñÿ ôîðìóëîé (7)

äëÿ íàõîæäåíèÿ ïðåäñòàâèòåëåé âñåõ íóæíûõ êëàññîâ âû÷åòîâ.

• Äëÿ óïðîùåíèÿ ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ âñå êîýôôèöèåíòû ìîæíî

çàìåíèòü èõ íàèìåíüøèìè íåîòðèöàòåëüíûìè âû÷åòàìè ïî

ìîäóëþ m.

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë. Ëåêöèÿ 7.



Çàìåòèì, òàêæå, ÷òî â ñëó÷àå ðàçðåøèìîñòè, ò.å äåëèìîñòè b íà

(a,m), îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ è ìîäóëü ìîæíî ðàçäåëèòü íà (a,m),

÷òî óïðîñòèò çàäà÷ó, ñâåäÿ å¼ ê ñðàâíåíèþ ñ ìåíüøèì ìîäóëåì,

íî íå èçìåíèò ìíîæåñòâî ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.

• Ðåøèì, íàïðèìåð, ñðàâíåíèå

38x ≡ 4 (mod 26).

Òàê êàê 38 ≡ 12 (mod 26), òî ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë,

óäîâëåòâîðÿþùèõ äàííîìó ñðàâíåíèÿ, à òàêæå ñðàâíåíèÿì

12x ≡ 4 (mod 26) è 6x ≡ 2 (mod 13) îäèíàêîâû.

• Ïîñêîëüêó (12, 26) = 2 è 2|4 íàõîäèì, ÷òî äàííîå ñðàâíåíèå
ðàçðåøèìî è èìååò äâà ðåøåíèÿ.

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë. Ëåêöèÿ 7.



Ïðèìåíèì ðàñøèðåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà äëÿ ðåøåíèÿ

óðàâíåíèÿ 6x + 13y = 2. Ñîñòàâèì ìàòðèöó äëÿ ýòîãî óðàâíåíèÿ
6 13

1 0

0 1


Ïåðâàÿ å¼ ñòðîêà ñîñòàâëåíà èç êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ,

âòîðàÿ ñòðîêà îòâå÷àåò çà ïåðåìåííóþ x , à òðåòüÿ çà ïåðåìåííóþ

y . Òàê êàê çíà÷åíèå ïîñëåäíåé ïåðåìåííîé íàñ íå èíòåðåñóåò, òî

äëÿ ñîêðàùåíèÿ âû÷èñëåíèé îïóñòèì ïîñëåäíþþ ñòðîêó â ýòîé

ìàòðèöå. È äàëåå ïðåîáðàçóåì å¼ ñ ïîìîùüþ äîïóñòèìûõ

ïðåîáðàçîâàíèé.

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë. Ëåêöèÿ 7.



 6 13

1 0

 ∼

 6 1

1 −2

 ∼

 0 1

13 −2

 .

×òîáû ïîëó÷èòü âòîðóþ ìàòðèöó, íóæíî óäâîèòü ïåðâûé ñòîëáåö

ïåðâîé ìàòðèöû è âû÷åñòü ðåçóëüòàò èç âòîðîãî ñòîëáöà. Ïåðâûé

ñòîëáåö òðåòüåé ìàòðèöû ïîëó÷àåòñÿ óìíîæåíèåì âòîðîãî

ñòîëáöà âòîðîé ìàòðèöû íà 6 è âû÷èòàíèåì ðåçóëüòàòà èç å¼

ïåðâîãî ñòîëáöà.

• Ìíîæåñòâî ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñðàâíåíèþ 6x ≡ 1

(mod 13), ñîñòîèò èç îäíîãî êëàññà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 13, à

èìåííî x ≡ −2 (mod 13), à ìíîæåñòâî ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ

6x ≡ 2 (mod 13) èìååò âèä x ≡ −2 · 2 (mod 13) ≡ −4 (mod 13).

• Êëàññû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 26 ñîäåðæàò ÷èñëà −4+ 13k ,

k = 1, 2 è ñîñòàâëÿþò äâà ðåøåíèÿ: x ≡ 9, x ≡ 22 (mod 26).

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë. Ëåêöèÿ 7.



�6.3. Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ.

Ïðè ðåøåíèè íåêîòîðûõ çàäà÷ âîçíèêàåò ïîòðåáíîñòü íàéòè

öåëûå ÷èñëà x , óäîâëåòâîðÿþùèå îäíîâðåìåííî íåñêîëüêèì

ñðàâíåíèÿì. Êàê è â ñëó÷àå óðàâíåíèé ïðè ýòîì ãîâîðÿò, ÷òî

òðåáóåòñÿ ðåøèòü ñèñòåìó ñðàâíåíèé.

• Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñèñòåìû ñðàâíåíèé ñïåöèàëüíîãî âèäà

x ≡ a1 (mod m1),

x ≡ a2 (mod m2),

. . . . . . . . . . . . . . .

x ≡ ak (mod mk),

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë. Ëåêöèÿ 7.



ãäå mi > 0, ai � çàäàííûå öåëûå ÷èñëà. Èõ ðåøåíèå òàêæå ìîæåò

áûòü ñâåäåíî ê ðåøåíèþ ñèñòåì óðàâíåíèé. Íî â îäíîì âàæíîì

÷àñòíîì ñëó÷àå ðåøåíèå ñèñòåìû (8) ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî

îòíîñèòåëüíî ëåãêî.

• Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå áûëî èçâåñòíî â Êèòàå ïðèìåðíî 2

òûñÿ÷åëåòèÿ íàçàä. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ îíî íîñèò íàçâàíèå

"êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ".

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë. Ëåêöèÿ 7.



Òåîðåìà 15.

Åñëè m1, . . . ,mk ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû, òî ñèñòåìà ñðàâíåíèé

(8) ðàçðåøèìà. Åñëè äëÿ öåëûõ ÷èñåë M ,Mi , bi âûïîëíåíû

ñîîòíîøåíèÿ

M = m1 · · ·mk , Mi =
M

mi
, Mibi ≡ ai (mod mi ), 1 ≤ i ≤ k ,

è

x0 = M1b1 + . . .+Mkbk , (8)

òî ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñèñòåìå ñðàâíåíèé

(8), ñîñòàâëÿåò êëàññ âû÷åòîâ x ≡ x0 (mod M).

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë. Ëåêöèÿ 7.



Ïîñêîëüêó â óñëîâèÿõ òåîðåìû (Mi ,mi ) = 1, òî ñóùåñòâîâàíèå

÷èñåë bi ñëåäóåò èç òåîðåìû 14.

• Çàìåòèì òàêæå, ÷òî ÷èñëà bi îïðåäåëÿþòñÿ íå åäèíñòâåííûì

ñïîñîáîì.

• Ïðè èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû 15 äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåì ñðàâíåíèé,

ñëåäóåò âûáèðàòü òå èç ÷èñåë bi , êîòîðûå äàþò ïî âîçìîæíîñòè

ìåíüøèå çíà÷åíèÿ x0.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Òàê êàê mi |Mj ïðè j ̸= i , òî ïðè ëþáîì i âûïîëíÿþòñÿ ñðàâíåíèÿ

x0 ≡ Mibi ≡ ai (mod mi ). (9)

Ýòî çíà÷èò, ÷òî ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ

ñèñòåìå (8) è ñðàâíåíèþ

x ≡ x0 (mod mi ), 1 ≤ i ≤ k , (10)

ñîâïàäàþò. Ñðàâíåíèÿ (10) âûïîëíÿþòñÿ â òîì è òîëüêî òîì

ñëó÷àå, êîãäà mi |(x − x0), 1 ≤ i ≤ k . Ó÷èòûâàÿ ïîïàðíóþ

âçàèìíóþ ïðîñòîòó ìîäóëåé mi , çàêëþ÷àåì, ÷òî (10)

ðàâíîñèëüíî óñëîâèþ M |(x − x0), ò.å. x ≡ x0 (mod M).

□
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Ïðèìåð. Ðåøèì ñèñòåìó ñðàâíåíèé

x ≡ 3 (mod 7), x ≡ 2 (mod 11), x ≡ 1 (mod 13), .

• Â äàííîì ñëó÷àå ìîäóëè 7, 11, 13 ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.

Ïîëüçóÿñü ñîîòíîøåíèÿìè òåîðåìû 15, íàõîäèì M = 7 · 11 · 13 =

1001,M1 = 11 · 13 = 143,M2 = 7 · 13 = 91,M3 = 7 · 11 = 77.

• Ðåøàÿ âñïîìîãàòåëüíûå ñðàâíåíèÿ

143x ≡ 3 (mod 7), 91x ≡ 2 (mod 11), 77x ≡ 1 (mod 13),

è âûáèðàÿ ïî îäíîìó ÷èñëó, óäîâëåòâîðÿþùåìó êàæäîìó èç íèõ,

íàõîäèì b1 = 1, b2 = −3, b3 = −1.
• Äàëåå âû÷èñëÿåì

x0 = 143 · 1− 91 · 3− 77 · 1 = −207 è x ≡ −207 (mod 1001).
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Ñëåäñòâèå 1.

Åñëè ÷èñëà a1, . . . , ak íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïðîáåãàþò

ïîëíûå ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî ìîäóëÿì m1, . . . ,mk ñîîòâåòñòâåííî,

òî ÷èñëà x0, îïðåäåë¼ííûå äëÿ êàæäîãî íàáîðà a1, . . . , ak ñ

ïîìîùüþ ðàâåíñòâà (8), ïðîáåãàþò ïîëíóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî

ìîäóëþ M = m1 · · ·mk .

• Ïîëó÷àþùèåñÿ óêàçàííûì â òåîðåìå 15 ñïîñîáîì ÷èñëà x0

ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì êëàññàì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ M .

• Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî a1, . . . , ak è a′
1
, . . . , a′k äâà

íàáîðà âû÷åòîâ ïî ìîäóëÿì m1, . . . ,mk , ïðè÷¼ì òàêèå, ÷òî ñ

íåêîòîðûì èíäåêñîì i ðàçíîñòü ai − a′i íå äåëèòñÿ íà mi .

Ïóñòü òàêæå ÷èñëà bj , b′j óäîâëåòâîðÿþò ñðàâíåíèÿì

Mjbj ≡ aj (mod mj), Mjb′j ≡ a′j (mod mj), j = 1, . . . , k è

x0 = M1b1 + . . .+Mkbk , x ′0 = M1b
′
1 + . . .+Mkb

′
k .
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• Åñëè x0 ≡ x ′
0
(mod M), òî âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå x0 ≡ x ′

0

(mod mj).

• Ó÷èòûâàÿ, ÷òî mi |Mj ïðè j ̸= i , çàêëþ÷àåì, ÷òî Mibi ≡ Mib′i
(mod mi ) è, çíà÷èò, ai ≡ a′i (mod mi ). Äðóãèìè ñëîâàìè ai , a′i
ïðèíàäëåæàò îäíîìó êëàññó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ mi . Òàêèì

îáðàçîì ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, îçíà÷àþùåå, ÷òî m1 · · ·mk = M

÷èñåë x0, îòâå÷àþùèõ ðàçëè÷íûì, óêàçàííûì â óñëîâèè

ñëåäñòâèÿ íàáîðàì a1, . . . , ak , ëåæàò â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ

âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ M è ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ.
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Ñëåäñòâèå 2.

Åñëè ÷èñëà a1, . . . , ak íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïðîáåãàþò

ïðèâåä¼ííûå ñèñòåìû âû÷åòîâ ïî ìîäóëÿì m1, . . . ,mk

ñîîòâåòñòâåííî, òî ÷èñëà x0, îïðåäåë¼ííûå äëÿ êàæäîãî íàáîðà

a1, . . . , ak ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (8), ïðîáåãàþò ïðèâåä¼ííóþ

ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ M = m1 · · ·mk .

• Âñå ÷èñëà x0, ïîëó÷åííûå ñîãëàñíî óñëîâèþ, ïðèíàäëåæàò

ðàçëè÷íûì êëàññàì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ M . Ýòî äîêàçàíî â

ñëåäñòâèè 1.

Òàê êàê ÷èñëà mj ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû, òî ñ ïîìîùüþ

ñðàâíåíèé (9) íàõîäèì

(M , x0) = (m1, x0) · · · (mk , x0) = (m1, a1) · · · (mk , ak).

Çíà÷èò ðàâåíñòâî (M , x0) = 1 âûïîëíÿåòñÿ â òîì è òîëüêî òîì

ñëó÷àå, êîãäà (mi , ai ) = 1, 1 ≤ i ≤ k . Ñëåäñòâèå äîêàçàíî.

□
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Ñëåäñòâèå 2 äàåò èíîå äîêàçàòåëüñòâî ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè

ôóíêöèè Ýéëåðà φ(n). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ÷èñëà a1, . . . , ak

íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïðîáåãàþò ïðèâåä¼ííûå ñèñòåìû

âû÷åòîâ ïî ìîäóëÿì m1, . . . ,mk , òî êîëè÷åñòâî ïîëó÷èâøèõñÿ

íàáîðîâ ðàâíî φ(m1) · · ·φ(mk).

Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2 ýòî ÷èñëî ðàâíî êîëè÷åñòâó êëàññîâ

âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ M , ñîñòîÿùèõ èç ÷èñåë, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ

M , ò.å. ðàâíî φ(M).

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ðàâåíñòâî φ(M) = φ(m1) · · ·φ(mk) ïðè

óñëîâèè, ÷òî ÷èñëà mi ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòû.
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Ðåøèì, íàïðèìåð, ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ñðàâíåíèé3x ≡ 5 (mod 4),

5x ≡ 2 (mod 7).

(11)

Óìíîæèâ îáà ñðàâíåíèÿ ñèñòåìû íà 3, è ïîëüçóÿñü òåì, ÷òî

3 · 3 ≡ 1 (mod 4), 3 · 5 ≡ 1 (mod 7), ïîëó÷èì ñèñòåìó ñðàâíåíèé ê

êîòîðîé ïðèìåíèìà êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ

x ≡ 3 (mod 4), x ≡ 6 (mod 7).

Ñîãëàñíî òåîðåìå 15 èìååì M = 4 · 7 = 28, M1 = 7, M2 = 4.

Ðåøàÿ ñðàâíåíèÿ 7b ≡ 3 (mod 4) è 4b ≡ 6 (mod 7), íàõîäèì

b1 = 1, b2 = −2. Òåïåðü ìîæíî ïîëó÷èòü ÷àñòíîå ðåøåíèå
èñõîäíîé ñèñòåìû ñðàâíåíèé x0 = 7 · 1− 4 · 2 = −1. Òàêèì
îáðàçîì, äàííàÿ ñèñòåìà ñðàâíåíèé èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå

x ≡ −1 (mod 28).
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�6.5. Ïîëèíîìèàëüíûå ñðàâíåíèÿ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ.

Â ýòîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ñðàâíåíèÿ âèäà

f (x) = anx
n + . . .+ a1x + a0 ≡ 0 (mod p), p ∤ an, (12)

ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå, äîêàçàííîå

Ëàãðàíæåì â 1768ã., íîñèò åãî èìÿ.

Òåîðåìà 16.

Ñðàâíåíèå (12) èìååò íå áîëåå n ðåøåíèé.

• Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ñîñòàâíîãî ìîäóëÿ, äàæå ïðè n = 1,

óòâåðæäåíèå òåîðåìû ìîæåò íàðóøàòüñÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Äîêàæåì òåîðåìó èíäóêöèåé ïî ñòåïåíè ñðàâíåíèÿ n. Ïðè n = 1

ñïðàâåäëèâîñòü å¼ óòâåðæäåíèÿ ñëåäóåò èç òåîðåìû 14.

• Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî n ≥ 2 è óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî

äëÿ âñåõ ñðàâíåíèé ñòåïåíè ìåíüøåé n. Ïóñòü x0 � öåëîå ÷èñëî,

óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíåíèþ (12).

• Òîãäà f (x0) ≡ 0 (mod p) è

f (x)− f (x0) =
n∑

k=1

ak(x
k − xk0 ) = (x − x0)g(x),

ãäå g(x) = anxn−1 + . . . ∈ Z[x ].
• Èç ýòîãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà x1,

óäîâëåòâîðÿþùåãî ñðàâíåíèþ (12) áóäåò âûïîëíÿòüñÿ ñðàâíåíèå

(x1 − x0)g(x1) ≡ 0 (mod p).

• Åñëè ïðè ýòîì x0, x1 ëåæàò â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ âû÷åòîâ ïî

ìîäóëþ p, ò.å. p ∤ (x1 − x0), òî áóäåì èìåòü g(x1) ≡ 0 (mod p).
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• Ïîýòîìó êàæäîå öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíåíèþ (12)

è íå ëåæàùåå â êëàññå âû÷åòîâ x0, ò.å. óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

p ∤ (x1 − x0), áóäåò ðåøåíèåì ñðàâíåíèÿ g(x) ≡ 0 (mod p).

• Ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ýòî ñðàâíåíèå èìååò íå

áîëåå n − 1 ðåøåíèé. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò íå áîëåå n

êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p, ýëåìåíòû êîòîðûõ óäîâëåòâîðÿþò

ñðàâíåíèþ (12).

□

Ñëåäñòâèå 3.

Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p cïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå

xp − x ≡ x(x − 1)(x − 2) · · · (x − p + 1) (mod p), (13)

ò.å. êîýôôèöèåíòû ïðè îäèíàêîâûõ ñòåïåíÿõ ïåðåìåííîé x â

ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ (13) ñðàâíèìû ìåæäó ñîáîé ïî ìîäóëþ p.

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë. Ëåêöèÿ 7.



Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

f (x) = xp − x − x(x − 1)(x − 2) · · · (x − p + 1) ∈ Z[x ].

• Ñòåïåíü åãî íå ïðåâîñõîäèò p − 1. Åñëè n � íàèáîëüøåå öåëîå

÷èñëî òàêîå, ÷òî êîýôôèöèåíò ïðè xn â ìíîãî÷ëåíå f (x) íå

äåëèòñÿ íà p, òî ñòåïåíü ñðàâíåíèÿ f (x) ≡ 0 (mod p) ðàâíà n.

• Äëÿ êàæäîãî a ∈ Z, 0 ≤ a < p ñîãëàñíî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà

èìååì f (a) = ap − a ≡ 0 (mod p). Çíà÷èò, êîëè÷åñòâî ðåøåíèé

ñðàâíåíèÿ f (x) ≡ 0 (mod p) ðàâíî p.

• Ïî òåîðåìå 16 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî p ≤ n. Ïîñêîëüêó

n ≤ p − 1, ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå, äîêàçûâàþùåå, ÷òî âñå

êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f (x) äåëÿòñÿ íà p. Ýòî çàâåðøàåò

äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.

□
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Ñðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè x â ïåðâîé ñòåïåíè ñëåâà è ñïðàâà

â ñðàâíåíèè (13), ïîëó÷àåì òåîðåìó Âèëüñîíà

−1 ≡ (p − 1)! (mod p)

Òåîðåìà 17.

Ïóñòü

f (x) = (xp − x)g(x) + r(x), r(x) ∈ Z[x ], deg r(x) < p.

Òîãäà ìíîæåñòâà öåëûõ ÷èñåë, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñðàâíåíèÿì

f (x) ≡ 0 (mod p) è r(x) ≡ 0 (mod p),

ñîâïàäàþò. Äðóãèìè ñëîâàìè, êàæäîå ñðàâíåíèå (12) ìîæíî

çàìåíèòü ðàâíîñèëüíûì åìó ñðàâíåíèåì ñòåïåíè, íå

ïðåâîñõîäÿùåé p − 1.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà a â ñèëó ìàëîé òåîðåìû Ôåðìà èìååì

f (a) = (ap − a)g(a) + r(a) ≡ r(a) (mod p).

Îòñþäà ñðàçó æå ñëåäóåò íóæíîå óòâåðæäåíèå.

□

Èíîãäà ñòåïåíü ñðàâíåíèÿ ìîæíî åù¼ óìåíüøèòü, íå èçìåíÿÿ

ïðè ýòîì ìíîæåñòâà ðåøåíèé. Äëÿ îïèñàíèÿ ýòîãî ñïîñîáà

óäîáíî âîñïîëüçîâàòüñÿ òåì, ÷òî êàæäîå öåëîå ÷èñëî, íå

äåëÿùååñÿ íà p, îáðàòèìî ïî ìîäóëþ p.
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Ïðèìåð 1. Ðàçäåëèòü ñ îñòàòêîì ìíîãî÷ëåí 3x3 + 2 íà

ìíîãî÷ëåí x − 2.

3x3 +0x2 +0x +2

3x3 −6x2

6x2 +0x

6x2 −12x

12x +2

12x −24

26

x − 2

3x2 + 6x + 12

3x3 + 2 = (x − 2) · (3x2 + 6x + 12) + 26.
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Åñëè ñòàðøèé êîýôôèöèåíò äåëèòåëÿ ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå

áîëüøå 1, òî ïðè äåëåíèè, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò ïîÿâèòüñÿ

äðîáè, ÷òî óñëîæíÿåò âû÷èñëåíèå. Ïðè äåëåíèè ïî ïðîñòîìó

ìîäóëþ ýòó ñëîæíîñòü ìîæíî èçáåæàòü.

Ïðèìåð 2. Ðàçäåëèòü ñ îñòàòêîì ìíîãî÷ëåí 3x3 + 2 íà

ìíîãî÷ëåí 2x + 1 ïî ìîäóëþ 5.

• Ñòàðøèé êîýôôèöèåíò äåëèòåëÿ ðàâåí 2 è îáðàòèì ïî ìîäóëþ

5. Òàê êàê 3 · 2 ≡ 1 (mod 5), òî 3(2x + 1) ≡ x − 2 (mod 5). Òåïåðü

ñòàðøèé êîýôôèöèåíò äåëèòåëÿ ñòàë ðàâíûì 1 è

âîñïîëüçîâàâøèñü ðåçóëüòàòîì ïðåäûäóùåãî ñëàéäà, íàéä¼ì

3x3 + 2 = (x − 2) · (3x2 + 6x + 12) + 26 ≡

3(2x + 1) · (3x2 + x + 2) + 1 (mod 5) ≡

(2x + 1) · (4x2 + 3x + 1) + 1 (mod 5).
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Ýòà èäåÿ ðàáîòàåò è â îáùåì ñëó÷àå. Ïðåäïîëîæèì, íàì íóæíî

ðàçäåëèòü ñ îñòàòêîì ìíîãî÷ëåí g(x) ∈ Z[x ] íà ìíîãî÷ëåí
f (x) = anxn + · · · ∈ Z[x ] ïî ìîäóëþ ïðîñòîãî ÷èñëà p. Äîïóñòèì

òàêæå, ÷òî p ∤ an.
Ðåøàÿ ñîîòâåòñòâóþùåå ñðàâíåíèå, íàéä¼ì öåëîå ÷èñëî u, äëÿ

êîòîðîãî u · an ≡ 1 (mod p). Òîãäà ìíîãî÷ëåí

f (x) = xn + · · · ≡ u · f (x) (mod p) èìååò öåëûå êîýôôèöèåíòû, à

åãî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí 1.

Ðàçäåëèâ ìíîãî÷ëåí g(x) íà f (x) ñ îñòàòêîì, íàéä¼ì

g(x) = f (x) · q(x) + r(x),

ãäå q(x), r(x) ∈ Z[x ].
Ïåðåõîäÿ ê ñðàâíåíèÿì, íàõîäèì

g(x) ≡ f (x) · uq(x) + r(x) = f (x)q(x) + r(x),

ãäå q(x) = u · q(x) ∈ Z[x ]. Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë. Ëåêöèÿ 7.



Ïðè ëþáîì ïðîñòîì p, âûïîëíÿÿ äåëåíèå ñ îñòàòêîì, ìîæíî

âû÷èñëÿòü íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ. Ýòîò

àëãîðèòì ïîäîáåí àëãîðèòìó äëÿ öåëûõ ÷èñåë è òàêæå íîñèò

íàçâàíèå àëãîðèòì Åâêëèäà. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü

ìíîãî÷ëåíîâ f (x) è g(x) áóäåò, êàê è äëÿ öåëûõ ÷èñåë,

îáîçíà÷àòüñÿ ñèìâîëîì (f (x), g(x)).

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë. Ëåêöèÿ 7.



Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ïîçâîëÿåò, íå íàðóøàÿ ðàâíîñèëüíîñòè,

ïîíèçèòü ñòåïåíü ñðàâíåíèÿ áîëüøå, ÷åì òåîðåìà 17.

Òåîðåìà 18. Ïóñòü f (x) è d(x) ìíîãî÷ëåíû ñ öåëûìè

êîýôôèöèåíòàìè, ïðè÷¼ì, d(x) åñòü íàèáîëüøèé îáùèé

äåëèòåëü f (x) è xp − x ïî ìîäóëþ p. Òîãäà ìíîæåñòâà ðåøåíèé

ñðàâíåíèé

f (x) ≡ 0 (mod p), è d(x) ≡ 0 (mod p) (14)

îäèíàêîâû.

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë. Ëåêöèÿ 7.


