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Ëåêöèÿ 5: Ñðàâíåíèÿ è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà. Êëàññû

âû÷åòîâ ïî çàäàííîìó ìîäóëþ. Ïîëíàÿ è ïðèâåäåííàÿ

ñèñòåìû âû÷åòîâ.Òåîðåìû Âèëüñîíà, Ýéëåðà è Ôåðìà.
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ ïðîøëîé ëåêöèè

Ôóíêöèÿ θ(n), n ∈ N, ìóëüòèïëèêàòèâíà, åñëè

θ(ab) = θ(a)θ(b).

äëÿ ëþáûõ äâóõ âçàèìíî ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b.

Ëåììà
Ïóñòü θ(n) � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ è

f (n) =
∑
d |n

θ(d), n ≥ 1,

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî âñåì íàòóðàëüíûì äåëèòåëÿì

÷èñëà n. Òîãäà f (n) � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ è

f (n) =
∏
p|n

(1 + θ(p) + θ(p2) + . . .+ θ(pνp(n))).
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Ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà µ(n) îïðåäåëÿåòñÿ íà

âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ðàâåíñòâàìè µ(1) = 1,

µ(n) = 0, åñëè p2|n; µ(p1p2 . . . pr ) = (−1)r , åñëèpiðàçëè÷íû.

Ëåììà
Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

∑
d |n

µ(d) =

1 åñëè n = 1,

0 åñëè n > 1,

∑
d |n

µ(d)

d
=

∏
p|n

(
1− 1

p

)
.

Òåîðåìà (Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ì¼áèóñà.)

Ïóñòü f (n) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà è

g(n) =
∑
d |n

f (d) ⇒ f (n) =
∑
d |n

µ(d)g
(n
d

)
.
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Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà n ≥ 1 îáîçíà÷èì ñèìâîëîì φ(n)
ôóíêöèþ Ýéëåðà, ò.å. êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå

ïðåâîñõîäÿùèõ n è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n.

Òåîðåìà (Ñâîéñòâà ôóíêöèè Ýéëåðà.)

1. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 2 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

φ(n) = n ·
∏
p|n

(
1− 1

p

)
.

2. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà ìóëüòèïëèêàòèâíà, ò.å. äëÿ ëþáûõ äâóõ

íàòóðàëüíûõ âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë a è b èìååì

φ(a · b) = φ(a) · φ(b).
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.

Ôóíêöèè

τ(n) = σ0(n) =
∑
d |n

1; σ(n) = σ1(n) =
∑
d |n

d

� êîëè÷åñòâî è ñóììà äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà

ìóëüòèïëèêàòèâíû.

Åñëè n = pk11 · · · pkmm , òî

τ(n) = (k1 + 1) · · · (km + 1), σ(n) =
∏
p|n

pνp(n)+1 − 1

p − 1
.
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Ãëàâà 4. ×èñëîâûå ñðàâíåíèÿ.

�4.1. Ñðàâíåíèÿ è èõ îñíîâíûå ñâîéñòâà.

Ïóñòü m ≥ 2 öåëîå ÷èñëî.

Îïðåäåëåíèå 1

Äâà öåëûõ ÷èñëà a è b íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè ïî ìîäóëþ m,
åñëè èõ ðàçíîñòü äåëèòñÿ íà m, ò.å. m|(a− b).

×èñëî m � ìîäóëü ñðàâíåíèÿ. Îáîçíà÷åíèå: a ≡ b (mod m).
Ñâîéñòâà:

1. a ≡ a (mod m) äëÿ ëþáîãî öåëîãî a.

2. Åñëè a ≡ b (mod m), òî b ≡ a (mod m).

3. Åñëè a ≡ b (mod m) è b ≡ c (mod m), òî a ≡ c (mod m).

4. Åñëè a ≡ b (mod m), c ≡ d (mod m), òî

a+ c ≡ b + d , a− c ≡ b − d , a · c ≡ b · d (mod m),

ò.å. ñðàâíåíèÿ ïî îäíîìó è òîìó æå ìîäóëþ ìîæíî

ïî÷ëåííî ñêëàäûâàòü âû÷èòàòü è óìíîæàòü.
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Åñëè a ≡ b (mod m), c ≡ d (mod m), òî

a+ c ≡ b + d , a− c ≡ b − d , a · c ≡ b · d (mod m),

Äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ ñðàâíåíèé ñëåäóþò èç ðàâåíñòâ

(b + d)− (a+ c) = (b − a) + (d − c),

(b − d)− (a− c) = (b − a)− (d − c),

bd − ac = (b − a)d + (d − c)a

è ñâîéñòâ äåëèìîñòè.

Èç ýòèõ ñâîéñòâ ñëåäóåò òàêæå, ÷òî ê ëþáîé èç ÷àñòåé

ñðàâíåíèÿ ìîæíî ïðèáàâèòü ëþáîå ÷èñëî êðàòíîå ìîäóëþ, îáå

÷àñòè ñðàâíåíèÿ ìîæíî óìíîæèòü íà îäíî è òî æå öåëîå ÷èñëî

è âîçâåñòè â îäíó è òó æå íàòóðàëüíóþ ñòåïåíü. Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àòñÿ âåðíûå ñðàâíåíèÿ.

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë



Â ÷àñòíîñòè, îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè a ≡ b (mod m) è P(x) �
ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî

P(a) ≡ P(b) (mod m).

Ïîäîáíîå ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ è äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ îò

íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ.

5. Åñëè ab ≡ ac (mod m) è (a,m) = 1, òî b ≡ c (mod m).

Äåéñòâèòåëüíî, ñîãëàñíî óñëîâèþ m|(ab − ac) = a(b − c) è òàê

êàê ïðè ýòîì m è a âçàèìíî ïðîñòû, òî ïîëó÷àåì m | (b − c), à
ýòî è òðåáîâàëîñü.

6. Îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ è ìîäóëü ìîæíî óìíîæèòü íà ëþáîå

îòëè÷íîå îò íóëÿ ÷èñëî, ò.å. èç ñðàâíåíèÿ a ≡ b (mod m)
ïðè d ̸= 0 ñëåäóåò ad ≡ bd (mod md).

7. Îáå ÷àñòè ñðàâíåíèÿ è ìîäóëü ìîæíî ðàçäåëèòü íà èõ

îáùèé ìíîæèòåëü, ò.å. èç ñðàâíåíèÿ ad ≡ bd (mod md)
ïðè d ̸= 0 ñëåäóåò a ≡ b (mod m).

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë



8. Åñëè a ≡ b (mod m), òî (a,m) = (b,m).

Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî b − a = mc ñ

íåêîòîðûì öåëûì c . Íî òîãäà b = a+mc è ìíîæåñòâî îáùèõ

äåëèòåëåé ÷èñåë a è m ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì îáùèõ

äåëèòåëåé ÷èñåë b è m. Â ÷àñòíîñòè, íàèáîëüøèå ýëåìåíòû

ýòèõ ìíîæåñòâ ñîâïàäàþò, ò.å. (a,m) = (b,m).

9. Åñëè a ≡ b (mod m) è d |m, òî a ≡ b (mod d).

10. Åñëè ñðàâíåíèå a ≡ b èìååò ìåñòî ïî íåñêîëüêèì

ìîäóëÿì, òî îíî èìååò ìåñòî è ïî ìîäóëþ, ðàâíîìó

íàèìåíüøåìó îáùåìó êðàòíîìó ýòèõ ìîäóëåé.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a ≡ b (mod mj), j = 1, 2, . . . , r , òî
ðàçíîñòü a− b äåëèòñÿ íà êàæäîå èç ÷èñåë mj . Íî òîãäà ìîæíî

óòâåðæäàòü, ÷òî a− b äåëèòñÿ íà íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå

ìîäóëåé m1, . . . ,mr .

Åñëè ðàçíîñòü a− b íå äåëèòñÿ íà m, áóäåì ïèñàòü a ̸≡ b
(mod m).
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Êàê ïðîñòåéøèé ïðèìåð èñïîëüçîâàíèÿ ñðàâíåíèé, äîêàæåì,

÷òî óðàâíåíèå

x2 − 5y2 = 3 (1)

íå èìååò ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåëûå ÷èñëà a è b óäîâëåòâîðÿþò äàííîìó

óðàâíåíèþ, ò.å. a2 − 5b2 = 3. Òîãäà a2 ≡ 3 (mod 5).
Öåëîå ÷èñëî a ñðàâíèìî ñ îäíèì èç ÷èñåë 0, 1, 2, 3, 4 ïî ìîäóëþ
5. Òîãäà a2 ñðàâíèìî ïî ýòîìó æå ìîäóëþ ñ îäíèì èç ÷èñåë

0, 1, 22 = 4, 32 ≡ 4, 42 ≡ 1, ò.å. ñ îäíèì èç ÷èñåë 0, 1, 4.
Òàê êàê 3 íå ñðàâíèìî ïî ìîäóëþ 5 íè ñ îäíèì èç ÷èñåë 0, 1, 4,
ïðèõîäèì ê ïðîòèâîðå÷èþ, äîêàçûâàþùåìó, ÷òî óðàâíåíèå (1)

íå èìååò ðåøåíèé â öåëûõ ÷èñëàõ.
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�4.2. Êëàññû âû÷åòîâ ïî äàííîìó ìîäóëþ.

• Ñâîéñòâà ñðàâíåíèé 1-3

1. a ≡ a (mod m) äëÿ ëþáîãî öåëîãî a.

2. Åñëè a ≡ b (mod m), òî b ≡ a (mod b) (mod m).

3. Åñëè a ≡ b (mod m) è b ≡ c (mod m), òî a ≡ c (mod m).

îçíà÷àþò, ÷òî âñ¼ ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë ðàçáèâàåòñÿ â

îáúåäèíåíèå íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ, ñîñòîÿùèõ èç

÷èñåë, ïîïàðíî ñðàâíèìûõ ìåæäó ñîáîé.

• Ýòè ïîäìíîæåñòâà íàçûâàþòñÿ êëàññàìè âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ

m. Ýëåìåíòû êàæäîãî èç ïîäìíîæåñòâ íàçûâàþòñÿ âû÷åòàìè

ýòîãî êëàññà. Êëàññ âû÷åòîâ, ñîäåðæàùèé öåëîå ÷èñëî a áóäåò

îáîçíà÷àòüñÿ a.
• Òàêèì îáðàçîì, a = b, åñëè è òîëüêî åñëè a ≡ b (mod m).
Ïðèìåð: Êëàññ âû÷åòîâ 0 ñîñòîèò èç âñåõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà

m.
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Êàæäîå öåëîå ÷èñëî a ïðåäñòàâèìî â âèäå

a = mq + r , 0 ≤ r < m,

ñ öåëûìè q, r . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî a è r ëåæàò â îäíîì êëàññå

âû÷åòîâ è, çíà÷èò, êàæäûé êëàññ âû÷åòîâ ñîäåðæèò öåëîå

÷èñëî r èç ïðîìåæóòêà 0 ≤ r < m.
• Òàêèì îáðàçîì, êîëè÷åñòâî êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m íå

ïðåâîñõîäèò m. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäîå èç ÷èñåë

0, 1, 2, . . . ,m − 1 ëåæèò â íåêîòîðîì êëàññå âû÷åòîâ è êëàññû

ýòè ðàçëè÷íû, âåäü ðàçíîñòü ëþáûõ äâóõ ÷èñåë èç óêàçàííîãî

ñïèñêà íå äåëèòñÿ íà m.
• Ýòè ðàññóæäåíèÿ äîêàçûâàþò, ÷òî ñóùåñòâóåò ðîâíî m
êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Êàæäûé èç íèõ ñîäåðæèò

åäèíñòâåííîå öåëîå ÷èñëî r èç ïðîìåæóòêà 0 ≤ r < m,
íàçûâàåìîå íàèìåíüøèì íåîòðèöàòåëüíûì âû÷åòîì êëàññà,

0, 1, . . . , m − 1

� âñå êëàññû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.
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Ëåììà 1
Ïóñòü a � öåëîå ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ ìîäóëåì m. Òîãäà
íàéäåòñÿ öåëîå ÷èñëî b, óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíåíèþ

ab ≡ 1 (mod m). (2)

Äîêàçàòåëüñòâî.

×èñëà

a, 2a, 3a, . . . ,ma (3)

íå ñðàâíèìû äðóã ñ äðóãîì ïî ìîäóëþ m. Âåäü åñëè ak ≡ aℓ
(mod m), ãäå k, ℓ � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿùèå m, òî
ïî ñâîéñòâó 5 ñðàâíåíèé âûïîëíÿåòñÿ k ≡ ℓ (mod m). Ýòî
âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå k = ℓ. Èòàê, ÷èñëà (3) ïðèíàäëåæàò
ðàçëè÷íûì êëàññàì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Êîëè÷åñòâî ýòèõ
÷èñåë ðàâíî m, ïîýòîìó êàêîå-òî èç íèõ, ñêàæåì ba
ïðèíàäëåæèò êëàññó 1. Òîãäà ab ≡ 1 (mod m).
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• Ïðèâåäåííîå íàìè äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1 íå êîíñòðóêòèâíî

è íå ïîçâîëÿåò íàéòè ÷èñëî b, óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíåíèþ (2).

• Ðàññìîòðèì äèîôàíòîâî óðàâíåíèå ax −my = 1 îòíîñèòåëüíî
íåèçâåñòíûõ x , y . Òàê êàê êîýôôèöèåíòû ýòîãî óðàâíåíèÿ

âçàèìíî ïðîñòû, òî ýòî óðàâíåíèå ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ.

• Ñ ïîìîùüþ ðàñøèðåííîãî àëãîðèòìà Åâêëèäà, äåéñòâóÿ òàê,

êàê ýòî îïèñàíî îïèñàíî ðàíåå, ìîæíî íàéòè ïàðó ÷èñåë

x = b, y = c , óäîâëåòâîðÿþùóþ ðàâåíñòâó ab −mc = 1. Òîãäà
ab ≡ 1 (mod m). Ýòè ðàññóæäåíèÿ äàþò åù¼ îäíî

äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.

• Åñëè (a,m) > 1, òî íè ïðè êàêîì öåëîì b ñðàâíåíèå (2)

âûïîëíÿòüñÿ íå ìîæåò.
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• Ïî ñâîéñòâó 8 ñðàâíåíèé, åñëè íåêîòîðûé êëàññ âû÷åòîâ

ñîäåðæèò ÷èñëî a âçàèìíî ïðîñòîå ñ ìîäóëåì, òî âñå âû÷åòû

ýòîãî êëàññà áóäóò âçàèìíî ïðîñòûìè ñ ìîäóëåì. Ïîýòîìó

ñðåäè âñåõ êëàññîâ âû÷åòîâ âûäåëÿþòñÿ êëàññû, ñîñòîÿùèå èç

ýëåìåíòîâ, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ ìîäóëåì.

• Ýòè êëàññû èìåþò âèä k äëÿ 0 ≤ k < m è (k ,m) = 1.
Êîëè÷åñòâî òàêèõ ÷èñåë k ðàâíî φ(m), ò.å. çàäà¼òñÿ ôóíêöèåé

Ýéëåðà.
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Íà ÿçûêå ñðàâíåíèé óäîáíî îïèñûâàòü òàê íàçûâàåìûå

ïðèçíàêè äåëèìîñòè ÷èñåë. Ïðè íàëè÷èè êàëüêóëÿòîðà èëè

êîìïüþòåðà, êîíå÷íî, óäîáíåå âîñïîëüçîâàòüñÿ òåõíè÷åñêèìè

ñðåäñòâàìè, íî èíîãäà áûâàåò ïîëüçà è îò âû÷èñëåíèé íà

áóìàãå. Ïðåäïîëîæèì íàì íóæíî óçíàòü, äåëèòñÿ ëè äàííîå

íàòóðàëüíîå ÷èñëî N íà íåêîòîðîå äðóãîå ÷èñëî d . Èäåÿ âñåõ

ïðèçíàêîâ äåëèìîñòè ñîñòîèò â òîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü ìåíüøåå

÷èñëî M, äåëÿùååñÿ íà d îäíîâðåìåííî ñ N.

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë



Ñëåäóþùèé îáùèé ñïîñîá îñíîâàí íà èñïîëüçîâàíèè ëåììû 1.

• Ïóñòü d � íàòóðàëüíîå ÷èñëî, âçàèìíî ïðîñòîå ñ îñíîâàíèåì

ñèñòåìû ñ÷èñëåíèÿ 10. Òîãäà ñîãëàñíî ëåììå 1 íàéäåòñÿ ÷èñëî

k , äëÿ êîòîðîãî 10k ≡ 1 (mod d).
• Ïóñòü òåïåðü N = 10u + v , ãäå u, v öåëûå ÷èñëà. Òîãäà

ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå ïî ìîäóëþ d

N = 10u + v ≡ 10u + 10kv = 10(u + kv) (mod d)

• Îáîçíà÷èì M = u + kv . Ïîñêîëüêó ÷èñëà 10 è d âçàèìíî

ïðîñòû, òî èç ñðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî N è M îäíîâðåìåííî

äåëÿòñÿ íà d .
• Âîïðîñ î äåëèìîñòè N íà ÷èñëî d ñâîäèòñÿ ê âûÿñíåíèþ,

äåëèòñÿ ëè íà d ÷èñëî M. Åñëè ïðè ýòîì îêàæåòñÿ, ÷òî M < N,
òî íàøà çàäà÷à óïðîñòèëàñü.

• Â ñëåäóþùèõ ïðèìåðàõ ÷èñëî v ðàâíî ìëàäøåé öèôðå â

äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà N.
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d = 7. Â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå 10 · (−2) ≡ 1
(mod 7) è ìîæíî âçÿòü k = −2. Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò,
÷òî ÷èñëî N = 10u + v äåëèòñÿ íà 7 îäíîâðåìåííî ñ ÷èñëîì

u − 2v . Çàìåíÿÿ äàííîå ÷èñëî N ìåíüøèìè ÷èñëàìè ïî ýòîìó

ïðàâèëó ìû ïîëó÷àåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü óáûâàþùèõ ÷èñåë

Ni . Ïóñòü, íàïðèìåð, N = 22624. Òîãäà

N1 = 2262−2·4 = 2254, N2 = 225−2·4 = 217, N3 = 21−2·7 = 7.

Òàê êàê ïîñëåäíåå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 7, òî 22624 òàêæå äåëèòñÿ

íà 7.
d = 13. Èìååì 10 · 4 ≡ 1 (mod 13) è ìîæíî âçÿòü k = 4. ×èñëî
N = 10u + v äåëèòñÿ íà 13 îäíîâðåìåííî ñ ÷èñëîì u + 4v .
Ïóñòü, íàïðèìåð, N = 32721. Òîãäà

N1 = 3272+4·1 = 3276, N2 = 327+4·6 = 351, N3 = 35+4·1 = 39.

Ïîñëåäíåå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 13, ïîýòîìó è 32721 äåëèòñÿ íà 13.
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d = 17. Èìååì 10 · (−5) ≡ 1 (mod 17) è ìîæíî âçÿòü k = −5.
×èñëî N = 10u + v äåëèòñÿ íà 17 îäíîâðåìåííî ñ ÷èñëîì

u − 5v . Ïóñòü, íàïðèìåð, N = 39321. Òîãäà

N1 = 3932−5·1 = 3927, N2 = 392−5·7 = 357, N3 = 35−5·7 = 0.

Èòàê, ÷èñëî 39321 äåëèòñÿ íà 17.
• Ïðè d = 19 ìîæíî âçÿòü k = 2, ïðè d = 23 èìååì k = 7, è
k = 3 ïðè d = 29.
• Äëÿ d = 3 è d = 9 èìååì k = 1 è, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü,

ïîëó÷àåì èçâåñòíûé ïðèçíàê: íàòóðàëüíîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 3
èëè 9, åñëè ñóììà åãî öèôð äåëèòñÿ íà 3 èëè 9.
• Â ñëó÷àå d = 11 èìååì k = −1 è ïðèçíàê äåëèìîñòè:

íàòóðàëüíîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà 11 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

êîãäà çíàêî÷åðåäóþùàÿñÿ ñóììà åãî öèôð äåëèòñÿ íà 11. Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ýòèõ óòâåðæäåíèé íóæíî èñïîëüçîâàòü

èíäóêöèþ ïî êîëè÷åñòâó öèôð.
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�4.3. Ïîëíàÿ è ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìû âû÷åòîâ.

• Ñîâîêóïíîñòü ïðåäñòàâèòåëåé âñåõ êëàññîâ âû÷åòîâ ïî

çàäàííîìó ìîäóëþ m ≥ 2 íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé âû÷åòîâ

ïî ìîäóëþ m.
Ïðèìåðû ïîëíûõ ñèñòåì âû÷åòîâ.

1. ×èñëà 0, 2, 22 = 4, 23 = 8, 24 = 16 ïî ìîäóëþ 5.
2. Íàèìåíüøèå íåîòðèöàòåëüíûå âû÷åòû âñåõ êëàññîâ

0, 1, . . . ,m − 1.
3. Ëþáûå m ÷èñåë ïîïàðíî íåñðàâíèìûå äðóã ñ äðóãîì ïî

ìîäóëþ m, âåäü îíè ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì êëàññàì âû÷åòîâ,

à êîëè÷åñòâî èõ ðàâíî ÷èñëó êëàññîâ, ñì. äîêàçàòåëüñòâî

ëåììû 1.

4. Àáñîëþòíî íàèìåíüøèå âû÷åòû êëàññîâ ïî ìîäóëþ m, ò.å.
÷èñëà x , óäîâëåòâîðÿþùèå íåðàâåíñòâàì −m

2 < x ≤ m
2 . Ïðè

m = 5 èìååì íàáîð −2,−1, 0, 1, 2, à ïðè m = 6 ñèñòåìó

âû÷åòîâ −2,−1, 0, 1, 2, 3.
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Â ïðåäûäóùåì ïàðàãðàôå áûëî äîêàçàíî, ÷òî ñóùåñòâóåò φ(m)
êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m, ñîñòîÿùèõ èç ÷èñåë âçàèìíî

ïðîñòûõ ñ ìîäóëåì.

• Ëþáîé íàáîð ïðåäñòàâèòåëåé âñåõ ýòèõ êëàññîâ âû÷åòîâ

íàçûâàåòñÿ ïðèâåäåííîé ñèñòåìîé âû÷åòîâ.

• Ëþáûå φ(m) ÷èñåë, ïîïàðíî íåñðàâíèìûå äðóã ñ äðóãîì ïî

ìîäóëþ m è âçàèìíî ïðîñòûå ñ ìîäóëåì, îáðàçóþò

ïðèâåä¼ííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Âåäü îíè ëåæàò â

ðàçëè÷íûõ êëàññàõ, ñîñòîÿùèõ èç ÷èñåë âçàèìíî ïðîñòûõ ñ m,
à êîëè÷åñòâî èõ ðàâíî êîëè÷åñòâó òàêèõ êëàññîâ.

Òåîðåìà 10

Ïóñòü a,m ≥ 2, � öåëûå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà. Òîãäà
1. åñëè x ïðîáåãàåò ïîëíóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m, òî
ax + b, ãäå b � ëþáîå öåëîå ÷èñëî, òàêæå ïðîáåãàåò ïîëíóþ

ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m;
2. åñëè x ïðîáåãàåò ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ

m, òî ax òàêæå ïðîáåãàåò ïðèâåäåííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî

ýòîìó ìîäóëþ.
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ äîñòàòî÷íî

ïðîâåðèòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ÷èñåë x1 è x2, ëåæàùèõ â
ðàçëè÷íûõ êëàññàõ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m, ÷èñëà ax1 + b è

ax2 + b òàêæå ëåæàò â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ âû÷åòîâ.

• Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Òîãäà

ax1 + b ≡ ax2 + b (mod m).

Èç ýòîãî ñðàâíåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî ax1 ≡ ax2 (mod m) è,
ïîñêîëüêó ÷èñëà a,m âçàèìíî ïðîñòû, ïî ñâîéñòâó 5 ñðàâíåíèé

çàêëþ÷àåì, ÷òî x1 ≡ x2 (mod m). Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê
x1 è x2 ïðèíàäëåæàò ðàçëè÷íûì êëàññàì âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ

m. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû äîêàçàíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ.

Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ

÷èñåë x1, x2 ïðèâåä¼ííîé ñèñòåìû âû÷åòîâ ÷èñëà ax1, ax2 ëåæàò
â ðàçëè÷íûõ êëàññàõ âû÷åòîâ. Îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî äëÿ x ,
ëåæàùåãî â ïðèâåä¼ííîé ñèñòåìå âû÷åòîâ, ÷èñëî ax âçàèìíî

ïðîñòî ñ m. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè d � îáùèé äåëèòåëü m è ax ,
òî d |ax , (d , a) = 1. Ïî ñâîéñòâó äåëèìîñòè (ñëåäñòâèå 2 èç

òåîðåìû 2) çàêëþ÷àåì, ÷òî d |x . Òàê êàê (x ,m) = 1, ýòî
âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå, êîãäà d = 1. Òåîðåìà äîêàçàíà
ïîëíîñòüþ.

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë



�4.4. Òåîðåìà Âèëüñîíà.

Òåîðåìà 11

Äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

(p − 1)! + 1 ≡ 0 (mod p).

Äëÿ p = 2 è p = 3 óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ, ïîýòîìó,

äîêàçûâàÿ òåîðåìó, äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî p ≥ 5.
• Ïóñòü a � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî èç ïðîìåæóòêà 1 ≤ a < p.
Òàê êàê (a, p) = 1, òî ïî ëåììå 1 ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî b,
óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíåíèþ ab ≡ 1 (mod p). Ïðè ýòîì ìîæíî

ñ÷èòàòü, ÷òî b åñòü íàèìåíüøèé íåîòðèöàòåëüíûé âû÷åò â

ñâîåì êëàññå. ßñíî, ÷òî b ̸= 0, ò.å. 1 ≤ b < p.
• ×èñëî b îïðåäåëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì îáðàçîì. Âåäü åñëè

ab1 ≡ 1 (mod p), ab2 ≡ 1 (mod p), òî p|a(b1 − b2) è p|(b1 − b2),
÷òî ïðè ðàçëè÷íûõ b1, b2 èç ïðîìåæóòêà 1 ≤ b < p íåâîçìîæíî.
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Åñëè b ≡ a (mod p), òî a2 ≡ ab ≡ 1 (mod p) è
p|(a2 − 1) = (a− 1)(a+ 1). Òàê êàê p ïðîñòîå ÷èñëî, ýòî

âîçìîæíî ëèøü â ñëó÷àå a = 1 èëè a = p − 1.
• Èç äîêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë a èç

ïðîìåæóòêà 1 < a < p − 1 ìîæåò áûòü ðàçáèòî íà ïàðû

ðàçëè÷íûõ öåëûõ ÷èñåë a, b, óäîâëåòâîðÿþùèõ ñðàâíåíèþ
ab ≡ 1 (mod p).
• Ñëåäîâàòåëüíî,

p−2∏
k=2

k ≡ 1 (mod p).

Óìíîæàÿ ýòî ñðàâíåíèå íà p − 1, ïîëó÷àåì

(p − 1)! ≡ p − 1 ≡ −1 (mod p).

• Äëÿ ñîñòàâíûõ ÷èñåë òåîðåìà Âèëüñîíà, êîíå÷íî,

íàðóøàåòñÿ. Âåäü åñëè öåëîå ÷èñëî N èìååò äåëèòåëü

d , 1 < d < N, òî (N − 1)! äåëèòñÿ íà d . Çíà÷èò, (N − 1)! + 1 íà

d íå äåëèòñÿ, à ïîòîìó íå äåëèòñÿ è íà N.
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�4.5. Òåîðåìû Ýéëåðà è Ôåðìà.

Òåîðåìà 12 (Ë. Ýéëåð, 1760ã.)

Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà a, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ ìîäóëåì m,
âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå

aφ(m) ≡ 1 (mod m).

Ïóñòü r1, . . . , rh � êàêàÿ-íèáóäü ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ

ïî ìîäóëþ m. Òîãäà h = φ(m). Ñîãëàñíî òåîðåìå 10 ìíîæåñòâî
÷èñåë ar1, ar2, . . . , arh òàêæå ñîñòàâëÿåò ïðèâåä¼ííóþ ñèñòåìó

âû÷åòîâ. Ýòî çíà÷èò, ÷òî êàæäîå ÷èñëî âòîðîé ñèñòåìû ëåæèò

â îäíîì êëàññå ñ êàêèì-ëèáî åäèíñòâåííûì ÷èñëîì ïåðâîé

ñèñòåìû âû÷åòîâ. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâû ñðàâíåíèÿ

ar1 · ar2 · · · arh ≡ r1 · r2 · · · rh (mod m). (4)
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ýéëåðà.

ar1 · ar2 · · · arh ≡ r1 · r2 · · · rh (mod m).

Òàê êàê êàæäîå èç ÷èñåë rj âçàèìíî ïðîñòî ñ ìîäóëåì, òî
ñðàâíåíèå (4) ìîæíî ñîêðàòèòü íà êàæäîå èç rj . Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷àåì ñðàâíåíèå ah ≡ 1 (mod m) èëè aφ(m) ≡ 1 (mod m).
Òåîðåìà Ýéëåðà äîêàçàíà.

Íàïðèìåð, äëÿ m = 10 èìååì φ(10) = 4. Â ñîîòâåòñòâèè ñ

òåîðåìîé Ýéëåðà ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî êàæäîå íå÷åòíîå

÷èñëî a, íå äåëÿùååñÿ íà 5, óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ a4 ≡ 1
(mod 10), ò.å. ïîñëåäíÿÿ öèôðà â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà a4

ðàâíà 1. È äåéñòâèòåëüíî,

14 = 1, 34 = 81, 74 = 2401, 94 = 6561.

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë



Ðàññìîòðèì åù¼ îäèí ïðèìåð: îïðåäåëèòü ïîñëåäíèå òðè

öèôðû â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ÷èñëà 32026.
• Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ñîñ÷èòàòü 32026 (mod 1000). Òàê êàê
φ(1000) = φ(8) · φ(125) = 4 · 100 = 400, è (3, 1000) = 1, òî ïî
òåîðåìå Ýéëåðà 3400 ≡ 1 (mod 1000) è

32026 =
(
3400

)5 · 326 ≡ 326.

Çäåñü è äàëåå âñå ñðàâíåíèÿ âûïîëíÿþòñÿ ïî ìîäóëþ 1000.

• Ñðàâíåíèÿ 36 ≡ 272 ≡ −271, 312 ≡ 2712 ≡ 441,
313 ≡ 3 · 441 ≡ 323, 326 ≡ 3232 ≡ 329 îçíà÷àþò, ÷òî äåñÿòè÷íàÿ

çàïèñü ÷èñëà 32026 îêàí÷èâàåòñÿ öèôðàìè 329.
• Äëÿ íåêîòîðûõ ÷èñåë a ñðàâíåíèå ad ≡ 1 (mod m) ìîæåò
âûïîëíÿòüñÿ è ïðè íàòóðàëüíûõ d < φ(m).
• Íàïðèìåð, ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî 3100 ≡ 1 (mod 1000), íî
âûøå óñòàíîâëåíî è èñïîëüçîâàëîñü ðàâåíñòâî φ(100) = 400.
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• Íàèìåíüøåå d ∈ N ñ óñëîâèåì ad ≡ 1 (mod m) íàçûâàåòñÿ
ïîêàçàòåëåì, êîòîðîìó a ïðèíàäëåæèò ïî ìîäóëþ m.

Ëåììà 2
Ïóñòü d � ïîêàçàòåëü, êîòîðîìó a ïðèíàäëåæèò ïî ìîäóëþ m.
Íàòóðàëüíîå ÷èñëî k óäîâëåòâîðÿåò ñðàâíåíèþ ak ≡ 1 (mod m)
â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà d |k . Â ÷àñòíîñòè, d |φ(m).

Äëÿ êàæäîãî k = ds èìååì

ak = (ad)s ≡ 1 (mod m).

Äîêàæåì óòâåðæäåíèå â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Ïóñòü ak ≡ 1
(mod m). Ðàçäåëèâ k íà d ñ îñòàòêîì, ïîëó÷èì

k = dq + r , 0 ≤ r < d . Òîãäà

ar ≡ (ad)q · ar = ak ≡ 1 (mod m).

• Òàê êàê d � íàèìåíüøåå íàòóðàëüíîå ÷èñëî ñ óñëîâèåì

ad ≡ 1 (mod m) è r < d , çàêëþ÷àåì r = 0, ò.å. d |k .
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Ðàññìîòðèì ÷àñòíûé ñëó÷àé òåîðåìû Ýéëåðà, â êîòîðîì m = p
åñòü ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà φ(p) = p − 1 è ïîëó÷àåòñÿ

ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 13 (Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà)

Åñëè öåëîå ÷èñëî a íå äåëèòñÿ íà ïðîñòîå ÷èñëî p, òî

ap−1 ≡ 1 (mod p).

Èç ýòîé òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì öåëîì a ÷èñëî

ap − a = a(ap−1 − 1) äåëèòñÿ íà p.
Â äàëüíåéøåì ìû íåîäíîêðàòíî áóäåì èñïîëüçîâàòü êàê

òåîðåìó Ýéëåðà, òàê è ìàëóþ òåîðåìó Ôåðìà.
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Êîíåö 5-é ëåêöèè
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