
Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë

Ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ

1 ïîòîê 1 êóðñà, îñåíü 2026ã.

Ëåêöèÿ 4: Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè è èõ ñâîéñòâà.

Ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà è ôîðìóëà îáðàùåíèÿ. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

Ñóììû äåëèòåëåé è êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî

÷èñëà.
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ ïðîøëîé ëåêöèè

Ïîêàçàòåëè νp(n) è èõ ñâîéñòâà.

Ôîðìóëû:

n =
∏
p|n

pνp(n) =
∏
p

pνp(n),

νp([a1, . . . , am]) = max{νp(a1), . . . , νp(am)}
νp((a1, . . . , am)) = min{νp(a1), . . . , νp(am)}

(a1, . . . , an) = (a1, . . . , an−2, (an−1, an)),

[a1, . . . , an] = [a1, . . . , an−2, [an−1, an]],
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• Öåëîé ÷àñòüþ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà x íàçûâàåòñÿ

íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî k , óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó
k ≤ x . Îáîçíà÷àåòñÿ ýòà ôóíêöèÿ [x ].
• Ôóíêöèÿ {x} = x − [x ] íàçûâàåòñÿ äðîáíîé ÷àñòüþ ÷èñëà x .
Îíà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 0 ≤ {x} < 1 è èìååò ïåðèîä 1.

ÍÎÊ{n ≤ x} =
∏
p≤x

p

[
ln x
ln p

]
.

νp(n!) =

[
n

p

]
+

[
n

p2

]
+ · · · =

∑
k≥1

[
n

pk

]
.
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Ãëàâà 3. Àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè.

�3.1. Ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè è èõ ñâîéñòâà.

Ôóíêöèÿ θ(n), îïðåäåëåííàÿ íà ìíîæåñòâå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë,

íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ äâóõ âçàèìíî

ïðîñòûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

θ(ab) = θ(a)θ(b).

Ïðèìåð: θ(n) = ns , s ∈ R åñòü ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ.

Åñëè θ(n) ̸= 0 ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ, òî θ(1) = 1.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè a ∈ N òàêîâî, ÷òî θ(a) ̸= 0, òî
θ(a) = θ(a · 1) = θ(a)θ(1). Ñîêðàùàÿ ýòî ðàâåíñòâî íà θ(a),
íàõîäèì 1 = θ(1).
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Åñëè a = pk11 · · · pkrr ∈ N, òî äëÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ôóíêöèè

θ(n) èìååì

θ(a) = θ(pk11 ) · · · θ(pkrr ) =
∏
p|a

θ(pνp(a)). (1)

Ëþáàÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ

çàäàíèåì å¼ çíà÷åíèé íà ñòåïåíÿõ ïðîñòûõ ÷èñåë.

Çàäàâ ïðîèçâîëüíûì ñïîñîáîì ôóíêöèþ íà ñòåïåíÿõ ïðîñòûõ

÷èñåë è îïðåäåëèâ å¼ çíà÷åíèÿ íà âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ñ

ïîìîùüþ ðàâåíñòâ (1), ìû ïîëó÷èì ìóëüòèïëèêàòèâíóþ

ôóíêöèþ.

Ïðîèçâåäåíèå ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé åñòü

ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè

θ(n) = θ1(n) · θ2(n), ãäå θ1(n) è θ2(n) � ìóëüòèïëèêàòèâíûå

ôóíêöèè, òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈ N, (a, b) = 1,

θ(ab) = θ1(ab)θ2(ab) = θ1(a)θ1(b)θ2(a)θ2(b) = θ(a) · θ(b).
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Îïèøåì åù¼ îäèí ñïîñîá ñòðîèòü ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè.

Ëåììà 1

Ïóñòü θ(n) � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ è ôóíêöèÿ f (n)
îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì

f (n) =
∑
d |n

θ(d), n ≥ 1,

ãäå ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî âñåì íàòóðàëüíûì äåëèòåëÿì

÷èñëà n. Òîãäà f (n) � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ è

f (n) =
∏
p|n

(1 + θ(p) + θ(p2) + . . .+ θ(pνp(n))). (2)

Ïðîèçâåäåíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì ïðîñòûì äåëèòåëÿì ÷èñëà n.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

Ðàññìîòðèì êàêèå-íèáóäü íàòóðàëüíûå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà

a è b. Äëÿ êàæäîãî äåëèòåëÿ d |ab îïðåäåëèì d1 = (d , a) è
d2 = (d , b). Åñëè p - ïðîñòîå ÷èñëî è p ∤ b, òî
νp(b) = νp(d2) = 0 è

νp(d1d2) = νp(d1) = min(νp(d), νp(a)) =

min(νp(d), νp(ab)) = νp(d).

Àíàëîãè÷íîå ðàññóæäåíèå ïðîõîäèò è â ñëó÷àå, åñëè p ∤ a, à
ïîñêîëüêó (a, b) = 1, çàêëþ÷àåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî

÷èñëà p âûïîëíÿåòñÿ ëèáî p ∤ b, ëèáî p ∤ a è ïîòîìó äëÿ

êàæäîãî ïðîñòîãî p âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî νp(d1d2) = νp(d),
òàê ÷òî d1d2 = d .
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Ðàññóæäåíèå ïðîõîäèò è â îáðàòíóþ ñòîðîíó. Åñëè d1|a, d2|b è

d1d2 = d , òî ïðè p|a âûïîëíÿåòñÿ p ∤ b, òàê ÷òî
νp(b) = νp(d2) = 0 è

min(νp(d), νp(a)) = min(νp(d), νp(ab)) = νp(d) = νp(d1).

Ðàâåíñòâî min(νp(d), νp(a)) = 0 = νp(d1) âûïîëíÿåòñÿ è â

ñëó÷àå, êîãäà p ∤ a. Ñëåäîâàòåëüíî d1 = (d , a). Àíàëîãè÷íî
äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî d2 = (d , b).
Èòàê, êàæäûé íàòóðàëüíûé äåëèòåëü d ÷èñëà ab åäèíñòâåííûì

îáðàçîì ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ d = d1d2, ãäå
d1|a, d2|b.
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Ïîýòîìó èìååì

f (ab) =
∑
d |ab

θ(d) =
∑
d1|a

∑
d2|b

θ(d1)θ(d2) =∑
d1|a

θ(d1)

∑
d2|b

θ(d2)

 = f (a)f (b).

Òàêèì îáðàçîì, ôóíêöèÿ f (n) ìóëüòèïëèêàòèâíà.
Ïîëüçóÿñü ìóëüòèïëèêàòèâíîñòüþ äëÿ n = pk11 · . . . · pkrr , íàõîäèì

f (n) = f (pk11 ) · . . . · f (pkrr ) =
r∏

j=1

(1 + θ(pj) + θ(p2j ) + . . .+ θ(p
kj
j )).

È ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû.
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�3.2. Ôóíêöèÿ Ì¼áèóñà è ôîðìóëû îáðàùåíèÿ.

Ôóíêöèåé Ì¼áèóñà µ(n) íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ

ôóíêöèÿ, îïðåäåë¼ííàÿ íà ñòåïåíÿõ ïðîñòûõ ÷èñåë ñëåäóþùèì

îáðàçîì

µ(p) = −1, µ(pk) = 0, k ≥ 2.

Ïîëüçóÿñü ìóëüòèïëèêàòèâíîñòüþ å¼ ìîæíî äîîïðåäåëèòü íà

âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ ñëåäóþùèì îáðàçîì

1. µ(1) = 1;
2. µ(n) = 0, åñëè n äåëèòñÿ íà êâàäðàò ïðîñòîãî ÷èñëà;

3. µ(p1p2 . . . pr ) = (−1)r , åñëè âñå ïðîñòûå ÷èñëà p1, p2, . . . , pr
ðàçëè÷íû.

Íàïðèìåð,

µ(5) = µ(7) = −1, µ(6) = µ(10) = 1, µ(8) = µ(9) = 0.
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Ëåììà 2

Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

∑
d |n

µ(d) =

1 åñëè n = 1,

0 åñëè n > 1,
(3)

∑
d |n

µ(d)

d
=

∏
p|n

(
1− 1

p

)
. (4)
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.

• Ðàâåíñòâî (3) â ñëó÷àå n = 1, î÷åâèäíî, âûïîëíÿåòñÿ. Ïóñòü
äàëåå n > 1. Ïîñêîëüêó µ(n) � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ, òî

ðàâåíñòâî (2) è îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Ì¼áèóñà äàþò∑
d |n

µ(d) =
∏
p|n

(1 + µ(p)) = 0.

Ðàâåíñòâî (3) ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.

• Äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà (4) ïîäîáíî ïðèâåä¼ííîìó âûøå

äîêàçàòåëüñòâó (3). Ôóíêöèÿ θ(n) = µ(n)
n , ðàâíàÿ ïðîèçâåäåíèþ

äâóõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé µ(n) è 1
n , ïî äîêàçàííîìó

âûøå, òàêæå áóäåò ìóëüòèïëèêàòèâíîé. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ

ôóíêöèè Ì¼áèóñà äëÿ íå¼ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

1 + θ(p) + θ(p2) + . . .+ . . . = 1 + θ(p) = 1− 1

p
.

Ïðèìåíÿÿ ê θ(n) ðàâåíñòâî (2) èç ëåììû 2 ëåãêî ïðèõîäèì ê

ðàâåíñòâó (4).
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Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ì¼áèóñà.

Òåîðåìà 8

Ïóñòü f (n) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà è

g(n) =
∑
d |n

f (d) ⇒ f (n) =
∑
d |n

µ(d)g
(n
d

)
.

• Ïðè n = 1 èìååì g(1) = f (1), è òðåáóåìîå ðàâåíñòâî

âûïîëíÿåòñÿ.

• Ïóñòü n ≥ 2. Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ôóíêöèè g(n) íàõîäèì∑
d |n

µ(d)g
(n
d

)
=

∑
d |n

µ(d)
∑
c| n

d

f (c) =
∑
c|n

f (c)
∑
d | n

c

µ(d).

• Ïî ëåììå 2 ñóììà
∑

d | n
c
µ(d) îòëè÷íà îò íóëÿ ëèøü â ñëó÷àå

c = n. Â ýòîì ñëó÷àå îíà ðàâíà 1. Òåîðåìà äîêàçàíà.
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Ôóíêöèÿ Ýéëåðà.

• Äëÿ êàæäîãî öåëîãî ÷èñëà n ≥ 1 îáîçíà÷èì ñèìâîëîì φ(n)
ôóíêöèþ Ýéëåðà, ò.å. êîëè÷åñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå

ïðåâîñõîäÿùèõ n è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n. Ïðèìåðû:

φ(1) = 1, φ(p) = p − 1, φ(pr ) = pr − pr−1.

• Ñâîéñòâà ôóíêöèè Ýéëåðà:

Òåîðåìà 9

1. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ≥ 2 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

φ(n) = n ·
∏
p|n

(
1− 1

p

)
.

2. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà ìóëüòèïëèêàòèâíà, ò.å. äëÿ ëþáûõ äâóõ

íàòóðàëüíûõ âçàèìíî ïðîñòûõ ÷èñåë a è b èìååì

φ(a · b) = φ(a) · φ(b).
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Äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.

Ïî ëåììå 2 ïðè ëþáîì íàòóðàëüíîì k âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

∑
d |(k,n)

µ(d) =

1 åñëè, (k , n) = 1,

0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

φ(n) =
n∑

k=1

 ∑
d |(k,n)

µ(d)

 . (5)

Â ýòîé äâîéíîé ñóììå âíåøíåå ñóììèðîâàíèå ïðîèñõîäèò ïî

ïåðåìåííîé k , à âíóòðåííåå ïî ïåðåìåííîé d . Ïîìåíÿåì
ïîðÿäîê ñóììèðîâàíèÿ, ñäåëàâ âíåøíèì ñóììèðîâàíèå ïî d , à
âíóòðåííèì � ñóììèðîâàíèå ïî k .
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ.

φ(n) =
n∑

k=1

 ∑
d |(k,n)

µ(d)

 =
∑

d |n,d |k,1≤k≤n

µ(d) =

∑
d |n

µ(d) · n
d
= n ·

∑
d |n

µ(d)

d
.

Ïåðâóþ ñóììó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû ñëàãàåìûõ

µ(d), âçÿòûõ äëÿ êàæäîé ïàðû ÷èñåë k , d , óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèÿì 1 ≤ k ≤ n, d |n, d |k .
• Ñîáåðåì âìåñòå ñëàãàåìûå ñóììû (5), îòâå÷àþùèå îäíîìó è

òîìó æå äåëèòåëþ d ÷èñëà n. ßñíî, ÷òî îíè áóäóò ïîÿâëÿòüñÿ

ïðè k äåëÿùèõñÿ íà d , ò.å. ïðè k = d , 2d , 3d , . . . , n. Êîëè÷åñòâî
ñëàãàåìûõ, îòâå÷àþùèõ ôèêñèðîâàííîìó çíà÷åíèþ d ðàâíî n

d .

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå ñëåäóåò îòñþäà ñ ïîìîùüþ (4).
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Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.

Âòîðîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ìîæåò áûòü âûâåäåíî èç ïåðâîãî

ñ ïîìîùüþ îñíîâíîé òåîðåìû àðèôìåòèêè. Äåéñòâèòåëüíî

φ(a) · φ(b) = a
∏
p|a

(
1− 1

p

)
· b

∏
p|b

(
1− 1

p

)
=

ab
∏
p|ab

(
1− 1

p

)
= φ(ab).

• Äðóãèìè ñëîâàìè ýòî ðàññóæäåíèå ìîæíî ïåðåñêàçàòü òàê: èç

ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷òî ôóíêöèÿ Ýéëåðà

åñòü ïðîèçâåäåíèå äâóõ ìóëüòèïëèêàòèâíûõ ôóíêöèé n è∏
p|n

(
1− 1

p

)
, à ïîòîìó îíà ìóëüòèïëèêàòèâíà.
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Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî ïåðâîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû 9.

Îáîçíà÷èì äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà r , äåëÿùåãî n,

Ar = {k |1 ≤ k ≤ n, (k, n) = r}

• Òîãäà

k ∈ Ar ⇔ k = r · ℓ, 1 ≤ ℓ ≤ n

r
, (k , n) = r .

• Ñëåäîâàòåëüíî (ℓ, nr ) = 1, è |Ar | = φ(nr ). Îòñþäà íàõîäèì∑
r |n

φ(
n

r
) = n èëè

∑
d |n

φ(d) = n.

• Ïðèìåíèâ ê ïîñëåäíåìó ðàâåíñòâó ôîðìóëó îáðàùåíèÿ

Ì¼áèóñà, íàõîäèì

φ(n) =
∑
d |n

µ(d)
n

d
= n

∑
d |n

µ(d)

d
= n ·

∏
p|n

(
1− 1

p

)
.
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Ñóììû è êîëè÷åñòâî äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà.

Ïðè ëþáîì öåëîì s ≥ 0 ôóíêöèÿ ns ìóëüòèïëèêàòèâíà.
Ñîãëàñíî ëåììå 1 ìóëüòèïëèêàòèâíîé áóäåò è ôóíêöèÿ

σs(n) =
∑
d |n

d s .

Ïðè s = 0 è s = 1 òàê ïîëó÷àþòñÿ ôóíêöèè

τ(n) = σ0(n) =
∑
d |n

1 σ(n) = σ1(n) =
∑
d |n

d

- ñîîòâåòñòâåííî êîëè÷åñòâî è ñóììà äåëèòåëåé ÷èñëà n.

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë



Åñëè n = pk11 · · · pkmm , òî ïî ëåììå 1 èìååì

σs(n) =
m∏
j=1

(1 + psj + · · ·+ p
s·kj
j ) =

m∏
j=1

p
s(kj+1)
j − 1

psj − 1
=

∏
p|n

ps(νp(n)+1) − 1

ps − 1
.

Â ÷àñòíîñòè, íàõîäèì

τ(n) = (k1 + 1) · · · (km + 1), σ(n) =
∏
p|n

pkj+1 − 1

pj − 1
.

• Çàìåòèì òàêæå, ÷òî τ(n) ðàâíî êîëè÷åñòâó ðåøåíèé â

íàòóðàëüíûõ ÷èñëàõ x , y óðàâíåíèÿ x · y = n.

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë



Êîíåö 4-é ëåêöèè

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë


