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Ëåêöèÿ 3: Ïîêàçàòåëè νp(n) è èõ ñâîéñòâà. ÍÎÄ è ÍÎÊ

íåñêîëüêèõ ÷èñåë. Ôîðìóëû äëÿ êðàòíîñòè âõîæäåíèÿ

ïðîñòîãî ÷èñëà â n! è â íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå âñåõ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë äî çàäàííîé ãðàíèöû.
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Îñíîâíûå îïðåäåëåíèÿ è óòâåðæäåíèÿ ïðîøëîé ëåêöèè

Àëãîðèòì Åâêëèäà

Òåîðåìà 5

1. Óðàâíåíèå ax + by = c ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ x , y òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà (a, b)|c .
2. Â ñëó÷àå ðàçðåøèìîñòè ìíîæåñòâî ðåøåíèé áåñêîíå÷íî. Âñå

îíè èìåþò âèä

x = x0 +
b

(a, b)
t, y = y0 −

a

(a, b)
t, (1)

ãäå ïàðà ÷èñåë x0, y0 åñòü êàêîå-ëèáî ôèêñèðîâàííîå ðåøåíèå,

à t � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî.

Ðàñøèðåííûé àëãîðèòì Åâêëèäà.
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• Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ñîñòàâíûì, åñëè åãî ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìåíüøèõ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë.

• Íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îòëè÷íûå îò 1, íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè

åãî íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìåíüøèõ

ìíîæèòåëåé.

Ñëåäñòâèå 1

Êàæäîå öåëîå ÷èñëî N > 1 èìååò ïðîñòîé äåëèòåëü.

Òåîðåìà 6 (Òåîðåìà Åâêëèäà)

Ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî.

Ðåøåòî Ýðàòîñôåíà.

Òåîðåìà 7 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè)

Êàæäîå öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå åäèíèöû, ðàñêëàäûâàåòñÿ â

ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë è ïðèòîì åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì,

åñëè íå ó÷èòûâàòü ïîðÿäîê ñîìíîæèòåëåé.
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�2.3. Ïîêàçàòåëè νp(n) è èõ ñâîéñòâà. ÍÎÄ è ÍÎÊ

íåñêîëüêèõ ÷èñåë.

Ñðåäè ïðîñòûõ ñîìíîæèòåëåé, ïðèñóòñòâóþùèõ â ðàçëîæåíèè

n = p1 · · · pr ìîãóò áûòü è îäèíàêîâûå. Íàïðèìåð,

25 = 5 · 5 = 52. Èõ ìîæíî îáúåäèíèòü âìåñòå,
âîñïîëüçîâàâøèñü îïåðàöèåé âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü. Êðîìå

òîãî, ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè ìîæíî óïîðÿäî÷èòü ïî âåëè÷èíå. Â

ðåçóëüòàòå ïîëó÷àåòñÿ ðàçëîæåíèå

n = pα1
1 · · · pαk

k , p1 < p2 < . . . < pk .

• Òàêîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà íàçûâàåòñÿ êàíîíè÷åñêèì

ðàçëîæåíèåì íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè. Íàïðèìåð,

êàíîíè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ÷èñëà 2520 èìååò âèä

2520 = 23 · 32 · 5 · 7.
• Íàáîð ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ ÷èñåë, à òàêæå íàáîð ïîêàçàòåëåé

ñòåïåíè αj îïðåäåëÿþòñÿ ïî ÷èñëó n åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì.
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Äëÿ êðàòíîñòè âõîæäåíèÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p â êàíîíè÷åñêîå

ðàçëîæåíèå ÷èñëà n áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèå νp(n).
Åñëè n íå äåëèòñÿ íà ïðîñòîå p, áóäåì ñ÷èòàòü νp(n) = 0.
Íàïðèìåð, 2520 = 23 · 32 · 5 · 7,

ν2(2520) = 3, ν3(2520) = 2, ν11(2520) = 0.

Ïðè òàêîì îïðåäåëåíèè ñïðàâåäëèâî ïðåäñòàâëåíèå

n =
∏
p|n

pνp(n). (2)

Äàëüøå áóäóò èñïîëüçîâàòüñÿ ïîäîáíûå âûðàæåíèÿ ñ

óêàçàíèåì ïîä çíàêîì ïðîèçâåäåíèÿ òåõ èëè èíûõ óñëîâèé íà

âõîäÿùèå â íåãî ïðîñòûå ÷èñëà.

• Èíîãäà óäîáíî áûâàåò ôîðìàëüíî çàïèñûâàòü è áåñêîíå÷íûå

ïðîèçâåäåíèÿ, åñëè ëèøü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî, âõîäÿùèõ â íèõ

ñîìíîæèòåëåé îòëè÷íî îò åäèíèöû. Íàïðèìåð, ñì. (2),

n =
∏
p

pνp(n),
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n =
∏
p

pνp(n),

ãäå ïðîèçâåäåíèå áåðåòñÿ ïî áåñêîíå÷íîìó ìíîæåñòâó âñåõ

ïðîñòûõ ÷èñåë. Â ýòîì ïðîèçâåäåíèè ëèøü êîíå÷íîå êîëè÷åñòâî

ñîìíîæèòåëåé îòëè÷íî îò åäèíèöû, âåäü νp(n) ̸= 0 ëèøü äëÿ

ïðîñòûõ äåëèòåëåé p ÷èñëà n, à ýòî ìíîæåñòâî êîíå÷íî.

• Ïðè óìíîæåíèè ñòåïåíåé ñ îäèíàêîâûì îñíîâàíèåì

ïîêàçàòåëè ñòåïåíè ñêëàäûâàþòñÿ, ïîýòîìó

1. äëÿ ëþáûõ äâóõ öåëûõ ÷èñåë a, b è ïðîñòîãî ÷èñëà p
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

νp(ab) = νp(a) + νp(b). (3)
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νp(ab) = νp(a) + νp(b).

• Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè ñëåäóåò, ÷òî

2. öåëîå ÷èñëî n äåëèòñÿ íà ÷èñëî d â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå,

êîãäà äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

νp(d) ≤ νp(n). (4)

• Äåéñòâèòåëüíî, ðàâåíñòâî n = d · u â ñèëó ïîñëåäíåãî

ðàâåíñòâà è íåðàâåíñòâà νp(u) ≥ 0 ïðèâîäèò ê (4).

• Åñëè æå íàîáîðîò, äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p âûïîëíÿåòñÿ

íåðàâåíñòâî (4), òî öåëîå ÷èñëî

u =
∏
p

pνp(n)−νp(d)

óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó n = du è, çíà÷èò, d |n.
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Åù¼ îäíî ïðîñòîå, íî ïîëåçíîå ñâîéñòâî áóäåò èñïîëüçîâàòüñÿ

â äàëüíåéøåì.

3. Åñëè a è b � íàòóðàëüíûå ÷èñëà, ïðè÷åì äëÿ êàæäîãî

ïðîñòîãî ÷èñëà p âûïîëíåíî ðàâåíñòâî νp(a) = νp(b), òî a = b.
• Äåéñòâèòåëüíî, èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî

÷èñëà p âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà νp(a) ≤ νp(b) è
νp(a) ≥ νp(b). Ïåðâûå íåðàâåíñòâà îçíà÷àþò, ÷òî a|b, à âòîðûå,
÷òî b|a. Òåïåðü, ó÷èòûâàÿ, ÷òî a è b ïîëîæèòåëüíû,

çàêëþ÷àåì, ÷òî a = b.
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ÍÎÄ è ÍÎÊ íåñêîëüêèõ ÷èñåë.

Îïðåäåëèì êàíîíè÷åñêèå ðàçëîæåíèÿ ÍÎÊ è ÍÎÄ íåñêîëüêèõ

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

Ñëåäñòâèå 2

Äëÿ ëþáûõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a1, . . . , am è ëþáîãî ïðîñòîãî

÷èñëà p ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

νp([a1, . . . , am]) = max{νp(a1), . . . , νp(am)} (5)

νp((a1, . . . , am)) = min{νp(a1), . . . , νp(am)} (6)

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë



Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ 2.

Îïðåäåëèì öåëîå ÷èñëî M ðàâåíñòâîì

M =
∏
p

pmax{νp(a1),...,νp(am)}.

Èç íåðàâåíñòâ νp(M) ≥ νp(aj) ñëåäóåò aj |M, ò.å. M � îáùåå

êðàòíîå ÷èñåë a1, . . . , am. Åñëè K - êàêîå-íèáóäü îáùåå êðàòíîå

ýòèõ ÷èñåë, òî ïðè ëþáîì ïðîñòîì p äîëæíû âûïîëíÿòüñÿ

íåðàâåíñòâà

νp(K ) ≥ νp(aj), j = 1, . . . ,m,

νp(K ) ≥ max{νp(a1), . . . , νp(am)} = νp(M).

Ñëåäîâàòåëüíî, M|K è M ≤ K . Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî M åñòü

ÍÎÊ äàííûõ ÷èñåë, à òàêæå ðàâåíñòâî (5).

Ðàâåíñòâî (6) äîêàçûâàåòñÿ àíàëîãè÷íî.
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Ðàâåíñòâà (5) è (6) ìîãóò èñïîëüçîâàòüñÿ äëÿ âû÷èñëåíèÿ

íàèìåíüøåãî êðàòíîãî è íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ

íåñêîëüêèõ ÷èñåë. Òàê èìååì

2737 = 7 · 17 · 23, 9163 = 72 · 11 · 17, 9639 = 34 · 7 · 17

è, çíà÷èò,

[2737, 9163, 9639] = 34 · 72 · 11 · 17 · 23 = 17070669,

(2737, 9163, 9639) = 7 · 17 = 119.

Ýòîò ñïîñîá, îäíàêî, ïðèìåíèì ëèøü, åñëè ÷èñëà ñðàâíèòåëüíî

íåâåëèêè.
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Ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè áîëüøèõ ÷èñåë � î÷åíü

òðóäî¼ìêàÿ çàäà÷à.

• Â òàêîì ñëó÷àå äëÿ íàõîæäåíèÿ ÍÎÄ è ÍÎÊ íåñêîëüêèõ

÷èñåë a1, a2, . . . , an óäîáíåå èñïîëüçîâàòü ðàâåíñòâà

(a1, . . . , an) = (a1, . . . , an−2, (an−1, an)), (7)

[a1, . . . , an] = [a1, . . . , an−2, [an−1, an]], (8)

ëåãêî âûâîäèìûå èç ñëåäñòâèÿ 2.

Äåéñòâèòåëüíî, min{νp(an−1), νp(an)} = νp((an−1, an)) è äëÿ

D = (a1, . . . , an) èìååì

νp(D) = min
1≤k≤n

νp(ak) = min{νp(a1), . . . , νp(an−2), νp((an−1, an))}

• Ïîëüçóÿñü àëãîðèòìîì Åâêëèäà äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÍÎÄ è ÍÎÊ

äâóõ ÷èñåë, à òàêæå ðàâåíñòâàìè (7) è (8), ìîæíî âû÷èñëÿòü

ÍÎÄ è ÍÎÊ íåñêîëüêèõ ÷èñåë. Íàïðèìåð,

(2737, 9163, 9639) = (2737, (9163, 9639)) = (2737, 476) = 119.
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Öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà.

• Öåëîé ÷àñòüþ äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà x íàçûâàåòñÿ

íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî k , óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó
k ≤ x . Îáîçíà÷àåòñÿ ýòà ôóíêöèÿ [x ].
• Ïðèìåð: [2, 5] = 2, [π] = 3, [−1, 3] = −2.
• Ñêëàäûâàÿ íåðàâåíñòâà [x ] ≤ x è [y ] ≤ y , ïîëó÷àåì
[x ] + [y ] ≤ x + y , è, ïî îïðåäåëåíèþ [x ] + [y ] ≤ [x + y ].
Ýòî íåðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî è ïðè ëþáîì êîëè÷åñòâå

ñëàãàåìûõ, ÷òî ëåãêî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè.

Èç îïðåäåëåíèÿ ñëåäóåò, ÷òî

• ïðè ëþáîì x ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà [x ] ≤ x < [x ] + 1. Èç
íèõ äëÿ ëþáîãî n ∈ Z íàõîäèì

• [x ] + n ≤ x + n < [x ] + n + 1 è ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ öåëîé

÷àñòè [x + n] = [x ] + n.
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Öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà

Ïðè ëþáîì äåéñòâèòåëüíîì x è ëþáîì íàòóðàëüíîì a
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî [

[x ]

a

]
=

[x
a

]
, (9)

• Äåéñòâèòåëüíî, îáîçíà÷èì q =
[
x
a

]
. Òîãäà aq ≤ x < a(q+1) è

aq ≤ [x ] ≤ x < a(q + 1).

• Ðàçäåëèâ ýòè íåðàâåíñòâà íà a, ïîëó÷àåì

q ≤ [x ]

a
< q + 1,

÷òî è äîêàçûâàåò (9).
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Äðîáíàÿ ÷àñòü ÷èñëà

Ôóíêöèÿ {x} = x − [x ] íàçûâàåòñÿ äðîáíîé ÷àñòüþ ÷èñëà x .
Îíà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 0 ≤ {x} < 1 è èìååò ïåðèîä 1.
Äåéñòâèòåëüíî, {x + 1} = x + 1− [x + 1] = x − [x ] = {x}.
Íàïðèìåð,

{−1, 3} = {−1, 3 + 2} = {0, 7} = 0, 7.

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë



Êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå äëÿ ÍÎÊ âñåõ n ≤ x .

Îáîçíà÷èì äëÿ êàæäîãî äåéñòâèòåëüíîãî ÷èñëà x ≥ 1
ñèìâîëîì K (x) íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå âñåõ íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ x .

Ëåììà 1
Äëÿ ëþáîãî äåéñòâèòåëüíîãî x ≥ 1 èìååì

K (x) =
∏
p≤x

p

[
ln x
ln p

]
.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 1.

K (x) =
∏
p≤x

p

[
ln x
ln p

]
?

Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p ñ ïîìîùüþ (5) èìååì

νp
(
K (x)

)
= max1≤u≤x νp(u). Åñëè k = νp(u) äëÿ íåêîòîðîãî

u ≤ x , òî pk |u è pk ≤ u ≤ x . Çíà÷èò, k ≤ ln x
ln p . Íî òîãäà

νp(u) = k ≤
[
ln x
ln p

]
. Ýòà îöåíêà è íåðàâåíñòâî

p

[
ln x
ln p

]
≤ p

ln x
ln p = x

äîêàçûâàþò, ÷òî

max
1≤u≤x

νp(u) =

[
ln x

ln p

]
è ïðè p > x âûïîëíÿåòñÿ νp

(
K (x)

)
= 0. Ëåììà äîêàçàíà.
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Ôîðìóëû äëÿ êðàòíîñòè âõîæäåíèÿ ïðîñòîãî ÷èñëà â n!

Äàëåå ñèìâîëîì n! îáîçíà÷àåòñÿ ïðîèçâåäåíèå âñåõ öåëûõ

÷èñåë îò 1 äî n, ò.å. n! = 1 · 2 · 3 · . . . · n.

Ëåììà 2
Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n èìååì

νp(n!) =

[
n

p

]
+

[
n

p2

]
+ · · · =

∑
k≥1

[
n

pk

]
. (10)

Ñóììà â äåéñòâèòåëüíîñòè êîíå÷íà, òàê êàê ïðè pk > n, ò.å.
ïðè k > ln n

ln p ñëàãàåìûå ðàâíû íóëþ.
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Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.

Ñðåäè ÷èñåë 1, 2, . . . n íà ïðîñòîå p äåëÿòñÿ ëèøü

p, 2p, 3p, . . .mp, ãäå m åñòü íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî,

óäîâëåòâîðÿþùåå íåðàâåíñòâó mp ≤ n, ò.å. m =
[
n
p

]
. Ïîýòîìó

νp(n!) = νp(p · 2p · · ·mp) = νp(p
m ·m!) = m + νp(m!). (11)

Äîêàæåì òåïåðü íóæíîå ðàâåíñòâî ñ ïîìîùüþ èíäóêöèè.

Ïðè n < p îáå ÷àñòè ðàâåíñòâà (10) ðàâíû íóëþ, è îíî,

êîíå÷íî, âûïîëíÿåòñÿ. Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî n ≥ p è ýòî

ðàâåíñòâî ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà,

ìåíüøåãî n. Òîãäà èç (11) è (9), ïîñêîëüêó m < n, íàõîäèì

νp(n!) = m+
∑
ℓ≥1

[
m

pℓ

]
=

[
n

p

]
+
∑
ℓ≥1


[
n
p

]
pℓ

 =

[
n

p

]
+
∑
ℓ≥1

[
n

pℓ+1

]
,

÷òî è çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 2.
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Ïðèìåð. Äîêàæåì, ÷òî ïðè ëþáûõ öåëûõ ÷èñëàõ n ≥ k ≥ 0
äðîáü S = n!

k!(n−k)! åñòü öåëîå ÷èñëî.

Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà

νp(S) = νp

(
n!

k!(n − k)!

)
= νp(n!)− νp(k!)− νp((n − k)!) =∑

ℓ≥1

([
n

pℓ

]
−
[
k

pℓ

]
−
[
n − k

pℓ

])
. (12)

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî[
k

pℓ

]
+

[
n − k

pℓ

]
≤

[
k + (n − k)

pℓ

]
=

[
n

pℓ

]
çàêëþ÷àåì, ÷òî âñå ñëàãàåìûå â ñóììå (12) íåîòðèöàòåëüíû.

Ïîýòîìó νp(S) ≥ 0 äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî ÷èñëà p è, çíà÷èò, S �

öåëîå ÷èñëî.
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Çàäà÷à.Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî ÷èñëà n ≥ 0 äðîáü

(6n)!n!

(3n)!(2n)!(2n)!

åñòü öåëîå ÷èñëî.
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Êîíåö 3-é ëåêöèè
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