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Ëåêöèÿ 2: Àëãîðèòì Åâêëèäà. Ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ

ëèíåéíûõ óðàâíåíèé. Ïðîñòûå è ñîñòàâíûå ÷èñëà. Ðåøåòî

Ýðàòîñôåíà. Áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë.
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�1.3. Àëãîðèòì Åâêëèäà

Ïóñòü a ≥ b - íàòóðàëüíûå ÷èñëà, òðåáóåòñÿ íàéòè (a, b) - èõ
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü.

Ïðèäóìàííûé â Äðåâíåé Ãðåöèè àëãîðèòì, íàçûâàåìûé

àëãîðèòìîì Åâêëèäà, äîñòàòî÷íî áûñòðî íàõîäèò íàèáîëüøèé

îáùèé äåëèòåëü è ïðè ýòîì íå ðàçëàãàåò ÷èñëà íà ìíîæèòåëè.

Â îñíîâå åãî ëåæèò ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1
1. Åñëè a � öåëîå, b - íàòóðàëüíîå è b|a, òî (a, b) = b.
2. Åñëè

a = bq + r , 0 ≤ r < b,

òî (a, b) = (b, r).
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Äîêàçàòåëüñòâî âñïîìîãàòåëüíîé ëåììû

Äîêàçàòåëüñòâî.

1. Ïóñòü b|a. Ìíîæåñòâî îáùèõ äåëèòåëåé ÷èñåë a è b
ñîäåðæèòñÿ ñðåäè äåëèòåëåé b. Â òî æå âðåìÿ, êàæäûé

äåëèòåëü ÷èñëà b, â ñèëó óñëîâèÿ b|a áóäåò äåëèòåëåì ÷èñëà a.
Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîæåñòâî îáùèõ äåëèòåëåé ÷èñåë a è b
ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì äåëèòåëåé b. Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî
(a, b) = b, ò.å. ïåðâîå óòâåðæäåíèå ëåììû ??.

2. Ïóñòü a = bq + r , 0 < r < b,. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ëåììû

?? â ýòîì ñëó÷àå çàìåòèì, ÷òî ïî ñâîéñòâàì äåëèìîñòè

êàæäûé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë b è r äåëèò ÷èñëî bq + r = a.
Òî÷íî òàê æå, êàæäûé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b äåëèò

÷èñëî a− bq = r , òàê ÷òî ÿâëÿåòñÿ îáùèì äåëèòåëåì ÷èñåë b è

r . Îòñþäà ñëåäóåò ñîâïàäåíèå íàèáîëüøèõ îáùèõ äåëèòåëåé
ïàð ÷èñåë a, b è b, r , ò.å. âòîðîå óòâåðæäåíèå ëåììû.
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Àëãîðèòì Åâêëèäà (íàéòè (a, b))

1. Ïîëîæèì r0 = a, r1 = b è îáîçíà÷èì r2, . . . , rn - ïîñëåäóþùèå
äåëèòåëè â àëãîðèòìå Åâêëèäà.
2. Òàêèì îáðàçîì, ïîëó÷àþòñÿ ñëåäóþùèå ðàâåíñòâà

a =r0 = bq1 + r2, 0 < r2 < b,

b =r1 = r2q2 + r3, 0 < r3 < r2,

r2 = r3q3 + r4, 0 < r4 < r3, (1)

. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

rn−2 = rn−1qn−1 + rn, 0 < rn < rn−1,

rn−1 = rnqn.

3. Â ñîîòâåòñòâèè ñ ëåììîé ?? íàõîäèì ðàâåíñòâà

(a, b) = (b, r2) = (r2, r3) = (r3, r4) = · · · = (rn−1, rn) = (rn, 0) = rn.

Çíà÷èò (a, b) åñòü ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê â àëãîðèòìå

Åâêëèäà.
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Íàéòè íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë 81 è 48

Ïîëüçóÿñü àëãîðèòìîì Åâêëèäà, íàõîäèì

81 = 48 · 1 + 33,

48 = 33 · 1 + 15, (2)

33 = 15 · 2 + 3,

15 = 3 · 5.

Ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê ðàâåí 3, ïîýòîìó (81, 48) = 3.
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Àëãîðèòì Åâêëèäà íà êîìïüþòåðå

Äëÿ ðåàëèçàöèè àëãîðèòìà Åâêëèäà íà êîìïüþòåðå áîëüøå

ïîäõîäèò ñëåäóþùàÿ åãî ôîðìà, â êîòîðîé îòñóòñòâóþò

èíäåêñû ó äåëèòåëåé è îñòàòêîâ.

Àëãîðèòì 1

Äàíû: Íàòóðàëüíûå ÷èñëà a è b; b < a.
Íàéòè: Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü (a, b).

1. Âû÷èñëèòü r - îñòàòîê îò äåëåíèÿ a íà b, ò.å. íàéòè öåëîå r ,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèÿì a = bq + r , 0 ≤ r < b.
2. Åñëè r = 0, òî (a, b) = b, ÑÒÎÏ.
3. Åñëè r ̸= 0, òî çàìåíèòü ïàðó {a, b} ïàðîé {b, r} è ïåðåéòè â

ïóíêò 1 àëãîðèòìà.
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Ïðèìåðû ïîêàçûâàþò, ÷òî àëãîðèòì Åâêëèäà äîñòàòî÷íî

áûñòðî íàõîäèò íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü. Îöåíêó

êîëè÷åñòâà äåëåíèé â íåì äàåò ñëåäóþùàÿ òåîðåìà Ã. Ëàìå,

äîêàçàííàÿ â 1845ã. Äîêàçàòåëüñòâî å¼ â ëåêöèÿõ ìû íå

ïðèâîäèì.

Òåîðåìà 4 (Òåîðåìà Ëàìå)

Êîëè÷åñòâî äåëåíèé, íåîáõîäèìîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñ ïîìîùüþ

àëãîðèòìà Åâêëèäà íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ

ïîëîæèòåëüíûõ öåëûõ ÷èñåë, íå ïðåâûøàåò ïÿòèêðàòíîãî

êîëè÷åñòâà öèôð â äåñÿòè÷íîé çàïèñè ìåíüøåãî èç ýòèõ äâóõ

÷èñåë.
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�1.4. Ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé.

Óðàâíåíèÿ, â êîòîðûõ íåèçâåñòíûå âåëè÷èíû ïðèíèìàþò öåëûå
çíà÷åíèÿ, íàçûâàþòñÿ äèîôàíòîâûìè ïî èìåíè äðåâíåãðå÷åñêîãî
ó÷åíîãî Äèîôàíòà.
Ïóñòü a, b, c � öåëûå ÷èñëà. Ðàññìîòðèì ïðîñòåéøåå äèîôàíòîâî
óðàâíåíèå

ax + by = c . (3)

Òåîðåìà 5
1. Óðàâíåíèå (??) ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ x , y òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà (a, b)|c .
2. Â ñëó÷àå ðàçðåøèìîñòè ìíîæåñòâî ðåøåíèé áåñêîíå÷íî. Âñå îíè
èìåþò âèä

x = x0 +
b

(a, b)
t, y = y0 −

a

(a, b)
t, (4)

ãäå ïàðà ÷èñåë x0, y0 åñòü êàêîå-ëèáî ôèêñèðîâàííîå ðåøåíèå, à t �
ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî.
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Äîêàçàòåëüñòâî.

• Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåëûå ÷èñëà x0, y0 ñîñòàâëÿþò ðåøåíèå
óðàâíåíèÿ (??). Òàê êàê (a, b)|a è (a, b)|b òî èç ñâîéñòâ

äåëèìîñòè ñëåäóåò (a, b)|ax0 + by0 = c . Çíà÷èò, óñëîâèå
(a, b)|c íåîáõîäèìî äëÿ ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (??).

• Óòâåðæäåíèå òåîðåìû â îáðàòíóþ ñòîðîíó ìîæíî

äîêàçûâàòü, ñ÷èòàÿ êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ a, b öåëûìè

íåîòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè. Îáùèé ñëó÷àé âñåãäà ìîæíî

ñâåñòè ê ýòîìó, ñìåíèâ, åñëè ïîòðåáóåòñÿ, çíàê ó íåèçâåñòíîé.

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü a ≥ 0, b ≥ 0.
• Äîêàæåì íóæíîå óòâåðæäåíèå ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé

èíäóêöèè ïî âåëè÷èíå ñóììû a+ b. Ïóñòü a+ b = 1, ñêàæåì,
a = 1, b = 0. Òîãäà (a, b) = 1 è óñëîâèå (a, b)|c âûïîëíÿåòñÿ

ïðè ëþáîì c . Óðàâíåíèå òàêæå ðàçðåøèìî ïðè ëþáîì c .
Ðåøåíèåì ÿâëÿåòñÿ ïàðà ÷èñåë x = c, y = 0.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ??.

• Ïðåäïîëîæèì, ÷òî öåëîå n ≥ 1, è óòâåðæäåíèå òåîðåìû

âûïîëíÿåòñÿ äëÿ óðàâíåíèé âèäà (??) ñ íåîòðèöàòåëüíûìè

êîýôôèöèåíòàìè, ñóììà êîòîðûõ ïîëîæèòåëüíà è íå

ïðåâîñõîäèò n. Ïóñòü òàêæå a, b � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà

a+ b = n + 1. Íå óìåíüøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

a ≥ b.
• Â ñëó÷àå b = 0 èìååì (a, b) = a è óñëîâèå (a, b)|c
ðàâíîñèëüíî äåëèìîñòè a|c , ò.å. ðàâåíñòâó c = au ñ

íåêîòîðûì u ∈ Z. Óðàâíåíèå (??) èìååò ðåøåíèåì ÷èñëà

x = u, y = 0.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ??.

• Â ñëó÷àå b ≥ 1 ïðè ëþáîì d ∈ Z èìååì

d |a, d |b ⇔ d |(a− b), d |b ⇒ (a− b, b) = (a, b)|c .

• Òàê êàê b + (a− b) = n + 1− b ≤ n, òî ñóùåñòâóþò u, v ∈ Z

(a− b)u + bv = c , òàê ÷òî,au + b(v − u) = c , x = u, y = v − u.

Ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ??.

• Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ çàìåòèì ïðåæäå

âñåãî, ÷òî ÷èñëà (??) ñîñòàâëÿþò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (??).

Äåéñòâèòåëüíî,

a

(
x0 +

b

(a, b)
t

)
+ b

(
y0 −

a

(a, b)
t

)
= ax0 + by0 = c .

• Îñòàëîñü ïðîâåðèòü, ÷òî êàæäîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (??)

ïðåäñòàâèìî â âèäå (??). Åñëè x1, y1 � íåêîòîðîå ðåøåíèå, òî
èç ðàâåíñòâ ax1 + by1 = c , ax0 + by0 = c ñëåäóåò

a(x1 − x0) = b(y0 − y1). (5)

• ×èñëà a, b ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

a = (a, b)r , b = (a, b)s, ãäå r , s � öåëûå âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà.
Ñîêðàòèâ ðàâåíñòâî (??) íà (a, b) ïîëó÷èì
r(x1 − x0) = s(y0 − y1) è s|r(x1 − x0).
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ??.

s|r(x1 − x0).

• Âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì 2 èç ïàðàãðàôà �1.2. Ñ åãî

ïîìîùüþ, ó÷èòûâàÿ (r , s) = 1, çàêëþ÷àåì s|(x1 − x0) èëè
x1 − x0 = st ñ íåêîòîðûì öåëûì t.
• Èòàê,

x1 = x0 + st = x0 +
b

(a, b)
t.

• Ïîäñòàâëÿÿ ýòî âûðàæåíèå â (??), íàõîäèì ab
(a,b) t = b(y0 − y1)

è y1 = y0 − a
(a,b) t. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû

??.

Òåîðåìà ?? ñâîäèò ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (??) ê íàõîæäåíèþ

îäíîãî ðåøåíèÿ. Ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ òàêîãî ðåøåíèÿ îñíîâàí

íà àëãîðèòìå Åâêëèäà (ðàñøèðåííûé àëãîðèòì). Âñå

âû÷èñëåíèÿ óäîáíî îôîðìèòü â òàáëè÷íîì âèäå.
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Ïðèìåð

Ðåøèòü äèîôàíòîâî óðàâíåíèå

81x + 48y = 3. (6)

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ òàáëèöó

81 48 33 15 3 0

1 0 1 -1 3 -

0 1 -1 2 -5 -
.

Ðåøåíèå. Ñðàâíèâàÿ ýòó òàáëèöó ñ âû÷èñëåíèåì ÍÎÄ(81, 48),
ñì. (??), íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî â ïåðâîé ñòðîêå òàáëèöû

çàïèñàíû êîýôôèöèåíòû óðàâíåíèÿ (??), à òàêæå îñòàòêè,

âîçíèêàþùèå ïðè ðàáîòå àëãîðèòìà Åâêëèäà.
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81 48 33 15 3 0

1 0 1 -1 3 -

0 1 -1 2 -5 -
.

Â êàæäîì èç ïåðâûõ äâóõ ñòîëáöîâ òàáëèöû ñòîÿò ÷èñëà 1 è 0,

ïðè÷¼ì îíè îáðàçóþò åäèíè÷íóþ ìàòðèöó ðàçìåðà 2x2.

Îñòàëüíûå ñòîëáöû òàáëèöû âû÷èñëÿþòñÿ ïî òîìó æå ïðàâèëó,

÷òî è ýëåìåíòû ïåðâîé ñòðîêè: íóæíî ïîñëåäíèé âû÷èñëåííûé

ñòîëáåö òàáëèöû óìíîæèòü íà ñîîòâåòñòâóþùåå íåïîëíîå

÷àñòíîå è âû÷åñòü èç ïðåäøåñòâóþùåãî ñòîëáöà. Ðåçóëüòàò

íóæíî çàïèñàòü â ñëåäóþùèé ñòîëáåö.

Êîîðäèíàòû ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ ñòîÿò âî âòîðîé è

òðåòüåé ñòðîêàõ ïîñëåäíåãî ñòîëáöà ñ íåíóëåâûì îñòàòêîì. Â

íàøåì ïðèìåðå x0 = 3, y0 = −5.
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Ãëàâà 2. Ïðîñòûå è ñîñòàâíûå ÷èñëà

• Íàòóðàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ ñîñòàâíûì, åñëè åãî ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ äâóõ ìåíüøèõ íàòóðàëüíûõ

÷èñåë. Çàìåòèì, ÷òî îáà ìíîæèòåëÿ ïðè ýòîì îòëè÷íû îò 1.
• Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî � ñîñòàâíîå, åñëè îíî

äåëèòñÿ íà íåêîòîðîå ìåíüøåå ÷èñëî, îòëè÷íîå îò 1. Âñå
÷¼òíûå ÷èñëà, ïðåâîñõîäÿùèå 2, äåëÿòñÿ íà 2 è ïîòîìó âñå îíè

ñîñòàâíûå.

• Ïðèìåðû ñîñòàâíûõ ÷èñåë

1111111 = 239 · 4649, 11111111111 = 21649 · 513239.

• Íåêîòîðûå íàòóðàëüíûå ÷èñëà, îòëè÷íûå îò 1, íåëüçÿ
ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ìåíüøèõ ìíîæèòåëåé. Òàêèå

÷èñëà íàçûâàþòñÿ ïðîñòûìè.

• Ñîìíîæèòåëè â ïðèâåä¼ííûõ ïðèìåðàõ � ïðîñòûå ÷èñëà.

Ïðîñòîå ÷èñëî p èìååò ëèøü äâà íàòóðàëüíûõ äåëèòåëÿ: 1 è p.
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�2.1. Áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë.

×òîáû ïîñòðîèòü ñîñòàâíîå ÷èñëî, äîñòàòî÷íî ïåðåìíîæèòü äâà
öåëûõ ÷èñëà, áîëüøèõ 1. Ñòðîèòü ïðèìåðû ïðîñòûõ ÷èñåë íàìíîãî
ñëîæíåå. Ñëåäóþùàÿ ëåììà ñîêðàùàåò ïåðåáîð âîçìîæíûõ
äåëèòåëåé íàòóðàëüíîãî ÷èñëà N ïðè ïðîâåðêå åãî ïðîñòîòû.

Ëåììà 2
Ïóñòü N � ñîñòàâíîå ÷èñëî è p � íàèìåíüøèé èç åãî äåëèòåëåé, ñ
óñëîâèåì p > 1. Òîãäà p - ïðîñòîå ÷èñëî è p2 ≤ N.

Äîêàçàòåëüñòâî.
Òàê êàê N � ñîñòàâíîå ÷èñëî, òî îíî ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â
âèäå N = u · v , ãäå u, v ∈ Z, 1 < u < N, 1 < v < N. Ïî óñëîâèþ
èìååì p2 ≤ u · v = N.
Ïóñòü d � êàêîé-ëèáî îòëè÷íûé îò åäèíèöû äåëèòåëü p, òîãäà d ≤ p.
Ñâîéñòâà d |p, p|N îçíà÷àþò, ÷òî d åñòü äåëèòåëü N, è ïî
îïðåäåëåíèþ p èìååì d ≥ p. Èòàê d = p. Íàòóðàëüíûå äåëèòåëè
÷èñëà p èñ÷åðïûâàþòñÿ 1 è p, ÷òî äîêàçûâàåò åãî ïðîñòîòó.
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Áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë.

Ñëåäñòâèå 1

Êàæäîå öåëîå ÷èñëî N > 1 èìååò ïðîñòîé äåëèòåëü.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Åñëè N � ïðîñòîå ÷èñëî, òî óòâåðæäåíèå, î÷åâèäíî,

âûïîëíÿåòñÿ. Åñëè æå N � ñîñòàâíîå ÷èñëî, óòâåðæäåíèå èìååò

ìåñòî ñîãëàñíî ëåììå ??.

Íàèáîëüøåå èç èçâåñòíûõ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïðîñòûõ

÷èñåë ðàâíî 2136279841 − 1. Îíî çàïèñûâàåòñÿ ñ ïîìîùüþ

41024320 äåñÿòè÷íûõ öèôð è áûëî íàéäåíî â 2024 ãîäó.

Ñóùåñòâóåò ëè ñàìîå áîëüøîå ïðîñòîå ÷èñëî? Îòðèöàòåëüíûé

îòâåò íà ýòîò âîïðîñ áûë äàí åù¼ â Äðåâíåé Ãðåöèè.
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Áåñêîíå÷íîñòü ìíîæåñòâà ïðîñòûõ ÷èñåë.

Òåîðåìà 6 (Òåîðåìà Åâêëèäà)

Ìíîæåñòâî ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü n - íàòóðàëüíîå ÷èñëî, n! = 1 · 2 · · · n è N = n! + 1.
Ñîãëàñíî ëåììå ?? ÷èñëî N èìååò ïðîñòîé äåëèòåëü p,
êîòîðûé, î÷åâèäíî, áîëüøå n, âåäü N äåëèòñÿ íà p, íî ïðè
äåëåíèè íà êàæäîå èç ÷èñåë ïðîìåæóòêà îò 2 äî n èìååò

îñòàòîê 1. Èòàê, äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n ìîæíî

íàéòè ïðîñòîå ÷èñëî p > n.

Äàëåå ìû îïèøåì àëãîðèòì, ïîçâîëÿþùèé ñðàâíèòåëüíî ëåãêî

îïðåäåëèòü ñïèñîê âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë, äî çàäàííîé ãðàíèöû

N. Ýòîò àëãîðèòì íîñèò íàçâàíèå ðåøåòî Ýðàòîñôåíà.
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Ñëåäóþùèé àëãîðèòì íàõîäèò ñïèñîê âñåõ ïðîñòûõ ÷èñåë
p1 < p2 < . . . äî çàäàííîé ãðàíèöû N.

Àëãîðèòì 2 (Ðåøåòî Ýðàòîñôåíà)

1. Âûïèøåì âñå öåëûå ÷èñëà 2, 3, 4, 5, . . . ,N − 1,N. Ïîëîæèì
p1 = 2 è íà÷èíàÿ ñ 4 = p21 áóäåì âû÷åðêèâàòü ÷èñëà, äâèãàÿñü ñ
øàãîì 2. (Âñå ÷èñëà, âû÷åðêíóòûå íà ýòîì øàãå àëãîðèòìà �
÷¼òíû, ò.å. äåëÿòñÿ íà 2.)

2. Ïóñòü k ≥ 2 è óæå îïðåäåëåíû ÷èñëà p1, . . . , pk−1. Îáîçíà÷èì
pk ïåðâîå íåâû÷åðêíóòîå ÷èñëî, ñëåäóþùåå çà pk−1. Åñëè
p2k > N, îáîçíà÷àåì pk+1, pk+2, . . . âñå îñòàâøèåñÿ
íåâû÷åðêíóòûìè ÷èñëà, ñëåäóþùèå çà pk â ïîðÿäêå
âîçðàñòàíèÿ. Íà ýòîì àëãîðèòì çàâåðøàåò ñâîþ ðàáîòó.

3. Åñëè p2k ≤ N, âû÷åðêèâàåì ÷èñëà, íà÷èíàÿ ñ p2k è äâèãàÿñü äî N
ñ øàãîì pk . Âû÷åðêíóòûå ðàíåå ÷èñëà, òàêæå ïðèíèìàþòñÿ â
ó÷¼ò, íî íå âû÷åðêèâàþòñÿ åù¼ ðàç. Ïî çàâåðøåíèè ýòîé
ïðîöåäóðû àëãîðèòì óâåëè÷èâàåò èíäåêñ k íà åäèíèöó è
ïåðåõîäèò â øàã 2.
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Îáîñíîâàíèå ðåøåòà Ýðàòîñôåíà.

• Äëÿ îáîñíîâàíèÿ êîððåêòíîñòè àëãîðèòìà, çàìåòèì, ÷òî â

ïðîöåññå åãî ðàáîòû âû÷åðêèâàþòñÿ òîëüêî ñîñòàâíûå, à âñå

ïðîñòûå ÷èñëà îñòàþòñÿ íåâû÷åðêíóòûìè.

• Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî ñðåäè íåâû÷åðêíóòûõ ÷èñåë

îñòàëîñü õîòÿ áû îäíî ñîñòàâíîå, îáîçíà÷èì åãî áóêâîé

a, 2 ≤ a ≤ N. Ïî ëåììå ?? ýòî ÷èñëî èìååò ïðîñòîé äåëèòåëü

p, óäîâëåòâîðÿþùèé íåðàâåíñòâàì p2 ≤ a ≤ N.
• Êàê è âñÿêîå ïðîñòîå, ÷èñëî p îñòàëîñü íåâû÷åðêíóòûì ïî

îêîí÷àíèè ðàáîòû àëãîðèòìà. Âìåñòå ñ òåì íåðàâåíñòâî

p2 ≤ N îçíà÷àåò, ÷òî â ðåçóëüòàòå îäíîãî èç ïðîõîäîâ

àëãîðèòìà ïî ñïèñêó ÷èñåë îò 2 äî N áûëè âû÷åðêíóòû,

íà÷èíàÿ ñ p2 âñå ÷èñëà, äåëÿùèåñÿ íà p. Íî òîãäà è a äîëæíî

ñîäåðæàòüñÿ ñðåäè âû÷åðêíóòûõ ÷èñåë.

• Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî àëãîðèòì

îñòàâëÿåò íåâû÷åðêíóòûìè òîëüêî ïðîñòûå ÷èñëà. Ýòî

çàâåðøàåò îáîñíîâàíèå àëãîðèòìà.
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Ïðèìåð

2, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9, 10,

11, 12, 13, 14, 15, 16, 17, 18, 19, 20,

21, 22, 23, 24, 25, 26, 27, 28, 29, 30,

31, 32, 33, 34, 35, 36, 37, 38, 39, 40

Ïðîñòûå ÷èñëà:

2, 3, 5, 7, 11, 13, 17, 19, 23, 29, 31, 37
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Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè.

Ïðèìåð:

6025729 = 2419 · 2491 = 2173 · 2773. (7)

Ñîìíîæèòåëè íå ìîãóò áûòü ïðîñòûìè ÷èñëàìè. Äîëæíû

ñóùåñòâîâàòü ðàçëîæåíèÿ íà ìåíüøèå ñîìíîæèòåëè.

Òåîðåìà 7

Êàæäîå öåëîå ÷èñëî, áîëüøåå åäèíèöû, ðàñêëàäûâàåòñÿ â

ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ ÷èñåë è ïðèòîì åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì,

åñëè íå ó÷èòûâàòü ïîðÿäîê ñîìíîæèòåëåé.

Òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî äâà ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë

ìîãóò áûòü ðàâíû äðóã äðóãó ëèøü â ñëó÷àå, åñëè îíè èìåþò

îäèíàêîâûå ñîìíîæèòåëè è, âîçìîæíî, îòëè÷àþòñÿ ïîðÿäêîì

èõ ñëåäîâàíèÿ.
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Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû àðèôìåòèêè
(ñóùåñòâîâàíèå).

Âîñïîëüçóåìñÿ ìåòîäîì ìàòåìàòè÷åñêîé èíäóêöèè. ×èñëà 2, 3,
êàê ìû â ýòîì óæå óáåäèëèñü, ïðîñòû, è, çíà÷èò, óòâåðæäåíèå

òåîðåìû äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî.

Ïóñòü íàòóðàëüíîå n > 3 è êàæäîå öåëîå ÷èñëî, ìåíüøåå n,
åäèíñòâåííûì ñïîñîáîì ïðåäñòàâèìî â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ

ïðîñòûõ.

Äîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî n ìîæåò áûòü ðàçëîæåíî â ïðîèçâåäåíèå

ïðîñòûõ ÷èñåë. Ïî ñëåäñòâèþ ?? ñóùåñòâóåò ïðîñòîå p1,
äåëÿùåå n. Â ñëó÷àå n = p1 èñêîìîå ïðîèçâåäåíèå ñîñòîèò èç
îäíîãî ìíîæèòåëÿ.

Åñëè æå p1 < n, òî n = p1m, ãäå 1 < m < n. Ñîãëàñíî
èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ íàéäóòñÿ ïðîñòûå ÷èñëà

p2, . . . , pr , äëÿ êîòîðûõ m = p2 · · · pr . Òîãäà n = p1p2 · · · pr .
Ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ äîêàçàíî.
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Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâíîé òåîðåìû àðèôìåòèêè
(åäèíñòâåííîñòü).

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî âîçìîæíû äâà íå ñîâïàäàþùèõ

ðàçëîæåíèÿ

n = p1 · · · pr = q1 · · · qs , (8)

ãäå pi , qj � ïðîñòûå ÷èñëà.
Åñëè p1 ñîâïàäàåò ñ êàêèì-ëèáî èç ÷èñåë qj , òî, ñîêðàòèâ
ðàâåíñòâî (??) íà ýòîò îáùèé ìíîæèòåëü, ïîëó÷èì äâà

ïðåäñòàâëåíèÿ m = p2 · · · pr < n â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ

÷èñåë. Ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ íå ìîãóò áûòü ðàçëè÷íûìè, òîãäà ìû

ïðèøëè áû ê ïðîòèâîðå÷èþ ñ èíäóêòèâíûì ïðåäïîëîæåíèåì.

Åñëè æå ïîëó÷èâøèåñÿ ðàçëîæåíèÿ äëÿ m ñîâïàäàþò äðóã ñ

äðóãîì, òî ñîâïàäàþùèìè áóäóò è ðàçëîæåíèÿ (??), ÷òî

ïðîòèâîðå÷èò èõ îïðåäåëåíèþ. Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå

îçíà÷àåò, ÷òî p1 îòëè÷íî îò âñåõ ÷èñåë qj .
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Çàâåðøåíèå äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé òåîðåìû
àðèôìåòèêè.

Âñå ïîëîæèòåëüíûå äåëèòåëè p1 èñ÷åðïûâàþòñÿ ÷èñëàìè 1, p1,
à âñå ïîëîæèòåëüíûå äåëèòåëè q1 èñ÷åðïûâàþòñÿ ÷èñëàìè

1, q1. Ëèøü åäèíèöà ïðèñóòñòâóåò â îáîèõ ìíîæåñòâàõ. Çíà÷èò,
(p1, q1) = 1. Ñîãëàñíî ñëåäñòâèþ 2 èç èç ïåðâîé ëåêöèè ÷èñëî

u = q2 · · · qs < n äåëèòñÿ íà p1, ò.å. u = p1 · v ñ v ∈ Z.
×èñëî v ñîãëàñíî èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë. Ýòî ïðèâîäèò

ê íîâîìó ðàçëîæåíèþ u íà ïðîñòûå ñîìíîæèòåëè, âåäü âñå

÷èñëà qj îòëè÷íû îò p1. Èòàê, u äîïóñêàåò äâà ðàçëè÷íûõ

ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå ïðîèçâåäåíèÿ ïðîñòûõ ÷èñåë, âîïðåêè

èíäóêòèâíîìó ïðåäïîëîæåíèþ. Ïîëó÷èâøååñÿ ïðîòèâîðå÷èå

çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû.
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Êîíåö 2-é ëåêöèè
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