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Ëåêöèÿ 1: Àêñèîìû Ïåàíî. Äåëèìîñòü öåëûõ ÷èñåë.

Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå è íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü.
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Ââåäåíèå

Àêñèîìû � ýòî èñõîäíûå ïîëîæåíèÿ, êîòîðûå ïðèíèìàþòñÿ áåç
äîêàçàòåëüñòâ è ñëóæàò ôóíäàìåíòîì äàëüíåéøèõ ðàññóæäåíèé.

Àêñèîìû Ïåàíî, 1889: Íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè íàçûâàþòñÿ
ýëåìåíòû âñÿêîãî íåïóñòîãî ìíîæåñòâà, óäîâëåòâîðÿþùåãî ïÿòè
àêñèîìàì:

1. 1 ÿâëÿåòñÿ íàòóðàëüíûì ÷èñëîì;

2. Äëÿ êàæäîãî íàòóðàëüíîãî ÷èñëà a ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííîå
ñëåäóþùåå çà a íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îíî áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ a′;

3. 1 íå ñëåäóåò íè çà êàêèì íàòóðàëüíûì ÷èñëîì;

4. Åñëè íàòóðàëüíîå ÷èñëî a ñëåäóåò êàê çà ÷èñëîì b, òàê è çà
÷èñëîì c , òî b è c òîæäåñòâåííû.

5. (Àêñèîìà èíäóêöèè) Åñëè êàêîå-ëèáî ïðåäëîæåíèå äîêàçàíî äëÿ
1 è åñëè èç äîïóùåíèÿ, ÷òî îíî âåðíî äëÿ íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n
âûòåêàåò, ÷òî îíî âåðíî äëÿ ñëåäóþùåãî çà n íàòóðàëüíîãî
÷èñëà, òî ýòî ïðåäëîæåíèå âåðíî äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.
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Ââåäåíèå

Äåñÿòè÷íàÿ çàïèñü ÷èñåë

Öèôðû: 0, 1, 2, 3, 4, . . . , 8, 9.

Ñèìâîëû 1, 2, 3, 4, . . . , 9, 10, 11, . . . , 19, 20, 21, . . . íàçûâàþòñÿ
íàòóðàëüíûìè ÷èñëàìè. Îíè îáðàçóþò áåñêîíå÷íóþ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü � íàòóðàëüíûé ðÿä ÷èñåë. Ýòî ìíîæåñòâî

ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü áóêâîé N. Ïîçèöèîííàÿ çàïèñü ÷èñåë.

Äâîè÷íàÿ çàïèñü ÷èñåë

Öèôðû: 0, 1.

×èñëà: 1, 10, 11, 100, 101, 111, 1000, . . . .
Øåñòíàäöàòåðè÷íàÿ çàïèñü ÷èñåë

Öèôðû: 0, 1, 2, 3, 4, . . . , 8, 9,A,B,C ,D,E ,F .

×èñëà: 1, 2, 3, . . . ,F , 10, 11, . . . ,FF , 100, . . . .
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Ââåäåíèå

Èç àêñèîì Ïåàíî ìîæíî âûâåñòè íåêîòîðûå âàæíûå ñâîéñòâà

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë.

1. Åñëè äëÿ ýëåìåíòîâ êàæäîãî èç äâóõ ìíîæåñòâ èìååò ìåñòî

îòíîøåíèå ñëåäîâàíèÿ, óäîâëåòâîðÿþùåå àêñèîìàì 1-5, òî

ìåæäó ýëåìåíòàìè ýòèõ ìíîæåñòâ ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî

îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå, ñîõðàíÿþùåå îòíîøåíèå

ñëåäîâàíèÿ. Íàïðèìåð (FF )16 = (255)10.
2. Åñëè íåêîòîðîå óòâåðæäåíèå, ôîðìóëèðîâêà êîòîðîãî

çàâèñèò îò íàòóðàëüíîãî ÷èñëà n, äîêàçàíî äëÿ ÷èñëà 1 è â

ïðåäïîëîæåíèè, ÷òî îíî âåðíî äëÿ n, äîêàçàíî äëÿ ñëåäóþùåãî

çà n ÷èñëà, òî ýòî óòâåðæäåíèå âûïîëíÿåòñÿ äëÿ ëþáîãî

íàòóðàëüíîãî n.
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Ââåäåíèå

Ñëîæåíèå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë åñòü îïåðàöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ

êàæäîé ïàðå íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b íàòóðàëüíîå ÷èñëî,

îáîçíà÷àåìîå a+ b è óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâàì

a+ 1 = a′, a+ b′ = (a+ b)′.

Ãîâîðÿò, ÷òî íàòóðàëüíîå ÷èñëî a áîëüøå íàòóðàëüíîãî ÷èñëà
b (èëè b ìåíüøå a), åñëè ñóùåñòâóåò íàòóðàëüíîå ÷èñëî c
óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó a = b + c . Ýòî îòíîøåíèå
îáîçíà÷àåòñÿ a > b èëè b < a.
3. Êàæäîå íåïóñòîå ïîäìíîæåñòâî íàòóðàëüíîãî ðÿäà ñîäåðæèò

íàèìåíüøèé ýëåìåíò.

4. Êàæäîå íåïóñòîå è îãðàíè÷åííîå ñâåðõó ïîäìíîæåñòâî

íàòóðàëüíîãî ðÿäà ñîäåðæèò íàèáîëüøèé ýëåìåíò.
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Ââåäåíèå

Óìíîæåíèå åñòü îïåðàöèÿ, ñîïîñòàâëÿþùàÿ êàæäîé ïàðå

íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a è b íàòóðàëüíîå ÷èñëî, îáîçíà÷àåìîå a · b
è óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâàì

a · 1 = a, a · b′ = a · b + a.

Åñëè ê íàòóðàëüíûì ÷èñëàì äîáàâèòü îòðèöàòåëüíûå ÷èñëà è

íîëü, ïîëó÷èòñÿ ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë

0,±1,±2,±3,±4, . . . .

Ýòî ìíîæåñòâî ïðèíÿòî îáîçíà÷àòü áóêâîé Z.
Äîêàçàòåëüñòâà óêàçàííûõ çäåñü ñâîéñòâ, à òàêæå ìíîãèõ

äðóãèõ ìîæíî íàéòè â êíèãå Ý.Ëàíäàó "Îñíîâàíèÿ àíàëèçà

ðóññêèé ïåðåâîä îïóáëèêîâàí â 1947 ãîäó. Òàì æå ñòðîÿòñÿ

ðàöèîíàëüíûå, äåéñòâèòåëüíûå è êîìïëåêñíûå ÷èñëà,

îïèñûâàþòñÿ è äîêàçûâàþòñÿ èõ ñâîéñòâà.
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Ãëàâà 1. Î äåëèìîñòè ÷èñåë

�1.1. Äåëèìîñòü öåëûõ ÷èñåë

Îïðåäåëèì âàæíîå ïîíÿòèå äåëèìîñòè ÷èñåë.

Îïðåäåëåíèå 1

Ãîâîðÿò, ÷òî öåëîå ÷èñëî a äåëèòñÿ íà öåëîå ÷èñëî b ̸= 0, åñëè
íàéäåòñÿ öåëîå ÷èñëî c , óäîâëåòâîðÿþùåå ðàâåíñòâó

a = b · c .

Íàïðèìåð,

• ÷èñëî 111 äåëèòñÿ íà 37, ò.ê. 111 = 37 · 3 ;

• ÷èñëî 28 äåëèòñÿ íà −4, ò.ê. 28 = (−4) · (−7);
• ÷èñëî 5 íå äåëèòñÿ íà 3. Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå 5− 3 = 2
äîëæíî äåëèòüñÿ íà 3. Íî ýòî íåâîçìîæíî, òàê êàê 0 < 2 < 3,

Ýëåìåíòû òåîðèè ÷èñåë



Ãëàâà 1. Î äåëèìîñòè ÷èñåë. Ñâîéñòâà äåëèìîñòè öåëûõ

÷èñåë

Åñëè öåëîå ÷èñëî a äåëèòñÿ íà öåëîå ÷èñëî b, òî b � äåëèòåëü,

a � äåëèìîå, c � ÷àñòíîå.

Îáîçíà÷åíèÿ: b|a èëè a
...b, à åñëè öåëîå ÷èñëî a íå äåëèòñÿ íà

b, òî b ∤ a.
Íîëü äåëèòñÿ íà ëþáîå öåëîå ÷èñëî a ̸= 0.

Ëåììà 1 (Ñâîéñòâà äåëèìîñòè)

Ïóñòü a, b, c - öåëûå ÷èñëà.

1. Èìååì 1|a.
2. Åñëè a ̸= 0, òî a|a.
3. Åñëè a|b, òî a|bc .
4. Åñëè a|b è b|c , òî a|c .
5. Åñëè a|b è a|c , òî a|(b + c) è a|(b − c).
6. Åñëè a|b è b ̸= 0, òî |a| ≤ |b|.
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Òåîðåìà 1 (Òåîðåìà î äåëåíèè ñ îñòàòêîì)

Äëÿ ëþáûõ a ∈ Z è b ∈ N ñóùåñòâóþò åäèíñòâåííûì îáðàçîì

îïðåäåë¼ííûå öåëûå ÷èñëà q, r , c óñëîâèÿìè

a = bq + r , 0 ≤ r < b. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî.
Ïðè a = 1 óñëîâèÿ (1) âûïîëíÿþòñÿ ñ q = 1 è r = 0, åñëè b = 1, è c
q = 0, r = 1 ïðè b > 1.
• Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâîå óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíÿåòñÿ äëÿ
íàòóðàëüíîãî ÷èñëà a = n ñ íåêîòîðûìè öåëûìè ÷èñëàìè q, r ,
óäîâëåòâîðÿþùèìè óñëîâèÿì (1). Òîãäà n + 1 = bq + r + 1.
• Åñëè r = b − 1, òî n + 1 = b(q + 1) è (1) èìååò ìåñòî c q1 = q + 1
âìåñòî q è r1 = 0 âìåñòî r .
• Åñëè æå r < b − 1, òî (1) äëÿ n + 1 èìååò ìåñòî ñ q1 = q è
r1 = r + 1 âìåñòî r .
• C ïîìîùüþ àêñèîìû èíäóêöèè óòâåðæäàåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî a ∈ N
ñ íåêîòîðûìè q, r ∈ Z âûïîëíÿåòñÿ (1).
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1

Ïðè a = 0 óòâåðæäåíèå òåîðåìû áóäåò âûïîëíÿòüñÿ äëÿ q = 0
è r = 0.

Îñòàëîñü ðàññìîòðåòü ñëó÷àé a < 0. Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà
ñëåäóåò óñëîâèå −a+ b − 1 > 0, òàê ÷òî ïî äîêàçàííîìó ñ
íåêîòîðûìè öåëûìè ÷èñëàìè u, v èìååì

−a+ b − 1 = ub + v , 0 ≤ v < b.

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íàõîäèì a = (−u)b + b − 1− v è

çíà÷èò ñ ÷èñëàìè q = −u è r = b − 1− v , ïîñêîëüêó
0 ≤ v ≤ b − 1, ïîëó÷àåì óòâåðæäåíèå òåîðåìû. Èòàê,

ñóùåñòâîâàíèå ÷èñåë q è r äîêàçàíî âî âñåõ âîçìîæíûõ
ñëó÷àÿõ.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1

Äîïóñòèì òåïåðü, ÷òî âìåñòå ñ ïàðîé ÷èñåë (q, r),
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèÿì (1), ñóùåñòâóåò åù¼ îäíà, îòëè÷íàÿ

îò íå¼ ïàðà ÷èñåë (u, v), äëÿ êîòîðîé

a = bu + v , 0 ≤ v < b. (2)

Èç ðàâåíñòâ (1) è (2) ñëåäóåò bq + r = bu + v . Ïîýòîìó
r − v = b(u − q), òàê ÷òî b|(r − v). Èç íåðàâåíñòâ (1) è (2)

íàõîäèì òàêæå |r − v | < b. Ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó ñâîéñòâó
ëåììû 1 ìîæíî óòâåðæäàòü òåïåðü, ÷òî r − v = 0, ò.å. v = r .

Íî òîãäà b(u − q) = 0 è, çíà÷èò, u = q. Ïîëó÷àåì, ÷òî ïàðû
(q, r) è (u, v) äîëæíû ñîâïàäàòü, âîïðåêè íàøåìó

ïðåäïîëîæåíèþ. Ýòî ïðîòèâîðå÷èå çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî

òåîðåìû 1.
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×èñëà r è q, îïðåäåëåííûå â òåîðåìå 1, íàçûâàþòñÿ îñòàòêîì

îò äåëåíèÿ ÷èñëà a íà b è íåïîëíûì ÷àñòíûì ïðè äåëåíèè a íà
b. Â ñëó÷àå r = 0 ñëîâî "íåïîëíîå"â íàçâàíèè q îïóñêàþò.

Íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

−1234 = 23 · (−54) + 8.

Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî îñòàòîê îò äåëåíèÿ ÷èñëà −1234 íà 23
ðàâåí 8, à íåïîëíîå ÷àñòíîå ðàâíî −54.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ñëåäóåò, ÷òî öåëîå ÷èñëî a
äåëèòñÿ íà íàòóðàëüíîå b â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà

ñîîòâåòñòâóþùèé îñòàòîê ðàâåí íóëþ.

×èñëà, äåëÿùèåñÿ íà 2, íàçûâàþòñÿ ÷åòíûìè, ÷èñëà, íå

äåëÿùèåñÿ íà 2, ò.å. èìåþùèå ïðè äåëåíèè íà 2 îñòàòîê 1,
íàçûâàþòñÿ íå÷åòíûìè.

Äëÿ íàõîæäåíèÿ îñòàòêà è íåïîëíîãî ÷àñòíîãî ìîæíî

èñïîëüçîâàòü òàê íàçûâàåìûé àëãîðèòì äåëåíèÿ ñòîëáèêîì.
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�1.2. Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå è íàèáîëüøèé îáùèé

äåëèòåëü

Ïóñòü a1, . . . , an � íåíóëåâûå öåëûå ÷èñëà. Öåëîå ÷èñëî K
íàçûâàåòñÿ îáùèì êðàòíûì ÷èñåë a1, . . . , an, åñëè îíî êðàòíî

êàæäîìó èç ýòèõ ÷èñåë, ò.å. a1|K , . . . , an|K .

Íàïðèìåð, |a1 · · · an| åñòü îäíî èç èõ îáùèõ êðàòíûõ.

Îïðåäåëåíèå 2

Ñàìîå ìàëåíüêîå èç ïîëîæèòåëüíûõ ÷èñåë, äåëÿùèõñÿ íà

êàæäîå èç ÷èñåë a1, . . . , an íàçûâàåòñÿ èõ íàèìåíüøèì îáùèì

êðàòíûì.

Íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë a1, . . . , an áóäåò îáîçíà÷àòüñÿ

ñèìâîëîì ÍÎÊ(a1, . . . , an) èëè [a1, . . . , an].
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Òåîðåìà 2

Ëþáîå îáùåå êðàòíîå íåñêîëüêèõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà èõ

íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïóñòü m = [a1, . . . , an] è K - êàêîå-íèáóäü îáùåå êðàòíîå ÷èñåë

a1, . . . , an. Ðàçäåëèâ ñ îñòàòêîì ÷èñëî K íà m, ïîëó÷èì öåëûå

q, r , óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì

K = mq + r , 0 ≤ r < m.

Èç ñâîéñòâ äåëèìîñòè íàõîäèì, ÷òî r = K −mq äåëèòñÿ íà

êàæäîå èç öåëûõ ÷èñåë aj è ïîòîìó åñòü îáùåå êðàòíîå ÷èñåë

a1, . . . , an. Ó÷èòûâàÿ, ÷òî m åñòü íàèìåíüøåå èç

ïîëîæèòåëüíûõ îáùèõ êðàòíûõ, ïðèõîäèì ê çàêëþ÷åíèþ, ÷òî

íåðàâåíñòâî r > 0 íåâîçìîæíî. Ïîýòîìó r = 0 è m|K . Òåîðåìà
äîêàçàíà.
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Ìíîæåñòâî âñåõ äåëèòåëåé öåëîãî îòëè÷íîãî îò íóëÿ ÷èñëà a
êîíå÷íî. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè d |a, òî, ñîãëàñíî ïîñëåäíåìó
ñâîéñòâó èç ëåììû 1, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî |d | ≤ |a|.

Ïóñòü a1, a2, . . . , an � öåëûå ÷èñëà è d ∈ Z � èõ îáùèé

äåëèòåëü, ò.å. d |a1, d |a2, . . . , d |an. Èç ñêàçàííîãî âûøå ñëåäóåò,
÷òî åñëè ñðåäè ÷èñåë a1, a2, . . . , an åñòü íå ðàâíîå íóëþ, òî

ìíîæåñòâî îáùèõ äåëèòåëåé ýòèõ ÷èñåë êîíå÷íî.

Îíî âñåãäà ñîäåðæèò ±1 è ïîòîìó íå ïóñòî. Ãîâîðÿ â

äàëüíåéøåì îá îáùèõ äåëèòåëÿõ ìû, äàæå åñëè ýòî íå

îãîâàðèâàåòñÿ îñîáî, âñåãäà áóäåì ïîäðàçóìåâàòü, ÷òî â

ñîîòâåòñòâóþùåì íàáîðå a1, a2, . . . , an ñîäåðæèòñÿ õîòÿ áû îäíî

íå ðàâíîå íóëþ ÷èñëî.
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Îïðåäåëåíèå 3

Ñàìîå áîëüøîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî, äåëÿùåå êàæäîå èç

÷èñåë a1, . . . , an íàçûâàåòñÿ èõ íàèáîëüøèì îáùèì äåëèòåëåì.

Öåëûå ÷èñëà íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, åñëè èõ

íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ðàâåí 1.

Íàéäåì, íàïðèìåð, âñå îáùèå äåëèòåëè ÷èñåë 6, 10, 15. Îíè
ñîäåðæàòñÿ ñðåäè äåëèòåëåé 6, ò.å. ñðåäè ÷èñåë ±1,±2,±3,±6.
Ó÷èòûâàÿ, ÷òî 15 = 2 · 7 + 1 íå äåëèòñÿ íà 2, à, çíà÷èò, íå
äåëèòñÿ è íà 6, èç ñïèñêà âîçìîæíûõ îáùèõ äåëèòåëåé ñëåäóåò

èñêëþ÷èòü ±2,±6. Ðàâåíñòâî 10 = 3 · 3 + 1 îçíà÷àåò, ÷òî 10 íå

äåëèòñÿ íà 3. Ïîýòîìó â ñïèñêå îáùèõ äåëèòåëåé îñòàþòñÿ

ëèøü ÷èñëà ±1, è ïîòîìó ÷èñëà 6, 10, 15 âçàèìíî ïðîñòû.

Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a1, a2, . . . , an îáîçíà÷àåòñÿ

ñèìâîëîì ÍÎÄ(a1, . . . , an) èëè ïðîñòî (a1, . . . , an).
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Âûâåäåì èç òåîðåìû 2 ñîîòíîøåíèå ìåæäó íàèáîëüøèì îáùèì

äåëèòåëåì äâóõ ÷èñåë è èõ íàèìåíüøèì îáùèì êðàòíûì.

Ñëåäñòâèå 1

Äëÿ ëþáûõ äâóõ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë a, b ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

[a, b] · (a, b) = a · b.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðîèçâåäåíèå ab åñòü îáùåå êðàòíîå ÷èñåë a è b. Ñîãëàñíî
òåîðåìå 2 îíî äåëèòñÿ íà èõ íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå, ò.å.
ab
[a,b] åñòü öåëîå ÷èñëî. Èç ðàâåíñòâ

a =
ab

[a, b]
· [a, b]

b
, b =

ab

[a, b]
· [a, b]

a

ñëåäóåò, ÷òî ab
[a,b] åñòü îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b.
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Ïðîäîëæåíèå äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ 1

Ïóñòü òåïåðü d � ïðîèçâîëüíûé îáùèé äåëèòåëü a è b. Â ñèëó

ðàâåíñòâ
ab

d
= a · b

d
= b · a

d

çàêëþ÷àåì, ÷òî ab
d åñòü îáùåå êðàòíîå ÷èñåë a è b. Ïî òåîðåìå

2 îíî äåëèòñÿ íà [a, b], ò.å. îòíîøåíèå ab
d ·[a,b] åñòü

ïîëîæèòåëüíîå öåëîå ÷èñëî. Ïîýòîìó ab
d ·[a,b] ≥ 1 è ab

[a,b] ≥ d .

Ñëåäîâàòåëüíî, ab
[a,b] � íàèáîëüøèé èç âñåõ îáùèõ äåëèòåëåé

÷èñåë a è b. Ýòî çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî ñëåäñòâèÿ.
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Ñëåäñòâèå 2

Åñëè a|bc è (a, b) = 1, òî c äåëèòñÿ íà a.

Äîêàçàòåëüñòâî.

Ïðîèçâåäåíèå bc åñòü îáùåå êðàòíîå ÷èñåë b è a. Ïî òåîðåìå 2
îíî äåëèòñÿ íà [a, b]. Ñîãëàñíî óñëîâèþ è ñëåäñòâèþ 1

çàêëþ÷àåì [a, b] = ab, òàê ÷òî ab|bc è, çíà÷èò, a|c .
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Òåîðåìà 3
1. Åñëè a1, . . . , an � íàòóðàëüíûå ÷èñëà è d1, . . . , dm � âñå èõ

ïîëîæèòåëüíûå îáùèå äåëèòåëè, òî (a1, . . . , an) = [d1, . . . , dm].
2. Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü íåñêîëüêèõ ÷èñåë äåëèòñÿ íà ëþáîé

èõ îáùèé äåëèòåëü.

Äîêàçàòåëüñòâî.
• Êàæäîå èç ÷èñåë ak åñòü îáùåå êðàòíîå âñåõ äåëèòåëåé d1, . . ., dm.
Ïî òåîðåìå 2 ìîæíî óòâåðæäàòü, ÷òî d = [d1, . . . , dm]|ak . Òàê êàê ýòî
âåðíî ïðè ëþáîì èíäåêñå k , çàêëþ÷àåì, ÷òî d åñòü îáùèé

äåëèòåëü ÷èñåë a1, . . . , an.
• Ñîãëàñíî îïðåäåëåíèþ ÷èñëî d åñòü îáùåå êðàòíîå âñåõ dk , ò.å.
ïðè ëþáîì k èìååì dk |d . Ïîýòîìó dk ≤ d è d åñòü íàèáîëüøèé

îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a1, . . . , an. Ïåðâîå óòâåðæäåíèå äîêàçàíî.
• Äàëåå a1, . . . , an � ÷èñëà èç âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ. Ñîãëàñíî
ïåðâîìó óòâåðæäåíèþ è äîêàçàííîé äåëèìîñòè dk |d , 1 ≤ k ≤ m,
íàõîäèì dk |d = [d1, . . . , dm] = (a1, . . . , an). Òåîðåìà äîêàçàíà.
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