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1 Àëãîðèòì Åâêëèäà è åãî ïðèìåíåíèÿ

1.1 Äåëåíèå ñ îñòàòêîì

Îáîçíà÷åíèå. Äëÿ a ∈ Z è b ∈ Z/{0} ñâîéñòâî äåëèìîñòè a íà b, òî åñòü ñóùåñòâîâàíèÿ
òàêîãî c ∈ Z, ÷òî a = bc, çàïèñûâàåì êàê a ⋮ b (÷èòàåòñÿ êàê ¾a äåëèòñÿ íà b¿) èëè b ∣ a
(÷èòàåòñÿ êàê ¾b äåëèò a¿).

Îïðåäåëåíèå 1. Öåëûå ÷èñëà a è b íàçûâàþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè, åñëè ó íèõ íåò
íèêàêèõ îáùèõ íàòóðàëüíûõ äåëèòåëåé, êðîìå åäèíèöû.

Ñâîéñòâà äåëèìîñòè. Ïóñòü a, b, c ∈ Z. Òîãäà

1. 1 ∣ a 4. a ∣ b, a ∣ c Ô⇒ a ∣ b ± c
2. a ∣ a (ðåôëåêñèâíîñòü) 5. a ∣ b Ô⇒ a ∣ bc
3. a ∣ b, b ∣ c Ô⇒ a ∣ c (òðàíçèòèâíîñòü) 6. a ∣ b, b ≠ 0 Ô⇒ ∣a∣ ⩽ ∣b∣

Òåîðåìà 1. Ïóñòü a ∈ Z, b ∈ N. Òîãäà ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíà ïàðà öåëûõ ÷èñåë q è r,
òàêàÿ ÷òî

a = qb + r è 0 ⩽ r < b. (1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî

{a − bt ∣ t ∈ Z}.

Ýòî àðèôìåòè÷åñêàÿ ïðîãðåññèÿ, áåñêîíå÷íàÿ â îáå ñòîðîíû. Ìíîæåñòâî å¼ íåîòðèöà-
òåëüíûõ ýëåìåíòîâ íåïóñòî è â í¼ì åñòü íàèìåíüøèé ýëåìåíò. Ïîëîæèì

q =max{t ∈ Z ∣a − bt ⩾ 0} è r = a − bq.

Òîãäà a = qb+r, r ⩾ 0 è, ââèäó ìàêñèìàëüíîñòè q, r < b. Ýòèì äîêàçàíî ñóùåñòâîâàíèå.
Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïóñòü

a = q1b + r1 = q2b + r2, q1, q2, r1, r2 ∈ Z, 0 ⩽ r1 < b, 0 ⩽ r2 < b.

Òîãäà (q1 − q2)b = r2 − r1, òî åñòü b ∣ r2 − r1. Íî ∣r2 − r1∣ < b, îòêóäà ââèäó ñâîéñòâà 6
îòíîøåíèÿ äåëèìîñòè ñëåäóåò, ÷òî r2 − r1 = 0. Ñòàëî áûòü, r1 = r2 è q1 = q2.

Îïðåäåëåíèå 2. ×èñëà q è r èç (1) íàçûâàþòñÿ ñîîòâåòñòâåííî íåïîëíûì ÷àñòíûì è
îñòàòêîì ïðè äåëåíèè a íà b.

Îáîçíà÷åíèå.

1. Ïóñòü a1, . . . , an ∈ Z, ∣a1∣ + . . . + ∣an∣ ≠ 0. Òîãäà íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë
a1, . . . , an áóäåì îáîçíà÷àòü ÍÎÄ(a1, . . . , an) èëè ïðîñòî (a1, . . . , an).

2. Ïóñòü a1, . . . , an ∈ Z, a1 ⋅. . . ⋅an ≠ 0. Òîãäà íàèìåíüøåå îáùåå êðàòíîå ÷èñåë a1, . . . , an
áóäåì îáîçíà÷àòü ÍÎÊ(a1, . . . , an) èëè ïðîñòî [a1, . . . , an].

1.2 Àëãîðèòì Åâêëèäà

Íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ïðîùå âñåãî âû÷èñëÿòü ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî àëãî-
ðèòìà, íàçûâàåìîãî àëãîðèòìîì Åâêëèäà. Äëÿ çàäàííûõ ÷èñåë a ∈ Z, b ∈ N îïðåäåëèì
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïîëíûõ ÷àñòíûõ a0, . . . , an è îñòàòêîâ r1, . . . , rn ñîîòíîøåíèÿìè

a = a0b + r1, 0 ⩽ r1 < b,
b = a1r1 + r2, 0 ⩽ r2 < r1,
r1 = a2r2 + r3, 0 ⩽ r3 < r2,
⋯⋯⋯⋯⋯⋯⋯
rn−2 = an−1rn−1 + rn, 0 ⩽ rn < rn−1,
rn−1 = anrn.

(2)
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Ëåììà 1. Ïîñëåäíèé íåíóëåâîé îñòàòîê â àëãîðèòìå Åâêëèäà äëÿ ÷èñåë a è b ðàâåí
(a, b).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè öåëûå ÷èñëà a, b, q, r ñâÿçàíû ðàâåíñòâîì a = qb + r, òî ìíîæå-
ñòâî îáùèõ äåëèòåëåé ÷èñåë a è b ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì îáùèõ äåëèòåëåé ÷èñåë b
è r. Â ÷àñòíîñòè, åñëè ýòè ìíîæåñòâà êîíå÷íû (íàïðèìåð, ýòî òàê, åñëè b ≠ 0), òî èõ
ìàêñèìàëüíûå ýëåìåíòû ñîâïàäàþò.

Ñòàëî áûòü, åñëè íåïîëíûå ÷àñòíûå è îñòàòêè îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (2), òî

(a, b) = (b, r1) = (r1, r2) = . . . = (rn−1, rn) = (rn,0) = rn.

Ëåììà 2. Ïóñòü a ∈ Z, b ∈ N è ïóñòü íåïîëíûå ÷àñòíûå è îñòàòêè îïðåäåëÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿìè (2). Òîãäà

(a
b
) = (a0 1

1 0
)⋯(an 1

1 0
)(rn

0
) . (3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì r0 = b è r−1 = a, à òàêæå rn+1 = 0. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êàæäîãî
k = 0, . . . , n ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(rk−1
rk
) = (ak 1

1 0
)( rk

rk+1
) .

Îòñþäà ìãíîâåííî ñëåäóåò (3).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü a, b ∈ Z, ∣a∣ + ∣b∣ ≠ 0. Òîãäà ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà λ è µ, òàêèå
÷òî

(a, b) = λa + µb.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü b > 0 è ïóñòü íåïîëíûå ÷àñòíûå è îñòàòêè îïðåäåëÿþòñÿ ñîîò-
íîøåíèÿìè (2). Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 2. Äîìíîæèì ðàâåíñòâî (3) íà ñîîòâåòñòâóþùèå
îáðàòíûå ìàòðèöû. Ïîëó÷èì

(0 1
1 −an

)⋯(0 1
1 −a0

)(a
b
) = (rn

0
) .

Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà λ,µ, ν, κ, òàêèå ÷òî

(rn
0
) = (λ µ

ν κ
)(a

b
) . (4)

Â ÷àñòíîñòè, rn = λa + µb. Îñòà¼òñÿ âñïîìíèòü, ÷òî rn = (a, b).
Â ñëó÷àå æå, êîãäà b < 0, ïî äîêàçàííîìó ñóùåñòâóþò öåëûå ÷èñëà λ′ è µ′, òàêèå ÷òî

(a, b) = (a,−b) = λ′a + µ′(−b) = λ′a − µ′b.

Ïîëàãàÿ λ = λ′ è µ = −µ′, ïîëó÷àåì è â ýòîì ñëó÷àå òðåáóåìîå ðàâåíñòâî.

Çàìå÷àíèå. Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 ìîæíî ïðîèíòåðïðåòèðîâàòü êàê ¾îáðàùåíèå¿
àëãîðèòìà Åâêëèäà. Òî åñòü rn ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè rn−1 è
rn−2, çàòåì â ïîëó÷åííîå ðàâåíñòâî ïîäñòàâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå rn−1 â âèäå ëèíåéíîé
êîìáèíàöèè rn−2 è rn−3 è òàê äàëåå, ïîêà íå äîéä¼ì äî ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ÷èñåë r0
è r−1, êîòîðûå ðàâíû b è a ñîîòâåòñòâåííî.
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Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè (a, b) = 1, òî ïàðà ÷èñåë ν, κ èç (4) ñîâïàäàåò ëèáî ñ
ïàðîé b,−a, ëèáî ñ ïàðîé −b, a.

Ñëåäñòâèå (Îáîáù¼ííàÿ ëåììà Åâêëèäà, îíà æå ¾Âàæíàÿ ëåììà¿). Ïóñòü a, b, c ∈ Z,
a ∣ bc, (a, b) = 1. Òîãäà a ∣ c.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî òåîðåìå 2 íàéäóòñÿ öåëûå ÷èñëà λ è µ, òàêèå ÷òî

λa + µb = 1.

Äîìíîæàÿ îáå ÷àñòè íà c, ïîëó÷àåì

λac + µbc = c.

Èç óñëîâèÿ ñëåäóåò, ÷òî îáà ñëàãàåìûõ â ëåâîé ÷àñòè äåëÿòñÿ íà a. Ñòàëî áûòü, è ïðàâàÿ
÷àñòü äåëèòñÿ íà a.

Òåîðåìà 3 (Òåîðåìà Ëàìå, 1844). Ïóñòü a, b ∈ N, a ⩾ b, 10m−1 ⩽ b < 10m. Òîãäà êî-
ëè÷åñòâî äåëåíèé ñ îñòàòêîì â àëãîðèòìå Åâêëèäà äëÿ ÷èñåë a è b íå ïðåâîñõîäèò
5m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü íåïîëíûå ÷àñòíûå è îñòàòêè îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè
(2). Ïîëîæèì, êàê è ïðåæäå, r0 = b, r−1 = a è rn+1 = 0. Òîãäà äëÿ êàæäîãî k = 0, . . . , n
èìååì

rk−1 = akrk + rk+1, 0 ⩽ rk+1 < rk.
Ïîêàæåì ïî èíäóêöèè, ÷òî äëÿ êàæäîãî k = 0, . . . , n ñïðàâåäëèâî

rn−k ⩾ φk, (5)

ãäå φ = 1+
√
5

2 � çîëîòîå ñå÷åíèå. Äëÿ k = 0 èìååì rn ⩾ 1 = φ0, äëÿ k = 1 èìååì rn−1 ⩾ 2 > φ.
Ýòî äà¼ò íàì áàçó èíäóêöèè. Âîçüì¼ì k ∈ N, 2 ⩽ k ⩽ n. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ
èíäåêñîâ, ñòðîãî ìåíüøèõ k, íåðàâåíñòâî (5) äîêàçàíî. Òîãäà

rn−k = an−k+1rn−k+1 + rn−k+2 ⩾ rn−k+1 + rn−k+2 ⩾ φk−1 + φk−2 = φk−2(φ + 1) = φk−2φ2 = φk.

Ýòî äà¼ò íàì øàã èíäóêöèè. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ k = n ïîëó÷àåì r0 ⩾ φn è, ïîñêîëüêó
r0 = b < 10m, ýòî äà¼ò íàì îöåíêó

n <m logφ 10 < 5m,

èáî logφ 10 = 4,78 . . . . Â ñèëó öåëî÷èñëåííîñòè n è m ïîëó÷àåì n + 1 ⩽ 5m. Îñòà¼òñÿ
çàìåòèòü, ÷òî êîëè÷åñòâî äåëåíèé ñ îñòàòêîì â àëãîðèòìå Åâêëèäà äëÿ ÷èñåë a è b â
òî÷íîñòè ðàâíî n + 1.

Çàìå÷àíèå. Êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, ïðîàíàëèçèðîâàâ äîêàçàòåëüñòâî íåðàâåíñòâà (5),
àëãîðèòì Åâêëèäà ðàáîòàåò ¾äîëüøå âñåãî¿, åñëè âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå, êðîìå ïîñëåä-
íåãî, ðàâíû 1, à ïîñëåäíåå ðàâíî 2. Òî åñòü â ñëó÷àå, êîãäà a è b ñóòü ïîñëåäîâàòåëüíûå
÷èñëà Ôèáîíà÷÷è.

1.3 Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè

Îïðåäåëåíèå 3. Ïóñòü n ∈ N, n > 1. Åñëè ÷èñëî n èìååò òîëüêî òðèâèàëüíûå äåëèòåëè
(òðèâèàëüíûå � ýòî 1 è ñàìî n), òî n íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì. Åñëè n íå ïðîñòîå, òî îíî
íàçûâàåòñÿ ñîñòàâíûì.

Çàìå÷àíèå. Ãëóáèííûé ñìûñë òîãî, ÷òî 1 íå îòíîñÿò íè ê ïðîñòûì, íè ê ñîñòàâíûì,
çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî 1 îáðàòèìî ïî óìíîæåíèþ.
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Ëåììà 3. Ïóñòü n ∈ N, n > 1. Ïóñòü p � íàèìåíüøèé äåëèòåëü n, îòëè÷íûé îò 1.
Òîãäà p � ïðîñòîå ÷èñëî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè p � ñîñòàâíîå, òî ñóùåñòâóåò d ∈ N, òàêîå ÷òî d ∣ p è 1 < d < p.
Íî ïîñêîëüêó p ∣ n, èìååì d ∣ n è 1 < d < p, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè p.

Òåîðåìà 4 (Òåîðåìà Åâêëèäà). Ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé íàáîð ïðîñòûõ ÷èñåë p1, . . . , pk. Ðàññìîòðèì
÷èñëî

N =
k

∏
i=1

pi + 1.

Ðàññìîòðèì òàêæå p � íàèìåíüøèé äåëèòåëü N , îòëè÷íûé îò 1. Ïî ëåììå 3 ÷èñëî p
ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. Íî (N,pi) = 1 äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , k. Ñòàëî áûòü, p íå ðàâíî íè
îäíîìó èç pi.

Èòàê, äëÿ êàæäîãî êîíå÷íîãî íàáîðà ïðîñòûõ ÷èñåë ìû ìîæåì íàéòè ïðîñòîå ÷èñëî,
íå âõîäÿùåå â ýòîò íàáîð. Ñëåäîâàòåëüíî, ïðîñòûõ ÷èñåë áåñêîíå÷íî ìíîãî.

Òåîðåìà 5 (Îñíîâíàÿ òåîðåìà àðèôìåòèêè). Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, áîëüøåå åäè-
íèöû, îäíîçíà÷íî ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâêè ìíîæèòåëåé ðàñêëàäûâàåòñÿ â ïðî-
èçâåäåíèå ïðîñòûõ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàæåì ñóùåñòâîâàíèå ïî èíäóêöèè. Äëÿ ÷èñëà 2 âñ¼ î÷åâèäíî, èáî
2 � ïðîñòîå. Ýòî äà¼ò íàì áàçó èíäóêöèè. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå n ∈ N, n > 2. Ïðåä-
ïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ ÷èñåë, ñòðîãî ìåíüøèõ n, ñóùåñòâîâàíèå ðàçëîæåíèÿ äîêàçàíî.
Åñëè n � ïðîñòîå, ðàçëîæåíèå ïîëó÷åíî. Åñëè n � ñîñòàâíîå, òî íàéäóòñÿ n1, n2 ∈ N,
òàêèå ÷òî n = n1n2, 1 < n1 < n, 1 < n2 < n. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè n1 è n2 ðàñêëà-
äûâàþòñÿ â ïðîèçâåäåíèå ïðîñòûõ. Ñòàëî áûòü, è n ðàñêëàäûâàåòñÿ.

Äîêàæåì åäèíñòâåííîñòü. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå. Ïóñòü n � íàèìåíüøåå íàòó-
ðàëüíîå ÷èñëî, äîïóñêàþùåå äâà ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå:

n = p1 ⋅ . . . ⋅ ps = q1 ⋅ . . . ⋅ qr.

Òîãäà p1 îòëè÷íî îò êàæäîãî qi, i = 1, . . . , r, èáî èíà÷å íà p1 ìîæíî ñîêðàòèòü è ïîëó÷èòü
ïðîòèâîðå÷èå ñ ìèíèìàëüíîñòüþ n. Íî òîãäà (p, qi) = 1, i = 1, . . . , r, îòêóäà ïî Âàæíîé
ëåììå ïîëó÷àåì

p1 ∣
r

∏
i=1

qi Ô⇒ p1 ∣
r−1
∏
i=1

qi Ô⇒ . . . Ô⇒ p1 ∣ q1 Ô⇒ p1 ∣ 1.

Íî p1 íå äåëèò 1. Ïîëó÷àåì ïðîòèâîðå÷èå. Ñòàëî áûòü, ÷èñëà n, äîïóñêàþùåãî äâà
ðàçëè÷íûõ ðàçëîæåíèÿ íà ïðîñòûå, íå ñóùåñòâóåò.

Îïðåäåëåíèå 4. Ñòåïåíüþ âõîæäåíèÿ ïðîñòîãî ÷èñëà p â íàòóðàëüíîå ÷èñëî n íà-
çûâàåòñÿ âåëè÷èíà

νp(n) =max{α ∈ N ∪ {0} ∣pα ∣ n}.

Íàïðèìåð, ν2(12) = 2, ν3(12) = 1, ν5(12) = 0.
Èç îñíîâíîé òåîðåìû àðèôìåòèêè ñëåäóåò, ÷òî êàæäîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî èìååò

êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå
n =∏

p∣n
pνp(n).

Çäåñü ïðîèçâåäåíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì ïðîñòûì, äåëÿùèì n. Îòìåòèì, ÷òî êîððåêòíûì
áóäåò è ðàâåíñòâî

n =∏
p

pνp(n),
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ãäå ïðîèçâåäåíèå áåð¼òñÿ ïî âîîáùå âñåì ïðîñòûì, èáî â ýòîì ïðîèçâåäåíèè ëèøü êî-
íå÷íîå êîëè÷åñòâî ìíîæèòåëåé, îòëè÷íûõ îò åäèíèöû.

Î÷åíü ïîëåçíûì áûâàåò ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå.

Ïðåäëîæåíèå 1. Ïóñòü a, b ∈ N. Òîãäà

a ∣ b ⇐⇒ νp(a) ⩽ νp(b) äëÿ âñåõ ïðîñòûõ p.

1.4 Ëèíåéíûå äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ îò äâóõ íåèçâåñòíûõ

Àëãîðèòì Åâêëèäà ïîçâîëÿåò òàêæå ðåøàòü ëèíåéíûå äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ, òî åñòü
ðåøàòü â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ âèäà a1x1 + . . . + anxn = b ïðè çàäàííûõ öåëûõ
a1, . . . , an, b. Â äàííîì ïàðàãðàôå ìû ðàññìîòðèì ñàìûé ïðîñòîé ñëó÷àé � óðàâíåíèÿ
îò äâóõ íåèçâåñòíûõ.

Ëåììà 4. Ïóñòü a, b ∈ Z, (a, b) = d. Òîãäà îáùåå ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ

ax + by = 0 (6)

èìååò âèä

(x
y
) = ( b/d

−a/d) t, t ∈ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óðàâíåíèå (6) ðàâíîñèëüíî óðàâíåíèþ

a

d
⋅ x = − b

d
⋅ y.

Ïîñêîëüêó (a/d, b/d) = 1, ïî Âàæíîé ëåììå x äîëæåí äåëèòüñÿ íà b/d, òî åñòü èìåòü âèä
tb/d ñ íåêîòîðûì t ∈ Z. Ïîäñòàâëÿÿ x = tb/d è ñîêðàùàÿ íà b/d, ïîëó÷àåì y = −ta/d.

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðè ëþáîì t ∈ Z ïàðà ÷èñåë tb/d,−ta/d óäîâëåòâîðÿåò ñîîò-
íîøåíèþ (6).

Òåîðåìà 6. Ïóñòü a, b, c ∈ Z, (a, b) = d. Ðàññìîòðèì óðàâíåíèå

ax + by = c. (7)

Òîãäà
à) óðàâíåíèå (7) ðàçðåøèìî â öåëûõ ÷èñëàõ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà d ∣ c;
á) åñëè ïàðà ÷èñåë x0, y0 óäîâëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó (7) (ò.å. ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì

ðåøåíèåì), òî îáùåå ðåøåíèå â öåëûõ ÷èñëàõ óðàâíåíèÿ (7) èìååò âèä

(x
y
) = (x0

y0
) + ( b/d

−a/d) t, t ∈ Z.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè d ∤ c, òî ïðè ëþáûõ öåëûõ x è y ëåâàÿ ÷àñòü (7) äåëèòñÿ íà d, à
ïðàâàÿ � íåò. Ñòàëî áûòü, óñëîâèå d ∣ c ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ðàçðåøèìîñòè â Z.
Åñëè æå d ∣ c, òî ïîñêîëüêó ïî òåîðåìå 2 ñóùåñòâóþò öåëûå λ è µ, òàêèå ÷òî λa+µb = d,
â êà÷åñòâå ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (7) ìîæíî âçÿòü ÷èñëà x0 = cλ/d, y0 = cµ/d.

Òàêèì îáðàçîì, äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå d ∣ c ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ðàçðåøèìîñòè
óðàâíåíèÿ (7) â Z.

Äàëåå, åñëè íàðÿäó ñ x0, y0 èìååòñÿ äðóãîå ÷àñòíîå ðåøåíèå x1, y1, òî èõ ïîêîìïîíåíò-
íàÿ ðàçíîñòü x0−x1, y0−y1 ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (6). Ýòî óðàâíåíèå íàçûâàåòñÿ
ïðèñîåäèí¼ííûì îäíîðîäíûì óðàâíåíèåì.

È îáðàòíî, åñëè ïàðà x′, y′ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (6),
òî ïàðà x0 + x′, y0 + y′ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (7).

Èòàê, ïðèáàâèâ ïðîèçâîëüíîå ÷àñòíîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7) ê îáùåìó ðåøåíèþ
îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ (6), ìû ïîëó÷àåì îáùåå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (7).
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1.5 Êîíå÷íûå öåïíûå äðîáè

Êàê ìû óâèäåëè, îäíîðîäíîå óðàâíåíèå (6) ðåøàåòñÿ ñîâñåì ïðîñòî. È ðåøåíèå óðàâíå-
íèÿ (7) ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó êàêîãî-íèáóäü ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ. Îäèí èç íàèáîëåå ïðîñòûõ
ñïîñîáîâ ïîèñêà ÷àñòíîãî ðåøåíèÿ ïðåäîñòàâëÿåòñÿ àïïàðàòîì öåïíûõ äðîáåé.

Ðàññìîòðèì ñîîòíîøåíèÿ (2), îïèñûâàþùèå àëãîðèòì Åâêëèäà. Ïîäåëèì ïåðâîå ñî-
îòíîøåíèå (2) íà b, âòîðîå � íà r1, òðåòüå � íà r2 è òàê äàëåå. Ïîäñòàâëÿÿ êàæäîå
ñëåäóþùåå èç ïîëó÷åííûõ ñîîòíîøåíèé â ïðåäûäóùåå, ïîëó÷èì

a

b
= a0 +

1

b/r1
= a0 +

1

a1 +
1

r1/r2

= . . . = a0 +
1

a1 +
1

a2 +
1

⋱
+

1

an

.

Òàêèå ìíîãîýòàæíûå äðîáè íàçûâàþòñÿ öåïíûìè äðîáÿìè. Èñïîëüçóåòñÿ òàêæå áîëåå
êîìïàêòíàÿ çàïèñü:

a

b
= [a0;a1, a2, . . . , an].

Îïðåäåëåíèå 5. Ïóñòü a/b = [a0;a1, a2, . . . , an]. Òîãäà äëÿ êàæäîãî k = 0, . . . , n ðàöèî-
íàëüíîå ÷èñëî

pk
qk
= [a0;a1, a2, . . . , ak]

íàçûâàåòñÿ ïîäõîäÿùåé äðîáüþ ÷èñëà a/b. Ïðè ýòîì pk è qk ïîëàãàþòñÿ âçàèìíî ïðî-
ñòûìè, à qk � ïîëîæèòåëüíûì.

Ëåììà 5. Äëÿ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé pk/qk, pk−1/qk−1 öåïíîé äðîáè [a0;a1, a2, . . .] ñïðàâåä-
ëèâî ðàâåíñòâî

(pk pk−1
qk qk−1

) = (a0 1
1 0

)⋯(ak 1
1 0

) . (8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó äëÿ êàæäîãî k ñïðàâåäëèâî (pk, qk) = 1, ïî ëåììå 2 èìååì

(pk
qk
) = (a0 1

1 0
)⋯(ak 1

1 0
)(1

0
) , k = 0,1,2, . . . . (9)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

(a0 1
1 0

)⋯(ak 1
1 0

)(0
1
) = (a0 1

1 0
)⋯(ak−1 1

1 0
)(1

0
) = (pk−1

qk−1
) , k = 1,2, . . . . (10)

Ñîáèðàÿ âìåñòå (9) è (10), ïîëó÷àåì

(pk pk−1
qk qk−1

) = (a0 1
1 0

)⋯(ak 1
1 0

)(1 0
0 1
) .

Óäàëÿÿ â ïðàâîé ÷àñòè åäèíè÷íóþ ìàòðèöó, ïðèõîäèì ê ñîîòíîøåíèþ (8).

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå ïðè ïîìîùè ñîîòíîøåíèÿ (8) ðàâåíñòâî

pk
pk−1

= [ak;ak−1, . . . , a1, a0].
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü çàäàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü íåïîëíûõ ÷àñòíûõ a0, a1, a2, . . . è ñîîò-
âåòñòâóþùàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ïîäõîäÿùèõ äðîáåé pk/qk, k = 0,1,2, . . .. Ïîëîæèì

p−2 = 0, p−1 = 1,
q−2 = 1, q−1 = 0.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî k = 0,1,2, . . . âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

pk = akpk−1 + pk−2,
qk = akqk−1 + qk−2.

(11)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 5 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ êàæäîãî k = 0,1,2, . . . ñïðàâåäëèâî

(pk pk−1
qk qk−1

) = (pk−1 pk−2
qk−1 qk−2

)(ak 1
1 0

) .

Ñðàâíèâàÿ ïåðâûå ñòîëáöû îáåèõ ÷àñòåé ýòîãî ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì (11).

Ñëåäñòâèå. Â îáîçíà÷åíèÿõ òåîðåìû 7 ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

pkqk−1 − pk−1qk = (−1)k−1.

Äîêàçàòåëüñòâî.

pkqk−1 − pk−1qk = ∣
pk pk−1
qk qk−1

∣ = ∣pk − akpk−1 pk−1
qk − akqk−1 qk−1

∣ = ∣pk−2 pk−1
qk−2 qk−1

∣ =

= − ∣pk−1 pk−2
qk−1 qk−2

∣ = . . . = (−1)k+1 ∣p−1 p−2
q−1 q−2

∣ = (−1)k−1.

Ïðåäëîæåíèå 2. Ïóñòü a ∈ Z, b ∈ N, (a, b) = 1 è ïóñòü a/b = [a0;a1, a2, . . . , an]. Ðàñ-
ñìîòðèì ïðåäïîñëåäíþþ ïîäõîäÿùóþ äðîáü pn−1/qn−1 = [a0;a1, a2, . . . , an−1] ÷èñëà a/b.
Òîãäà ïàðà ÷èñåë

(−1)n−1qn−1, (−1)npn−1
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ ax + by = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 7

pnqn−1 − pn−1qn = (−1)n−1.

Íî (a, b) = 1 è b > 0. Ñòàëî áûòü, pn = a è qn = b, îòêóäà

(−1)n−1(aqn−1 − bpn−1) = 1.

Çàìå÷àíèå. Ïðåäëîæåíèå 2 äà¼ò àëüòåðíàòèâíîå äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2 î ïðåäñòàâ-
ëåíèè íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè. Â ÷àñòíîñòè, ìû
ïîëó÷èëè åù¼ îäèí ñïîñîá äîêàçàòåëüñòâà Âàæíîé ëåììû.
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1.6 Ëèíåéíûå äèîôàíòîâû óðàâíåíèÿ îò ïðîèçâîëüíîãî êîëè-

÷åñòâà íåèçâåñòíûõ

Ïóñòü a1, . . . , an, b ∈ Z. Ðàññìîòðèì óïîìèíàâøååñÿ âûøå ëèíåéíîå óðàâíåíèå

a1x1 + . . . + anxn = b. (12)

Î÷åâèäíî, ÷òî óñëîâèå
(a1, . . . , an) ∣ b (13)

ÿâëÿåòñÿ íåîáõîäèìûì äëÿ ðàçðåøèìîñòè ýòîãî óðàâíåíèÿ â öåëûõ ÷èñëàõ. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, çíàÿ, êàê íàõîäèòü ïðåäñòàâëåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ äâóõ ÷èñåë â
âèäå èõ ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, íåñëîæíî ïîíÿòü, êàê íàõî-
äèòü àíàëîãè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå íàèáîëüøåãî îáùåãî äåëèòåëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà
öåëûõ ÷èñåë. Òàêèì îáðàçîì, ïðè âûïîëíåíèè óñëîâèÿ (13) ÷àñòíîå ðåøåíèå â öåëûõ
÷èñëàõ óðàâíåíèÿ (12) íàéòè äîñòàòî÷íî ëåãêî. Îäíàêî íàéòè îáùåå ðåøåíèå ñîîòâåò-
ñòâóþùåãî îäíîðîäíîãî óðàâíåíèÿ ïðè n ⩾ 3 çàìåòíî ñëîæíåå, ÷åì ïðè n = 2 (ñì. ëåììó
4 è å¼ äîêàçàòåëüñòâî).

Îïèøåì àëãîðèòì ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ (12) â öåëûõ ÷èñëàõ. Â ñóùíîñòè ýòîò àëãî-
ðèòì òàêæå áàçèðóåòñÿ íà àëãîðèòìå Åâêëèäà.

Îïðåäåëåíèå 6. Ïóñòü äàíà ìàòðèöà ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè. Ýëåìåíòàðíûìè
öåëî÷èñëåííûìè ïðåîáðàçîâàíèÿìè ñòîëáöîâ ýòîé ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ

(1) ïåðåìåíà äâóõ ñòîëáöîâ ìåñòàìè;
(2) óìíîæåíèå íåêîòîðîãî ñòîëáöà íà −1;
(3) äîáàâëåíèå ê íåêîòîðîìó ñòîëáöó äðóãîãî, óìíîæåííîãî íà öåëîå ÷èñëî.

Çàìå÷àíèå. Êîãäà â êóðñå àëãåáðû îáñóæäàþò ýëåìåíòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ñòðîê
ìàòðèöû ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, óìíîæå-
íèå ñòðîêè äîïóñêàåòñÿ íà ëþáîå íåíóëåâîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî, à ïðèáàâëÿòü ê ñòðîêå
ìîæíî ëþáóþ äðóãóþ ñòðîêó, óìíîæåííóþ íà ëþáîå âåùåñòâåííîå ÷èñëî. Ýòè îïåðàöèè
îáðàòèìû íàä R. Â íàøåì æå ñëó÷àå êîýôôèöèåíòû îáÿçàíû áûòü öåëûìè ÷èñëàìè,
à ïðåîáðàçîâàíèÿ äîëæíû áûòü îáðàòèìûìè íàä Z � îòñþäà îòëè÷èå â ïóíêòàõ (2) è
(3).

Îïðåäåëåíèå 7. Ïóñòü A è B � ìàòðèöû îäèíàêîâîãî ðàçìåðà ñ öåëî÷èñëåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî A ýêâèâàëåíòíà B è ïèñàòü A ∼ B, åñëè B ïî-
ëó÷àåòñÿ èç A ïðè ïîìîùè êîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà ýëåìåíòàðíûõ öåëî÷èñëåííûõ ïðåîá-
ðàçîâàíèé ñòîëáöîâ.

Áóäåì îáîçíà÷àòü n-ìåðíûå âåêòîðû æèðíûì øðèôòîì è çàïèñûâàòü èõ êàê ñòîëá-
öû. Ê ïðèìåðó, áóäåì ïèñàòü

a =
⎛
⎜
⎝

a1
⋮
an

⎞
⎟
⎠
, x =

⎛
⎜
⎝

x1

⋮
xn

⎞
⎟
⎠
.

Çäåñü a � âåêòîð êîýôôèöèåíòîâ óðàâíåíèÿ (12), x � ïåðåìåííûé âåêòîð. Áóäåì òàêæå
èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå ⟨⋅ , ⋅⟩ äëÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ â Rn. Òîãäà óðàâíåíèå (12)
ïåðåïèñûâàåòñÿ êàê

⟨a,x⟩ = b.

Íàêîíåö, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç e1, . . . ,en âåêòîðû ñòàíäàðòíîãî åäèíè÷íîãî áàçèñà
ïðîñòðàíñòâà Rn.
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Òåîðåìà 8. Ïóñòü a1, . . . , an, b ∈ Z è ïóñòü (a1, . . . , an) = d, d ∣ b. Ïîëîæèì

A = (a1 ⋯ an
e1 ⋯ en

) .

Òî åñòü ìàòðèöà A îáðàçóåòñÿ ïðèïèñûâàíèåì åäèíè÷íîé ìàòðèöû n × n ñíèçó ê
ñòðî÷êå èç êîýôôèöèåíòîâ a1, . . . , an. Òîãäà

(1) íàéä¼òñÿ ìàòðèöà W , òàêàÿ ÷òî W ∼ A è

W = ( d 0 ⋯ 0
w1 w2 ⋯ wn

) ;

(2) óñëîâèå íà x ∈ Zn, çàäàâàåìîå óðàâíåíèåì (12), òî åñòü óðàâíåíèå ⟨a ,x⟩ = b,
ðàâíîñèëüíî ÿâíîìó ïðåäñòàâëåíèþ

x = b

d
w1 +

n

∑
i=2

tiwi, t2, . . . , tn ∈ Z.

Çäåñü êîýôôèöèåíòû t2, . . . , tn ìîãóò íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ïðèíèìàòü ïðîèçâîëü-
íûå öåëûå çíà÷åíèÿ.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8 íàì ïîíàäîáÿòñÿ äâà âàæíûõ íàáëþäåíèÿ, êàñàþ-
ùèõñÿ ñâîéñòâ è ñîîòíîøåíèé, ñîõðàíÿþùèõñÿ ïðè ýëåìåíòàðíûõ öåëî÷èñëåííûõ ïðå-
îáðàçîâàíèÿõ ñòîëáöîâ.

Îïðåäåëåíèå 8. Ìíîæåñòâî Zn, òî åñòü ìíîæåñòâî âñåõ òî÷åê ïðîñòðàíñòâà Rn ñ öå-
ëûìè êîîðäèíàòàìè, íàçûâàåòñÿ öåëî÷èñëåííîé ðåø¼òêîé.

Îïðåäåëåíèå 9. Íàáîð âåêòîðîâ v1, . . . ,vn ∈ Zn íàçûâàåòñÿ áàçèñîì ðåø¼òêè Zn, åñëè
êàæäûé âåêòîð èç Zn ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè âåêòîðîâ v1, . . . ,vn ñ
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè, òî åñòü åñëè Zn = Zv1 + . . . +Zvn.

Çàìå÷àíèå. Ëþáûå n ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ â Rn îáðàçóþò áàçèñ ïðîñòðàíñòâà
Rn. Äëÿ ðåø¼òêè Zn àíàëîãè÷íîå óòâåðæäåíèå íå âåðíî. Íàïðèìåð, íàáîð èç n ëèíåéíî
íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ ñ ÷¼òíûìè êîîðäèíàòàìè íå ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Zn, èáî íèêàêàÿ
èõ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè íå äàñò âåêòîð ñ íå÷¼òíûìè êîîð-
äèíàòàìè.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî âåêòîðû v1, . . . ,vn ∈ Zn îáðàçóþò áàçèñ ðåø¼òêè Zn òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû (v1 ⋯ vn) ðàâåí 1 èëè −1.

Ëåììà 6. Ïóñòü V = (v1 ⋯ vn) è U = (u1 ⋯ un) � ìàòðèöû n × n ñ öåëûìè
êîýôôèöèåíòàìè. Ïóñòü V ∼ U è ïóñòü âåêòîðû v1, . . . ,vn îáðàçóþò áàçèñ ðåø¼òêè
Zn. Òîãäà âåêòîðû u1, . . . ,un òàêæå îáðàçóþò áàçèñ ýòîé ðåø¼òêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîíÿòíî, ÷òî ýëåìåíòàðíûå öåëî÷èñëåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà (1)
è (2) ñîõðàíÿþò ñâîéñòâî ñòîëáöîâ áûòü áàçèñîì Zn. Ïîêàæåì, ÷òî è ïðåîáðàçîâàíèå
âèäà (3) ñîõðàíÿåò ýòî ñâîéñòâî. Äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñëó÷àé, êîãäà u1 = v1 + qv2,
ui = vi, i = 2, . . . , n. Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ëþáîãî v ∈ Zn ñïðàâåäëèâî

v =
n

∑
i=1

λivi ⇐⇒ v = λ1u1 + (λ2 − λ1q)u2 +
n

∑
i=3

λiui,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû u1, . . . ,un, äåéñòâèòåëüíî, îáðàçóþò áàçèñ ðåø¼òêè Zn.
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Ëåììà 7. Ïóñòü âåêòîð a è ìàòðèöà A � êàê â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 8. Ïóñòü
B ∼ A,

B = (b1 ⋯ bn
v1 ⋯ vn

) .

Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

bi = ⟨a,vi⟩ i = 1, . . . , n. (14)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ìàòðèöó C, òàêóþ ÷òî

C = (c1 ⋯ cn
u1 ⋯ un

)

è äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , n ñïðàâåäëèâî ci = ⟨a,ui⟩. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè

b1 = c1 + qc2, bi = ci, i = 2, . . . , n,
v1 = u1 + qu2, vi = ui, i = 2, . . . , n, (15)

òî âûïîëíÿåòñÿ (14). Äåéñòâèòåëüíî, èç (15) ñëåäóåò, ÷òî

b1 = c1 + qc2 = ⟨a,u1⟩ + q⟨a,u2⟩ = ⟨a,u1 + qu2⟩ = ⟨a,v1⟩

è
bi = ci = ⟨a,ui⟩ = ⟨a,vi⟩

ïðè i = 2, . . . , n. Òàêèì îáðàçîì, ðàâåíñòâà (14) èìåþò ìåñòî.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 8. Ââèäó âîçìîæíîñòè ïðèìåíÿòü ýëåìåíòàðíûå öåëî÷èñ-
ëåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ âèäà (1) è (2) (ñì. îïðåäåëåíèå 6) ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî âñå ai
íåîòðèöàòåëüíû è ÷òî a1 � íàèìåíüøåå èç âñåõ íåíóëåâûõ ai. Ïóñòü ak > 0 äëÿ êàêîãî-
íèáóäü k > 1. Âû÷òåì èç ñòîëáöà ñ íîìåðîì k ïåðâûé ñòîëáåö è, åñëè âûïîëíÿëîñü óñëî-
âèå 0 < ak − a1 < a1, ïîìåíÿåì ïîëó÷åííûé k-é ñòîëáåö ñ ïåðâûì ñòîëáöîì ìåñòàìè. Ýòà
ïðîöåäóðà óìåíüøàåò ñóììó ÷èñåë â ïåðâîé ñòðîêå è ñîõðàíÿåò èõ íàèáîëüøèé îáùèé
äåëèòåëü. Ïðè ýòîì ïîñëå å¼ âûïîëíåíèÿ ïåðâûé ýëåìåíò ïåðâîé ñòðîêè ñíîâà áóäåò
íàèìåíüøèì èç âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ýòîé ñòðîêè. Áóäåì ïîâòîðÿòü ýòó ïðîöåäóðó,
ïîêà âîçìîæíî � òî åñòü ïîêà â ïåðâîé ñòðîêå îñòàþòñÿ õîòÿ áû äâà ïîëîæèòåëüíûõ
÷èñëà. Ïîñêîëüêó óìåíüøàþùàÿñÿ ñóììà ÿâëÿåòñÿ ÷èñëîì íàòóðàëüíûì, ÷åðåç êîíå÷-
íîå êîëè÷åñòâî èòåðàöèé âîçìîæíîñòü ïîâòîðèòü îïèñàííóþ ïðîöåäóðó ïðîïàä¼ò, òî
åñòü âî âñåõ ñòîëáöàõ, êðîìå ïåðâîãî, âåðõíèå ýëåìåíòû áóäóò ðàâíû íóëþ, à â ïåðâîì
ñòîëáöå âåðõíèé ýëåìåíò áóäåò ðàâåí d. Ýòèì äîêàçàíî óòâåðæäåíèå (1) òåîðåìû.

Äàëåå, èç ëåììû 6 ñëåäóåò, ÷òî âåêòîðû w1, . . . ,wn îáðàçóþò áàçèñ ðåø¼òêè Zn.
Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà w èç Zn èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå

w =
n

∑
i=1

tiwi, t1, . . . , tn ∈ Z.

Ó÷èòûâàÿ ëåììó 7, ïîëó÷àåì
⟨a,w⟩ = t1d,

îòêóäà ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî ⟨a,w⟩ = b ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî t1 = b/d. Îñòàëüíûå êî-
ýôôèöèåíòû t2, . . . , tn ìîãóò ïðèíèìàòü ïðîèçâîëüíûå öåëûå çíà÷åíèÿ, ÷òî äîêàçûâàåò
óòâåðæäåíèå (2) òåîðåìû.

Îòìåòèì, ÷òî ïåðâûé àáçàö äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8 ôàêòè÷åñêè îïèñûâàåò àëãî-
ðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû W , òî åñòü àëãîðèòì ðåøåíèÿ äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ (12).
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2 Àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 10. Îòîáðàæåíèå èç N â C íàçûâàåòñÿ àðèôìåòè÷åñêîé ôóíêöèåé.

Îïðåäåëåíèå 11. Àðèôìåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f , îòëè÷íàÿ îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ,
íàçûâàåòñÿ ìóëüòèïëèêàòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ N, òàêèõ ÷òî (a, b) = 1, ñïðàâåä-
ëèâî f(ab) = f(a)f(b).

Îïðåäåëåíèå 12. Àðèôìåòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f , îòëè÷íàÿ îò òîæäåñòâåííîãî íóëÿ,
íàçûâàåòñÿ âïîëíå ìóëüòèïëèêàòèâíîé, åñëè äëÿ ëþáûõ a, b ∈ N ñïðàâåäëèâî f(ab) =
f(a)f(b).

Ëåììà 8. Åñëè f � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ, òî f(1) = 1.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè f(1) = f(12) = f(1)2, òî åñòü

f(1)(f(1) − 1) = 0,

îòêóäà ëèáî f(1) = 0, ëèáî f(1) = 1. Íî åñëè f(1) = 0, òî äëÿ ëþáîãî n ∈ N áóäåò
ñïðàâåäëèâî f(n) = f(n ⋅ 1) = f(n)f(1) = 0, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî f íå ðàâíà
òîæäåñòâåííî íóëþ. Ñòàëî áûòü, f(1) = 1.

2.1 Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ì¼áèóñà

Ëåììà 9. Ïóñòü f è g � ìóëüòèïëèêàòèâíûå ôóíêöèè. Òîãäà ôóíêöèÿ h, îïðåäåëÿ-
åìàÿ ðàâåíñòâîì

h(n) = ∑
d∣n

f(d)g(n/d)

òàêæå ìóëüòèïëèêàòèâíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (a, b) = 1. Òîãäà äëÿ ëþáîãî äåëèòåëÿ d ÷èñëà ab ñóùåñòâóåò
åäèíñòâåííîå ðàçëîæåíèå d = d1d2, òàêîå ÷òî d1 ∣ a è d2 ∣ b. Ïðè ýòîì (d1, d2) = 1 è
(a/d1, b/d2) = 1. Ñòàëî áûòü,

h(ab) = ∑
d∣ab

f(d)g(ab/d) = ∑
d1∣a
∑
d2∣b

f(d1d2)g(ab/d1d2) =

= ∑
d1∣a
∑
d2∣b

f(d1)f(d2)g(a/d1)g(b/d2) = ( ∑
d1∣a

f(d1)g(a/d1))(∑
d2∣b

f(d2)g(b/d2)) = h(a)h(b).

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ôóíêöèÿ. Òîãäà ôóíêöèÿ h, îïðåäåëÿå-
ìàÿ ðàâåíñòâîì

h(n) = ∑
d∣n

f(d),

òàêæå ìóëüòèïëèêàòèâíà è

h(n) =∏
p∣n
(1 + f(p) + f(p2) + . . . + f(pνp(n))), (16)

ãäå ïðîèçâåäåíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì ïðîñòûì äåëèòåëÿì ÷èñëà n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè äîñòàòî÷íî âçÿòü g(n) = 1
� òîæäåñòâåííóþ åäèíèöó. Ðàñêðûâàÿ ñêîáêè â ïðàâîé ÷àñòè (16) è ïîëüçóÿñü ìóëüòè-
ïëèêàòèâíîñòüþ, ïîëó÷àåì ñóììó ïî âñåì äåëèòåëÿì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè êàíîíè÷å-
ñêîå ðàçëîæåíèå ÷èñëà n èìååò âèä

n = pα1
1 ⋅ . . . ⋅ p

αk

k ,
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òî

∏
p∣n
(1 + f(p) + f(p2) + . . . + f(pνp(n))) =

k

∏
i=1
(f(p0i ) + f(p1i ) + f(p2i ) + . . . + f(pαi

i )) =

= ∑
0⩽β1⩽α1
⋯⋯⋯⋯
0⩽βk⩽αk

f(pβ1

1 ) ⋅ . . . ⋅ f(p
βk

k ) = ∑
0⩽β1⩽α1
⋯⋯⋯⋯
0⩽βk⩽αk

f(pβ1

1 ⋅ . . . ⋅ p
βk

k ) = ∑
d∣n

f(d).

Îïðåäåëåíèå 13. Ôóíêöèÿ

µ(n) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

1, åñëè n = 1
0, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî ïðîñòîãî p ñïðàâåäëèâî p2 ∣ n
(−1)k, åñëè n = p1 ⋅ . . . ⋅ pk, pi ≠ pj ïðè i ≠ j

íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé Ì¼áèóñà.

Òåîðåìà 9. [Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ì¼áèóñà] Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ àðèôìåòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ è

h(n) = ∑
d∣n

f(d).

Òîãäà
f(n) = ∑

d∣n
h(d)µ(n/d).

Ëåììà 10. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∑
d∣n

µ(d) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1, åñëè n = 1
0, åñëè n > 1

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïðè n > 1 ïî ñëåäñòâèþ èç ëåììû
9 ââèäó ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè ôóíêöèè Ì¼áèóñà èìååì

∑
d∣n

µ(d) =∏
p∣n
(1 + µ(p)) = 0.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9. Ïðè n = 1 óòâåðæäåíèå î÷åâèäíî. Ïóñòü n > 1. Òîãäà

∑
d∣n

h(d)µ(n/d) = ∑
c,d∈N
cd=n

h(d)µ(c) = ∑
c,d∈N
cd=n

(∑
a∣d

f(a))µ(c) = ∑
c,d∈N
cd=n

( ∑
a,b∈N
ab=d

f(a))µ(c) =

= ∑
a,b,c∈N
abc=n

f(a)µ(c) = ∑
a∣n

f(a)( ∑
b,c∈N
bc=n

a

µ(c)) = ∑
a∣n

f(a)(∑
c∣n

a

µ(c)) = f(n).

Ïî ëåììå 10 ïðè a ∣ n èìååì

∑
c ∣n

a

µ(c) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1, åñëè a = n
0, åñëè a < n

.

Ñòàëî áûòü, ∑
d∣n

h(d)µ(n/d) = f(n).

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f è h � àðèôìåòè÷åñêèå ôóíêöèè, ñâÿçàííûå ñîîòíîøåíèåì

h(n) = ∑
d∣n

f(d).

Òîãäà ôóíêöèÿ f ìóëüòèïëèêàòèâíà â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà ìóëüòèïëè-
êàòèâíà ôóíêöèÿ h.
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2.2 Ôóíêöèÿ Ýéëåðà

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ôóíêöèÿ f ìóëüòèïëèêàòèâíà, òî ïî ñëåäñòâèþ èç ëåììû 9
ìóëüòèïëèêàòèâíà è ôóíêöèÿ h. Åñëè æå ôóíêöèÿ h ìóëüòèïëèêàòèâíà, òî ââèäó ìóëü-
òèïëèêàòèâíîñòè ôóíêöèè Ì¼áèóñà èç òåîðåìû 9 è ëåììû 9 ñëåäóåò ìóëüòèïëèêàòèâ-
íîñòü ôóíêöèè f .

Îïðåäåëåíèå 14. Äëÿ êàæäîãî n ∈ N ïîëîæèì φ(n) ðàâíûì êîëè÷åñòâó íàòóðàëüíûõ
÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ n è âçàèìíî ïðîñòûõ ñ n. Ôóíêöèÿ φ íàçûâàåòñÿ ôóíêöèåé
Ýéëåðà.

Òåîðåìà 10. Ôóíêöèÿ Ýéëåðà ìóëüòèïëèêàòèâíà è

φ(n) = n∏
p∣n
(1 − 1

p
),

ãäå ïðîèçâåäåíèå áåð¼òñÿ ïî âñåì ïðîñòûì äåëèòåëÿì ÷èñëà n.

Ëåììà 11. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

∑
d∣n

φ(d) = n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî äðîáåé

M= { 1
n
,
2

n
, . . . ,

n

n
}.

Ïîñëå ïðèâåäåíèÿ ê íåñîêðàòèìîìó âèäó çíàìåíàòåëü êàæäîé äðîáè èçM ñòàíîâèòñÿ
êàêèì-òî äåëèòåëåì n. Ñîîòâåòñòâåííî, äëÿ êàæäîãî d ∣ n ìîæíî îïðåäåëèòü ìíîæåñòâî

Md = {
k

d
∣ 1 ⩽ k ⩽ d, (k, d) = 1}.

Ýòè ìíîæåñòâà ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, ñòàëî áûòü,

M=⊔
d∣n
Md è ∣M∣ = ∑

d∣n
∣Md∣.

Çäåñü ñèìâîë ¾⊔¿ îçíà÷àåò äèçúþíêòíîå îáúåäèíåíèå. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ∣M∣ = n
è ∣Md∣ = φ(d).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 10. Òîæäåñòâåííàÿ ôóíêöèÿ f(n) = n ìóëüòèïëèêàòèâíà,
ñòàëî áûòü, ïî ëåììå 11 è ñëåäñòâèþ èç òåîðåìû 9 ôóíêöèÿ φ òàêæå ìóëüòèïëèêà-
òèâíà. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ïðîñòîì p è íàòóðàëüíîì k öåëîå ÷èñëî a âçàèìíî ïðîñòî ñ pk

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà p ∤ a. Íàòóðàëüíûõ æå ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ pk è äåëÿ-
ùèõñÿ íà p, ðîâíî pk−1. Ñòàëî áûòü, φ(pk) = pk−pk−1. Ïîëüçóÿñü ìóëüòèïëèêàòèâíîñòüþ,
ïîëó÷àåì

φ(n) =∏
p∣n

φ(pνp(n)) =∏
p∣n
(pνp(n) − pνp(n)−1) = n∏

p∣n
(1 − 1

p
).

Çàìå÷àíèå. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé ôóíêöèè Ýéëåðà óäîáíåå ïîëüçîâàòüñÿ ôîðìó-
ëîé

φ(n) =∏
p∣n
(pνp(n) − pνp(n)−1).

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ ëþáûõ a, b ∈ N ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

φ(ab) = φ(a)φ(b) (a, b)
φ((a, b))

.
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3 Ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ è êëàññû âû÷åòîâ

3.1 Ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ

Çàôèêñèðóåì íàòóðàëüíîå ÷èñëî m, m ⩾ 2. Áóäåì íàçûâàòü åãî ìîäóëåì.

Îïðåäåëåíèå 15. Ïóñòü a, b ∈ Z. Ãîâîðÿò, ÷òî a è b ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m, åñëè a − b
äåëèòñÿ íà m. Â ñëó÷àå ñðàâíèìîñòè a è b ïî ìîäóëþ m ïèøóò a ≡ b (mod m).

Îòíîøåíèå ñðàâíèìîñòè ïî ìîäóëþ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèåì ýêâèâàëåíòíîñòè, èáî
îíî ðåôëåêñèâíî, òî åñòü

a ≡ a (mod m),
ñèììåòðè÷íî, òî åñòü

a ≡ b (mod m) Ô⇒ b ≡ a (mod m),

è òðàíçèòèâíî, òî åñòü

a ≡ b (mod m)
b ≡ c (mod m) Ô⇒ a ≡ c (mod m).

Ñî ñðàâíåíèÿìè ìîæíî ðàáîòàòü, êàê ñ ðàâåíñòâàìè: èõ ìîæíî ñêëàäûâàòü è ïåðå-
ìíîæàòü.

Ëåììà 12. Ïóñòü
a ≡ b (mod m),
c ≡ d (mod m).

Òîãäà
a + c ≡ b + d (mod m),
a − c ≡ b − d (mod m),
ac ≡ bd (mod m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæåíèå ëåììû â òî÷íîñòè îçíà÷àåò, ÷òî

m ∣ a − b è m ∣ c − d.

Ñòàëî áûòü, ïî ñâîéñòâàì äåëèìîñòè

m ∣ (a − b) + (c − d) = (a + c) − (b + d),
m ∣ (a − b) − (c − d) = (a − c) − (b − d),
m ∣ (a − b)c + (c − d)b = ac − bd,

îòêóäà ìãíîâåííî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü f(x) ∈ Z[x]. Òîãäà

a ≡ b (mod m) Ô⇒ f(a) ≡ f(b) (mod m).

Ñðàâíåíèÿ òàêæå ìîæíî ñîêðàùàòü íà îáùèé äåëèòåëü. Íî äåëàòü ýòî íóæíî àê-
êóðàòíî: áîëüøóþ ðîëü èãðàåò íàëè÷èå (èëè îòñóòñòâèå) âçàèìíîé ïðîñòîòû îáùåãî
äåëèòåëÿ ñ ìîäóëåì.

Ëåììà 13. Ïóñòü (a,m) = 1. Òîãäà

ab ≡ ac (mod m) ⇐⇒ b ≡ c (mod m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè m ∣ b− c, òî m ∣ ab− ac. Îáðàòíî, åñëè m ∣ a(b− c) è (a,m) = 1, òî
ïî Âàæíîé ëåììå m ∣ b − c.
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Ëåììà 14. Ïóñòü a � ïðîèçâîëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Òîãäà

ab ≡ ac (mod am) ⇐⇒ b ≡ c (mod m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî am ∣ a(b − c) ⇐⇒ m ∣ b − c.

Ïîëåçíî òàêæå ïîíèìàòü, ÷òî ñðàâíèìûå ïî ìîäóëþ m ÷èñëà èìåþò îäèí è òîò æå
íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ñ m.

Ëåììà 15. Åñëè a ≡ b (mod m), òî (a,m) = (b,m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî îáùèõ äåëèòåëåé a è m ñîâïà-
äàåò ñ ìíîæåñòâîì îáùèõ äåëèòåëåé b è m.

3.2 Êëàññû âû÷åòîâ

Îïðåäåëåíèå 16. Ïóñòü çàäàí ìîäóëü m. Òîãäà äëÿ a ∈ Z ìíîæåñòâî

a = a +mZ = {a +mt ∣ t ∈ Z}

íàçûâàåòñÿ êëàññîì âû÷åòîâ ÷èñëà a ïî ìîäóëþ m.

Çàìå÷àíèå. Ñàì òåðìèí âû÷åò íóæíî ïîíèìàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Âû÷åò � ýòî
ýëåìåíò êëàññà âû÷åòîâ. Òî åñòü âû÷åòàìè íàçûâàþòñÿ îáûêíîâåííûå öåëûå ÷èñëà â
êîíòåêñòå íàëè÷èÿ ìîäóëÿ. Íàïðèìåð, −33, 7 è 117 � âû÷åòû ïî ìîäóëþ 10, ïðèíàä-
ëåæàùèå îäíîìó êëàññó âû÷åòîâ.

Âñåãî ïðè çàäàííîì ìîäóëå m èìååòñÿ ðîâíî m êëàññîâ âû÷åòîâ. Êàæäûé èç íèõ
ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ áåñêîíå÷íóþ â îáå ñòîðîíû àðèôìåòè÷åñêóþ ïðîãðåññèþ ñ ðàçíî-
ñòüþ m. Ïîëó÷àåì ñëåäóþùåå ðàçáèåíèå Z:

Z = 0 ⊔ 1 ⊔ . . . ⊔m − 1.

Îáîçíà÷åíèå. Ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m îáîçíà÷àåòñÿ Zm.

Òàêèì îáðàçîì,
Zm = {0,1, . . . ,m − 1}.

Îïðåäåëèì íà ìíîæåñòâå Zm àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè: ¾+¿, ¾−¿, ¾ ⋅ ¿. Äëÿ êàæäûõ
a, b ∈ Z ïîëîæèì, ïðè çàäàííîì ìîäóëå m

a + b = a + b, a − b = a − b, a ⋅ b = ab.

Îòìåòèì, ÷òî èñïîëüçîâàíèå îáîçíà÷åíèÿ a ¾íàâÿçûâàåò¿ âûáîð ïðåäñòàâèòåëÿ ýòîãî
êëàññà, à èìåííî, ÷èñëà a. Ïðè ýòîì a +m � ñòîëü æå ðàâíîïðàâíûé ïðåäñòàâèòåëü
ýòîãî æå êëàññà âû÷åòîâ. Ïîýòîìó íåîáõîäèìî äîêàçûâàòü êîððåêòíîñòü äàííîãî âûøå
îïðåäåëåíèÿ àðèôìåòè÷åñêèõ îïåðàöèé.

Ëåììà 16. Àðèôìåòè÷åñêèå îïåðàöèè íà Zm îïðåäåëåíû êîððåêòíî. Òî åñòü äëÿ ëþ-
áûõ a1, a2, b1, b2 ∈ Z, òàêèõ ÷òî a1 ≡ a2 (mod m) è b1 ≡ b2 (mod m), ñïðàâåäëèâî

a1 + b1 = a2 + b2, a1 − b1 = a2 − b2, a1 ⋅ b1 = a2 ⋅ b2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïî ëåììå 12 èç óñëîâèé a1 ≡ a2 (mod m) è b1 ≡ b2 (mod m) ñëåäóåò,
÷òî

a1 + b1 = a2 + b2, a1 − b1 = a2 − b2, a1b1 = a2b2.
×òî äîêàçûâàåò òðåáóåìîå óòâåðæäåíèå.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî ââåä¼ííûå íà Zm îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ àññî-
öèàòèâíû è âûïîëíÿåòñÿ çàêîí äèñòðèáóòèâíîñòè.
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3.3 Îáðàòèìûå ïî óìíîæåíèþ âû÷åòû

Êàê ìû óâèäåëè, ýëåìåíòû Zm ìîæíî ñêëàäûâàòü, âû÷èòàòü è óìíîæàòü. Íà íåêîòîðûå
ýëåìåíòû Zm ìîæíî åù¼ è äåëèòü.

Ëåììà 17. Ïóñòü çàäàí ìîäóëü m è ïóñòü a � öåëîå ÷èñëî. Òîãäà ñðàâíåíèå

ax ≡ 1 (mod m) (17)

ðàçðåøèìî îòíîñèòåëüíî x òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà (a,m) = 1.
Èíûìè ñëîâàìè, óñëîâèå (a,m) = 1 ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì ðàçðåøèìîñòè â Zm óðàâ-

íåíèÿ
a ⋅ x = 1

îòíîñèòåëüíî x.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàçðåøèìîñòü ñðàâíåíèÿ (17) ðàâíîñèëüíà ðàçðåøèìîñòè ëèíåéíîãî
äèîôàíòîâà óðàâíåíèÿ

ax +my = 1.

À ýòî óðàâíåíèå ðàçðåøèìî ââèäó òåîðåìû 6 óñëîâèþ (a,m) = 1.

Îïðåäåëåíèå 17. Âû÷åòû, äëÿ êîòîðûõ ñðàâíåíèå (17) ðàçðåøèìî, íàçûâàþòñÿ îáðà-
òèìûìè ïî óìíîæåíèþ ïî ìîäóëþ m.

Ïî ëåììå 15 âû÷åòû, ïðèíàäëåæàùèå îäíîìó è òîìó æå êëàññó, îäíîâðåìåííî îá-
ðàòèìû èëè íåò.

Îáîçíà÷åíèå. Ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ âû÷åòîâ, îáðàòèìûõ ïî ìîäóëþ m, îáîçíà÷à-
åòñÿ Z∗m.

Òàêèì îáðàçîì,
Z∗m = {a ∈ Zm ∣ (a,m) = 1}.

Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ â Z∗m â òî÷íîñòè ðàâíî φ(m).

Òåîðåìà 11 (Òåîðåìà Âèëüñîíà). Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà

(p − 1)! ≡ −1 (mod p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì ñðàçó, ÷òî äëÿ p = 2 óòâåðæäåíèå òåîðåìû î÷åâèäíî. Ïóñòü
äàëåå p > 2.

Äëÿ êàæäîãî a ∈ {1, . . . , p− 1} ïî ëåììå 17 íàéä¼òñÿ b ∈ {1, . . . , p− 1}, òàêîå ÷òî ab ≡ 1
(mod p). Ïðè ýòîì òàêîå b äëÿ çàäàííîãî a áóäåò îïðåäåëÿòüñÿ îäíîçíà÷íî. Äåéñòâè-
òåëüíî, åñëè ab1 ≡ ab2 (mod p), òî p ∣ a(b1 − b2) è ïî Âàæíîé ëåììå p ∣ b1 − b2, òî åñòü
b1 ≡ b2 (mod p), îòêóäà b1 = b2.

Òàêèì îáðàçîì, âñå âû÷åòû èç íàáîðà {1, . . . , p − 1} ðàçîáüþòñÿ íà ïàðû âçàèìíî
îáðàòíûõ âû÷åòîâ, êðîìå òåõ, äëÿ êîòîðûõ îáðàòíûé ñîâïàäàåò ñ íèì ñàìèì. Íî

a2 ≡ 1 (mod p) ⇐⇒ p ∣ (a − 1)(a + 1) ⇐⇒ [ a ≡ 1 (mod p)
a ≡ −1 (mod p) .

Ñòàëî áûòü, ¾áåç ïàðû¿ ñðåäè ÷èñåë {1, . . . , p−1} îñòàþòñÿ òîëüêî 1 è −1. Îòñþäà ñðàçó
ñëåäóåò, ÷òî (p − 1)! ≡ −1 (mod p).
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3.4 Òåîðåìà Ýéëåðà è ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà

Îïðåäåëåíèå 18. Ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâèòåëåé âñåõ m êëàññîâ âû÷åòîâ èç
Zm (èç êàæäîãî êëàññà áåð¼òñÿ ðîâíî îäèí ïðåäñòàâèòåëü) íàçûâàåòñÿ ïîëíîé ñèñòåìîé
âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.

Îïðåäåëåíèå 19. Ïðîèçâîëüíàÿ ñèñòåìà ïðåäñòàâèòåëåé âñåõ φ(m) êëàññîâ âû÷åòîâ
èç Z∗m (èç êàæäîãî êëàññà áåð¼òñÿ ðîâíî îäèí ïðåäñòàâèòåëü) íàçûâàåòñÿ ïðèâåä¼ííîé
ñèñòåìîé âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.

Çàìå÷àíèå. Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî ïîëíàÿ èëè ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìû âû÷åòîâ � ýòî
íàáîðû öåëûõ ÷èñåë, à íå íàáîðû ýëåìåíòîâ Zm. Íàïðèìåð, ïîëíîé ñèñòåìîé âû÷åòîâ ïî
ìîäóëþ 3 áóäåò êàê íàáîð {0,1,2}, òàê è íàáîð {−1,0,1}. Ðàâíî êàê è íàáîð {−33,7,17},
èáî −33 ∈ 0, 7 ∈ 1, 17 ∈ 2.
Òåîðåìà 12 (î ïîëíîé è ïðèâåä¼ííîé ñèñòåìàõ âû÷åòîâ). Ïóñòü çàäàí ìîäóëü m, öåëîå
÷èñëî a, òàêîå ÷òî (a,m) = 1, è ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî c.

(1) Ïóñòü b1, . . . , bm � ïðîèçâîëüíàÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m. Òîãäà
÷èñëà ab1 + c, . . . , abm + c òàêæå îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.

(2) Ïóñòü b1, . . . , bφ(m) � ïðîèçâîëüíàÿ ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.
Òîãäà ÷èñëà ab1, . . . , abφ(m) òàêæå îáðàçóþò ïðèâåä¼ííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
m.

Äîêàçàòåëüñòâî. (1) Ðàññìîòðèì äâà ïðîèçâîëüíûõ èíäåêñà i, j è ïðåäïîëîæèì, ÷òî

abi + c ≡ abj + c (mod m).

Òîãäà m ∣ a(bi − bj) è, ïîñêîëüêó (a,m) = 1, ïî Âàæíîé ëåììå m ∣ bi − bj, òî åñòü bi ≡ bj
(mod m). Òàêèì îáðàçîì, ïðè i ≠ j ñïðàâåäëèâî

abi + c ≢ abj + c (mod m).

Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà ab1 + c, . . . , abm + c ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâèòåëÿìè âñåõ m êëàññîâ
âû÷åòîâ è, ñòàëî áûòü, îáðàçóþò ïîëíóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.

(2) Ðàññóæäåíèå èç ïóíêòà (1) ïðè c = 0 äîêàçûâàåò, ÷òî è â êîíòåêñòå ïóíêòà (2)
ïðè i ≠ j ñïðàâåäëèâî

abi ≢ abj (mod m).
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà ab1, . . . , abφ(m) ÿâëÿþòñÿ ïðåäñòàâèòåëÿìè φ(m) ïîïàðíî ðàçëè÷-
íûõ êëàññîâ âû÷åòîâ. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî êàæäîå èõ ÷èñåë abi âçàèìíî ïðîñòî ñ m,
èáî â êîíòåêñòå ïóíêòà (2) ñïðàâåäëèâî íå òîëüêî (a,m) = 1, íî è (bi,m) = 1.
Òåîðåìà 13 (Òåîðåìà Ýéëåðà). Ïóñòü çàäàí ìîäóëü m. Ïóñòü a ∈ Z, (a,m) = 1. Òîãäà

aφ(m) ≡ 1 (mod m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ïðèâåä¼ííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ b1, . . . , bφ(m)
ïî ìîäóëþ m. Äîìíîæèì âñå å¼ ýëåìåíòû íà a. Òîãäà ïî òåîðåìå 12 ÷èñëà ab1, . . . , abφ(m)
òàêæå îáðàçóþò ïðèâåä¼ííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî,

ab1 ⋅ . . . ⋅ abφ(m) ≡ b1 ⋅ . . . ⋅ bφ(m) (mod m).

Ïîñêîëüêó âñå bi âçàèìíî ïðîñòû ñm, è âñ¼ ïðîèçâåäåíèå b1⋅. . .⋅bφ(m) âçàèìíî ïðîñòî ñm.
Ñòàëî áûòü, ïî ëåììå 13 íà ýòî ïðîèçâåäåíèå ìîæíî ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ñðàâíåíèÿ
ñîêðàòèòü. Ïîëó÷àåì aφ(m) ≡ 1 (mod m).
Òåîðåìà 14 (Ìàëàÿ òåîðåìà Ôåðìà). Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî, a ∈ Z, a ≢ 0 (mod p).
Òîãäà

ap−1 ≡ 1 (mod p).
Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó Ýéëåðà ïðè m = p è çàìåòèòü, ÷òî
äëÿ ïðîñòîãî p ñïðàâåäëèâî φ(p) = p − 1.
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3.5 Êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ ñèñòåìà RSA

Äîëãîå âðåìÿ òåîðèÿ ÷èñåë îñòàâàëàñü îäíîé èç íàèáîëåå àáñòðàêòíûõ îáëàñòåé ìàòå-
ìàòèêè. Îäíàêî çà ïîñëåäíèå äåñÿòèëåòèÿ îíà ñòàëà îäíîé èç íàèáîëåå âîñòðåáîâàííûõ
äëÿ ïðàêòè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé îáëàñòåé. Â îñíîâíîì ýòè ïðèëîæåíèÿ èìåþò êðèïòî-
ãðàôè÷åñêèé õàðàêòåð.

Ïóñòü x ∈ N � ÷èñëî, êîòîðîå àáîíåíò B õî÷åò ïåðåäàòü àáîíåíòó A ïî îòêðûòûì
êàíàëàì, íå èìåÿ âîçìîæíîñòè ïðåäâàðèòåëüíî äîãîâîðèòüñÿ â òàéíå îò âñåõ î íåêîåì
øèôðå. Îêàçûâàåòñÿ, íà ïðàêòèêå ýòà çàäà÷à ìîæåò áûòü óñïåøíî ðåøåíà ïðè ïîìîùè
òîãî ôàêòà, ÷òî íåêîòîðûå âû÷èñëèòåëüíûå ïðîöåäóðû â îäíó ñòîðîíó âûïîëíÿþòñÿ
äîñòàòî÷íî áûñòðî, à â îáðàòíóþ � ñëèøêîì äîëãî. Ýòè ïðîöåäóðû íàçûâàþòñÿ îäíî-
ñòîðîííèìè. Íàïðèìåð, åñëè åñòü äâà áîëüøèõ ïðîñòûõ ÷èñëà p è q, èõ ïðîèçâåäåíèå
n = pq ìîæíî âû÷èñëèòü äîñòàòî÷íî áûñòðî. Íî îáðàòíàÿ çàäà÷à � âîññòàíîâèòü p è q
ïî n � ÿâëÿåòñÿ â àëãîðèòìè÷åñêîì ñìûñëå íàìíîãî áîëåå ñëîæíîé.

Âîò ÷òî ïðèäóìàëè â 70-õ ãîäàõ 20-ãî âåêà Ð.Ðèâåñò, À.Øàìèð è Ë.Àäëåìàí (èìåí-
íî ïî ïåðâûì áóêâàì èõ ôàìèëèé è íàçâàí àëãîðèòì).

Àáîíåíò A âûáèðàåò áîëüøèå ïðîñòûå ÷èñëà p è q, âû÷èñëÿåò

n = pq è φ(n) = (p − 1)(q − 1).

×èñëà p è q äîëæíû áûòü íàñòîëüêî áîëüøèìè, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü íåðàâåíñòâî x < n
è ÷òîáû çàäà÷à ðàçëîæåíèÿ ÷èñëà n íà ìíîæèòåëè íå ìîãëà áûòü âûïîëíåíà ïðè ïî-
ìîùè èìåþùèõñÿ íà äàííûé ìîìåíò âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâ ñëèøêîì áûñòðî. Çàòåì
A âûáèðàåò e ∈ N, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü óñëîâèå (e,φ(n)) = 1, è íàõîäèò d ∈ N, òàêîå ÷òî

ed ≡ 1 (mod φ(n)).

Ïîñëå ýòîãî àáîíåíò A îáúÿâëÿåò âî âñåóñëûøàíèå ÷èñëà

n, e,

êîòîðûå âïðåäü íàçûâàþòñÿ îòêðûòîé ÷àñòüþ êîäà, è äåðæèò â ñåêðåòå ÷èñëà p, q, d,
à òàêæå φ(n), êîòîðûå, ñîîòâåòñòâåííî, íàçûâàþòñÿ çàêðûòîé ÷àñòüþ êîäà. Òàêæå èñ-
ïîëüçóþòñÿ òåðìèíû îòêðûòûé êëþ÷ è çàêðûòûé êëþ÷.

Àáîíåíò B íàõîäèò ÷èñëî y ∈ Z, 0 ⩽ y < n, òàêîå ÷òî y ≡ xe (mod n) è ïåðåäà¼ò ïî
îòêðûòûì êàíàëàì ÷èñëî y àáîíåíòó A.

Àáîíåíò A âîññòàíàâëèâàåò ÷èñëî x âîçâåäåíèåì y â ñòåïåíü d ïî ìîäóëþ n:

yd ≡ (xe)d ≡ x (mod n). (18)

Åñëè x óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ (x,n) = 1, òî ñðàâíåíèå (18) ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì òåîðå-
ìû Ýéëåðà. Åñëè æå (x,n) > 1, íóæíî ðàññóæäàòü íåñêîëüêî òîíüøå. Ïðè x äåëÿùåìñÿ
íà n ñðàâíåíèå (18) òðèâèàëüíî. Ïðè x äåëÿùåìñÿ íà p, íî íå äåëÿùåìñÿ íà q, ïðè
íåêîòîðîì öåëîì t ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà ñïðàâåäëèâî

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

xed ≡ 0 ≡ x (mod p)
xed ≡ x1+tφ(n) ≡ x ⋅ (xq−1)t(p−1) ≡ x (mod q)

,

÷òî ðàâíîñèëüíî (18). Ïðè x äåëÿùåìñÿ íà q, íî íå äåëÿùåìñÿ íà p, ðàññóæäåíèå àíà-
ëîãè÷íî.

Çàäà÷à âûïîëíåíà. ×òîáû íàáëþäàþùåìó ñî ñòîðîíû çëîóìûøëåííèêó âçëîìàòü
ýòó ñèñòåìó øèôðîâàíèÿ, åìó ïî ñóòè íåîáõîäèìî íàó÷èòüñÿ ðàñêëàäûâàòü n íà ìíî-
æèòåëè. ×òî íà äàííûé ìîìåíò ÿâëÿåòñÿ ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíîé ñ àëãîðèòìè÷åñêîé
òî÷êè çðåíèÿ çàäà÷åé.

Îáðàòèòå âíèìàíèå, ÷òî êëþ÷åâóþ ðîëü â îïèñàííîì àëãîðèòìå èãðàåò òåîðåìà Ýé-
ëåðà.
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3.6 Öèôðîâàÿ ïîäïèñü RSA

Ñèñòåìà RSA ïîçâîëÿåò òàêæå ñîçäàâàòü òàê íàçûâàåìóþ öèôðîâóþ ïîäïèñü ñîîáùå-
íèÿ. Â ðàìêàõ ñõåìû, îïèñàííîé â ïàðàãðàôå 3.5, àáîíåíò A èìååò âîçìîæíîñòü ïîñëàòü
àáîíåíòó B ñîîáùåíèå ñ ãàðàíòèðîâàííûì ïîäòâåðæäåíèåì ñâîåãî àâòîðñòâà. Ïóñòü z
� íàòóðàëüíîå ÷èñëî, z < n, êîòîðîå àáîíåíò A õî÷åò ïîñëàòü àáîíåíòó B. Àáîíåíò A
íàõîäèò ÷èñëî w ∈ Z, 0 ⩽ w < n, òàêîå ÷òî w ≡ zd (mod n) è ïåðåäà¼ò ïî îòêðûòûì
êàíàëàì ÷èñëà z è w àáîíåíòó B. Àáîíåíò B óäîñòîâåðÿåòñÿ â àâòîðñòâå ñîîáùåíèÿ z,
ïðîâåðÿÿ âûïîëíåíèå ñðàâíåíèÿ

we ≡ (zd)e ≡ z (mod n).

Îòìåòèì, ÷òî â îïèñàííîé ñõåìå íå ïðåäïîëàãàåòñÿ øèôðîâêà ñîîáùåíèÿ z. Åñëè åñòü
íåîáõîäèìîñòü åãî çàøèôðîâàòü, ñâîé íàáîð îòêðûòûõ è çàêðûòûõ êëþ÷åé äîëæåí
ñîçäàòü àáîíåíò B.

4 Ñðàâíåíèÿ ñ îäíèì íåèçâåñòíûì

Ïóñòü f(x) = anxn + . . . + a1x + a0 ∈ Z[x]. Ðàññìîòðèì ñðàâíåíèå

f(x) ≡ 0 (mod m). (19)

Îïðåäåëåíèå 20. Êëàññ âû÷åòîâ a ∈ Zm íàçûâàåòñÿ (÷àñòíûì) ðåøåíèåì ñðàâíåíèÿ
(19), åñëè f(a) ≡ 0 (mod m). Òàêîå ÷àñòíîå ðåøåíèå íàçûâàåòñÿ òàêæå êîðíåì ìíîãî-
÷ëåíà f(x) ïî ìîäóëþ m.

Íàïîìíèì, ÷òî åñëè a ≡ b (mod m), òî f(a) ≡ f(b) (mod m). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
îïðåäåëåíèå 20 êîððåêòíî.

Îïðåäåëåíèå 21. Êîëè÷åñòâîì ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ (19) íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

Nf(m) = ∣{a ∈ Zm ∣ f(a) ≡ 0 (mod m)}∣.

4.1 Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ

Òåîðåìà 15 (Êèòàéñêàÿ òåîðåìà îá îñòàòêàõ). Ïóñòü m1, . . . ,mk � íàáîð ïîïàðíî âçà-
èìíî ïðîñòûõ ìîäóëåé. Ïóñòü a1, . . . , ak � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà. Òîãäà ñèñòåìà
ñðàâíåíèé

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

x ≡ a1 (mod m1)
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
x ≡ ak (mod mk)

(20)

èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå ïî ìîäóëþ

M =
k

∏
i=1

mi.

Â ÿâíîì âèäå ðåøåíèå ìîæíî íàõîäèòü ïî ôîðìóëå

x ≡
k

∑
i=1

Mibi (mod M),

ãäå
Mi =M/mi, i = 1, . . . , k,

à b1, . . . , bk � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå ñðàâíåíèÿì

Mibi ≡ ai (mod mi), i = 1, . . . , k. (21)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îïðåäåëåíèå ÷èñåë b1, . . . , bk êîððåêòíî, èáî êàæäîå èç ñðàâíåíèé
Mix ≡ ai (mod mi) èìååò ðåøåíèå ââèäó âçàèìíîé ïðîñòîòû ÷èñåë mi è Mi ïðè êàæäîì
i = 1, . . . , k. Îòìåòèì, îäíàêî, ÷òî ÷èñëà b1, . . . , bk îïðåäåëåíû íåîäíîçíà÷íî � ðàçðåøà-
åòñÿ áðàòü ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò ñîîòâåòñòâóþùåãî êëàññà âû÷åòîâ.

Ïóñòü b1, . . . , bk � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà, óäîâëåòâîðÿþùèå ñðàâíåíèÿì (21).
Ïîëîæèì

x0 =
k

∑
i=1

Mibi.

Èç ñðàâíåíèé

Mibi ≡
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

0 (mod mj) ïðè j ≠ i
ai (mod mj) ïðè j = i

,

ñëåäóåò, ÷òî x0 óäîâëåòâîðÿåò ñèñòåìå (20).
Ïðè ýòîì î÷åâèäíî, ÷òî ïðè ëþáîì öåëîì t ÷èñëî x0 +Mt òàêæå óäîâëåòâîðÿåò

ñèñòåìå (20), èáî M ≡ 0 (mod mi) äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , k.
È íàîáîðîò, åñëè x1 � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñèñòåìå (20), òî

x1 − x0 ≡ 0 (mod mi) äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , k, îòêóäà ââèäó òîãî, ÷òî (mi,mj) = 1 ïðè
i ≠ j, ñëåäóåò, ÷òî x1 − x0 ≡ 0 (mod M).

Òåîðåìà 16. Ïóñòü m1, . . . ,mk � íàáîð ïîïàðíî âçàèìíî ïðîñòûõ ìîäóëåé è m =
m1 ⋅ . . . ⋅mk. Ïóñòü f(x) ∈ Z[x]. Òîãäà

(1)

f(x) ≡ 0 (mod m) ⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

f(x) ≡ 0 (mod m1)
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
f(x) ≡ 0 (mod mk)

;

(2) Nf(m) =
k

∏
i=1
Nf(mi).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî äîêàçàòü îáà óòâåðæäåíèÿ äëÿ k = 2, òî åñòü ïðè

m =m1m2, (m1,m2) = 1.

Åñëè öåëîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà m, òî îíî äåëèòñÿ è íà ëþáîé äåëèòåëü m. Îáðàòíî, åñëè
öåëîå ÷èñëî äåëèòñÿ íà m1 è m2, òî â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû m1 è m2 îíî äåëèòñÿ íà
èõ ïðîèçâåäåíèå. Ýòèì äîêàçûâàåòñÿ ïóíêò (1).

Äàëåå, ïóñòü r = Nf(m1), s = Nf(m2), ïóñòü a1, . . . , ar � ïðåäñòàâèòåëè âñåõ r ðåøåíèé
ñðàâíåíèÿ

f(x) ≡ 0 (mod m1)

(íàïîìèíàåì, ÷òî ðåøåíèåì ìû íàçûâàåì íå ÷èñëî, à êëàññ âû÷åòîâ) è ïóñòü b1, . . . , bs
� ïðåäñòàâèòåëè âñåõ s ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ

f(x) ≡ 0 (mod m2).

Òîãäà

f(x) ≡ 0 (mod m) ⇐⇒
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

f(x) ≡ 0 (mod m1)
f(x) ≡ 0 (mod m2)

⇐⇒

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x ≡ a1 (mod m1)
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
x ≡ ar (mod m1)
⎡⎢⎢⎢⎢⎢⎢⎣

x ≡ b1 (mod m2)
⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅ ⋅
x ≡ bs (mod m2)

.
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Ñòàëî áûòü, ñðàâíåíèå f(x) ≡ 0 (mod m) ðàâíîñèëüíî ñîâîêóïíîñòè ñèñòåì âèäà

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

x ≡ ai (mod m1)
x ≡ bj (mod m2)

,

ãäå i ïðîáåãàåò îò 1 äî r, à j � îò 1 äî s. Êàæäàÿ òàêàÿ ñèñòåìà ïî êèòàéñêîé òåîðåìå
îá îñòàòêàõ èìååò ðîâíî îäíî ðåøåíèå ïî ìîäóëþ m =m1m2, à êîëè÷åñòâî ñèñòåì ðàâíî
rs. Òàêèì îáðàçîì, Nf(m) = rs = Nf(m1)Nf(m2). Ïóíêò (2) äîêàçàí.

4.2 Êîëè÷åñòâî ðåøåíèé ïîëèíîìèàëüíîãî ñðàâíåíèÿ ïî ïðî-

ñòîìó ìîäóëþ

Òåîðåìà 17. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî è ïóñòü f(x) = anxn+. . .+a1x+a0 ∈ Z[x], p ∤ an.
Òîãäà ñðàâíåíèå

f(x) ≡ 0 (mod p)
èìååò íå áîëåå n ðåøåíèé. Èíûìè ñëîâàìè, Nf(p) ⩽ deg f .

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì äîêàçûâàòü èíäóêöèåé ïî n.
Ïðè n = 0 èìååì ñðàâíåíèå a0 ≡ 0 (mod p), êîòîðîå ðåøåíèé îòíîñèòåëüíî x íå èìååò,

èáî ïî óñëîâèþ p ∤ an = a0.
Ïóñòü n ⩾ 1. Åñëè ñðàâíåíèå f(x) ≡ 0 (mod p) ðåøåíèé íå èìååò, òî äîêàçûâàòü íå÷å-

ãî. Ïóñòü x0 � íåêîòîðîå öåëîå ÷èñëî, óäîâëåòâîðÿþùåå ñðàâíåíèþ f(x0) ≡ 0 (mod p).
Çàìåòèì, ÷òî

f(x) − f(x0) =
n

∑
k=0

ak(xk − xk
0) = (x − x0)g(x),

ãäå g(x) � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè ñòåïåíè n − 1, ïðè÷¼ì åãî
ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ðàâåí an. Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè Ng(p) ⩽ n − 1. Ïðè ýòîì
â ñèëó ïðîñòîòû ÷èñëà p

(x − x0)g(x) ≡ 0 (mod p) ⇐⇒ [ x − x0 ≡ 0 (mod p)
g(x) ≡ 0 (mod p) .

Ñòàëî áûòü, Nf(p) ⩽ Ng(p) + 1 ⩽ n.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû

f(x) = xp − x è g(x) = x(x − 1)(x − 2) . . . (x − p + 1).

Òîãäà âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f(x) − g(x) äåëÿòñÿ íà p.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì h(x) = f(x) − g(x). Òîãäà degh ⩽ p − 1. Ïóñòü

h(x) = bp−1xp−1 + . . . + b1x + b0.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íå âñå bi äåëÿòñÿ íà p. Ïóñòü k � íàèáîëüøèé èíäåêñ, ïðè êîòîðîì
p ∤ bk. Ïîëîæèì h1(x) = bkxk + . . . + b1x + b0. Ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà äëÿ ëþáîãî a ∈ Z
ñïðàâåäëèâî h1(a) ≡ h(a) ≡ f(a) − g(a) ≡ 0 (mod p). Ñòàëî áûòü, ñðàâíåíèå h1(x) ≡ 0
(mod p) èìååò p ðåøåíèé, òîãäà êàê degh1 = k ⩽ p − 1. Îòñþäà ïî òåîðåìå 17 ñëåäóåò,
÷òî ñòàðøèé êîýôôèöèåíò ìíîãî÷ëåíà h1(x) äîëæåí äåëèòüñÿ íà p, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
ïðåäïîëîæåíèþ p ∤ bk. Òàêèì îáðàçîì, íàøå ïðåäïîëîæåíèå íåâåðíî, òî åñòü âñå bi
äåëÿòñÿ íà p.

Çàìå÷àíèå. Äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ èç Z[x] òàêæå åñòåñòâåííî ãîâîðèòü î äåëèìîñòè è î ïî-
íÿòèè ñðàâíèìîñòè äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ ôèêñèðîâàííîãî ìíîãî÷ëåíà. Â ÷àñò-
íîñòè, åñëè âîñïðèíèìàòü ÷èñëî p êàê ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 0, òî ñëåäñòâèå 1 óòâåðæäàåò,
÷òî â Z[x] âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå f ≡ g (mod p).
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Ñëåäñòâèå 2 (È ñíîâà òåîðåìà Âèëüñîíà). Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà

(p − 1)! ≡ −1 (mod p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîñìîòðåòü íà êîýôôèöèåíòû ïðè x ìíîãî÷ëåíîâ f(x) è
g(x) èç ñëåäñòâèÿ 1.

4.3 Ïîëèíîìèàëüíûå ñðàâíåíèÿ ïî ìîäóëþ, ðàâíîìó ñòåïåíè

ïðîñòîãî ÷èñëà

Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî è k � íàòóðàëüíîå. Ïóñòü f(x) ∈ Z[x]. Ðàññìîòðèì ñðàâíåíèÿ

f(x) ≡ 0 (mod pk) (22)

è
f(x) ≡ 0 (mod pk+1). (23)

Ïîñêîëüêó äåëèìîñòü öåëîãî ÷èñëà íà pk+1 âëå÷¼ò åãî äåëèìîñòü íà pk, äëÿ ïîèñêà
ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ (23) äîñòàòî÷íî îãðàíè÷èòüñÿ ðåøåíèÿìè ñðàâíåíèÿ (22). Ïðè ýòîì
êàæäûé êëàññ âû÷åòîâ a+pkZ ïî ìîäóëþ pk ðàñïàäàåòñÿ íà p êëàññîâ âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ
pk+1:

a + pkZ = ⊔
0⩽t⩽p−1

((a + tpk) + pk+1Z). (24)

Ñîîòâåòñòâåííî, åñëè â ëåâîé ÷àñòè (24) ñòîèò (÷àñòíîå) ðåøåíèå ñðàâíåíèÿ (22), âîçíè-
êàåò åñòåñòâåííûé âîïðîñ, êàê îïðåäåëèòü òå êëàññû âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ pk+1 èç ïðàâîé
÷àñòè (24), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ (÷àñòíûìè) ðåøåíèÿìè ñðàâíåíèÿ (23). Â òàêîé ñèòóàöèè
ïðèíÿòî ãîâîðèòü î ïîäú¼ìå ðåøåíèÿ îò ìîäóëÿ pk äî ìîäóëÿ pk+1. Ðåøàåòñÿ ýòà çàäà÷à
ïðè ïîìîùè ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ, â êîòîðîì íà óäèâëåíèå áîëüøóþ ðîëü èãðàåò
çíà÷åíèå ïðîèçâîäíîé f ′(x) â òî÷êå a.

Òåîðåìà 18 (Ëåììà Ãåíçåëÿ). Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî è k � íàòóðàëüíîå. Ïóñòü
f(x) ∈ Z[x]. Ïóñòü f(a) ≡ 0 (mod pk). Òîãäà

(1) åñëè f ′(a) ≢ 0 (mod p), òî ñóùåñòâóåò ðîâíî îäíî t ∈ {0, . . . , p−1}, äëÿ êîòîðîãî
ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå f(a + tpk) ≡ 0 (mod pk+1);

(2) åñëè f ′(a) ≡ 0 (mod p) è f(a) ≡ 0 (mod pk+1), òî äëÿ êàæäîãî t ∈ {0, . . . , p − 1}
ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå f(a + tpk) ≡ 0 (mod pk+1);

(3) åñëè f ′(a) ≡ 0 (mod p) è f(a) ≢ 0 (mod pk+1), òî íè äëÿ êàêîãî t ∈ {0, . . . , p − 1}
íå âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå f(a + tpk) ≡ 0 (mod pk+1);

Ëåììà 18. Ïóñòü f(x) ∈ Z[x] è a ∈ Z. Ïóñòü f(a+x) = g(x) = bnxn+ . . .+ b1x+ b0. Òîãäà
g(x) ∈ Z[x], b0 = f(a), b1 = f ′(a).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â f(a+x) öåëî÷èñëåííîñòü êîýôôèöèåíòîâ
ñîõðàíÿåòñÿ, ïîýòîìó g(x) ∈ Z[x]. Äàëåå, b0 = g(0) = f(a). Íàêîíåö, b1 = g′(0) = f ′(a).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 18. Èç ëåììû 18 ïðè x = tpk ñëåäóåò, ÷òî

f(a + tpk) ≡ f(a) + tpkf ′(a) (mod pk+1).

Ñòàëî áûòü, ïîñêîëüêó ïî óñëîâèþ pk ∣ f(a), ñïðàâåäëèâà öåïî÷êà èìïëèêàöèé

f(a + tpk) ≡ 0 (mod pk+1) ⇐⇒
⇐⇒ f(a) + tpkf ′(a) ≡ 0 (mod pk+1) ⇐⇒

⇐⇒ f(a)
pk
+ f ′(a)t ≡ 0 (mod p).
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Òàêèì îáðàçîì, ñðàâíåíèå f(a + tpk) ≡ 0 (mod pk+1), òî åñòü óòâåðæäåíèå, ÷òî êëàññ
âû÷åòîâ (a+tpk)+pk+1Z ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ðåøåíèåì ñðàâíåíèÿ (23), ðàâíîñèëüíî ñðàâ-
íåíèþ

f(a)
pk
+ f ′(a)t ≡ 0 (mod p).

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðè f ′(a) ≢ 0 (mod p) ýòî ñðàâíåíèå èìååò ðîâíî îäíî ðåøå-
íèå, à ïðè f ′(a) ≡ 0 (mod p) îíî ðàâíîñèëüíî ñðàâíåíèþ f(a)/pk ≡ 0 (mod p), òî åñòü
ñðàâíåíèþ f(a) ≡ 0 (mod pk+1), èñòèííîñòü êîòîðîãî íå çàâèñèò îò t.

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïî çàäàííîìó ïðîñòîìó ìîäóëþ p êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) íàé-
äåíû, òåîðåìà 18 ïîçâîëÿåò äîñòàòî÷íî áûñòðî íàõîäèòü êîðíè f(x) ïî ìîäóëþ pk ïðè
ëþáîì çàäàííîì íàòóðàëüíîì k.

5 Êâàäðàòè÷íûå ñðàâíåíèÿ

Â ýòîì ïàðàãðàôå âåçäå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî p � ïðîñòîå ÷èñëî, p ⩾ 3.
Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f(x) = a2x2 +a1x+a0 ∈ Z[x], p ∤ a2. Òîãäà ââèäó íå÷¼òíîñòè p

f(x) ≡ 0 (mod p) ⇐⇒ 4a2f(x) ≡ 0 (mod p) ⇐⇒
⇐⇒ (2a2x + a1)2 ≡ a21 − 4a2a0 (mod p) ⇐⇒ y2 ≡D (mod p),

ãäå y = 2a2x + a1 è D = a21 − 4a2a0.
Òàêèì îáðàçîì, ëþáîå (íåëèíåéíîå) êâàäðàòè÷íîå ñðàâíåíèå ðàâíîñèëüíî ñðàâíå-

íèþ âèäà
x2 ≡ a (mod p) (25)

ñ íåêîòîðûì öåëûì a. Îòìåòèì, ÷òî ïðè âûäåëåíèè ïîëíîãî êâàäðàòà ìû ñóùåñòâåííî
ïîëüçîâàëèñü íå÷¼òíîñòüþ p.

Îïðåäåëåíèå 22. Öåëîå ÷èñëî a íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷åòîì ïî ìîäóëþ p,
åñëè ñðàâíåíèå (25) ðàçðåøèìî. Åñëè æå ñðàâíåíèå (25) íåðàçðåøèìî, òî a íàçûâàåòñÿ
êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì ïî ìîäóëþ p.

Ëåììà 19. Ëþáàÿ ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p ñîäåðæèò ðîâíî p−1
2

êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ è p−1
2 êâàäðàòè÷íûõ íåâû÷åòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ a è b ñïðàâåäëèâî

a2 ≡ b2 (mod p) ⇐⇒ p ∣ (a − b)(a + b) ⇐⇒ [ p ∣ a − b
p ∣ a + b ⇐⇒ [ a ≡ b (mod p)

a ≡ −b (mod p) .

Ïðè ýòîì íè äëÿ êàêîãî a, íå äåëÿùåãîñÿ íà p, íå âûïîëíÿåòñÿ ñðàâíåíèå a ≡ −a (mod p),
èáî p ≠ 2. Ñòàëî áûòü, ýëåìåíòû ëþáîé ïðèâåä¼ííîé ñèñòåìû âû÷åòîâ ðàçáèâàþòñÿ íà
ïàðû, êîòîðûå ïðè âîçâåäåíèè â êâàäðàò äàþò ïîïàðíî íå ñðàâíèìûå êâàäðàòè÷íûå
âû÷åòû. Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî èç p−1 ýëåìåíòîâ ðàçáèâàåòñÿ íà p−1

2 ïàð.

Òåîðåìà 19 (Êðèòåðèé Ýéëåðà êâàäðàòè÷íîñòè âû÷åòà). Ïóñòü a ∈ Z, p ∤ a. Òîãäà
(1) a � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p ⇐⇒ a

p−1
2 ≡ 1 (mod p);

(2) a � êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p ⇐⇒ a
p−1
2 ≡ −1 (mod p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü a � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò. Òîãäà äëÿ íåêîòîðîãî öåëîãî b ñïðà-
âåäëèâî a ≡ b2 (mod p), îòêóäà ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà

a
p−1
2 ≡ bp−1 ≡ 1 (mod p).
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Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f(x) = x
p−1
2 − 1. Êàê ìû òîëüêî ÷òî ïîêàçàëè, åñëè a � êâàäðà-

òè÷íûé âû÷åò, òî f(a) ≡ 0 (mod p). Ïî ëåììå 19 ëþáàÿ ïðèâåä¼ííàÿ ñèñòåìà âû÷åòîâ
ïî ìîäóëþ p ñîäåðæèò ðîâíî p−1

2 êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ. Ñòàëî áûòü, êâàäðàòè÷íûå

âû÷åòû äàþò p−1
2 ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ f(x) ≡ 0 (mod p). Ïî òåîðåìå 17 äðóãèõ ðåøåíèé

ó ýòîãî ñðàâíåíèÿ íåò. Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè a � êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò, òî

a
p−1
2 − 1 ≢ 0 (mod p).

Íî ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà

(a
p−1
2 − 1)(a

p−1
2 + 1) ≡ ap−1 − 1 ≡ 0 (mod p).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè a � êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò, òî a
p−1
2 + 1 ≡ 0 (mod p), òî åñòü

a
p−1
2 ≡ −1 (mod p).

Ñëåäñòâèå. Ïðîèçâåäåíèå êâàäðàòè÷íûõ íåâû÷åòîâ ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì âû÷å-
òîì.

5.1 Ñèìâîë Ëåæàíäðà

Ïðè èçó÷åíèè êâàäðàòè÷íûõ ñðàâíåíèé è ðàáîòå ñ íèìè ÷ðåçâû÷àéíî ïîëåçíûì îêàçû-
âàåòñÿ òàê íàçûâàåìûé ñèìâîë Ëåæàíäðà.

Îïðåäåëåíèå 23. Ïóñòü p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî, a � ïðîèçâîëüíîå öåëîå ÷èñëî.
Ñèìâîë Ëåæàíäðà a ïî p îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(a
p
) =

⎧⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎩

0, åñëè p ∣ a
1, åñëè p ∤ a è a � êâàäðàòè÷íûé âû÷åò ïî ìîäóëþ p

−1, åñëè a � êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò ïî ìîäóëþ p

.

Îòìåòèì îñîáî, ÷òî äëÿ ìîäóëÿ 2 ñèìâîë Ëåæàíäðà íå îïðåäåë¼í.

Òåîðåìà 20 (Ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà ñèìâîëà Ëåæàíäðà). Ïóñòü p � íå÷¼òíîå ïðî-
ñòîå ÷èñëî, a è b � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà. Òîãäà

(1) (a
p
) ≡ a

p−1
2 (mod p);

(2) a ≡ b (mod p) Ô⇒ (a
p
) = ( b

p
);

(3) (ab
p
) = (a

p
) ⋅ ( b

p
);

(4) (1
p
) = 1, (−1

p
) = (−1)

p−1
2 =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1, åñëè p ≡ 1 (mod 4)
−1, åñëè p ≡ 3 (mod 4)

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò (1) ìãíîâåííî ñëåäóåò èç êðèòåðèÿ Ýéëåðà (ñì. òåîðåìó 19).
Ïóíêò (2) ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ ñèìâîëà Ëåæàíäðà. Ïóíêòû (3) è
(4) ñëåäóþò èç ïóíêòà (1).
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Òåîðåìà 21 (Ñèìâîë Ëåæàíäðà äëÿ äâîéêè). Ïóñòü p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî.
Òîãäà

(2
p
) = (−1)

p2−1
8 .

Èíûìè ñëîâàìè,

(2
p
) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1, åñëè p ≡ ±1 (mod 8)
−1, åñëè p ≡ ±3 (mod 8)

.

Òåîðåìà 22 (Êâàäðàòè÷íûé çàêîí âçàèìíîñòè Ãàóññà). Äëÿ ëþáûõ íå÷¼òíûõ ïðîñòûõ
p è q ñïðàâåäëèâî

(p
q
) = (q

p
) ⋅ (−1)

(p−1)(q−1)
4 .

Èíûìè ñëîâàìè, ïðè ¾ïåðåâîðà÷èâàíèè¿ ñèìâîë Ëåæàíäðà (pq) ìåíÿåò çíàê òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà p ≡ q ≡ 3 (mod 4).

Äîêàçàòåëüñòâà òåîðåì 21 è 22 òðåáóþò íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ñîîáðàæåíèé.
Îäíî èç íàèáîëåå ñòàíäàðòíûõ ðàññóæäåíèé èñïîëüçóåò ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå.

Ëåììà 20 (Ëåììà Ãàóññà). Ïóñòü p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå, a ∈ Z, p ∤ a. Äëÿ êàæ-
äîãî ÷èñëà k èç íàáîðà {1,2, . . . , p−12 } îïðåäåëèì ÷èñëà εk ∈ {1,−1} è rk ∈ {1,2, . . . , p−12 }
óñëîâèåì

ak ≡ εkrk (mod p). (26)

Òîãäà

(a
p
) =

p−1
2

∏
k=1

εk = (−1)t, (27)

ãäå t � êîëè÷åñòâî îòðèöàòåëüíûõ ÷èñåë ñðåäè ε1, . . . , ε p−1
2
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì äëÿ êðàòêîñòè s = p−1
2 .

Çàìåòèì, ÷òî rk ≠ rl ïðè k ≠ l. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè rk = rl, òî ak ≡ ±al (mod p), òî
åñòü k ≡ ±l (mod p), ÷òî âîçìîæíî ëèøü ïðè k = l, èáî k è l ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó
{1,2, . . . , s}.

Ñòàëî áûòü, r1, . . . , rs � ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë 1, . . . , s, òî åñòü

s

∏
k=1

rk =
s

∏
k=1

k = s!,

îòêóäà, ïåðåìíîæàÿ ñðàâíåíèÿ (26) ïî k = 1, . . . , s, ïîëó÷àåì

a
p−1
2 s! ≡ (

s

∏
k=1

εk)s! mod p.

Ó÷èòûâàÿ ïóíêò (1) òåîðåìû 20 è òîò ôàêò, ÷òî (s!, p) = 1, ïðèõîäèì ê ñðàâíåíèþ

(a
p
) ≡

s

∏
k=1

εk mod p.

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî ïðàâàÿ è ëåâàÿ ÷àñòè ýòîãî ñðàâíåíèÿ ðàâíû ëèáî 1, ëèáî −1.
Ðàçíîñòü òàêèõ äâóõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäèò 2, ñòàëî áûòü, äåëèòüñÿ íà íå÷¼ò-
íîå p îíà ìîæåò ëèøü òîãäà, êîãäà îíà ðàâíà íóëþ. Ïîëó÷àåì ðàâåíñòâî (27).

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå. Òîãäà

(2
p
) =
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1, åñëè p ≡ ±1 (mod 8)
−1, åñëè p ≡ ±3 (mod 8)

.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 20, ïîëîæèì s = p−1
2 . Ïî ëåììå 20

(2
p
) = (−1)t,

ãäå t ðàâíî êîëè÷åñòâó ÷¼òíûõ ÷èñåë, ñòðîãî áîëüøèõ s è ìåíüøèõ p. Âñåãî ÷¼òíûõ
÷èñåë íà îòðåçêå îò 1 äî p â òî÷íîñòè s. Êîëè÷åñòâî æå ÷¼òíûõ ÷èñåë íà îòðåçêå îò 1
äî s ðàâíî s/2, åñëè s ÷¼òíî, è (s − 1)/2, åñëè s íå÷¼òíî. Ñòàëî áûòü,

t =

⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎩

s

2
, åñëè s ÷¼òíî

s + 1
2

, åñëè s íå÷¼òíî

.

Ñîîòâåòñòâåííî, t ÷¼òíî ïðè s ≡ 0,3 (mod 4) è íå÷¼òíî ïðè s ≡ 1,2 (mod 4). Âñïîìèíàÿ,
÷òî s = p−1

2 , ïîëó÷àåì, ÷òî t ÷¼òíî ïðè p ≡ 1,7 (mod 8) è íå÷¼òíî ïðè p ≡ 3,5 (mod 8).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 21. Çàìåòèì ñíà÷àëà, ÷òî ÷èñëî p2−1
8 ÿâëÿåòñÿ öåëûì, èáî

ëþáîé íå÷¼òíûé êâàäðàò ñðàâíèì ñ 1 ïî ìîäóëþ 8. Äàëåå, ñðåäè ÷èñåë p−1, p+1 ðîâíî
îäíî äåëèòñÿ íà 4. Ñòàëî áûòü, ÷¼òíîñòü ÷èñëà p2−1

8 ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî òî èç ýòèõ
÷èñåë, êîòîðîå äåëèòñÿ íà 4, äåëèòñÿ è íà 8. À ýòî óñëîâèå ðàâíîñèëüíî òîìó, ÷òî p ≡ ±1
(mod 8). Îñòà¼òñÿ âîñïîëüçîâàòüñÿ ñëåäñòâèåì 1 èç ëåììû Ãàóññà.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå, a � íå÷¼òíîå ÷èñëî, p ∤ a. Ïîëîæèì

S =
p−1
2

∑
k=1
[ak
p
],

ãäå êâàäðàòíûå ñêîáêè îáîçíà÷àþò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà. Òîãäà (a
p
) = (−1)S.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è ïðåæäå, ïîëîæèì s = p−1
2 . Ïóñòü t, ε1, . . . , εs, r1, . . . , rs � èç

ëåììû Ãàóññà. Íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî

S ≡ t (mod 2). (28)

Çàìåòèì, ÷òî [akp ] â òî÷íîñòè ñîâïàäàåò ñ íåïîëíûì ÷àñòíûì ïðè äåëåíèè ak íà p ñ
îñòàòêîì. Ïîñêîëüêó îñòàòîê çàêëþ÷¼í ìåæäó 0 è p − 1, îí ñîâïàäàåò ëèáî ñ rk, ëèáî ñ
p − rk. Áîëåå êîíêðåòíî, îñòàòîê îò äåëåíèÿ ak íà p ðàâåí

ak − [ak
p
] ⋅ p =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

rk, åñëè εk = 1
p − rk, åñëè εk = −1

.

Ïîñêîëüêó a ≡ p ≡ εk ≡ 1 ≡ −1 (mod 2), ñïðàâåäëèâî ñðàâíåíèå

k + [ak
p
] ≡
⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

rk (mod 2), åñëè εk = 1
1 + rk (mod 2), åñëè εk = −1

.

Ïðîñóììèðóåì ýòî ñðàâíåíèå ïî k = 1, . . . , s. Ïîëó÷èì
s

∑
k=1

k + S ≡ t +
s

∑
k=1

rk (mod 2).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî r1, . . . , rs � ïåðåñòàíîâêà ÷èñåë 1, . . . , s, òî åñòü

s

∑
k=1

rk =
s

∑
k=1

k = s(s + 1)
2

,

ïðèõîäèì ê (28).
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Ñëåäñòâèå 2 èç ëåììû Ãàóññà ïîçâîëÿåò äîâîëüíî èçÿùíî âûâåñòè êâàäðàòè÷íûé
çàêîí âçàèìíîñòè Ãàóññà.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 22. Äëÿ çàäàííûõ íå÷¼òíûõ ïðîñòûõ íàì íóæíî äîêàçàòü
ðàâåíñòâî

(p
q
) = (q

p
) ⋅ (−1)

(p−1)(q−1)
4 . (29)

Åñëè p = q, òî îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ðàâíû íóëþ è âñ¼ äîêàçàíî.
Ïóñòü äàëåå p ≠ q. Ïî ñëåäñòâèþ 2 èç ëåììû Ãàóññà

(q
p
) = (−1)S1 è (p

q
) = (−1)S2 , (30)

ãäå

S1 =
p−1
2

∑
k=1
[qk
p
] è S2 =

q−1
2

∑
l=1
[pl
q
].

Ïîêàæåì, ÷òî

S1 + S2 =
p − 1
2
⋅ q − 1

2
. (31)

Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì òðåóãîëüíèê T1 ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (0,0), (p2 ,0), (
p
2 ,

q
2
),

òðåóãîëüíèê T2 ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (0,0), (0, q2), (
p
2 ,

q
2
) è èõ îáúåäèíåíèå � ïðÿìî-

óãîëüíèê P ñ âåðøèíàìè â òî÷êàõ (0,0), (p2 ,0), (
p
2 ,

q
2
), (0, q2).

Ïîêàæåì, ÷òî êîëè÷åñòâî òî÷åê ñ íàòóðàëüíûìè êîîðäèíàòàìè, ñîäåðæàùèõñÿ â
òðåóãîëüíèêå T1, ðàâíî S1. Ïðè êàæäîì k = 1, . . . , p−12 êîëè÷åñòâî òî÷åê â T1 ñ íàòóðàëü-
íûìè êîîðäèíàòàìè, ïåðâàÿ èç êîòîðûõ ðàâíà k, ðàâíî [ qkp ]. Ñòàëî áûòü, äåéñòâèòåëüíî,
ñóììàðíîå êîëè÷åñòâî òî÷åê â T1 ñ íàòóðàëüíûìè êîîðäèíàòàìè ðàâíî S1.

Àíàëîãè÷íî, êîëè÷åñòâî òî÷åê ñ íàòóðàëüíûìè êîîðäèíàòàìè, ñîäåðæàùèõñÿ â òðå-
óãîëüíèêå T2, ðàâíî S2, èáî ïðè êàæäîì l = 1, . . . , q−12 êîëè÷åñòâî òî÷åê â T2 ñ íàòóðàëü-
íûìè êîîðäèíàòàìè, âòîðàÿ èç êîòîðûõ ðàâíà l, ðàâíî [plq ].

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî êîëè÷åñòâî òî÷åê ñ íàòóðàëüíûìè êîîðäèíàòàìè, ñîäåðæà-
ùèõñÿ â ïðÿìîóãîëüíèêå P , ðàâíî p−1

2 ⋅
q−1
2 .

Èòàê, ðàâåíñòâî (31), äåéñòâèòåëüíî, èìååò ìåñòî. Èç íåãî ââèäó (30) ìãíîâåííî
ñëåäóåò (29).

5.2 Ñèìâîë ßêîáè

Îïðåäåëåíèå 24. Ïóñòü P � íå÷¼òíîå ÷èñëî, P ⩾ 3. Ðàññìîòðèì åãî êàíîíè÷åñêîå
ðàçëîæåíèå íà ïðîñòûå

P = pα1
1 ⋅ . . . ⋅ p

αk

k . (32)

Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ Z îïðåäåë¼í ñèìâîë ßêîáè

( a
P
) =

k

∏
i=1
( a
pi
)
αi

, (33)

ãäå ñïðàâà ñòîèò ïðîèçâåäåíèå ñèìâîëîâ Ëåæàíäðà.

Çàìå÷àíèå. Èíîãäà áûâàåò óäîáíî ðàññìàòðèâàòü âìåñòî êàíîíè÷åñêîãî ðàçëîæåíèÿ
(32) ðàçëîæåíèå ÷èñëà P íà ïðîñòûå â ïåðâûõ ñòåïåíÿõ ñ äîïóñêàåìûìè ïîâòîðåíèÿìè
(òàê, íàïðèìåð, 72 = 23 ⋅ 32 = 2 ⋅ 2 ⋅ 2 ⋅ 3 ⋅ 3). Ïðè òàêîì ïîäõîäå áóäåì ïèñàòü

P = p1 ⋅ . . . ⋅ ps,
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ãäå s = α1 + . . . + αk, â ñîîòâåòñòâèè ñ (32). È â ýòîì ñëó÷àå âìåñòî (33) ìû áóäåì
èñïîëüçîâàòü ýêâèâàëåíòíîå ðàâåíñòâî

( a
P
) =

s

∏
i=1
( a
pi
).

Òåîðåìà 23 (Ñâîéñòâà ñèìâîëà ßêîáè). Ïóñòü P � íå÷¼òíîå ÷èñëî, P ⩾ 3. Ïóñòü
a è b � ïðîèçâîëüíûå öåëûå ÷èñëà è ïóñòü Q � ïðîèçâîëüíîå íå÷¼òíîå ÷èñëî, Q ⩾ 3.
Òîãäà

(1) ( 1
P
) = 1;

(2) a ≡ b (mod P ) Ô⇒ ( a
P
) = ( b

P
);

(3) (ab
P
) = ( a

P
) ⋅ ( b

P
);

(4) (−1
P
) = (−1)P−12 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1, åñëè P ≡ 1 (mod 4)
−1, åñëè P ≡ 3 (mod 4)

;

(5) ( 2
P
) = (−1)P

2−1
8 =

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

1, åñëè P ≡ ±1 (mod 8)
−1, åñëè P ≡ ±3 (mod 8)

;

(6) (P
Q
) = (Q

P
) ⋅ (−1)

(P−1)(Q−1)
4 .

Çàìå÷àíèå. Êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, ñèìâîë ßêîáè íàñëåäóåò âñå äîêàçàííûå íàìè âûøå
ñâîéñòâà ñèìâîëà Ëåæàíäðà, êðîìå ïóíêòà (1) òåîðåìû 20, áàçèðóþùåãîñÿ íà êðèòå-
ðèè Ýéëåðà. Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî êðèòåðèé Ýéëåðà ïî ñóùåñòâó èñïîëüçóåò ïðîñòîòó
ìîäóëÿ, â òî âðåìÿ êàê äëÿ ñîñòàâíîãî ìîäóëÿ ëåãêî ïðèâåñòè êîíòðïðèìåð ê àíàëîãó
óòâåðæäåíèÿ ïóíêòà (1) òåîðåìû 20. Íàïðèìåð,

( 2

15
) = 1, íî 2

15−1
2 = 27 = 24 ⋅ 23 = 16 ⋅ 8 ≡ 8 ≢ 1 (mod 15),

èëè

( 3

15
) = 0, íî 3

15−1
2 = 37 ≢ 0 (mod 15).

Ñîîòâåòñòâåííî, îòñóòñòâèå àíàëîãà êðèòåðèÿ Ýéëåðà âûçûâàåò òðóäíîñòè óæå ïðè äî-
êàçàòåëüñòâå ïóíêòà (3) òåîðåìû 23. Íî ýòè òðóäíîñòè, êàê ìû ñåé÷àñ óâèäèì, ìîæíî
ïðåîäîëåòü èíà÷å.

Ëåììà 21. Ïóñòü P � íå÷¼òíîå ÷èñëî, P ⩾ 3, è ïóñòü P = p1 ⋅ . . . ⋅ ps � åãî ðàçëîæå-
íèå íà ïðîñòûå â ïåðâûõ ñòåïåíÿõ ñ äîïóñêàåìûìè ïîâòîðåíèÿìè (ñì. çàìå÷àíèå ê
îïðåäåëåíèþ 24). Òîãäà

(1)
P − 1
2
≡

s

∑
i=1

pi − 1
2
(mod 2);

(2)
P 2 − 1

8
≡

s

∑
i=1

p2i − 1
8
(mod 2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü u è v � ïðîèçâîëüíûå íå÷¼òíûå ÷èñëà. Òîãäà

uv − 1
2
− (u − 1

2
+ v − 1

2
) = (u − 1)(v − 1)

2
≡ 0 (mod 2),
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òî åñòü ÷èñëà uv−1
2 è u−1

2 +
v−1
2 èìåþò îäèíàêîâóþ ÷¼òíîñòü. Îòñþäà ïî èíäóêöèè ìãíî-

âåííî ñëåäóåò ïóíêò (1). Àíàëîãè÷íî, ïóíêò (2) ñëåäóåò ïî èíäóêöèè èç òîãî ôàêòà,
÷òî

u2v2 − 1
8

− (u
2 − 1
8
+ v2 − 1

8
) = (u

2 − 1)(v2 − 1)
8

≡ 0 (mod 2).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 23. Ïóíêòû (1), (2), (3) ìãíîâåííî ñëåäóþò èç îïðåäåëåíèÿ
ñèìâîëà ßêîáè è ñîîòâåòñòâóþùèõ ñâîéñòâ ñèìâîëà Ëåæàíäðà.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî ïóíêòà (4) ñëåäóåò èç ïóíêòà (1) ëåììû 21 è èçâåñòíîãî çíà÷å-
íèÿ ñèìâîëà Ëåæàíäðà íà −1 (ñì. ïóíêò (4) òåîðåìû 20). Âòîðîå ðàâåíñòâî � ïðîñòîå
óïðàæíåíèå.

Ïåðâîå ðàâåíñòâî ïóíêòà (5) ñëåäóåò èç ïóíêòà (2) ëåììû 21 è èçâåñòíîãî çíà÷åíèÿ
ñèìâîëà Ëåæàíäðà íà 2 (ñì. òåîðåìó 21). Âòîðîå ðàâåíñòâî � íåìíîãèì áîëåå ñëîæíîå
óïðàæíåíèå (åñëè íå ïîëó÷àåòñÿ � ñì. äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 21).

Íàêîíåö, äîêàæåì ïóíêò (6) ïðè ïîìîùè ïóíêòà (1) ëåììû 21.
Äëÿ çàäàííûõ íå÷¼òíûõ P , Q, òàêèõ ÷òî P,Q ⩾ 3, íàì íóæíî äîêàçàòü ðàâåíñòâî

(P
Q
) = (Q

P
) ⋅ (−1)

(P−1)(Q−1)
4 . (34)

Åñëè (P,Q) ≠ 1, òî îáå ÷àñòè ýòîãî ðàâåíñòâà ðàâíû íóëþ è âñ¼ äîêàçàíî.
Ïóñòü äàëåå (P,Q) = 1 è ïóñòü P = p1 ⋅ . . . ⋅ ps, Q = q1 ⋅ . . . ⋅ qr � ðàçëîæåíèÿ P è Q íà

ïðîñòûå â ïåðâûõ ñòåïåíÿõ ñ äîïóñêàåìûìè ïîâòîðåíèÿìè (îïÿòü æå, ñì. çàìå÷àíèå ê
îïðåäåëåíèþ 24). Òîãäà íèêàêîå pi íå ðàâíî íèêàêîìó qj è, ñòàëî áûòü, ïî êâàäðàòè÷-
íîìó çàêîíó âçàèìíîñòè Ãàóññà (ñì. òåîðåìó 22)

(P
Q
) ⋅ (Q

P
) =

s

∏
i=1

r

∏
j=1
(pi
qj
) ⋅ (

qj
pi
) =

s

∏
i=1

r

∏
j=1
(−1)

pi−1
2
⋅
qj−1
2 .

Ó÷èòûâàÿ ïóíêò (1) ëåììû 21, âèäèì, ÷òî

s

∑
i=1

r

∑
j=1

pi − 1
2
⋅
qj − 1
2
= (

s

∑
i=1

pi − 1
2
)(

r

∑
j=1

qj − 1
2
) ≡ P − 1

2
⋅ Q − 1

2
(mod 2).

Ñëåäîâàòåëüíî,

(P
Q
) ⋅ (Q

P
) = (−1)P−12

⋅Q−1
2 ,

÷òî ðàâíîñèëüíî (34), èáî âñå ïðèñóòñòâóþùèå ìíîæèòåëè ïðèíèìàþò çíà÷åíèÿ ±1.

Çàìå÷àíèå. Ïóíêò (5) òåîðåìû 23 ìîæíî äîêàçûâàòü áåç ïðèâëå÷åíèÿ ïóíêòà (2) ëåììû
21. Äîñòàòî÷íî èìåòü âñå îñòàëüíûå ïóíêòû òåîðåìû 23. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì,
÷òî ìû óæå äîêàçàëè, ÷òî

( 2

P − 2
) = (−1)

(P−2)2−1
8 .

Òîãäà

( 2
P
) = (2 − P

P
) = (−1)P−12 (P − 2

P
) = (−1)P−12 ( P

P − 2
) =

= (−1)P−12 ( 2

P − 2
) = (−1)P−12 (−1)

(P−2)2−1
8 = (−1)P

2−1
8 .

Òàê ìû äîêàçûâàåì øàã èíäóêöèè. Áàçó æå èíäóêöèè ïðåäîñòàâëÿåò ðàâåíñòâî (23) = −1,
êîòîðîå íàì óæå èçâåñòíî.
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5.3 Òåñò Ñîëîâåÿ�Øòðàññåíà

Êàê ìû îòìå÷àëè âûøå, äëÿ ñèìâîëà ßêîáè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíÿåòñÿ àíàëîã
êðèòåðèÿ Ýéëåðà. Ýòîò ôàêò ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ òåñòèðîâàíèÿ íàòóðàëüíûõ ÷èñåë
íà íåïðîñòîòó.

Ïðåäëîæåíèå 3. Ïóñòü N � íå÷¼òíîå ÷èñëî, N ⩾ 3. Ïóñòü a ∈ Z, 1 < a < N . Òîãäà
(1) åñëè (a,N) > 1, òî N � ñîñòàâíîå ÷èñëî;
(2) åñëè (a,N) = 1 è

( a
N
) ≢ aN−1

2 (mod N), (35)

òî N � ñîñòàâíîå ÷èñëî.

Ñïðàâåäëèâîñòü ýòîãî óòâåðæäåíèÿ î÷åâèäíà áëàãîäàðÿ ïóíêòó (1) òåîðåìû 20.
Îäíàêî â 70-õ ãîäàõ 20-ãî âåêà ýòî ïðîñòîå íàáëþäåíèå ïîçâîëèëî Ð.Ì.Ñîëîâåþ è
Ô.Øòðàññåíó îïèñàòü âåñüìà ýôôåêòèâíûé âåðîÿòíîñòíûé àëãîðèòì ïðîâåðêè ÷èñ-
ëà íà íåïðîñòîòó. Îí áàçèðóåòñÿ íà ñëåäóþùåì ðåçóëüòàòå, êîòîðûé îáîñíîâûâàåò òîò
ôàêò, ÷òî åñëè N � ñîñòàâíîå ÷èñëî, òî ïðè ñëó÷àéíîì âûáîðå öåëîãî ÷èñëà a, òà-
êîãî ÷òî 1 ⩽ a ⩽ N − 1 è (a,N) = 1, ñ âåðîÿòíîñòüþ íå ìåíåå 1/2 ìû ïîïàä¼ì íà a,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ (35), è ñòàëî áûòü, äîêàçûâàþùåå íåïðîñòîòó N .

Òåîðåìà 24. Ïóñòü N � ñîñòàâíîå íå÷¼òíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Ðàññìîòðèì ìíî-
æåñòâî

SN = {a ∈ Z
∗
N ∣ (

a

N
) ≡ aN−1

2 (mod N)}. (36)

Òîãäà

∣SN ∣ ⩽
φ(N)
2

.

Íàïîìèíàíèå. Ïîä Z∗N ìû ïîíèìàåì ìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ âû÷åòîâ èç ZN , îáðàòèìûõ
ïî óìíîæåíèþ. À îáðàòèìîñòü ïî óìíîæåíèþ ðàâíîñèëüíà òîìó, ÷òî êëàññ âû÷åòîâ
ñîñòîèò èç ÷èñåë, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ ìîäóëåì.

Ëåììà 22. Ïóñòü N è SN � êàê â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 24 è ïóñòü ìíîæåñòâî
SN íå ñîâïàäàåò ñî âñåì Z∗N . Òîãäà

∣SN ∣ ⩽
φ(N)
2

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîæåñòâî SN ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ìíîæåñòâà Z∗N . Ïî óñëîâèþ
îíî ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ñîáñòâåííûì, òî åñòü ñóùåñòâóåò òàêîå b ∈ Z, ÷òî

b ∈ Z∗N/SN .

Âîçüì¼ì òàêîå b. Òîãäà

( b

N
) ≢ bN−1

2 (mod N)

è äëÿ ëþáîãî a ∈ Z, òàêîãî ÷òî a ∈ SN , ñïðàâåäëèâî ab ∉ SN , èáî

(ab
N
) = ( a

N
)( b

N
) ≡ aN−1

2 ( b

N
) ≢ aN−1

2 b
N−1
2 ≡ (ab)N−12 (mod N).

Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü, ÷òî åñëè a1 ≢ a2 (mod N), â ñèëó âçàèìíîé ïðîñòîòû b ñ N , âûïîëíÿ-
åòñÿ òàêæå a1b ≢ a2b (mod N). Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî SN è ¾ñäâèíóòîå¿ ìíîæåñòâî

b ⋅ SN = {ab ∣ a ∈ SN}
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ñóòü äâà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà Z∗N îäèíàêîâîé ìîùíîñòè. Îòñþ-
äà ñëåäóåò, ÷òî

∣SN ∣ ⩽
1

2
⋅ ∣Z∗N ∣ =

φ(N)
2

.

Ëåììà 23. Ïóñòü N è SN � êàê â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 24. Ïóñòü N = M t, ãäå
M, t ∈ N è t ⩾ 2. Òîãäà

SN ≠ Z
∗
N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ÷òî SN = Z∗N . Òîãäà äëÿ êàæäîãî
a ∈ Z, òàêîãî ÷òî (a,N) = 1, èìååò ìåñòî ñðàâíåíèå

( a
N
) ≡ aN−1

2 (mod N). (37)

Âîçüì¼ì a = 1 +M t−1. Òîãäà

( a
N
) = ( a

M t
) = ( a

M
)
t

= ( 1

M
) = 1.

Ó÷èòûâàÿ (37), ïîëó÷àåì

1 = ( a
N
) ≡ aN−1

2 ≡ (1 +M t−1)
Mt−1

2 ≡ 1 + M t − 1
2
⋅M t−1 (mod M t).

Ñòàëî áûòü,
M t − 1

2
⋅M t−1 ≡ 0 (mod M t),

òî åñòü
M t − 1 ≡ 0 (mod M),

÷òî íåâåðíî. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî SN ≠ Z
∗
N .

Ëåììà 24. Ïóñòü N è SN � êàê â ôîðìóëèðîâêå òåîðåìû 24. Ïóñòü N � íå ïîëíûé
êâàäðàò è èìååò íå ìåíåå äâóõ ðàçëè÷íûõ ïðîñòûõ äåëèòåëåé. Òîãäà

SN ≠ Z
∗
N .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì êàíîíè÷åñêîå ðàçëîæåíèå N = pα1
1 ⋅ . . . ⋅ p

αk

k íà ïðîñòûå.
Òîãäà ïî óñëîâèþ k ⩾ 2. Ïîñêîëüêó N � íå ïîëíûé êâàäðàò, íå îãðàíè÷èâàÿ îáùíîñòè,
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî α1 íå÷¼òíî.

Êàê è â äîêàçàòåëüñòâå ëåììû 23, ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ÷òî äëÿ êàæäîãî
a ∈ Z, òàêîãî ÷òî (a,N) = 1, èìååò ìåñòî ñðàâíåíèå (37).

Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíûé êâàäðàòè÷íûé íåâû÷åò b ïî ìîäóëþ p1 è ðàññìîòðèì ñèñòåìó
ñðàâíåíèé

⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩

a ≡ b (mod p1)
a ≡ 1 (mod p2 ⋅ . . . ⋅ pk)

.

Ïî êèòàéñêîé òåîðåìå îá îñòàòêàõ òàêàÿ ñèñòåìà èìååò ðåøåíèå. Âîçüì¼ì ïðîèçâîëüíîå
öåëîå a, óäîâëåòâîðÿþùåå ýòîé ñèñòåìå. Òîãäà

( a
N
) =

k

∏
i=1
( a
pi
)
αi

= ( a
p1
)
α1

= (−1)α1 = −1.

Ó÷èòûâàÿ (37), ïîëó÷àåì

a
N−1
2 ≡ −1 (mod N).

Â ÷àñòíîñòè, a
N−1
2 ≡ −1 (mod p2), â òî âðåìÿ êàê ïî ïîñòðîåíèþ a ≡ 1 (mod p2). Ïîëó-

÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî SN ≠ Z
∗
N .
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 24. Åñëè N � ñîñòàâíîå íå÷¼òíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, òî îíî
óäîâëåòâîðÿåò ëèáî óñëîâèþ ëåììû 23, ëèáî óñëîâèþ ëåììû 24. Ïðèìåíÿÿ ýòè ëåììû,
ïîëó÷àåì, ÷òî

SN ≠ Z
∗
N .

Îñòà¼òñÿ ïðèìåíèòü ëåììó 22.

6 Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè

Îïðåäåëåíèå 25. Ïóñòü çàäàí ìîäóëü m. Ïóñòü a ∈ Z, (a,m) = 1. Âåëè÷èíà

ordm(a) =min{k ∈ N ∣ ak ≡ 1 (mod m)}

íàçûâàåòñÿ ïîêàçàòåëåì âû÷åòà a ïî ìîäóëþ m.

Òåîðåìà 25. Ïóñòü çàäàí ìîäóëü m. Ïóñòü a ∈ Z, (a,m) = 1. Ïóñòü k � ïðîèçâîëüíîå
öåëîå ÷èñëî, òàêîå ÷òî

ak ≡ 1 (mod m).
Òîãäà

ordm(a) ∣ k.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì äëÿ êðàòêîñòè ordm(a) ÷åðåç d. Ïîäåëèì ñ îñòàòêîì k íà
d:

k = qd + r, 0 ⩽ r < d.
Òîãäà

1 ≡ ak ≡ aqd+r ≡ (ad)q ⋅ ar ≡ ar (mod m).
Åñëè k íå äåëèòñÿ íàöåëî íà d, òî r ∈ N è r < d. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ìèíèìàëüíîñòè d.
Ñòàëî áûòü, d ∣ k.

Ñëåäñòâèå. Ïóñòü çàäàí ìîäóëü m. Ïóñòü a ∈ Z, (a,m) = 1. Òîãäà

ordm(a) ∣ φ(m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü òåîðåìó Ýéëåðà è òåîðåìó 25.

Îïðåäåëåíèå 26. Ïóñòü g ∈ Z, (g,m) = 1. ×èñëî g íàçûâàåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì
ïî ìîäóëþ m, åñëè ordm(g) = φ(m).

Î÷åíü ïîëåçíóþ òî÷êó çðåíèÿ íà ïåðâîîáðàçíûå êîðíè äà¼ò ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå,
èìåþùåå â íåêîòîðîì ñìûñëå àëãåáðàè÷åñêóþ ïðèðîäó.

Ïðåäëîæåíèå 4. Öåëîå ÷èñëî g ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ m òîãäà
è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëà

1, g, g2, . . . , gφ(m)−1

îáðàçóþò ïðèâåä¼ííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m èëè, èíûìè ñëîâàìè,

Z∗m = {g0, g1, g2, . . . , gφ(m)−1}.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè g ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ m, òî ÷èñëà

1, g, g2, . . . , gφ(m)−1

ïîïàðíî íåñðàâíèìû ïî ìîäóëþ m, èáî åñëè gk ≡ gl (mod m), òî gk−l ≡ 1 (mod m),
÷òî îçíà÷àåò, ÷òî k ≡ l (mod φ(m)). Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè ÷èñëà îáðàçóþò ïðèâåä¼ííóþ
ñèñòåìó âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m.

Åñëè æå g íå ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì, òî gordm(g) ≡ 1 (mod m), â òî âðåìÿ
êàê ordm(g) < φ(m), òî åñòü íèêàêèå ñòåïåíè ÷èñëà g ïðèâåä¼ííóþ ñèñòåìó âû÷åòîâ íå
îáðàçóþò.
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Òåîðåìà 26. Åñëè ïî ìîäóëþ m ñóùåñòâóþò ïåðâîîáðàçíûå êîðíè, òî â ëþáîé ïðè-
âåä¼ííîé ñèñòåìå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ m ñîäåðæèòñÿ ðîâíî φ(φ(m)) ïåðâîîáðàçíûõ
êîðíåé ïî ìîäóëþ m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþm. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî gk ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ m òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

(k,φ(m)) = 1.

Â ñâåòå ïðåäëîæåíèÿ 4 ÷èñëî gk ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóåò öåëîå ÷èñëî l, òàêîå ÷òî

(gk)l ≡ g (mod m).

À ýòî â ñâîþ î÷åðåäü ðàâíîñèëüíî ðàçðåøèìîñòè ñðàâíåíèÿ kl ≡ 1 (mod φ(m)) îòíîñè-
òåëüíî l. Ñòàëî áûòü, äåéñòâèòåëüíî, óñëîâèå (k,φ(m)) = 1 ÿâëÿåòñÿ êðèòåðèåì òîãî,
÷òî gk ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ m.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ m è ïóñòü k ∈ N. Äîêàæèòå,
÷òî

ordm(gk) =
φ(m)
(k,φ(m))

.

6.1 Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ïðîñòûì ìîäóëÿì

Òåîðåìà 27. Ïî ëþáîìó ïðîñòîìó ìîäóëþ ñóùåñòâóþò ïåðâîîáðàçíûå êîðíè.

Ëåììà 25. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî è ïóñòü d � äåëèòåëü ÷èñëà p − 1. Òîãäà ìîù-
íîñòü ìíîæåñòâà

Md = {a ∈ Z
∗
p ∣ ordp(a) = d} (38)

íå ïðåâîñõîäèò φ(d).

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè Md ïóñòî, òî ∣Md∣ = 0 < φ(d) è äîêàçûâàòü íå÷åãî. Ïóñòü Md

íåïóñòî. Âîçüì¼ì òàêîå a ∈ Z, ÷òî a ∈ Md.
Ïîêàæåì ñíà÷àëà, ÷òî

Md ⊆ {ak ∣ k = 0,1, . . . , d − 1}. (39)

Äëÿ ýòîãî çàìåòèì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, (ak)d ≡ (ad)k ≡ 1 (mod p), à âî-âòîðûõ, êëàññû
âû÷åòîâ 1, a, a2, . . . , ad−1 ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Ñëåäîâàòåëüíî, ïî òåîðåìå 17, ýòè êëàññû
âû÷åòîâ ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âñå ðåøåíèÿ ñðàâíåíèÿ

xd ≡ 1 (mod p).

Òî åñòü öåëîå ÷èñëî ìîæåò èìåòü ïîêàçàòåëü d ïî ìîäóëþ p òîëüêî â òîì ñëó÷àå, åñëè
îíî ïðèíàäëåæèò îäíîìó èç êëàññîâ 1, a, a2, . . . , ad−1, ÷òî äîêàçûâàåò (39).

Òåïåðü, çíàÿ (39), ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî

Md ⊆ {ak ∣ 1 ⩽ k ⩽ d − 1, (k, d) = 1}. (40)

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (k, d) = l > 1, òî (ak)d/l ≡ (ad)k/l ≡ 1 (mod p), òî åñòü ak ∉ Md ïðè
òàêèõ k. Îòñþäà ìãíîâåííî ñëåäóåò (40).
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 27. Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà ïî ñëåäñòâèþ èç òåîðå-
ìû 25 ïîêàçàòåëè âñåõ ÷èñåë ïî ìîäóëþ p ÿâëÿþòñÿ äåëèòåëÿìè p − 1. Îïðåäåëèì äëÿ
êàæäîãî d ∣ p − 1 ìíîæåñòâî Md ðàâåíñòâîì (38). Ïîñêîëüêó ïðè ðàçëè÷íûõ d1 è d2
ìíîæåñòâàMd1 èMd2 íå ïåðåñåêàþòñÿ, èç ëåììû 25 ñëåäóåò, ÷òî

p − 1 = ∣Z∗p ∣ = ∑
d∣p−1
∣Md∣ ⩽ ∑

d∣p−1
φ(d). (41)

Íî ïî ëåììå 11 (êîòîðóþ ìû èñïîëüçîâàëè äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ìóëüòèïëèêàòèâíîñòè
ôóíêöèè Ýéëåðà)

∑
d∣p−1

φ(d) = p − 1. (42)

Ëåãêî çàìåòèòü, ÷òî (41) è (42) îäíîâðåìåííî âûïîëíÿþòñÿ òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå
íåðàâåíñòâà ∣Md∣ ⩽ φ(d) ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè. Ñòàëî áûòü, äëÿ ëþáîãî d ∣ p − 1 ñïðà-
âåäëèâî

∣Md∣ = φ(d).

Â ÷àñòíîñòè, ìíîæåñòâîMp−1 íåïóñòî.

Çàìå÷àíèå. Íà ñàìîì äåëå ìû äîêàçàëè íå÷òî áîëüøåå. À èìåííî, ìû äîêàçàëè, ÷òî
â ëþáîé ïðèâåä¼ííîé ñèñòåìå âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìîäóëþ p êîëè÷åñòâî âû÷åòîâ ñ
ïîêàçàòåëåì d, ãäå d� ïðîèçâîëüíûé äåëèòåëü p−1, â òî÷íîñòè ðàâíî φ(d). Â ÷àñòíîñòè,
ìû ïîëó÷èëè åù¼ îäíî äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 26 â ñëó÷àå ïðîñòîãî ìîäóëÿ.

Ñëåäñòâèå (Îïÿòü òåîðåìà Âèëüñîíà). Ïóñòü p � ïðîñòîå ÷èñëî. Òîãäà

(p − 1)! ≡ −1 (mod p).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p, p ⩾ 3. Òîãäà g
p−1
2 ≢ 1

(mod p), îòêóäà g
p−1
2 ≡ −1 (mod p), èáî

x2 ≡ 1 (mod p) ⇐⇒ [ x ≡ 1 (mod p)
x ≡ −1 (mod p) .

Ñòàëî áûòü, ïîñêîëüêó ïî ìàëîé òåîðåìå Ôåðìà gp ≡ g (mod p),

(p − 1)! ≡
p−1

∏
k=1

gk ≡ g
p(p−1)

2 ≡ g
p−1
2 ≡ −1 (mod p).

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå ÷èñëî è ïóñòü g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî
ìîäóëþ p. Äîêàæèòå, ÷òî g ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íûì íåâû÷åòîì ïî ìîäóëþ p.

6.2 Ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ïî ñîñòàâíûì ìîäóëÿì

Äëÿ ïðîâåðêè ñâîéñòâà ÷èñëà áûòü ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ m ïîëåçåí ñëå-
äóþùèé êðèòåðèé.

Ïðåäëîæåíèå 5. Ïóñòü çàäàí ìîäóëü m. Ïóñòü g ∈ Z, (g,m) = 1. ×èñëî g ÿâëÿåòñÿ
ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ m òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáîãî ïðîñòîãî
äåëèòåëÿ q ÷èñëà φ(m) ñïðàâåäëèâî gφ(m)/q ≢ 1 (mod m).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî âñïîìíèòü, ÷òî ïîêàçàòåëü g ïî ìîäóëþ m ÿâëÿåòñÿ äå-
ëèòåëåì φ(m), è çàìåòèòü, ÷òî åñëè d ∣ φ(m) è d < φ(m) (òàêèå äåëèòåëè íàçûâàþòñÿ
ñîáñòâåííûìè), íàéä¼òñÿ ïðîñòîå q, äåëÿùåå φ(m), äëÿ êîòîðîãî d ∣ φ(m)/q.
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Ëåììà 26. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç ñëåäóþùèõ óñëîâèé:
(à) 8 ∣m;
(á) 4p ∣m, ãäå p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå;
(â) pq ∣m, ãäå p è q � ðàçëè÷íûå íå÷¼òíûå ïðîñòûå,

òî ïî ìîäóëþ m ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé íå ñóùåñòâóåò.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî â êàæäîì èç òð¼õ ñëó÷àåâ òåîðåìà Ýéëåðà
äîïóñêàåò óñèëåíèå. À èìåííî, åñëè m óäîâëåòâîðÿåò (à), (á) èëè (â), òî äëÿ ëþáîãî
öåëîãî a, âçàèìíî ïðîñòîãî ñ m, ñïðàâåäëèâî aφ(m)/2 ≡ 1 (mod m).

Ëåììà 26 óêàçûâàåò ìîäóëè, ïî êîòîðûì íå ñóùåñòâóåò ïåðâîîáðàçíûõ êîðíåé. ×òî-
áû ïîêàçàòü, ÷òî ïî âñåì îñòàëüíûì ìîäóëÿì ïåðâîîáðàçíûå êîðíè ñóùåñòâóþò, íàì
ïîíàäîáèòñÿ ñëåäóþùåå íàáëþäåíèå.

Ëåììà 27. Ïóñòü p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå è k ∈ N. Ïóñòü a, b ∈ Z, p ∤ ab. Òîãäà

a ≡ b (mod pk) ⇐⇒ ap ≡ bp (mod pk+1). (43)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî

ap − bp = (a − b)
p−1

∑
j=0

ap−1−jbj. (44)

Íåçàâèñèìî îò òîãî, ïðåäïîëàãàåì ìû âåðíûì ëåâîå èëè ïðàâîå ñðàâíåíèå â (43), ìàëàÿ
òåîðåìà Ôåðìà ãàðàíòèðóåò, ÷òî a ≡ b (mod p). Âîçüì¼ì öåëîå ÷èñëî c, òàêîå ÷òî ac ≡ 1
(mod p2). Òîãäà bc ≡ 1 (mod p), òî åñòü bc = 1+pt ñ íåêîòîðûì öåëûì t. Ñòàëî áûòü, äëÿ
êàæäîãî ñëàãàåìîãî èç ïðàâîé ÷àñòè (44) ñïðàâåäëèâî

ap−1−jbj ≡ ap−1(bc)j ≡ ap−1(1 + pt)j ≡ ap−1(1 + jpt) (mod p2).

Ïîëó÷àåì, ÷òî
p−1

∑
j=0

ap−1−jbj ≡ ap−1(p + p − 1
2

p2t) ≡ pap−1 (mod p2),

òî åñòü äàííàÿ ñóììà äåëèòñÿ íà p, íî íå äåëèòñÿ íà p2. Îòñþäà ââèäó òîæäåñòâà (44)
íåìåäëåííî ñëåäóåò ðàâíîñèëüíîñòü (43).

Ëåììà 28. Ïóñòü p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå, g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p è
k ∈ N, k ⩾ 2. Òîãäà g ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ pk â òîì è òîëüêî
òîì ñëó÷àå, åñëè

gp−1 ≢ 1 (mod p2) (45)

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,
gp ≢ g (mod p2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñêîëüêó φ(pk) = pk−1(p−1), åñòü äâà òèïà ïðîñòûõ äåëèòåëåé φ(pk)
� ñàìî p è ïðîñòûå äåëèòåëè p−1. Ïóñòü q � ïðîñòîé äåëèòåëü p−1. Òîãäà ââèäó ìàëîé
òåîðåìû Ôåðìà

gp
k−1(p−1)/q ≡ (gpk−1)(p−1)/q ≡ g(p−1)/q ≢ 1 (mod p),

èáî g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p. Â ÷àñòíîñòè, gp
k−1(p−1)/q ≢ 1 (mod pk). Ïðè-

ìåíÿÿ êðèòåðèé, ïðåäîñòàâëÿåìûé ïðåäëîæåíèåì 5, ïîëó÷àåì, ÷òî g ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîá-
ðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ pk òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

gp
k−2(p−1) ≢ 1 (mod pk).

Ïðèìåíÿÿ k − 2 ðàçà ëåììó 27, ïðèõîäèì ê òðåáóåìîìó óòâåðæäåíèþ.
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå, k ∈ N, k ⩾ 2. Ïóñòü g � ïåðâîîáðàçíûé
êîðåíü ïî ìîäóëþ p2. Òîãäà g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü è ïî ìîäóëþ pk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå (45) íå çàâèñèò îò k.

Ñëåäñòâèå 2. Ïóñòü p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå, g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p,
h � öåëîå ÷èñëî è h ≡ g (mod p). Òîãäà h ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ
p2 â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè

h ≢ gp (mod p2).

Â ÷àñòíîñòè, ñðåäè ÷èñåë g, g + p, g + 2p, . . . , g + (p− 1)p ðîâíî p− 1 ÿâëÿþòñÿ ïåðâîîá-
ðàçíûìè êîðíÿìè ïî ìîäóëþ p2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî â ñèëó ëåììû 27 ñðàâíåíèå h ≡ g (mod p)
ðàâíîñèëüíî ñðàâíåíèþ hp ≡ gp (mod p2), è âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 28.

Óïðàæíåíèå. Ïóñòü p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå, g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p è
t ∈ N. Äîêàæèòå, ÷òî ÷èñëî g + tp ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ p2 â òîì
è òîëüêî òîì ñëó÷àå, åñëè

t ≢ gp − g
p

(mod p).

Çàìå÷àíèå. Òîò ôàêò, ÷òî ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü g ïî ìîäóëþ p ìîæíî ¾ïîäíÿòü¿ äî
ïåðâîîáðàçíîãî êîðíÿ ïî ìîäóëþ p2, ñëåäóåò òàêæå èç ëåììû Ãåíçåëÿ (ñì. òåîðåìó
18). Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí f(x) = xp−1 − 1. Åãî ïðîèçâîäíàÿ (p − 1)xp−2 îáðàùàåòñÿ
â íîëü ïî ìîäóëþ p òîëüêî íà íóëåâîì êëàññå âû÷åòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñðåäè ÷èñåë
g, g + p, g + 2p, . . . , g + (p − 1)p ðîâíî îäíî äà¼ò êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x) ïî ìîäóëþ p2.
Ñòàëî áûòü, âñå îñòàëüíûå ÿâëÿþòñÿ ïåðâîîáðàçíûìè êîðíÿìè ïî ìîäóëþ p2.

Ëåììà 29. Ïóñòü p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå, k ∈ N è g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ
pk. Òîãäà ðîâíî îäíî èç ÷èñåë g, g + pk ÿâëÿåòñÿ ïåðâîîáðàçíûì êîðíåì ïî ìîäóëþ 2pk,
à èìåííî, òî èç íèõ, êîòîðîå íå÷¼òíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî íå÷¼òíîãî a è íàòóðàëüíîãî d ñïðàâåäëèâà ðàâíîñèëü-
íîñòü

ad ≡ 1 (mod 2pk) ⇐⇒ ad ≡ 1 (mod pk).

Ñòàëî áûòü, åñëè a íå÷¼òíî è íå äåëèòñÿ íà p, òî ord2pk(a) = ordpk(a). Îñòà¼òñÿ çàìåòèòü,
÷òî φ(2pk) = φ(pk).

Òåïåðü ìû ãîòîâû îïèñàòü âñå ìîäóëè, ïî êîòîðûì ñóùåñòâóþò ïåðâîîáðàçíûå êîð-
íè.

Òåîðåìà 28. Ïî ìîäóëþ m ñóùåñòâóþò ïåðâîîáðàçíûå êîðíè òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà m ðàâíî ëèáî 2, ëèáî 4, ëèáî pk, ëèáî 2pk, ãäå p � íå÷¼òíîå ïðîñòîå è k ∈ N.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ëåììó 26, ñëåäñòâèÿ 1, 2 ëåììû 28 è ëåììó
29.

6.3 Ïðîòîêîë Äèôôè�Õåëëìàíà ïîñòðîåíèÿ îáùåãî êëþ÷à øèô-

ðîâàíèÿ

Ïðåäñòàâèì ñåáå, ÷òî àáîíåíòû A è B, îáùàÿñü ïî îòêðûòûì êàíàëàì, õîòÿò ïîñòðî-
èòü îáùèé êëþ÷ øèôðîâàíèÿ, òî åñòü íåêîå öåëîå ÷èñëî, êîòîðîå áóäåò èçâåñòíî ëèøü
èì äâîèì. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ åù¼ îäíîé îäíîñòîðîííåé
ïðîöåäóðîé. Åñëè äëÿ àëãîðèòìà RSA ìû èñïîëüçîâàëè àëãîðèòìè÷åñêóþ ñëîæíîñòü
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çàäà÷è ôàêòîðèçàöèè öåëûõ ÷èñåë, òî â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ àëãîðèò-
ìè÷åñêîé ñëîæíîñòüþ çàäà÷è äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ. Åñëè p � ïðîñòîå ÷èñëî,
òî, êàê ìû ïîêàçàëè âûøå, ïî ìîäóëþ p ñóùåñòâóþò ïåðâîîáðàçíûå êîðíè. Ïóñòü g
� ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p. Òîãäà äëÿ ëþáîãî a ∈ Z, íå äåëÿùåãîñÿ íà p,
íàéä¼òñÿ åäèíñòâåííîå n ∈ Z, òàêîå ÷òî

a ≡ gn (mod p), 0 ⩽ n < p − 1.

Òàêîå n íàçûâàåòñÿ äèñêðåòíûì ëîãàðèôìîì a ïî îñíîâàíèþ g. Âû÷èñëåíèå gn ïî
çàäàííûì g è n � çàäà÷à àëãîðèòìè÷åñêè ïðîñòàÿ. Íàïðèìåð, å¼ ìîæíî ðåøèòü ïðè
ïîìîùè àëãîðèòìà áûñòðîãî âîçâåäåíèÿ â ñòåïåíü. Âîññòàíîâëåíèå æå n ïî èçâåñòíûì g
è gn � çàäà÷à àëãîðèòìè÷åñêè ñëîæíàÿ. Â òåõ æå 70-õ ãîäàõ 20-ãî âåêà ýòîò ôàêò ïîçâî-
ëèë Ó.Äèôôè è Ì.Õåëëìàíó ïðèäóìàòü ìåòîä âûðàáîòêè îáùåãî êëþ÷à øèôðîâàíèÿ.
Çàêëþ÷àåòñÿ îí â ñëåäóþùåì.

Àáîíåíòû A è B, îáùàÿñü ïî îòêðûòûì êàíàëàì, âûáèðàþò áîëüøîå ïðîñòîå ÷èñëî p
è èùóò êàêîé-íèáóäü ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü g ïî ìîäóëþ p. Çàòåì àáîíåíòû ñòðîÿò ñâîè
ñîáñòâåííûå ñåêðåòíûå êëþ÷è: àáîíåíò A âûáèðàåò ñëó÷àéíîå ÷èñëî dA èç ïðîìåæóòêà
îò 1 äî p − 1, à àáîíåíò B âûáèðàåò ñëó÷àéíîå ÷èñëî dB èç òîãî æå ïðîìåæóòêà. Ïîñëå
ýòîãî àáîíåíò A âû÷èñëÿåò îñòàòîê îò äåëåíèÿ gdA íà p è ïîñûëàåò åãî ïî îòêðûòûì
êàíàëàì àáîíåíòó B. Àáîíåíò B â ñâîþ î÷åðåäü âû÷èñëÿåò îñòàòîê îò äåëåíèÿ gdB íà p
è ïîñûëàåò åãî ïî òåì æå êàíàëàì àáîíåíòó A. Íàêîíåö, àáîíåíòû íàõîäÿò ÷èñëî k èç
ïðîìåæóòêà îò 1 äî p − 1, îïðåäåëÿåìîå ñðàâíåíèÿìè

k ≡ (gdA)dB ≡ (gdB)dA (mod p). (46)

Ýòî ÷èñëî è áóäåò îáùèì êëþ÷îì øèôðîâàíèÿ. Ïîñêîëüêó àáîíåíò A äåðæèò â ñåêðå-
òå êëþ÷ dA, à B äåðæèò â ñåêðåòå êëþ÷ dB, çëîóìûøëåííèêó àëãîðèòìè÷åñêè êðàéíå
ñëîæíî ïî èçâåñòíûì åìó êëàññàì âû÷åòîâ g, gdA , gdB âîññòàíîâèòü dA, dB è, ñîîò-
âåòñòâåííî, íàéòè k. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî è ñàìèì àáîíåíòàì òàêæå àëãîðèòìè÷åñêè
ñëîæíî íàéòè ñåêðåòíûå êëþ÷è äðóã äðóãà.

Êàê ïðàâèëî, êîãäà èñïîëüçóþò òåðìèí àëãîðèòì, ïîäðàçóìåâàþò, ÷òî ó ñîîòâåò-
ñòâóþùåé ïðîöåäóðû îäèí èñïîëíèòåëü. Â îïèñàííîé æå âûøå ñõåìå ïîñòðîåíèÿ îáùå-
ãî êëþ÷à äâà èñïîëíèòåëÿ. Â òàêîãî ðîäà ñèòóàöèÿõ ÷àñòî âìåñòî òåðìèíà àëãîðèòì
èñïîëüçóþò òåðìèí ïðîòîêîë.

6.4 Êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ ñèñòåìà Ýëü-Ãàìàëÿ

Â íà÷àëå 80-õ ãîäîâ 20-ãî âåêà Ò.Ýëü-Ãàìàëü, îñíîâûâàÿñü íà êîíñòðóêöèè Äèôôè�
Õåëëìàíà, ïðèäóìàë ñëåäóþùèé àëãîðèòì øèôðîâàíèÿ.

Ïóñòü, êàê è ïðåæäå, àáîíåíò B õî÷åò ïåðåäàòü àáîíåíòó A íàòóðàëüíîå ÷èñëî x.
Îíè ñòðîÿò ïî îïèñàííîé âûøå ñõåìå îáùèé êëþ÷ k. Òî åñòü îíè âûáèðàþò áîëüøîå
ïðîñòîå ÷èñëî p (çàâåäîìî áîëüøåå, ÷åì x), èùóò êàêîé-íèáóäü ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü g
ïî ìîäóëþ p è ñòðîÿò ñâîè ñîáñòâåííûå ñåêðåòíûå êëþ÷è dA è dB, ïîñëå ÷åãî âû÷èñëÿþò
k â ñîîòâåòñòâèè ñî ñðàâíåíèåì (46).

Äàëüíåéøåå ïðåäåëüíî ïðîñòî. Àáîíåíò B ïåðåìíîæàåò ÷èñëà k è x, ïîñëå ÷åãî
ïåðåñûëàåò àáîíåíòó A ïî îòêðûòûì êàíàëàì îñòàòîê r îò äåëåíèÿ ÷èñëà kx íà p.

×òîáû âîññòàíîâèòü ïåðåäàâàåìîå ñîîáùåíèå, àáîíåíòó A äîñòàòî÷íî íàéòè âû÷åò
k−1, îáðàòíûé âû÷åòó k ïî óìíîæåíèþ ïî ìîäóëþ p, è âû÷èñëèòü îñòàòîê îò äåëåíèÿ
÷èñëà rk−1 íà p, èáî

rk−1 ≡ xkk−1 ≡ x (mod p).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ íàä¼æíîñòè àáîíåíòó B ñâîé ñåêðåòíûé êëþ÷ dB ïîëåçíî ñîçäà-
âàòü çàíîâî äëÿ êàæäîãî íîâîãî ñîîáùåíèÿ. Èáî åñëè äëÿ ïåðåñûëêè äâóõ ñîîáùåíèé
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x1, x2 àáîíåíòîì B èñïîëüçóåòñÿ îäèí è òîò æå êëþ÷ dB, òî îáùèé êëþ÷ k íå ìåíÿåòñÿ
è äëÿ ïåðåäàâàåìûõ ÷èñåë r1 è r2 â ýòîì ñëó÷àå ñïðàâåäëèâî

r1r
−1
2 ≡ x1x

−1
2 (mod p).

Òî åñòü, åñëè çëîóìûøëåííèê óçíàë ÷èñëî x1, îí áåç òðóäà ñìîæåò óçíàòü è ÷èñëî x2.

6.5 Àëãîðèòì Ýëü-Ãàìàëÿ öèôðîâîé ïîäïèñè

Òîò æå Ò.Ýëü-Ãàìàëü ïðèäóìàë, êàê èñïîëüçîâàòü àëãîðèòìè÷åñêóþ ñëîæíîñòü çàäà÷è
äèñêðåòíîãî ëîãàðèôìèðîâàíèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ àëãîðèòìà öèôðîâîé ïîäïèñè.

Äîïóñòèì, àáîíåíò B õî÷åò ïåðåäàòü àáîíåíòó A ïî îòêðûòûì êàíàëàì íàòóðàëüíîå
÷èñëî x. Ïðè÷¼ì òðåáóåòñÿ, ÷òîáû àáîíåíò A áûë óâåðåí, ÷òî àâòîðîì ñîîáùåíèÿ ÿâëÿ-
åòñÿ èìåííî àáîíåíò B. Äîïóñòèì òàêæå, ÷òî ïðîñòîå ÷èñëî p è ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü
g ïî ìîäóëþ p íàéäåíû è èçâåñòíû îáîèì àáîíåíòàì. Òîãäà àáîíåíò B ïðèäóìûâàåò íå
îäèí, à äâà ñåêðåòíûõ êëþ÷à: íàòóðàëüíûå ÷èñëà dB è cB, íå ïðåâîñõîäÿùèå p − 1, ñ
óñëîâèåì (cB, p−1) = 1. Ïåðåäà÷à ñîîáùåíèÿ x îñóùåñòâëÿåòñÿ, íàïðèìåð, ïî îïèñàííîé
âûøå ñõåìå. ×òîáû ïîäòâåðäèòü àâòîðñòâî, àáîíåíò B ðåøàåò ñðàâíåíèå

scB + dBgcB ≡ x (mod p − 1) (47)

îòíîñèòåëüíî s. Îíî ðàçðåøèìî ââèäó óñëîâèÿ (cB, p − 1) = 1. Ïîñëå ýòîãî àáîíåíò B,
ïîìèìî óæå ïåðåäàííîãî îñòàòêà îò äåëåíèÿ gdB íà p, ïåðåäà¼ò àáîíåíòó A åù¼ äâà
÷èñëà � îñòàòîê îò äåëåíèÿ gcB íà p è îñòàòîê îò äåëåíèÿ s íà p − 1. Ýòà ïàðà ÷èñåë è
åñòü ïîäïèñü ñîîáùåíèÿ x.

Óäîñòîâåðèòüñÿ â àâòîðñòâå àáîíåíò A ìîæåò, óáåäèâøèñü â ñïðàâåäëèâîñòè ñðàâ-
íåíèÿ

gx ≡ (gdB)g
cB
(gcB)s (mod p).

Ââèäó òîãî ôàêòà, ÷òî g � ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïî ìîäóëþ p, ýòî ñðàâíåíèå ðàâíî-
ñèëüíî ñðàâíåíèþ (47).

Âïîñëåäñòâèè â ýòîé ñõåìå è â ðàçëè÷íûõ å¼ ìîäèôèêàöèÿõ âìåñòî ñàìîãî ÷èñëà
x ñòàëè èñïîëüçîâàòü çíà÷åíèå íà í¼ì êàêîé-íèáóäü õåø-ôóíêöèè. Íî ýòî óæå ñîâñåì
äðóãàÿ èñòîðèÿ...

7 Áåñêîíå÷íûå öåïíûå äðîáè

Íàïîñëåäîê âåðí¼ìñÿ ê öåïíûì äðîáÿì. Êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, íåïîëíîå ÷àñòíîå ïðè
äåëåíèè îäíîãî öåëîãî ÷èñëà íà äðóãîå ðàâíî öåëîé ÷àñòè èõ îòíîøåíèÿ. Ýòî íàáëþäå-
íèå ïîçâîëÿåò îáîáùèòü èäåþ ðàçëîæåíèÿ â öåïíóþ äðîáü íà ñëó÷àé èððàöèîíàëüíîãî
÷èñëà.

Ïóñòü α ∈ R. Îïðåäåëèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (αk) è (ak) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

α0 = α, αk+1 =
1

{αk}
, ak = [αk], k = 0,1,2, . . . , (48)

ãäå [ ⋅ ] îáîçíà÷àåò öåëóþ ÷àñòü ÷èñëà, { ⋅ } � äðîáíóþ. Åñëè αk îêàçûâàåòñÿ ðàâíî öå-
ëîìó ÷èñëó, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè îáðûâàþòñÿ. Ïîíÿòíî, ÷òî òàêîå ìîæåò áûòü ëèøü â
ñëó÷àå ðàöèîíàëüíîñòè α. Åñëè æå α èððàöèîíàëüíî, òî âñå αk òàêæå èððàöèîíàëü-
íû è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ñòàëî áûòü, áóäóò áåñêîíå÷íûìè. Â ëþáîì ñëó÷àå, åñëè αk
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êîððåêòíî îïðåäåëåíî, èìååò ìåñòî ïðåäñòàâëåíèå α â âèäå öåïíîé äðîáè

α = a0 +
1

a1 +
1

⋱
+

1

ak−1 +
1

αk

= [a0;a1, . . . , ak−1, αk].

Êîýôôèöèåíòû ak, êàê è â ñëó÷àå êîíå÷íûõ öåïíûõ äðîáåé, íàçûâàþòñÿ íåïîëíûìè
÷àñòíûìè, à ðàöèîíàëüíûå ÷èñëà pk/qk = [a0;a1, a2, . . . , ak] � ïîäõîäÿùèìè äðîáÿìè
÷èñëà α. Èíîãäà αk íàçûâàþò õâîñòîì öåïíîé äðîáè.

Ïî òåîðåìå 7 äëÿ ëþáîãî k = 0,1,2, . . . âûïîëíÿþòñÿ ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

pk = akpk−1 + pk−2,
qk = akqk−1 + qk−2

(49)

(êàê è ïðåæäå, ïîëàãàåì p−2 = 0, q−2 = 1, p−1 = 1, q−1 = 0). Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé ìû
âûâåëè (ñì. ñëåäñòâèå èç òåîðåìû 7) ðàâåíñòâà

pkqk−1 − pk−1qk = (−1)k−1. (50)

7.1 Ïðèáëèæåíèå âåùåñòâåííîãî ÷èñëà åãî ïîäõîäÿùèìè äðî-

áÿìè

Òåîðåìà 29. Äëÿ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ÷èñëà α ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

(1)
p0
q0
< p2
q2
< . . . < p2k

q2k
< . . . ⩽ α ⩽ . . . < p2k−1

q2k−1
< . . . < p3

q3
< p1
q1
;

(2) qk > qk−1 ïðè êàæäîì k ⩾ 2;

(3) ∣α − pk
qk
∣ ⩽ 1

qkqk+1
ïðè êàæäîì k ⩾ 0.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ëþáîãî âåùåñòâåííîãî β è ïîëîæèòåëüíîãî γ ñïðàâåäëèâî î÷å-
âèäíîå íåðàâåíñòâî

β + 1

γ
> β.

Îòñþäà ëåãêî âûâåñòè âñå íåðàâåíñòâà ïóíêòà (1).
Äàëåå, ïîñêîëüêó âñå çíàìåíàòåëè q0, q1, q2, . . . è âñå íåïîëíûå ÷àñòíûå a1, a2, a3, . . .

ÿâëÿþòñÿ ÷èñëàìè íàòóðàëüíûìè, èç ðåêóððåíòíûõ ñîîòíîøåíèé (49) ñëåäóåò, ÷òî ïðè
k ⩾ 2

qk = akqk−1 + qk−2 ⩾ qk−1 + qk−2 > qk−1.

Ýòèì ìû äîêàçàëè ïóíêò (2).
Íåðàâåíñòâî èç ïóíêòà (3) ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (50) è òîãî ôàêòà, ÷òî α íàõî-

äèòñÿ ìåæäó pk/qk è pk+1/qk+1:

∣α − pk
qk
∣ ⩽ ∣pk

qk
− pk+1
qk+1
∣ = ∣pkqk+1 − pk+1qk∣

qkqk+1
= 1

qkqk+1
.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî äëÿ çíàìåíàòåëåé ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ñïðàâåäëèâà îöåíêà

qk ⩾ φk−1, ãäå φ = 1+
√
5

2 � çîëîòîå ñå÷åíèå.
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Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü α èððàöèîíàëüíî. Òîãäà ïîäõîäÿùèå äðîáè ÷èñëà α ñõîäÿòñÿ ê
α. Â ÷àñòíîñòè, êîððåêòíî ðàâåíñòâî α = [a0;a1, . . . , ak, . . .] ìåæäó èððàöèîíàëüíûì
÷èñëîì è åãî áåñêîíå÷íîé öåïíîé äðîáüþ.

Ñëåäñòâèå 2 (Òåîðåìà Äèðèõëå). Ïóñòü α èððàöèîíàëüíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò áåñêî-
íå÷íî ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë p/q, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

∣α − p

q
∣ < 1

q2
.

Ïîëó÷åííóþ òåîðåìó Äèðèõëå ìîæíî óñèëèòü.

Òåîðåìà 30 (Òåîðåìà Ãóðâèöà). Ïóñòü α èððàöèîíàëüíî. Òîãäà ñóùåñòâóåò áåñêî-
íå÷íî ìíîãî ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë p/q, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

∣α − p

q
∣ < 1√

5q2
. (51)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî çíà÷åíèé èíäåêñà k, äëÿ
êîòîðûõ çíàìåíàòåëè ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

qk+1 > φqk, (52)

ãäå φ = 1+
√
5

2 � çîëîòîå ñå÷åíèå. Ïóñòü äëÿ íåêîòîðîãî k ñïðàâåäëèâî qk+1 < φqk. Òîãäà

qk+2 = ak+2qk+1 + qk ⩾ qk+1 + qk > qk+1(1 + φ−1) = φqk+1.

Ñòàëî áûòü, äåéñòâèòåëüíî, íåðàâåíñòâî (52) âûïîëíÿåòñÿ áåñêîíå÷íî ìíîãî ðàç.
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíîå k, äëÿ êîòîðîãî âåðíî (52). Êàê ìû óæå çàìå÷àëè, α íà-

õîäèòñÿ ìåæäó pk/qk è pk+1/qk+1. Ó÷èòûâàÿ âíîâü ñîîòíîøåíèå (50), ïîëó÷àåì, ÷òî

∣α − pk
qk
∣ + ∣α − pk+1

qk+1
∣ = ∣pk

qk
− pk+1
qk+1
∣ = ∣pkqk+1 − pk+1qk∣

qkqk+1
= 1

qkqk+1
=

= 1√
5q2k
+ 1√

5q2k+1
− 1√

5q2k+1
(
q2k+1
q2k
−
√
5
qk+1
qk
+ 1) < 1√

5q2k
+ 1√

5q2k+1
,

èáî qk+1/qk > φ, â òî âðåìÿ êàê φ ÿâëÿåòñÿ á�îëüøèì êîðíåì ìíîãî÷ëåíà x2 −
√
5x + 1.

Èç ïîëó÷åííîãî íåðàâåíñòâà ñëåäóåò, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ïîäõîäÿùèõ äðîáåé pk/qk,
pk+1/qk+1 óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (51).

Çàìå÷àíèå. Ïî ñóòè ìû äîêàçàëè, ÷òî ñðåäè ëþáûõ òð¼õ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîäõîäÿùèõ
äðîáåé ÷èñëà α õîòÿ áû îäíà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó (51).

Óïðàæíåíèå. Ïîëüçóÿñü èäåÿìè, íà êîòîðûõ îñíîâûâàåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 30,
äîêàæèòå, ÷òî ñðåäè ëþáûõ äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïîäõîäÿùèõ äðîáåé ÷èñëà α õîòÿ
áû îäíà óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

∣α − p

q
∣ < 1

2q2
. (53)

Äàííîå óòâåðæäåíèå íàçûâàåòñÿ òåîðåìîé Âàëåíà.

Óïðàæíåíèå. Äîêàæèòå, ÷òî åñëè ðàöèîíàëüíîå ÷èñëî p/q óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó
(53), òî îíî ÿâëÿåòñÿ êàêîé-òî ïîäõîäÿùåé äðîáüþ ÷èñëà α. Äàííîå óòâåðæäåíèå íàçû-
âàåòñÿ òåîðåìîé Ëåæàíäðà.
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7.2 Öåïíûå äðîáè êâàäðàòè÷íûõ èððàöèîíàëüíîñòåé

Ñðåäè âñåõ áåñêîíå÷íûõ öåïíûõ äðîáåé âûäåëÿþòñÿ öåïíûå äðîáè êâàäðàòè÷íûõ èð-
ðàöèîíàëüíîñòåé, èáî îíè è òîëüêî îíè, êàê îêàçûâàåòñÿ, ïåðèîäè÷íû.

Îïðåäåëåíèå 27. Èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî íàçûâàåòñÿ êâàäðàòè÷íîé èððàöèîíàëüíî-
ñòüþ, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà âòîðîé ñòåïåíè ñ öåëûìè êîýôôèöèåíòà-
ìè.

Òåîðåìà 31 (Òåîðåìà Ýéëåðà�Ëàãðàíæà). Èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî ÿâëÿåòñÿ êâàäðà-
òè÷íîé èððàöèîíàëüíîñòüþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî öåïíàÿ äðîáü ïåðèîäè÷íà
(íà÷èíàÿ ñ êàêîãî-òî ìîìåíòà).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü α � èððàöèîíàëüíîå ÷èñëî è ïîñëåäîâàòåëüíîñòè (αk) è (ak)
îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèÿìè (48).

Âûâåñòè êâàäðàòè÷íîñòü α èç ïåðèîäè÷íîñòè åãî öåïíîé äðîáè äîâîëüíî ïðîñòî.
Ïóñòü öåïíàÿ äðîáü α ïåðèîäè÷íà. Òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå èíäåêñû n èm, ÷òî 0 < n <m
è αn = αm. Ýòî äà¼ò ñîîòíîøåíèå αn = [an;an+1, . . . , am−1, αn]. Íåòðóäíî çàìåòèòü, ÷òî
îíî ðàâíîñèëüíî ðàâåíñòâó

αn =
A +Bαn

C +Dαn

ñ íåêîòîðûìè öåëûìè A,B,C,D, êîòîðîå ïðèâîäèò ê êâàäðàòíîìó óðàâíåíèþ Dx2 +
(C − B)x − A = 0, êîðíåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ αn. Ïðè ýòîì D > 0, ïîñêîëüêó ÷èñëà
an, an+1, . . . , am−1 � íàòóðàëüíûå. Ñòàëî áûòü, αn ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé èððàöèîíàëü-
íîñòüþ. À çíà÷èò, è α = [a0;a1, . . . , an−1, αn] ÿâëÿåòñÿ êâàäðàòè÷íîé èððàöèîíàëüíîñòüþ,
èáî äëÿ ëþáîé êâàäðàòè÷íîé èððàöèîíàëüíîñòè β è ëþáîãî öåëîãî a ÷èñëà 1/β è a + β
òàêæå ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè èððàöèîíàëüíîñòÿìè.

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî α � êâàäðàòè÷íàÿ èððàöèîíàëüíîñòü. Òîãäà âñå αk òàêæå
ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè èððàöèîíàëüíîñòÿìè. Ïðè÷¼ì äëÿ êàæäîãî k ∈ N ñïðàâåäëè-
âî αk > 1, ak ∈ N. Ïóñòü A0,B0,C0 � öåëûå ÷èñëà, òàêèå ÷òî

A0α
2
0 +B0α0 +C0 = 0 è A0C0 ≠ 0.

Ïðè çàäàííûõ Ak,Bk,Ck ïîëîæèì

Ak+1 = Aka
2
k +Bkak +Ck, Bk+1 = 2Akak +Bk, Ck+1 = Ak.

Òîãäà, ïîñêîëüêó αk = ak + α−1k+1 è αk èððàöèîíàëüíî, äëÿ êàæäîãî k ∈ N òàêæå áóäåò
âûïîëíÿòüñÿ

Akα
2
k +Bkαk +Ck = 0 è AkCk ≠ 0.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ áåñêîíå÷íîãî êîëè÷åñòâà èíäåêñîâ k èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî

AkCk < 0. (54)

Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, òî åñòü ÷òî äëÿ âñåõ k ⩾ t ïðè íåêîòîðîì íàòóðàëüíîì t êîýô-
ôèöèåíòû Ak è Ck èìåþò îäèíàêîâûå çíàêè. Òîãäà äëÿ âñåõ k > ∣Bt∣/2 êîýôôèöèåíòû
Bt+k áóäóò òîãî æå çíàêà, ÷òî At+k è Ct+k. Íî ýòî çíà÷èò, ÷òî îáà êîðíÿ ìíîãî÷ëåíà
At+kx2 +Bt+kx+Ct+k îòðèöàòåëüíû, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåðàâåíñòâó αt+k > 1. Ñòàëî áûòü,
äåéñòâèòåëüíî, íåðàâåíñòâî (54) âûïîëíÿåòñÿ áåñêîíå÷íîå êîëè÷åñòâî ðàç.

Äàëåå, êàê íåòðóäíî çàìåòèòü, çíà÷åíèå äèñêðèìèíàíòà D = B2
k − 4AkCk íå çàâèñèò

îò k. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íî ìíîãî èíäåêñîâ k, äëÿ êîòîðûõ

0 < B2
k − 4AkCk =D è AkCk < 0.

Íî òîãäà ñóùåñòâóþò òàêèå èíäåêñû n è m, ÷òî 0 < n <m, An = Am, Bn = Bm, Cn = Cm è
ïðè ýòîì AnCn < 0. Òîãäà Anx2+Bnx+Cn è Amx2+Bmx+Cm � îäèí è òîò æå ìíîãî÷ëåí,
ïðè÷¼ì åãî êîðíè èìåþò ðàçíûå çíàêè. Ñòàëî áûòü, ïîëîæèòåëüíûé åãî êîðåíü ðàâåí
è αn, è αm. À ýòî çíà÷èò, ÷òî öåïíàÿ äðîáü ÷èñëà α ïåðèîäè÷íà.
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