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1 Асимптотические свойства оценок вне нормальной модели

1.1 Регрессия с ограничениями

При дополнительных ограничениях 𝐶�⃗� = �⃗� мы строили оценки

̂︀𝑎𝑅 = ̂︀𝑎− (𝑋 𝑡𝑋)−1𝐶𝑡(𝐶(𝑋 𝑡𝑋)−1𝐶𝑡)−1(𝐶̂︀𝑎− �⃗�).

Эта задача равносильна задаче минимизации

||𝑋̂︀𝑎−𝑋�⃗�|| = ||̂︀𝑎− �⃗�||𝑋𝑡𝑋

по �⃗� при условии 𝐶�⃗� = �⃗�. Здесь ||�⃗�||𝑄 = 𝑦𝑡𝑄𝑦 — скалярное произведение с матрицей Грамма 𝑄.

Можно рассмотреть более общую задачу: поиск �⃗� из соображений

||̂︀𝑎− �⃗�||𝑈 → min

при условии 𝐶�⃗� = �⃗�, где 𝑈 — некоторая симметричная положительно определенная матрица.

Из тех же соображений что и раньше мы получим оценку

̂︀𝑎𝑀𝐷 = ̂︀𝑎− 𝑈−1𝐶𝑡(𝐶𝑈−1𝐶𝑡)−1(𝐶̂︀𝑎− �⃗�).

Такая оценка называется оценкой минимальных расстояний. В частном случае 𝑈 = (𝑋 𝑡𝑋)−1 мы полу-
чаем оценку МНК с ограничением 𝐶�⃗� = �⃗�.

Исследуем асимптотические свойства такого рода оценок при 𝑛 → ∞. Пусть 𝑈 = 𝑈𝑛 — матрицы, зада-

ющие расстояние. Потребуем дополнительно выполнение двух условий: 𝑈𝑛
𝑃→ 𝑈 , 𝑈 > 0 п.н., rank𝐶 = 𝑚.

Теорема 1. 1) В условиях теоремы 3 прошлой лекции при описанных выше условиях ̂︀𝑎𝑀𝐷 состоятель-
ная оценка �⃗�.
2) В условиях теоремы 1 этой лекции при описанных выше условиях ̂︀𝑎𝑀𝐷 асимптотически нормальная
оценка �⃗� с асимптотической матрицей ковариации

𝑆𝑀𝐷 = 𝑆 − 𝑈−1𝐶(𝐶𝑡𝑈−1𝐶)−1𝐶𝑡𝑆 − 𝑆𝐶(𝐶𝑡𝑈−1𝐶)−1𝐶𝑡𝑈−1 + 𝑈−1𝐶(𝐶𝑡𝑈−1𝐶)−1𝑆(𝐶𝑡𝑈−1𝐶)−1𝐶𝑡𝑈−1,

где 𝑆 = 𝑄−1𝑅𝑄−1.

Доказательство. 1) Воспользуемся формулой для ̂︀𝑎𝑀𝐷:

̂︀𝑎𝑀𝐷 − �⃗� = (̂︀𝑎− �⃗�)− 𝑈−1
𝑛 𝐶𝑡(𝐶𝑈−1

𝑛 𝐶𝑡)−1(𝐶̂︀𝑎− �⃗�).

Первое слагаемое стремится по вероятности к нулю из состоятельности ̂︀𝑎, второе из того, что 𝐶(̂︀𝑎− �⃗�)
стремится к нулю из состоятельности ̂︀𝑎, 𝑈−1

𝑛 → 𝑈 , 𝐶𝑈−1
𝑛 𝐶𝑡 → 𝐶𝑈𝐶𝑡.



2) Для доказательства предельной теоремы представим ̂︀𝑎𝑀𝐷 − �⃗� в виде

(̂︀𝑎𝑀𝐷 − �⃗�) = (𝐸 − 𝑈−1
𝑛 𝐶𝑡(𝐶𝑈−1

𝑛 𝐶𝑡)−1𝐶)(̂︀𝑎− �⃗�).

Остается воспользоваться теоремой об асимптотической нормальности ̂︀𝑎, откуда
√
𝑛(̂︀𝑎− �⃗�)

𝑑→ 𝑍 ∼ 𝒩 (0, 𝑆),

𝑆 = 𝑄−1𝑅𝑄−1, 𝑅 = (E𝑋1,𝑖𝑋1,𝑗𝜀
2
1). Следовательно,

√
𝑛(̂︀𝑎𝑀𝐷 − �⃗�)

𝑑→ 𝑍 ∼ 𝒩 (0, (𝐸 − 𝑈−1𝐶𝑡(𝐶𝑡𝑈−1𝐶)−1𝐶)𝑆(𝐸 − 𝑈−1𝐶𝑡(𝐶𝑡𝑈−1𝐶)−1𝐶)𝑡),

что и требовалось доказать.

Мы бы хотели выбрать матрицу 𝑈 скалярного произведения таким образом, чтобы дисперсия оценок̂︀𝑎𝑀𝐷 была минимальна, иначе говоря, выбрать эффективную оценку. Более удобно формулировать это
в терминах

�⃗�𝑡𝑆𝑀𝐷(𝑈
*)⃗𝑎 ≤ �⃗�𝑡𝑆𝑀𝐷(𝑈 )⃗𝑎

при всех �⃗�. Иначе говоря,
𝑆𝑀𝐷(𝑈)− 𝑆𝑀𝐷(𝑈

*)

положительно определена при данном 𝑈 . Оказывается, что справделива следующая теорема

Теорема 2. Минимум 𝑆𝑀𝐷(𝑈) в описанном выше смысле достигается при 𝑈 = 𝑆−1. Соответствую-
щая оценка при этом имеет вид

̂︀𝑎𝐸𝑀𝐷 = ̂︀𝑎− ̂︀𝑆𝐶𝑡(𝐶 ̂︀𝑆𝐶𝑡)−1(𝐶̂︀𝑎− �⃗�),

а ее асимптотическая ковариационная матрица

𝑆𝐸𝑀𝐷 = 𝑆 − 𝑆𝐶𝑡(𝐶𝑆𝐶𝑡)−1𝐶𝑆.

Доказательство теоремы отложим на следующую лекцию.

Оценка ̂︀𝑎𝐸𝑀𝐷 является наиболее эффективной в классе оценок минимального расстояния. При этом
в случае гомоскедастичности

E(𝜀2|𝑋) = 𝜎2

выполнено тождество 𝑆 = 𝜎2𝑄−1, откуда

̂︀𝑎𝐸𝑀𝐷 = ̂︀𝑎−𝑄−1𝐶𝑡(𝐶𝑄−1𝐶𝑡)−1(𝐶̂︀𝑎− �⃗�),

то есть совпадает с МНК при ограничениях 𝐶�⃗� = �⃗�.
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