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1 Асимптотические свойства оценок вне нормальной модели

Откажемся от предположения нормальности. В этом случае у нас сохраняется несмещенность оценок,
но можем ли мы утверждать, что они состоятельны и асимптотически нормальны?
Оказывается удобным формулировать результаты в терминах 𝐻 = 𝑋(𝑋 𝑡𝑋)−1𝑋 𝑡.

� H симметрична

� ℎ𝑖,𝑖 ∈ [0, 1]

� 𝑡𝑟(𝐻) = 𝑘

� 𝐻 имеет 𝑘 собственных значений равных 1 и остальные n-k — равных 0.

�

∑︀𝑛
𝑗=1 ℎ

2
𝑖,𝑗 = ℎ𝑖,𝑖.

Предпоследнее свойство вытекает из того, что 𝐻 это оператор проекции на пространство 𝐿 = 𝑋𝑎⃗, а
второе и третье вытекают из него. Последнее свойство вытекает из соотношения 𝐻2 = 𝐻.

Теорема 1. 1) Пусть 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐴) — минимальное собственное значение матрицы 𝐴 = 𝑋 𝑡𝑋. Предполо-
жим, что 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐴) → ∞. Тогда оценка МНК ̂︀𝑎 будет состоятельной.
2) Пусть ℎ𝑖,𝑖 → 0, 𝑛→ ∞. Тогда ̂︀𝑦𝑖 является состоятельной оценкой для E𝑌𝑖.
Соответственно, для состоятельности всех ̂︀𝑦𝑖 требуется max𝑖 ℎ𝑖,𝑖 → 0, 𝑛→ ∞.

Доказательство. 1) В силу неравенства Чебышева

P(|̂︀𝑎𝑖 − 𝑎𝑖| > 𝛿) ≤ D̂︀𝑎𝑖
𝛿2

.

При этом
𝑘∑︁

𝑖=1

D̂︀𝑎𝑖 = E(̂︀𝑎− 𝑎)𝑡(̂︀𝑎− 𝑎) = E𝜀⃗𝑡𝑋𝐴−2𝑋 𝑡𝜀⃗ = 𝜎2𝑡𝑟(𝑋𝐴−2𝑋 𝑡) = 𝜎2/𝑡𝑟(𝐴).

Но 𝑡𝑟(𝐴) = 𝜆1(𝐴) + ...+ 𝜆𝑘(𝐴) ≥ 𝑘𝜆𝑚𝑖𝑛(𝐴). Следовательно, все оценки являются состоятельными.

Обратим внимание, что в действительности нам не требуется одинаковой распределенности и незави-
симости величин 𝜀, а достаточно некоррелированности и ограниченности их дисперсий в совокупности
и сходимости к бесконечности 𝜆𝑚𝑖𝑛(𝑋 𝑡𝑋).

2) В силу определения ̂︀𝑦𝑖 = 𝑋𝑎⃗+𝑋(𝑋 𝑡𝑋)−1𝑋 𝑡𝜀⃗ = E𝑌𝑖 +𝐻𝜀⃗.

Следовательно,

P(|̂︀𝑦𝑖 − E𝑌𝑖| > 𝛿) ≤
∑︀𝑘

𝑗=1 ℎ
2
𝑖,𝑗𝜎

2

𝛿2
=
ℎ𝑖𝜎

2

𝛿2
→ 0,

что и требовалось доказать. Все оценки ̂︀𝑦𝑖 будут состоятельными при выполнении условия maxℎ𝑖,𝑖 → 0,
𝑛→ ∞.



Теорема 2. Пусть 𝑌⃗ = 𝑋𝑎⃗+ 𝜀⃗, где 𝜀 — н.о.р. с конечной дисперсией 𝜎2. Предположим, как и прежде,
что maxℎ𝑖,𝑖 → 0, 𝑛 → ∞. Предположим также, что 𝑛−1𝑋 𝑡𝑋 с ростом 𝑛 сходится к Σ — положи-
тельно определенной матрице. Тогда

√
𝑛(̂︀𝑎− 𝑎⃗)

𝑑→ 𝑍⃗ ∼ 𝒩 (⃗0, 𝜎2Σ−1).

Доказательство. Воспользуемся тем, что ̂︀𝑎− 𝑎⃗ = (𝑋 𝑡𝑋)−1𝑋 𝑡𝜀⃗. Тогда

𝜓̂︀𝑎−𝑎⃗(𝑠⃗) = 𝜓(𝑋𝑡𝑋)−1𝑋𝑡𝜀⃗(𝑠⃗) = 𝜓𝜀⃗(𝑋(𝑋 𝑡𝑋)−1𝑠⃗) = exp

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

ln𝜓𝜀𝑖(𝑋(𝑋 𝑡𝑋)−1𝑠⃗)𝑖

)︃
.

В случае, если
√
𝑛max𝑖≤𝑛(𝑋(𝑋 𝑡𝑋)−1𝑠⃗)𝑖 → 0 мы можем сказать, что

ln𝜓𝜀𝑖(𝑋(𝑋 𝑡𝑋)−1𝑠⃗)𝑖) = −𝜎
2

2
((𝑋(𝑋 𝑡𝑋)−1𝑠⃗)𝑖)

2(1 + 𝑜(1)),

где 𝑜(1) равномерно мало по 𝑖. Следовательно,

ln𝜓√
𝑛(̂︀𝑎−𝑎⃗)(𝑠⃗) = −(1 + 𝑜(1))

𝜎2

2
𝑠⃗𝑡(𝑋 𝑡𝑋)−1𝑋 𝑡𝑋(𝑋 𝑡𝑋)−1𝑠⃗→ −𝜎

2

2
𝑠⃗𝑡Σ−1𝑠⃗,

что нам и требуется. Остается понять, что
√
𝑛max𝑖≤𝑛(𝑋(𝑋 𝑡𝑋)−1𝑠⃗)𝑖 → 0. Воспользуемся оценкой

|
√
𝑛(𝑋(𝑋 𝑡𝑋)−1𝑠⃗)𝑖|2 = 𝑛

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑙,𝑗,𝑚,𝑝=1

𝑋𝑖,𝑗(𝑋
𝑡𝑋)−1

𝑗,𝑙 𝑠𝑙𝑋𝑖,𝑚(𝑋 𝑡𝑋)−1
𝑚,𝑝𝑠𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒

и заметим, что если при всех 𝑗,𝑚 max𝑖𝑋𝑖,𝑗𝑋𝑖,𝑚/𝑛→ 0, то

1

𝑛
max

𝑖

⃒⃒⃒⃒
⃒

𝑘∑︁
𝑙,𝑗,𝑚,𝑝=1

𝑋𝑖,𝑗Σ
−1
𝑗,𝑙 𝑠𝑙𝑋𝑖,𝑚Σ−1

𝑚,𝑝𝑠𝑝

⃒⃒⃒⃒
⃒ ≤ max

𝑗,𝑚
|max

𝑖
(𝑋𝑖,𝑗𝑋𝑖,𝑚/𝑛)||𝑟𝑗||𝑟𝑚| → 0,

где 𝑟𝑗 =
∑︀𝑘

𝑚=1 Σ−1
𝑗,𝑚𝑠𝑚, откуда

max
𝑖

|
√
𝑛(𝑋(𝑋 𝑡𝑋)−1𝑠⃗)𝑖|2 → 0.

Значит нам достаточно получить условие max𝑖𝑋𝑖,𝑗𝑋𝑖,𝑚/𝑛→ 0 при любых 𝑗, 𝑚. Для этого достаточно
получить max𝑖𝑋

2
𝑖,𝑗/𝑛→ 0 при всех 𝑗 (это условие называют условием Нётера). Выведем его из условия

max𝑖 ℎ𝑖,𝑖 → 0, 𝑛→ ∞.

Для этого нам понадобится неравенство

⟨𝑋𝑖,·, 𝑒⃗⟩2

𝑒⃗𝑡𝑋 𝑡𝑋𝑒⃗
≤ 𝑋 𝑡

𝑖,·(𝑋
𝑡𝑋)−1𝑋𝑖,· = ℎ𝑖,𝑖,

справедливое при любом 𝑒⃗ ̸= 0⃗. Действительно, переходя в диагонализирующий 𝑋 𝑡𝑋 базис, мы переве-
дем 𝑋𝑖,· в некий вектор 𝑧⃗, а 𝑋

𝑡𝑋 в диагональную матрицу 𝐷 c 𝑑𝑖,𝑖 на диагонали. Тогда наше отношение
равно ⎛⎝ ∑︀𝑘

𝑖=1 𝑧𝑖𝑒𝑖√︁∑︀𝑘
𝑖=1 𝑑𝑖𝑒

2
𝑖

⎞⎠2

=

⎛⎝∑︀𝑘
𝑖=1 𝑑

−1/2
𝑖 𝑧𝑖

√
𝑑𝑖𝑒𝑖√︁∑︀𝑘

𝑖=1 𝑑𝑖𝑒
2
𝑖

⎞⎠2

=

(︃
𝑘∑︁

𝑖=1

𝑑
−1/2
𝑖 𝑧𝑖𝑒

′
𝑖

)︃2

≤ ||(𝑑−1/2
1 𝑧1, ..., 𝑑

−1
𝑘 𝑧𝑘)||2,

2



где 𝑒′ = (
√
𝑑1𝑒1, ...,

√
𝑑𝑘𝑒𝑘)/(

∑︀𝑘
𝑖=1 𝑑𝑖𝑒

2
𝑖 ) — единичный вектор. Но

||(𝑑−1/2
1 𝑧1, ..., 𝑑

−1
𝑘 𝑧𝑘)||2 =

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑑−1
𝑖 𝑧2𝑖 = 𝑧⃗𝑡𝐷−1𝑧⃗ = 𝑋 𝑡

𝑖,·(𝑋
𝑡𝑋)−1𝑋𝑖,·,

что и требовалось доказать.

Остается заметить, что при подстановке 𝑒⃗ = (0, ..., 0, 1, 0, ...0), где единица находится на 𝑗 месте,

⟨𝑋𝑖,·, 𝑒⃗⟩2

𝑒⃗𝑡𝑋 𝑡𝑋𝑒⃗
=

𝑥2𝑖,𝑗∑︀𝑛
𝑖=1 𝑥

2
𝑖,𝑗

=
𝑥2𝑖,𝑗/𝑛∑︀𝑛
𝑖=1 𝑥

2
𝑖,𝑗/𝑛

,

откуда
1

𝑛
max
𝑖≤𝑛

𝑥2𝑖,𝑗 ≤
∑︀𝑛

𝑖=1 𝑥
2
𝑖,𝑗

𝑛
ℎ𝑖,𝑖 → 0,

поскольку первый множитель стремится к Σ𝑖,𝑗, а второй к нулю.

1.1 Случай случайных предикторов

Удобную форму достаточных условий можно получить в предположении, что предикторы выбирают-
ся случайным образом.
Предположим, что векторы (𝑋𝑖,1, ..., 𝑋𝑖,𝑘, 𝜀𝑖) н.о.р. При этом мы, вообще говоря, не требуем чтобы
E(𝜀𝑘|𝑋𝑘,·) = 0.

Теорема 3. Пусть выполнены следующие условия
1) 𝑟𝑎𝑛𝑘(𝑄) = 𝑘, где 𝑄 = E𝑋 𝑡𝑋;
2) E𝑋𝑖,𝑗𝜀𝑖 = 0, 𝑗 = 1, ..., 𝑘;
3) E𝜀2 <∞.
Тогда ̂︀𝑎 является состоятельной для 𝑎⃗.

Доказательство.

(𝑋 𝑡𝑋)−1𝑋 𝑡𝑌⃗ = 𝑎⃗+ (𝑋 𝑡𝑋)−1𝑋 𝑡𝜀 = 𝑎⃗+ 𝑔

(︂
1

𝑛
𝑋 𝑡𝑋,

1

𝑛
𝑋 𝑡𝜀

)︂
,

где 𝑔(𝐴,𝐵) = 𝐴−1𝐵. При этом

1

𝑛
(𝑋 𝑡𝑋)𝑖,𝑗 =

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑋𝑙,𝑖𝑋𝑙,𝑗
𝑃→ 𝑄𝑖,𝑗

в силу закона больших чисел. Аналогичным образом

1

𝑛
(𝑋 𝑡𝜀⃗)𝑖 =

1

𝑛

𝑛∑︁
𝑙=1

𝑋𝑙,𝑖𝜀𝑙
𝑃→ (E𝑋 𝑡𝜀⃗)𝑖 = 0

Остается заметить, что 𝑔(𝐴,𝐵) непрерывное в точке (𝑄, 0) отображение, поскольку 𝑄 невырождена.
Действительно,

𝑔(𝐴,𝐵)𝑖 = (det(𝐴))−1

𝑘∑︁
𝑗=1

𝐶𝑖,𝑗𝐵𝑗,

где 𝐶 — главный минор матрицы 𝐴, непрерывно зависящий от ее элементов, det(𝐴) также непрерывно
зависит от элементов матрицы и отделен от нуля в окрестности 𝑄.

Отсюда

(𝑋 𝑡𝑋)−1𝑋 𝑡𝑌⃗
𝑃→ 𝑎⃗+ 𝑔(E𝑋 𝑡𝑋, 0⃗) = 𝑎⃗.
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