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0.1 Гипотеза в параметрическом виде

Предположим, что в линейной модели �⃗� = 𝑋�⃗� + �⃗� мы проверяем гипотезу 𝐻0 : 𝐶�⃗� = �⃗�, где 𝐶 —
заданная матрица 𝑚× 𝑘 полного ранга, 𝑘 ≤ 𝑚, �⃗� — заданный вектор.

Распишем разность

||�⃗� −𝑋�⃗�||2 = ||�⃗� −𝑋̃︀𝑎||2 + 2⟨�⃗� −𝑋̃︀𝑎,𝑋(̃︀𝑎− �⃗�)⟩+ ||𝑋(̃︀𝑎− �⃗�)||2,

где �⃗� — произвольный вектор, такой что 𝐶�⃗� = �⃗�, а 𝐶̃︀𝑎 = �⃗� — искомый минимум. Тогда нам достаточно
подобрать такое ̃︀𝑎, что ⟨𝑋 𝑡(�⃗� −𝑋̃︀𝑎), �⃗�⟩ = 0 при всех �⃗�: 𝐶�⃗� = 0. При этом 𝑋 𝑡�⃗� −𝑋 𝑡𝑋̂︀𝑎 = 0, где ̂︀𝑎 — оценка

МНК для общей задачи, откуда вектор 𝑋 𝑡𝑋(̂︀𝑎−̃︀𝑎) должен быть ортогонален всем векторам �⃗� : 𝐶�⃗� = 0.
Естественно потребовать

𝑋 𝑡𝑋(̂︀𝑎− ̃︀𝑎) = 𝐶𝑡�⃗�

при некотором �⃗�. Тогда

(̂︀𝑎− ̃︀𝑎) = (𝑋 𝑡𝑋)−1𝐶𝑡�⃗�, 𝐶(̂︀𝑎− ̃︀𝑎) = 𝐶(𝑋 𝑡𝑋)−1𝐶𝑡�⃗� = 𝐶̂︀𝑎− �⃗�.

Отсюда

�⃗� = 𝐶(𝑋 𝑡𝑋)−1𝐶𝑡)−1(𝐶̂︀𝑎− �⃗�), ̃︀𝑎 = ̂︀𝑎− (𝑋 𝑡𝑋)−1𝐶𝑡(𝐶(𝑋 𝑡𝑋)−1𝐶𝑡)−1(𝐶̂︀𝑎− �⃗�) (1)

При этом
||�⃗� −𝑋̃︀𝑎||2 = ||�⃗� −𝑋̂︀𝑎||2 + ||𝑋(̂︀𝑎− ̃︀𝑎)||2, (2)

где

||𝑋(̂︀𝑎− ̃︀𝑎)||2 = (̂︀𝑎− ̃︀𝑎)𝑡𝑋 𝑡𝑋(̂︀𝑎− ̃︀𝑎) = (𝐶̂︀𝑎− �⃗�)𝑡(𝐶(𝑋 𝑡𝑋)−1𝐶𝑡)−1(𝐶̂︀𝑎− �⃗�) (3)

где в последнем равенстве мы воспользовались формулой (1).

Таким образом, оценка в рассматриваемой задаче принимает вид (1) (ее также иногда называют
обобщенной оценкой наименьших квадратов), а остаточная сумма квадратов для этой оценки имеет
вид (2).

0.2 Снижение размерности

Предположим, что мы рассматриваем гипотезу 𝐻0 : �⃗�1 = ... = �⃗�𝑘 = 0 о том, что часть коэффициентов
можно убрать. Тогда

𝐶 =

⎛⎜⎜⎝
1 0 ... 0 0 ... 0
0 1 ... 0 0 ... 0

...
0 0 ... 1 0 ... 0

⎞⎟⎟⎠ ,



�⃗� = (0, ..., 0). Следовательно, для расстояния до пространства, заданного при гипотезе, можно записать
выражение.

||𝑋(̂︀𝑎− ̃︀𝑎)||2 = ̂︀𝑎𝑡𝐶𝑡(𝐶𝑡(𝑋 𝑡𝑋)−1𝐶𝑡)−1𝐶̂︀𝑎
Матрица 𝐶𝑡(𝑋 𝑡𝑋)−1𝐶 представляет собой квадратную матрицу 𝑘 × 𝑘, представляющей верхний левый
угол матрицы (𝑋 𝑡𝑋)−1. Для ее обращения мы воспользуемся следующей леммой

Лемма 1. Пусть

𝐷 =

(︂
𝐺 𝐵
𝐵𝑡 𝐹

)︂
,

где 𝐺, 𝐹 — симметричные матрицы 𝑘 × 𝑘 и (𝑚− 𝑘)× (𝑚− 𝑘), 𝐵 — матрица 𝑘 × (𝑚− 𝑘). Тогда

𝐷−1 =

(︂
𝐻−1 𝐶,
𝐶𝑡 𝐾

)︂
,

где 𝐻 = 𝐺 − 𝐵𝐹−1𝐵𝑡, 𝐾 — некоторая симметрическая матрица (𝑚 − 𝑘) × (𝑚 − 𝑘), 𝐶 — некоторая

матрица 𝑘 × (𝑚− 𝑘).

Доказательство. По существу вопрос только в том, почему верхний угол 𝐿 матрицы 𝐷−1 имеет такой
вид. Запишем условие 𝐷𝐷−1 = 𝐸:

𝐺𝐿+𝐵𝐶𝑡 = 𝐸𝑘, 𝐺𝐶 +𝐵𝐾 = 0, 𝐵𝑡𝐿+ 𝐹𝐶𝑡 = 0, 𝐵𝑡𝐶 + 𝐹𝐾 = 𝐸𝑚−𝑘.

Отсюда 𝐶𝑡 = −𝐹−1𝐵𝑡𝐿, 𝐺𝐿−𝐵𝐹−1𝐵𝑡𝐿 = 𝐻𝐿 = 𝐸𝑘, откуда 𝐿 = 𝐻−1, что и требовалось доказать.

Замечание 1. Можно указать явный вид 𝐶 = −𝐻−1𝐵𝐹−1, 𝐾 = 𝐹−1(𝐸 − 𝐵𝑡𝐻−1𝐵𝐹−1) и получить

предыдущее утверждение простым перемножением матриц.

Таким образом, 𝐶𝑡(𝑋 𝑡𝑋)−1𝐶 = 𝐻−1, откуда

𝐻 = (𝐶𝑡(𝑋 𝑡𝑋)−1𝐶)−1 = (𝐺−𝐵𝐹−1𝐵𝑡)−1,

где 𝐺 = 𝑋 𝑡
1𝑋1, 𝐵 = 𝑋 𝑡

1𝑋2, 𝐹 = 𝑋 𝑡
2𝑋2, где 𝑋1 = (𝑋·,1, ..., 𝑋·,𝑘), 𝑋2 = (𝑋·,𝑘+1, ..., 𝑋·,𝑚). Следовательно,

||𝑋(̂︀𝑎− ̃︀𝑎)||2 = ̂︀𝑎𝑡1:𝑘(𝐺−𝐵𝐹−1𝐵𝑡)̂︀𝑎1:𝑘 = ̂︀𝑎𝑡1:𝑘𝑋 𝑡
1(𝐸 −𝑋2(𝑋

𝑡
2𝑋2)

−1𝑋 𝑡
2)𝑋1̂︀𝑎1:𝑘,

где ̂︀𝑎1:𝑘 = (̂︀𝑎1, ...,̂︀𝑎𝑘). Таким образом,

𝐷0,1 = ̂︀𝑎𝑡1:𝑘𝑋 𝑡
1𝑋1̂︀𝑎1:𝑘 − ̂︀𝑎𝑡1:𝑘𝑋 𝑡

1𝑋2(𝑋
𝑡
2𝑋2)

−1𝑋 𝑡
2𝑋1̂︀𝑎1:𝑘, 𝐷1 = �⃗� 𝑡(𝐸 −𝑋(𝑋 𝑡𝑋)−1𝑋 𝑡)�⃗� .

Таким образом, критерий приобретает вид

(̂︀𝑎𝑡1:𝑘𝑋 𝑡
1𝑋1̂︀𝑎1:𝑘 − ̂︀𝑎𝑡1:𝑘𝑋 𝑡

1𝑋2(𝑋
𝑡
2𝑋2)

−1𝑋 𝑡
2𝑋1̂︀𝑎1:𝑘) /𝑘

�⃗� 𝑡(𝐸 −𝑋(𝑋 𝑡𝑋)−1𝑋 𝑡)�⃗� /(𝑛−𝑚)
> 𝑓1−𝛼,

где 𝑓 — квантиль 𝐹𝑘,𝑛−𝑚.

В частности, удобный вид критерий приобретает в случае ортогональных блоков предикторов, когда
𝑋1 ортогонально 𝑋2. В этом случае 𝐷0,1 = ̂︀𝑎𝑡1:𝑘𝑋 𝑡

1𝑋1̂︀𝑎1:𝑘.
Еще одним удобным случаем является случай 𝑘 = 1, когда

𝐷0,1 = ̂︀𝑎21
(︃

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑋2
1,𝑖 −𝑋 𝑡

1𝑋2(𝑋
𝑡
2𝑋2)

−1𝑋 𝑡
2𝑋1

)︃
.
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При 𝑘 = 𝑚− 1

𝐷0,1 = ̂︀𝑎𝑡1:𝑚−1𝑋
𝑡
1

(︃
𝐸 − 1∑︀𝑛

𝑙=1 𝑥
2
𝑚,𝑙

(𝑥𝑚,𝑖𝑥𝑚,𝑗, 𝑖, 𝑗 ≤ 𝑛)

)︃
𝑋1̂︀𝑎1:𝑚−1, 𝑅2 =

𝐷0,1

𝐷0

=
𝐷0,1∑︀𝑛

𝑖=1(𝑦𝑖 − 𝑦)2
.

0.3 Последовательный спуск

Можно представлять себе регрессию следующим образом

1. Берем 𝑍·,1 = 𝑋·,1.

2. При каждом 𝑗 осуществляем регрессию 𝑋·,𝑗 на 𝑍·,1, ..., 𝑍·,𝑗−1 и получаем коэффициенты

̂︀𝛾𝑖,𝑗 = ⟨𝑋·,𝑗, 𝑍·,𝑖⟩
⟨𝑍·,𝑖, 𝑍·,𝑖⟩

и вектор остатков 𝑍·,𝑗 = 𝑋·,𝑗 −
∑︀𝑗−1

𝑖=1 ̂︀𝛾𝑖,𝑗𝑍·,𝑖.

3. Осуществляем регрессию 𝑦 на 𝑧𝑝, находя коэффициент ̂︀𝛽𝑚 = ⟨𝑧𝑚, 𝑦⟩/⟨𝑧𝑚, 𝑧𝑚⟩.

При этом коэффициент ̂︀𝛽𝑚 совпадает с коэффициентом разложения 𝑌 по 𝑋·,𝑚.
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