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Теорема Гартнера-Эллиса

Закончим доказательство теоремы Гартнера-Эллиса.
2.2) Как и в теореме Крамера предположим, что супремум в определении Λ недостижим. Тогда рассмотрим 𝑋⃗𝑛 = 𝑌⃗𝑛+𝑍⃗𝑛,

𝑌⃗𝑛 ∼ 𝒩 (0,E/(𝑀𝑛)) и не зависит от 𝑍⃗𝑛, где 𝑀 — некоторый параметр, 𝐸 — единичная матрица. Тогда

ln𝑅𝑋⃗𝑛
(𝑛ℎ⃗) = ln𝑅𝑛(𝑛ℎ⃗) +

𝑛

2𝑀
|⃗ℎ|2 ≥ ln𝑅𝑛(𝑛ℎ⃗)

и

ln 𝑅̃(⃗ℎ) = lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln𝑅𝑋𝑛

(𝑛ℎ⃗) = ln𝑅(⃗ℎ) +
𝑛

2𝑀
|⃗ℎ|2 ≥ ln𝑅(ℎ), Λ̃(𝜃) ≤ Λ(𝜃),

где Λ̃(𝜃) = supℎ⃗((𝜃, ℎ⃗)−ln 𝑅̃(⃗ℎ)). При этом ln𝑅(⃗ℎ) ≥ (⃗ℎ, 𝜇⃗), где 𝜇⃗ = 𝑔𝑟𝑎𝑑 ln𝑅(⃗0), существующий в силу дифференцируемости
ln𝑅. , а значит

(⃗ℎ, 𝑥⃗) − ln 𝑅̃(⃗ℎ) ≤ (⃗ℎ, (𝑥⃗− 𝜇⃗)) − 1

2𝑀
|⃗ℎ|2 → −∞,

ℎ → ∞. Следовательно, супремум в Λ̃(𝜃) достижим в конкретной точке ℎ⃗, удовлетворяющей условию 𝑥⃗ = 𝑔𝑟𝑎𝑑 ln ℎ̃(⃗ℎ).
В силу 2.1)

lim inf
𝑛→∞

1

𝑛
lnP(𝑋⃗𝑛 ∈ 𝑈𝛿/2(𝑥⃗)) ≥ −Λ̃(𝑥⃗) ≥ −Λ(𝑥⃗).

При этом
P(𝑍⃗𝑛 ∈ 𝑈𝛿(𝑥⃗)) ≥ P(𝑋⃗𝑛 ∈ 𝑈𝛿/2(𝑥⃗)) −P(|𝑌⃗𝑛| > 𝛿/2).

Модуль вектора больше 𝛿/2 только если одна из координат больше по модулю 𝛿/(2
√
𝑑). Значит

P(|𝑌⃗𝑛| > 𝛿/2) ≤ 2𝑑

(︃
1 − Φ

(︃
𝛿2
√
𝑛𝑀

2𝑑

)︃)︃
.

В силу соотношения

Φ(𝑥) ∼ 1√
2𝜋𝑥

𝑒−𝑥2/2,

имеем lim sup𝑛→∞
1
𝑛 lnP((𝑌1 + ... + 𝑌𝑛)/𝑛 > 𝛿/2)) ≤ −𝑀𝛿2/(2𝑑). Аналогично рассуждениям пункта 1.2), отсюда следует

требуемое утверждение.
Пример 11.1. В прошлый раз мы показали, что теорему Гартнера-Эллиса можно применить к функционалу от мар-

ковской цепи 𝑍𝑛 = 𝑛−1
∑︀𝑛

𝑖=0 𝑔(𝑋𝑖). Рассмотрим частный случай эмпирической меры цепи, то есть 𝑔(𝑘) = (0, ..., 0, 1, 0, ..., 0),
где 1 стоит на 𝑘 месте. Мы показали, что если рассмотреть матрицу 𝑞(ℎ)𝑖,𝑗 = 𝑝𝑖,𝑗𝑒

ℎ𝑗 и положить 𝜆(ℎ) — ее максимальное
с.з., то Λ(𝜃) = supℎ((𝜃, ℎ) − ln𝜆(ℎ)). Докажем, что на самом деле она равна

sup
𝑢⃗:𝑢𝑖>0

𝑘∑︁
𝑗=1

𝜃𝑗 ln
𝑢𝑗

(𝑢𝑃 )𝑗
.

Действительно, при любом 𝑢⃗ > 0 рассмотрим ℎ𝑖 = ln(𝑢𝑖/(𝑢𝑃 )𝑖). Тогда

(𝑢𝑄)𝑗 =

𝑘∑︁
𝑖=1

𝑢𝑖𝑝𝑖,𝑗
𝑢𝑗

(𝑢𝑃 )𝑗
= 𝑢𝑗 ,

откуда 𝑢 — перронов вектор, а 1 — перроново собственное значение и 𝜆(ℎ) = 1. При этом

Λ(𝜃) ≥ (𝜃, ℎ) − ln𝜆(ℎ) =

𝑘∑︁
𝑗=1

𝜃𝑗 ln
𝑢𝑗

(𝑢𝑃 )𝑗
.

В обратную сторону — рассмотрим ℎ⃗, 𝑢⃗ — левый собственный вектор матрицы 𝑄 с максимальным собственным значением.
Тогда

(𝜃, ℎ⃗) − ln𝜆(⃗ℎ) =

𝑘∑︁
𝑗=1

𝜃𝑗

(︂
ℎ𝑗 − ln

(𝑢𝑄)𝑗
𝑢𝑗

)︂
=

𝑘∑︁
𝑗=1

𝜃𝑗

(︂
ln

𝑢𝑗𝑒
ℎ𝑗

(𝑢𝑄)𝑗

)︂
=

𝑘∑︁
𝑗=1

𝜃𝑗 ln
𝑢𝑗

(𝑢𝑃 )𝑗
,

откуда имеем нужное соотношение.
Таким образом,

Λ(𝜃) = sup
𝑢⃗:𝑢𝑖>0

𝑘∑︁
𝑗=1

𝜃𝑗 ln
𝑢𝑗

(𝑢𝑃 )𝑗
.

Пусть 𝑆𝑛 — случайное блуждание,

𝑅𝑚 = max

{︂
𝑙 − 𝑘 : 0 ≤ 𝑘 < 𝑙 ≤ 𝑚,

𝑆𝑙 − 𝑆𝑘

𝑙 − 𝑘
∈ 𝐴,

}︂
, 𝑇𝑟 = inf

{︂
𝑙 : ∃𝑘 ≤ 𝑙 − 𝑟 :

𝑆𝑙 − 𝑆𝑘

𝑙 − 𝑘
∈ 𝐴

}︂
.



Теорема 1. Пусть 𝐴 таково, что существует положительный предел

𝐼𝐴 = lim
𝑛→∞

1

𝑛
lnP(𝑆𝑛/𝑛 ∈ 𝐴).

Тогда

lim
𝑚→∞

ln𝑅𝑚

𝑚
= lim

𝑟→∞

𝑟

ln𝑇𝑟
=

1

𝐼𝐴
.

Доказательство. Заметим, что

P(𝑇𝑟 ≤ 𝑚) =

𝑚−1∑︁
𝑘=0

∞∑︁
𝑙=𝑘+𝑟

P

(︂
𝑆𝑙 − 𝑆𝑘

𝑙 − 𝑘
∈ 𝐴

)︂
= 𝑚

∞∑︁
𝑛=𝑟

P

(︂
𝑆𝑛

𝑛
∈ 𝐴

)︂
.

При этом

P

(︂
𝑆𝑛

𝑛
∈ 𝐴

)︂
≤ exp(−(𝐼𝐴 − 𝜀)𝑛),

откуда
∞∑︁
𝑟=1

P(𝑇𝑟 ≤ exp(𝑟(𝐼𝐴 − 2𝜀))) ≤
∞∑︁
𝑟=1

exp(𝑟(𝐼𝐴 − 2𝜀))
exp(−(𝐼𝐴 − 𝜀)𝑟)

1 − exp(−(𝐼𝐴 − 𝜀))
=

∞∑︁
𝑟=1

exp(−𝜀𝑟)

1 − exp(−(𝐼𝐴 − 𝜀))
< ∞.

Следовательно, по лемме Борели-Кантелли с вероятностью единица выполнено лишь конечное число 𝑇𝑟 ≤ exp(𝑟(𝐼𝐴−2𝜀)),
т.е.

lim inf
ln𝑇𝑟

𝑟
≥ 𝐼𝐴.

Для оценки снизу используем неравенство

P(𝑇𝑟 ≤ 𝑚) ≥ P

(︂
∪[𝑚/𝑟]
𝑙=1

𝑆𝑙𝑟 − 𝑆(𝑙−1)𝑟

𝑟
∈ 𝐴

)︂
,

откуда
P(𝑇𝑟 > 𝑚) ≤ exp(−[𝑚/𝑟]P(𝑆𝑟/𝑟 ∈ 𝐴)).

Следовательно,
∞∑︁
𝑟=1

P(𝑇𝑟 > exp(𝑟(𝐼𝐴 + 𝜀))) < ∞

и по лемме Бореля-Кантелли имеем требуемое.
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