
Интегральная теорема для вероятностей умеренных уклонений

Пусть 𝑋𝑖 — н.о.р, для простоты E𝑋𝑖 = 0. Какова асимптотика вероятностей

P(𝑆𝑛 ∈ ∆𝑛[𝑥))

при 𝑥 = 𝑜(𝑛), 𝑥𝑛−1/2 → ∞?

Теорема 2.1. Пусть 𝑥 ∈ [𝑛1/2+𝛿, 𝑛1−1/𝑘] при некоторых 𝑘 ∈ N, 𝛿 > 0. Тогда
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Замечание. Если бы ЦПТ давала бы верную асимптотику при 𝑥𝑛−1/2 → ∞, то
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Однако, мы видим, что это лишь часть асимптотики, при 𝑘 ≥ 3 результат будет значительно отличаться.
Тем самым, ЦПТ работает в наших условиях до 𝑥 = 𝑜(𝑛2/3), а при 𝑥 имеющих порядок 𝑛2/3 и выше она
будет давать неточную асимптотику.

Доказательство Теоремы 2.1. Для удобства предположим, что 𝑛(𝑘−1)/𝑘 < 𝑥 < 𝑛𝑘/(𝑘+1) при некото-
ром 𝑘 ≥ 3. Случай 𝑥 ∈ 𝑛1/2+𝛿, 𝑛2/3] рассматривается аналогично. Тогда
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Следовательно,
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Выпишем первые три члена асимптотики, для этого найдем Λ′(𝜃) и Λ′′(𝜃):
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Тем самым, при рассматриваемых 𝑥
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Рассмотрим 𝑛(𝑘−1)/𝑘 ≤ 𝑥 < 𝑛𝑘/(𝑘+1). Тогда
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Рассмотрим первую сумму в правой части (1). Тогда при 𝑦 < 𝑛5/(4𝑘) справедливо соотношение

(𝑥 + 𝑦)𝑖 = 𝑥𝑖 + 𝑦𝑥𝑖−1(1 + 𝑦/𝑥)𝑖−1 = 𝑥𝑖 + 𝑜(𝑛𝑖−1), 𝑖 > 2, (𝑥 + 𝑦)2 = 𝑥2 + 2𝑥𝑦 + 𝑜(𝑛),



поскольку 𝑦𝑥𝑖−1 < 𝑛𝑖−1𝑛5/(4𝑘)−2/(𝑘+1), откуда
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Следовательно, сумма в правой части (1) эквивалентна
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При этом в силу неравенства Маркова
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При этом из приведенных выше соображений
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При этом 𝑥𝑛5/(4𝑘)−1 > 𝑛1/(4𝑘), откуда
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Следовательно,
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