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Принцип больших уклонений

Закончим доказательство теоремы Крамера

Теорема 5.1. (Крамера, в R𝑑) Пусть 𝑆⃗𝑛 — случайное блуждание шагами 𝑋⃗𝑖 ∈ R𝑑 с 𝑅(⃗ℎ) = E𝑒(ℎ⃗,𝑋⃗) < ∞, ℎ⃗ ∈ R𝑑. Тогда

меры P(𝑆⃗𝑛/𝑛 ∈ ·) удовлетворяют ПБУ с Λ(𝑥⃗) = supℎ⃗((⃗ℎ, 𝑥⃗) − ln𝑅(⃗ℎ)).

Доказательство. Обсудим еще один вопрос, связанный с доказательством верхнего принципа больших уклонений. А
что если inf𝜃∈𝐹 Λ(𝜃) = ∞? В этом случае стоит действовать слегка иначе. Мы должны доказать, что при любом 𝑇 и
достаточно больших 𝑛
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при достаточно больших 𝑀 . В силу неравенства Маркова
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Выбирая 𝑀 достаточно большим, чтобы 𝑅𝑖(1)𝑒−𝑀 < 𝑒−2𝑇 , 𝑅𝑖(−1)𝑒−𝑀 < 𝑒−2𝑇 , имеем
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2) Докажем нижний принцип больших уклонений: для любого открытого 𝐺
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Аналогично одномерному случаю достаточно доказать, что при любом 𝑥⃗ ∈ 𝐷Λ

P(𝑆𝑛/𝑛 ∈ 𝐵𝑥⃗,𝛿) ≥ −Λ(𝑥⃗).

Предположим, что 𝑥⃗ = 𝑔𝑟𝑎𝑑 ln𝑅(⃗ℎ) при некотором ℎ⃗ ∈ R𝑑. Рассмотрим меру
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В силу ЗБЧ последнее слагаемое сходится к −𝛿|⃗ℎ| при 𝑛 → ∞, т.к. E𝑋⃗(ℎ⃗) = 𝑔𝑟𝑎𝑑 ln𝑅(⃗ℎ) = 𝑥⃗, откуда имеем требуемую
оценку.

Итак, мы доказываем нижнюю оценку, причем уже знаем, что будет, если есть такое ℎ⃗, что Λ(𝑥⃗) = (𝑥⃗, ℎ⃗) − ln𝑅(⃗ℎ).

Заметим, что если в Λ(𝜃) = sup𝑦((𝑦⃗, 𝜃)− ln𝑅(𝑦⃗)) супремум достигается в конечной точке 𝑦⃗, то в силу необходимого условия

экстремума такое ℎ⃗ найдется и оно в точности равно 𝑦⃗. Поэтому сложности могут быть в том случае, когда супремум
Λ(𝑥⃗) не достижим. Рассмотрим 𝑍⃗𝑖 = 𝑋⃗𝑖 + 𝑌⃗𝑖, 𝑆𝑛 = 𝑍⃗1 + ... + 𝑍⃗𝑛, 𝑌⃗𝑖 ∼ 𝒩 (⃗0, 𝐸/𝑀) н.о.р., 𝑀 > 0.
Тогда
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|⃗ℎ|2 ≥ ln𝑅(⃗ℎ), Λ𝑍(𝑥) ≤ Λ(𝑥).

При этом ln𝑅(⃗ℎ) ≥ (⃗ℎ, 𝜇⃗), откуда
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ℎ → ∞. Следовательно, супремум в Λ𝑀 (𝜃) достижим в конкретной точке ℎ⃗, удовлетворяющей условию 𝑥⃗ = 𝑔𝑟𝑎𝑑 ln𝑅𝑍 (⃗ℎ).
Пользуясь доказанным соотношением
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Модуль вектора больше 𝛿/2 только если одна из координат больше 𝛿/(2
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В силу соотношения
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имеем lim sup𝑛→∞
1
𝑛 ln𝑃 ((𝑌1 + ... + 𝑌𝑛)/𝑛 > 𝛿/2)) ≤ −𝑀𝛿2/(2𝑑). Отсюда при достаточно больших 𝑀 посл-ь 𝑃 ((𝑌1 + ... +

𝑌𝑛)/𝑛 > 𝛿/2) ЭО cо сколь угодно малым 𝑡. Поскольку −𝑃 (𝑆𝑛/𝑛 ∈ 𝐵𝛿/2(𝑥⃗) ЭО с −Λ(𝑥), имеем −𝑃 (𝑆𝑛/𝑛 ∈ 𝐵𝛿(𝑥⃗) ЭО c
Λ(𝑥). Что и требовалось доказать.

Рассмотрим несколько примеров применения теорем Крамера.
Пример 5.1. Рассмотрим задачу оценивания среднего 𝜇⃗ по выборке 𝑋⃗𝑖, 𝑖 = 1...𝑛, 𝐸𝑋⃗𝑖 = 𝜇⃗. Допустим при большой
выборке 𝑋⃗𝑖 мы заметили, что 𝑋 и 𝜇⃗ отличаются более чем на 𝜀, например, в R𝑑. Насколько уверенно мы можем сказать,
что 𝑋⃗ имеет другое среднее?
Обычно мы используем для этого ЦПТ
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где 𝑌⃗ ∼ 𝒩 (0,Σ2), Σ2 — матрица ковариации 𝑋⃗.
Но, вообще говоря, нельзя использовать это как оценку для 𝑃 (||𝑋 − 𝜇⃗|| > 𝜀), поскольку ЦПТ верна при 𝜀 = 𝑂(𝑛−1/2) но
не при 𝑂(1). Таким образом, видя большое отклонение 𝑋 и 𝜇, мы не можем оценить вероятность этого исходя из ЦПТ.
Зато можем с помощью теоремы Крамера:

1

𝑛
ln𝑃 (||𝑋 − 𝜇⃗|| ≥ 𝜀) → − inf

𝜃 ̸∈R𝑑∖𝐵𝜀(𝜇⃗)
Λ(𝜃).

Здесь мы воспользовались тем, что Λ(𝜃) на внешности открытого и замкнутого шаров имеет один и тот же инфимум.
Теорема Крамера, таким образом, позволит нам оценить фактический уровень значимости нашей гипотезы более пра-
вильным образом.
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