
Закончим первую половину курса мы более общим фактом, чем теорема Крамера. Итак, пусть �⃗�𝑛 ∈ R𝑑 — случайные

векторы, 𝑅𝑛(⃗ℎ) = 𝐸𝑒(ℎ⃗,�⃗�𝑛). Пусть найдется неотрицательная функция 𝑅(⃗ℎ) (возможно с бесконечными значениями), т.ч.

ln𝑅(⃗ℎ) = lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln𝑅𝑛(𝑛ℎ⃗),

причем 𝑅(⃗ℎ) конечна в окрестности нуля. Пусть Λ(𝜃) = (𝜃, ℎ⃗) − ln𝑅(⃗ℎ).
Как и прежде, нам понадобится лемма:
Лемма 8.1. 1) Функция 𝑅 гладкая выпуклая ф-ия, Λ выпуклая ф-ия роста.

2) Если найдется ℎ: 𝑔𝑟𝑎𝑑 ln𝑅(⃗ℎ) = 𝜃, то Λ(𝜃) = (𝜃, ℎ⃗) − ln𝑅(⃗ℎ).
Доказательство части 2) и второй половины 1) повторяет уже проведенные доказательства для теоремы Крамера. Вы-
пуклость 𝑅 следует из выпуклости 𝑅𝑛 = 𝑅𝑍𝑛

.

Назовем функцию Λ существенно гладкой, если 𝐷𝑖𝑛𝑡
Λ непусто, Λ дифференцируема в этом множестве, |𝑔𝑟𝑎𝑑Λ(𝜃)| сходится

к бесконечности при 𝜃 → 𝜃0, 𝜃0 на границе 𝐷𝑖𝑛𝑡
Λ . Тогда

Теорема 8.1. (Гартнер-Эллис). Если Λ существенно гладкая, непрерывная снизу функция, то 𝑃 (𝑍𝑛 ∈ 𝐴) удовляет ПБУ

с Λ(𝜃).

Пример 8.1. Если �⃗�𝑛 = �⃗�𝑛/𝑛, то 𝑅�⃗�𝑛
(⃗ℎ𝑛) = 𝑅𝑛

�⃗�1
(⃗ℎ), откуда 𝑅(⃗ℎ) = 𝑅�⃗�1

(⃗ℎ) и мы получаем теорему Крамера с дополни-

тельным условием 𝑅(⃗ℎ) конечна в окрестности нуля.
Пример 8.2. . Пусть 𝑍𝑛 = 𝑆𝑁𝑛

, где 𝑆𝑛 = 𝑋1+...+𝑋𝑛,𝑋𝑖 н.о.р., а𝑁𝑛 не зависит от них и удовлетворяет
1
𝑛 ln𝑅𝑁𝑛

(𝜆) → 𝑓(𝜆).
Тогда 1

𝑛𝑍𝑛 удовлетворяет ПБУ с Λ(𝜃) = sup(ℎ𝜃 − 𝑓(ln𝑅𝑋1
(ℎ))).

Действительно,

1

𝑛
ln𝑅𝑆𝑁𝑛/𝑛(𝑛ℎ) =

1

𝑛
ln

(︃ ∞∑︁
𝑘=0

𝑃 (𝑁𝑛 = 𝑘)𝐸 exp(ℎ𝑆𝑘)

)︃
=

1

𝑛
ln𝑅𝑁𝑛

(ln𝑅𝑋1
(ℎ)) → 𝑓(ln𝑅𝑋1

(ℎ)).

Из теоремы Гартнера-Эллиса следует искомое утверждение.
Пример 8.3. В частности, если 𝑁𝑛 — сумма 𝑛 𝑃𝑜𝑖𝑠𝑠(1) н.о.р. случайных величин (иначе говоря, пуассоновский процесс

в точке 𝑛), то 𝑓(𝜆) = 𝑒𝑒
𝜆−1.

Задача 8.1. Пусть 𝑋1, ..., 𝑋𝑛, ... — гауссовская стационарная последовательность с нулевым средним и ковариационной
функцией 𝑅(𝑖), т.е. (𝑋1, ..., 𝑋𝑘) при любом 𝑘 гауссовский вектор с нулевым средним и ковариацией 𝑐𝑜𝑣(𝑋𝑖, 𝑋𝑖+𝑗) = 𝑅(𝑗).
Предположим, что 𝑅 удовлетворяет условию

𝑛∑︁
𝑖=−𝑛

(1 − |𝑖|/𝑛)𝑅(𝑖) → 𝑅, 𝑛 → ∞.

Тогда 𝑆𝑛/𝑛 удовлетворяют ПБУ с Λ(𝜃) = 𝑅𝜃2/2.

Замечание. Можно заметить, что
Λ(𝜃) ≤ lim inf Λ𝑛(𝜃),

т.к.
Λ(𝜃) = sup

ℎ⃗

((⃗ℎ, 𝜃) − ln𝑅(⃗ℎ)) ≤ lim inf sup
ℎ⃗

(⃗ℎ, 𝜃) − 𝑛−1 ln𝑅(⃗ℎ𝑛) = lim inf Λ𝑛(𝜃).

Может возникнуть подозрение, что Λ(𝜃) = lim Λ𝑛(𝜃). Но это не так. Для примера можно рассмотреть 𝑍𝑛 = 1/𝑛. Тогда
𝑅𝑛(ℎ) = 𝑒ℎ/𝑛, 𝑅(ℎ) = 1, Λ𝑛(𝜃) = ∞, Λ(𝜃) = ∞, 𝜃 ̸= 0 и Λ(0) = 0.

Докажем нашу теорему. Для простоты будем доказывать для 𝐷𝑅 = R𝑑 (в этом случае условие существенной гладкости
не требуется).
1) Итак, докажем оценку сверху, т.е. для любого замкнутого 𝐹 покажем, что

lim sup
1

𝑛
ln𝑃 (�⃗�𝑛 ∈ 𝐹 ) ≤ − inf

𝜃∈𝐹
Λ(𝜃).

1.1) Докажем оценку для компактного 𝐹 . Для окрестности 𝑈𝛿(𝜃)

𝑃 (𝑍𝑛 ∈ 𝑈𝛿(𝜃)) ≤ 𝐸𝑒(ℎ⃗𝑛,�⃗�𝑛) exp

(︃
− inf

�⃗�∈𝑈𝛿(𝜃)
(⃗ℎ, 𝑦)

)︃
≤ 𝑅𝑛(𝑛ℎ⃗)𝑒−𝑛(ℎ⃗,�⃗�)𝑒𝛿|⃗ℎ|𝑛.

При любом 𝜀 > 0 для каждого 𝜃 ∈ 𝐹 найдутся 𝛿 = 𝛿(𝜃), ℎ⃗, такие что 𝛿|⃗ℎ| < 𝜀, Λ(𝜃) ≤ (𝜃, ℎ⃗)− ln𝑅(⃗ℎ)+𝜀. Для каждой точки

𝜃 ∈ 𝐹 рассмотрим 𝑈𝛿(𝜃)(𝜃). Тогда мы имеем покрытие компакта 𝐹 такими окрестностями, из которого можно выбрать

конечное подпокрытие, центры окрестностей которого мы назовем 𝜃𝑖, 𝑖 ≤ 𝑁 . Имеем

lim sup
𝑛→∞

1

𝑛
ln𝑃 (�⃗�𝑛 ∈ 𝑈𝛿(𝜃)(𝜃)) ≤ 2𝜀− Λ(𝜃).



Рассмотрим покрытие компакта 𝐹 открытыми шарами с центрами 𝜃𝑖 и радиусами 𝛿(𝜃𝑖). Выбирая из него конечное под-
покрытие, имеем

lim sup
𝑛→∞

1

𝑛
ln𝑃 (�⃗�𝑛 ∈ 𝐹 ) ≤ 2𝜀− inf

𝜃∈𝐹
Λ(𝜃).

Отсюда для компактного 𝐹 имеем верхнюю оценку.
1.2) Получим ее для любого замкнутого множества 𝐹 .

Как и прежде, нам нужно разобраться с оценками вероятностей 𝑃 (𝑍𝑛,𝑖 > 𝑀), где 𝑍𝑛,𝑖 — 𝑖-я координата �⃗�𝑛, пользуясь
соотношением

𝑃 (�⃗�𝑛 ∈ 𝐹 ) ≤ 𝑃 (�⃗�𝑛 ∈ 𝐹 ∩ [−𝑀,𝑀 ]𝑛) + 𝑃 (∃𝑖 : 𝑍𝑛,𝑖 > 𝑀) + 𝑃 (∃𝑖 : 𝑍𝑛,𝑖 < −𝑀)

В силу неравенства Маркова при �⃗�𝑖 = (0, ...0, 1, 0, ...0)

𝑃 (𝑍𝑛,𝑖 > 𝑀) ≤ 𝐸𝑒𝑛𝑍𝑛,𝑖𝑒−𝑛𝑀 = 𝑅𝑛(𝑛�⃗�𝑖)𝑒
−𝑛𝑀 ,

откуда

lim sup
𝑛→∞

1

𝑛
ln𝑃 (𝑍𝑛,𝑖 > 𝑀) ≤ −𝑀 + ln𝑅(�⃗�𝑖).

В силу произвольности 𝑀 имеем требуемую оценку сверху аналогично тому, как это было сделано в многомерной теореме
Крамера.
2) Докажем нижнюю оценку, т.е. для любого открытого 𝐺 покажем, что

lim inf
1

𝑛
ln𝑃 (�⃗�𝑛 ∈ 𝐺) ≥ − inf

𝜃∈𝐺
Λ(𝜃).

Как и прежде, достаточно доказать, что при любых �⃗� и всех достаточно малых 𝛿

lim inf
1

𝑛
ln𝑃 (�⃗�𝑛 ∈ 𝑈𝛿(�⃗�)) ≥ −Λ(�⃗�).

2.1) Допустим, что найдется супремум Λ(�⃗�) достигается при некотором ℎ⃗. Тогда 𝑔𝑟𝑎𝑑(ln𝑅(⃗ℎ)) = �⃗� и

𝑃 (�⃗�𝑛 ∈ 𝑈𝛿(�⃗�)) =

∫︁
𝑈𝛿(�⃗�)

𝑃 (�⃗�𝑛 ∈ 𝑑�⃗�) = 𝑒−𝑛(ℎ⃗,�⃗�)𝑅𝑛(𝑛ℎ⃗)

∫︁
𝑈𝛿(�⃗�)

𝑒−𝑛(ℎ⃗,�⃗�−�⃗�)𝑃 (�⃗�(𝑛ℎ⃗)
𝑛 ∈ 𝑑�⃗�) ≥ 𝑒−𝑛(ℎ⃗,�⃗�)𝑅𝑛(𝑛ℎ⃗)𝑒−|⃗ℎ|𝛿𝑃 (�⃗�(𝑛ℎ⃗)

𝑛 ∈ 𝑈𝛿(�⃗�)).

Раньше мы пользовались для оценки последней вероятности ЗБЧ, но теперь последовательность 𝑍 более сложная. Оценим
ее снизу следующим образом:

𝑃 (�⃗�(𝑛ℎ⃗)
𝑛 ∈ 𝑈𝛿(�⃗�)) = 1 − 𝑃 (�⃗�(𝑛ℎ⃗)

𝑛 ̸∈ 𝑈𝛿(�⃗�)) ≥ 1 −

(︃
𝑑∑︁

𝑖=1

(︁
𝑃 (�⃗�

(𝑛ℎ⃗)
𝑛,𝑖 − 𝑥𝑖 > 𝛿𝑑−1/2) + 𝑃 (�⃗�

(𝑛ℎ⃗)
𝑛,𝑖 − 𝑥𝑖 < −𝛿𝑑−1/2)

)︁)︃
.

В силу неравенства Маркова при любом ℎ̃ > 0

𝑃 (�⃗�
(𝑛ℎ⃗)
𝑛,𝑖 − 𝑥𝑖 > 𝛿𝑑−1/2) ≤ 𝐸𝑒𝑛ℎ̃𝑍

(𝑛ℎ⃗)
𝑛,𝑖

𝑒𝑛ℎ̃(𝑥𝑖+𝛿𝑑−1/2)
=

𝑅𝑛(𝑛(ℎ̃�⃗�𝑖 + ℎ⃗))

𝑅𝑛(𝑛ℎ⃗)𝑒𝑛ℎ̃(𝑥𝑖+𝛿𝑑−1/2)

и

lim sup
𝑛→∞

1

𝑛
ln𝑃 (�⃗�

(𝑛ℎ⃗)
𝑛,𝑖 − 𝑥𝑖 > 𝛿𝑑−1/2) ≤ ln𝑅(ℎ̃�⃗�𝑖 + ℎ⃗) − ln𝑅(⃗ℎ) − ℎ̃𝑥𝑖 + 𝛿𝑑−1/2.

Но ln𝑅(ℎ̃�⃗�𝑖+ℎ⃗)−ln𝑅(⃗ℎ)−ℎ̃(𝑒𝑖, 𝑔𝑟𝑎𝑑 ln𝑅(⃗ℎ) = 𝑜(ℎ̃), откуда при достаточно малом ℎ̃ величина lim sup𝑛→∞
1
𝑛 ln𝑃 (�⃗�

(𝑛ℎ⃗)
𝑛,𝑖 −𝑥𝑖 >

𝛿𝑑−1/2) отрицательна, а значит 𝑃 (�⃗�
(𝑛ℎ⃗)
𝑛 ∈ 𝑈𝛿(�⃗�)) → 1, 𝑛 → ∞. Таким образом,

lim inf
𝑛→∞

1

𝑛
ln𝑃 (�⃗�𝑛 ∈ 𝑈𝛿(�⃗�)) ≥ Λ(�⃗�) − |⃗ℎ|𝛿,

откуда в силу произвольности 𝛿 имеем требуемое.
2.2) Как и в теореме Крамера предположим, что супремум в определении Λ недостижим. Тогда рассмотрим �⃗�𝑛 = �⃗�𝑛+�⃗�𝑛,

�⃗�𝑛 ∼ 𝒩 (0, 𝐸/(𝑀𝑛)) и не зависит от �⃗�𝑛, где 𝑀 — некоторый параметр, 𝐸 — единичная матрица. Тогда

ln𝑅�⃗�𝑛
(𝑛ℎ⃗) = ln𝑅𝑛(𝑛ℎ⃗) +

𝑛

2𝑀
|⃗ℎ|2 ≥ ln𝑅𝑛(𝑛ℎ⃗)

и

ln �̃�(⃗ℎ) = lim
𝑛→∞

1

𝑛
ln𝑅𝑋𝑛

(𝑛ℎ⃗) = ln𝑅(⃗ℎ) +
𝑛

2𝑀
|⃗ℎ|2 ≥ ln𝑅(ℎ), Λ̃(𝜃) ≤ Λ(𝜃),

где Λ̃(𝜃) = supℎ⃗((𝜃, ℎ⃗)−ln �̃�(⃗ℎ)). При этом ln𝑅(⃗ℎ) ≥ (⃗ℎ, �⃗�), где �⃗� = 𝑔𝑟𝑎𝑑 ln𝑅(⃗0), существующий в силу дифференцируемости
ln𝑅. , а значит

(⃗ℎ, �⃗�) − ln �̃�(⃗ℎ) ≤ (⃗ℎ, (�⃗�− �⃗�)) − 1

2𝑀
|⃗ℎ|2 → −∞,

2



ℎ → ∞. Следовательно, супремум в Λ̃(𝜃) достижим в конкретной точке ℎ⃗, удовлетворяющей условию �⃗� = 𝑔𝑟𝑎𝑑 ln ℎ̃(⃗ℎ).
В силу 2.1)

lim inf
𝑛→∞

1

𝑛
ln𝑃 (�⃗�𝑛 ∈ 𝑈𝛿/2(�⃗�)) ≥ −Λ̃(�⃗�) ≥ −Λ(�⃗�).

При этом
𝑃 (�⃗�𝑛 ∈ 𝑈𝛿(�⃗�)) ≥ 𝑃 (�⃗�𝑛 ∈ 𝑈𝛿/2(�⃗�)) − 𝑃 (|�⃗�𝑛| > 𝛿/2).

Модуль вектора больше 𝛿/2 только если одна из координат больше по модулю 𝛿/(2
√
𝑑). Значит

𝑃 (|�⃗�𝑛| > 𝛿/2) ≤ 2𝑑

(︃
1 − Φ

(︃
𝛿2
√
𝑛𝑀

2𝑑

)︃)︃
.

В силу соотношения

Φ(𝑥) ∼ 1√
2𝜋𝑥

𝑒−𝑥2/2,

имеем lim sup𝑛→∞
1
𝑛 ln𝑃 ((𝑌1 + ... + 𝑌𝑛)/𝑛 > 𝛿/2)) ≤ −𝑀𝛿2/(2𝑑). Аналогично рассуждениям пункта 1.2), отсюда следует

требуемое утверждение.
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