
В случае большей размерности верна аналогичная теорема Крамера. Рассмотрим н.о.р. случайные векторы 𝑋𝑖 ∈ R𝑑,
�⃗�𝑛 =

∑︀𝑛
𝑖=1 𝑋𝑖. Положим

𝑅(⃗ℎ) = 𝐸𝑒(ℎ⃗,�⃗�), ℎ⃗ ∈ R𝑑, Λ(𝜃) = sup
ℎ⃗

((⃗ℎ, 𝜃) − ln𝑅(⃗ℎ)), 𝜃 ∈ R𝑑.

Лемма 7.1. a) ln𝑅 — выпуклая дифференцируемая функция, Λ — выпуклая функция роста.

б) Если 𝜃 = 𝑔𝑟𝑎𝑑 ln𝑅(⃗ℎ), то Λ(𝜃) = (⃗ℎ, 𝜃) − ln𝑅(⃗ℎ).
Доказательство пункта а) полностью повторяет доказательство для одномерного случая.
Для доказательства пункта б) будем действовать напрямую. Заметим, что

(⃗ℎ1, 𝜃)−ln𝑅(⃗ℎ1) = (⃗ℎ, 𝜃)−ln𝑅(⃗ℎ)+(⃗ℎ1−ℎ⃗, 𝜃)−(ln𝑅(⃗ℎ1)−ln𝑅(⃗ℎ)) = (⃗ℎ, 𝜃)−ln𝑅(⃗ℎ)−
(︁

ln𝑅(⃗ℎ1) − ln𝑅(⃗ℎ) − 𝑔𝑟𝑎𝑑 ln𝑅(ℎ)(⃗ℎ1 − ℎ⃗)
)︁
.

В силу выпуклости ln𝑅 имеем требуемое.
Заметим также, что справедливо следующее неравенство: при любой функции 𝑓 , т.ч. 𝐸𝑓(�⃗�) < ∞, 𝑓(�⃗�) ≥ 0,

𝑃 (�⃗� ∈ 𝐴) ≤ 𝐸𝑓(�⃗�)

inf �⃗�∈𝐴 𝑓(�⃗�)
.

Доказательство аналогично неравенству Маркова

𝐸𝑓(�⃗�) ≥ 𝐸(𝑓(�⃗�);𝐴) =

∫︁
�⃗�∈𝐴

𝑓(�⃗�)𝑃 (�⃗� ∈ 𝑑�⃗�) ≥ inf
�⃗�∈𝐴

𝑓(�⃗�)𝑃 (�⃗� ∈ 𝑑�⃗�).

Теорема 7.1. (Крамера, в R𝑑) Пусть 𝑆𝑛 — случайное блуждание c шагами �⃗�𝑖 ∈ R𝑑 с 𝑅(⃗ℎ) = 𝐸𝑒(ℎ⃗,�⃗�) < ∞,

ℎ⃗ ∈ R𝑑. Предположим, что ln𝑅 дифференцируема на всем пространстве. Тогда меры 𝑃 (𝑆𝑛/𝑛 ∈ ·) удовлетворяют ПБУ с

Λ(𝜃) = supℎ⃗((⃗ℎ, 𝜃) − ln𝑅(⃗ℎ)).
Доказательство Теоремы 7.1. Условие Крамера на всем R𝑑 здесь, на самом деле, исключительно для удобства дока-
зательства и может быть значительно ослаблено.

1) Докажем верхнюю оценку: для любого замкнутого 𝐹

lim sup
𝑛→∞

1

𝑛
ln𝑃

(︂
1

𝑛
�⃗�𝑛 ∈ 𝐹

)︂
≤ − inf

𝜃∈𝐹
Λ(𝜃).

1.1) Пусть 𝐹 компакт. Заметим, что для любых 𝜃, 𝜀 > 0 найдутся 𝛿 = 𝛿(𝜃) > 0, ℎ⃗, такие что Λ(𝜃) ≤ (𝜃, ℎ⃗) − ln𝑅(⃗ℎ) + 𝜀,

|⃗ℎ|𝛿 < 𝜀. Тогда

𝑃

(︂
1

𝑛
�⃗�𝑛 ∈ 𝑈𝛿(𝜃)

)︂
≤ 𝐸𝑒(ℎ⃗𝑛,

1
𝑛 �⃗�𝑛)

inf �⃗�∈𝑈𝛿(𝜃)
𝑒(ℎ⃗𝑛,�⃗�)

= 𝑅(⃗ℎ)𝑛𝑒−𝑛(ℎ⃗,𝜃)𝑒𝑛|⃗ℎ|𝛿 ≤ 𝑒2𝑛𝜀𝑒−Λ(𝜃)𝑛.

Для каждой точки 𝜃 ∈ 𝐹 рассмотрим 𝑈𝛿(𝜃)(𝜃). Тогда мы имеем покрытие компакта 𝐹 такими окрестностями, из которого

можно выбрать конечное подпокрытие, центры окрестностей которого мы назовем 𝜃𝑖, 𝑖 ≤ 𝑁 . Имеем

𝑃

(︂
1

𝑛
�⃗�𝑛 ∈ 𝐹

)︂
≤ 𝑒2𝑛𝜀

𝑁∑︁
𝑖=1

exp(−Λ(𝜃𝑖)) ≤ 𝑁𝑒2𝑛𝜀 exp(− inf
𝜃∈𝐹

Λ(𝜃)),

откуда

lim sup
𝑛→∞

1

𝑛
ln𝑃

(︂
1

𝑛
�⃗�𝑛 ∈ 𝐹

)︂
≤ 2𝜀− inf

𝜃∈𝐹
Λ(𝜃).

В силу произвольности 𝜀 требуемое в 1.1) утверждение доказано.
1.2) Предположим, что 𝐹 — произвольное замкнутое множество, рассмотрим 𝐹𝑀 = 𝐹 ∩ [−𝑀,𝑀 ]𝑛. Тогда в силу 1.1)

lim sup
𝑛→∞

1

𝑛
ln𝑃

(︂
1

𝑛
�⃗�𝑛 ∈ 𝐹𝑀

)︂
≤ − inf

𝜃∈𝐹
Λ(𝜃).

При этом

𝑃

(︂
1

𝑛
�⃗�𝑛 ∈ 𝐹 ∖ 𝐹𝑀

)︂
≤

𝑑∑︁
𝑖=1

𝑃 (𝑆𝑛,𝑖 ≥ 𝑀𝑛) +

𝑑∑︁
𝑖=1

𝑃 (𝑆𝑛,𝑖 ≤ −𝑀𝑛),

где 𝑆𝑛,𝑖 — 𝑖-ая компонента �⃗�𝑛. Поскольку 𝑆𝑛,𝑖 удовлетворяет условию Крамера на всей прямой, оно имеет конечное

матожидание 𝜇𝑖 и Λ𝑖(𝜃𝑖) стремится к бесконечности при 𝜃𝑖 → ±∞. Следовательно, если 𝐼𝐹 = inf𝜃∈𝐹 Λ(𝜃) < ∞, то 𝑀
может быть выбрано достаточно большим, чтобы Λ𝑖(𝑀) > 𝐼𝐹 , Λ𝑖(−𝑀) > 𝐼𝐹 при всех 𝑖 и значит

𝑃 (𝑆𝑛,𝑖 ≥ 𝑀𝑛) ≤ exp(−𝐼𝐹𝑛), 𝑃 (𝑆𝑛,𝑖 ≤ −𝑀𝑛) ≤ exp(−𝐼𝐹𝑛),



при всех достаточно больших 𝑀 , 𝑛, откуда

lim sup
𝑛→∞

1

𝑛
ln𝑃

(︂
1

𝑛
�⃗�𝑛 ∈ 𝐹

)︂
≤ lim sup

𝑛→∞

1

𝑛
ln

(︂
𝑃

(︂
1

𝑛
�⃗�𝑛 ∈ 𝐹𝑀

)︂
+ 2𝑑 exp(−𝐼𝐹𝑛)

)︂
≤ −𝐼𝐹 .

В случае 𝐼𝐹 = ∞ для любого 𝑡 и достаточно больших 𝑡

lim sup
𝑛→∞

1

𝑛
ln𝑃

(︂
1

𝑛
�⃗�𝑛 ∈ 𝐹

)︂
≤ lim sup

𝑛→∞

1

𝑛
ln

(︂
𝑃

(︂
1

𝑛
�⃗�𝑛 ∈ 𝐹𝑀

)︂
+ 2𝑑 exp(−𝑡𝑛)

)︂
≤ −𝑡,

откуда в силу произвольности 𝑡 имеем требуемое.
2) Докажем нижнюю оценку — для всех открытых 𝐺

lim inf
1

𝑛
ln𝑃

(︂
1

𝑛
�⃗�𝑛 ∈ 𝐺

)︂
≥ − inf

𝜃∈𝐺
Λ(𝜃).

Аналогично одномерному случаю достаточно доказать, что при любом �⃗�

1

𝑛
ln𝑃 (�⃗�𝑛/𝑛 ∈ 𝑈𝛿(�⃗�)) ≥ −Λ(�⃗�).

2.1) Предположим, что sup в определении Λ(�⃗�) достигается в некоторой точке ℎ⃗. Тогда �⃗� = 𝑔𝑟𝑎𝑑 ln𝑅(⃗ℎ) при некотором

ℎ⃗ ∈ R𝑑. Рассмотрим меру

𝑃 (�⃗�(ℎ⃗)
𝑛 ∈ 𝐴) = 𝑅(⃗ℎ)−𝑛

∫︁
𝐴

𝑒(ℎ⃗,�⃗�)𝑃 (�⃗�𝑛 ∈ 𝑑�⃗�).

Случайное блуждание �⃗�
(ℎ⃗)
𝑛 имеет шаги со средним

𝑅(⃗ℎ)−1

∫︁
R
�⃗�𝑒(ℎ⃗,�⃗�)𝑃 (�⃗� ∈ 𝑑�⃗�) =

𝑔𝑟𝑎𝑑𝑅(⃗ℎ)

𝑅(⃗ℎ)
= 𝑔𝑟𝑎𝑑 ln𝑅(⃗ℎ) = �⃗�.

Следовательно,

1

𝑛
ln𝑃 (�⃗�𝑛/𝑛 ∈ 𝑈𝛿(�⃗�)) =

1

𝑛
ln

(︃
𝑅(⃗ℎ)𝑛

∫︁
𝑈𝛿(�⃗�)

𝑒−𝑛(ℎ⃗,�⃗�)𝑃 (�⃗�(ℎ⃗)
𝑛 /𝑛 ∈ 𝑑�⃗�)

)︃
≥ ln𝑅(⃗ℎ) − (⃗ℎ, �⃗�) − 1

𝑛
ln
(︁
𝑒−𝑛𝛿|⃗ℎ|𝑃 (�⃗�(ℎ⃗)

𝑛 /𝑛 ∈ 𝑑�⃗�)
)︁
,

где последнее слагаемое сходится к −𝛿|⃗ℎ| при 𝑛 → ∞ в силу ЗБЧ.

2.2) В общем случае рассмотрим �⃗�𝑖 = �⃗�𝑖 + �⃗�𝑖, �⃗�
𝑍
𝑛 = �⃗�1 + ...+ �⃗�𝑛, �⃗�𝑖 ∼ 𝒩 (⃗0, 𝐸/𝑀) н.о.р., 𝑀 > 0, 𝐸 — единичная матрица.

Тогда

ln𝑅𝑍 (⃗ℎ) = ln𝑅(⃗ℎ) +
1

2𝑀
|⃗ℎ|2 ≥ ln𝑅(⃗ℎ), Λ𝑍(�⃗�) ≤ Λ(�⃗�).

При этом ln𝑅(⃗ℎ) ≥ (⃗ℎ, �⃗�), где �⃗� = 𝐸�⃗� существует в силу выполнения условия Крамера на всем R𝑑, а значит

(⃗ℎ, �⃗�) − ln𝑅𝑍 (⃗ℎ) ≤ (⃗ℎ, (�⃗�− �⃗�)) − 1

2𝑀
|⃗ℎ|2 → −∞,

ℎ → ∞. Следовательно, супремум в Λ𝑀 (𝜃) достижим в конкретной точке ℎ⃗, удовлетворяющей условию �⃗� = 𝑔𝑟𝑎𝑑 ln𝑅𝑍 (⃗ℎ).
В силу 2.1)

lim inf
𝑛→∞

1

𝑛
ln𝑃 (�⃗�𝑍

𝑛 /𝑛 ∈ 𝑈𝛿/2(�⃗�)) ≥ −Λ𝑍(�⃗�) ≥ −Λ(�⃗�).

При этом
𝑃 (�⃗�𝑛/𝑛 ∈ 𝑈𝛿(�⃗�)) ≥ 𝑃 (�⃗�𝑍

𝑛 /𝑛 ∈ 𝑈𝛿/2(�⃗�)) − 𝑃 (|�⃗�𝑌
𝑛 /𝑛| > 𝛿/2).

Модуль вектора больше 𝛿/2 только если одна из координат больше по модулю 𝛿/(2
√
𝑑). Значит

𝑃 (|�⃗�𝑌
𝑛 /𝑛| > 𝛿/2) ≤ 2𝑑

(︃
1 − Φ

(︃
𝛿2
√
𝑛𝑀

2𝑑

)︃)︃
.

В силу соотношения

Φ(𝑥) ∼ 1√
2𝜋𝑥

𝑒−𝑥2/2,

имеем lim sup𝑛→∞
1
𝑛 ln𝑃 ((𝑌1 + ... + 𝑌𝑛)/𝑛 > 𝛿/2) ≤ −𝑀𝛿2/(2𝑑). Аналогично рассуждениям пункта 1.2), отсюда следует

требуемое утверждение.
Пример 7.1. Как выглядит Λ(𝜃) при 𝜃 ∈ R𝑑, если �⃗� = (𝑋1, ..., 𝑋𝑑) — вектор с независимыми компонентами. Тогда

𝑅(⃗ℎ) = 𝐸𝑒
∑︀𝑑

𝑖=1 ℎ𝑖𝑋𝑖 =

𝑑∏︁
𝑖=1

𝑅𝑖(ℎ𝑖), ln𝑅(⃗ℎ) =

𝑑∑︁
𝑖=1

ln𝑅𝑖(ℎ𝑖), Λ(𝜃) =

𝑑∑︁
𝑖=1

Λ𝑖(𝜃𝑖).
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Пример 7.2. Рассмотрим задачу оценивания среднего �⃗� по выборке �⃗�𝑖, 𝑖 = 1...𝑛, 𝐸�⃗�𝑖 = �⃗�. Допустим при большой
выборке �⃗�𝑖 мы заметили, что 𝑋 и �⃗� отличаются более чем на 𝜀, например, в R𝑑. Насколько уверенно мы можем сказать,
что �⃗� имеет другое среднее?
Обычно мы используем для этого ЦПТ

𝑃

(︂⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
𝑋 − �⃗�√

𝑛

⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒⃒
≥ 𝑥

)︂
→ 𝑃 (||�⃗� || ≥ 𝑥),

где �⃗� ∼ 𝒩 (0,Σ2), Σ2 — матрица ковариации �⃗�.
Но, вообще говоря, нельзя использовать это как оценку для 𝑃 (||𝑋 − �⃗�|| > 𝜀), поскольку ЦПТ верна при 𝜀 = 𝑂(𝑛−1/2) но
не при 𝑂(1). Таким образом, видя большое отклонение 𝑋 и 𝜇, мы не можем оценить вероятность этого исходя из ЦПТ.
Зато можем с помощью теоремы Крамера:

1

𝑛
ln𝑃 (||𝑋 − �⃗�|| ≥ 𝜀) → − inf

𝜃 ̸∈R𝑑∖𝑈𝜀(�⃗�)
Λ(𝜃).

Здесь мы воспользовались тем, что Λ(𝜃) на внешности открытого и замкнутого шаров имеет один и тот же инфимум.
Теорема Крамера, таким образом, позволит нам оценить фактический уровень значимости нашей гипотезы более пра-
вильным образом.
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