
Çàíÿòèå äåâÿòîå. Ëèíåéíàÿ è íåëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ. Ïðè÷èíû è ñëåäñòâèÿ

Ïîñòàíîâêà çàäà÷è
Ðàññìîòðèì íàáîð òî÷åê (Xi, Yi), ãäå ìû îæèäàåì, ÷òî Y � çàâèñèìàÿ ïåðåìåííàÿ, çàâèñÿùàÿ îò X,

êîòîðûå íàçûâàþò ïðåäèêòîðàìè. Çàäà÷à ðåãðåññèîííîãî àíàëèçà � îöåíèòü ôóíêöèþ f(x) = E(Y |X =
x).
1) Ïðîñòàÿ ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ.
Ðàññìîòðèì ñëó÷àé îäíîìåðíûõ ïðåäèêòîðîâ è ëèíåéíîé ôóíêöèè f(x) = b0 + b1x

Yi = b0 + b1Xi + εi,

ãäå Xi � ñëó÷àéíûå èëè äåòåðìèíèðîâàííûå âåëè÷èíû, E(εi|Xi) = 0, D(εi|Xi) = σ2 � êîíñòàíòà, à εi
íåçàâèñèìû ïðè óñëîâèè X.
Â òàêîì ñëó÷àå íàì òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü îöåíêè b̂0 è b̂1 äëÿ b0 è b1. Ïðè êàæäîì Xi ïðè ýòîì ìû
ïîëó÷àåì îñòàòîê ri = Yi − b̂0 − b̂1Xi.
Îñòàòî÷íîé ñóììîé êâàäðàòîâ èëè RSS íàçûâàþò

∑n
i=1 r

2
i .

Îöåíêîé íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ íàçûâàþò b̂0, b̂1, ìèíèìèçèðóþùèå RSS.
Âîïðîñ 1. Ïîêàçàòü, ÷òî â íàøåì ñëó÷àå ýòà îöåíêà èìååò âèä

b̂1 =
XY −X Y

X2 −X2 , b̂0 = Y −Xb̂1.

Âîïðîñ 2. Ïîêàçàòü, ÷òî ýòî ÎÌÏ â ñëó÷àå εi|Xi ∼ N (0, σ2) è íàéòè â ýòîì ñëó÷àå ÎÌÏ äëÿ σ2.
Áîëåå ïðèíÿòîé ÷åì ÎÌÏ ÿâëÿåòñÿ íåñìåùåííàÿ îöåíêà

σ̂2 =
RSS

n− 2
.

Îöåíêè b̂0, b̂1 ÿâëÿþòñÿ íåñìåùåíûìè, ñîñòîÿòåëüíûìè è àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíûìè ñ êîâàðèàöèîí-
íîé ìàòðèöåé (ïðè óñëîâèè X1, ..., Xn)

σ2

nS2
X

(
X2 −X
−X 1

)
,

îòêóäà íåòðóäíî ïîñòðîèòü àñèìïòîòè÷åñêèå äîâåðèòåëüíûå èíòåðâàëû äëÿ b0, b1. Âìåñòå ñ äîâåðèòåëü-
íûì èíòåðâàëîì ìû ïîëó÷àåì êðèòåðèé Âàëüäà äëÿ ïðîâåðêè ãèïîòåç H0,i : bi = 0 ñ îáùåé àëüòåðíàòè-
âîé.

Ïîñòðîèâ ëèíåéíóþ ìîäåëü äëÿ àïïðîêñèìàöèè äàííûõ, ìû ìîæåì ñòðîèòü ïðîãíîç çíà÷åíèÿ Y ∗ =
f(X∗) â òî÷êå X∗, òî åñòü Ŷ ∗ = b̂0 + b̂1X

∗. Ïðè ýòîì E(Ŷ ∗|X) = Y ∗,

D = D(Ŷ ∗|X) = Db̂0 + (X∗)2Db̂1 + 2X∗cov(b̂0, b̂1) = σ2

( ∑n
i=1(Xi −X∗)2

n
∑n

i=1(Xi −X)2
+ 1

)
.

Îòñþäà ìû ìîæåì ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûé èíòåðâàë äëÿ Y ∗ = (Ŷ ∗ − z1−α/2D̂, Ŷ ∗ + z1−α/2D̂), ãäå D̂
ïîëó÷àåòñÿ èç D ïîäñòàíîâêîé σ̂2 âìåñòî σ2.

Â R ïîñòðîåíèå ðåãðåññèîííîé ìîäåëè, êàê ìû óæå âèäåëè, îñóùåñòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ lm(x ∼
y + z + w, data), ãäå data � äàííûå èç êîòîðûõ áåðóòñÿ ñòîëáöû y, z, w. Ïàðàìåòð subset ïîçâîëÿåò
ñòðîèòü ìîäåëü íà îñíîâå ïîäìíîæåñòâà ïðåäèêòîðîâ
Ó ïîëó÷åííîãî îáúåêòà $coe�cients ñîäåðæèò ïîëó÷åíííûå êîýôôèöèåíòû, ïîñòðîèòü ðåãðåññèîííóþ
ïðÿìóþ ìîæíî ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè abline. Ïðèìåíÿÿ ê lm plot, ìû ïîëó÷èì íåñêîëüêî ãðàôèêîâ,
îïèñûâàþùèõ ïîâåäåíèå îñòàòêîâ r(Xi) (residuals) è èõ îòêëîíåíèå îò íîðìàëüíîãî çàêîíà; ïðèìåíÿÿ
summary, ïîëó÷èì èíôîðìàöèþ î ìîäåëè, â ÷àñòíîñòè, îöåíêè, ñòàíäàðòíûå îòêëîíåíèÿ è ôàêòè÷åñêèé
óðîâåíü çíà÷èìîñòè êðèòåðèÿ Âàëüäà. F -ñòàòèñòèêè, âûäàâàåìàÿ ïî ìîäåëè, ñâÿçàíà ñ ïðîâåðêîé ãèïî-
òåçû î ñîîòâåòñòâèè ëèíåéíîé ìîäåëè. Íàêîíåö, ïðîãíîç íîâûõ äàííûõ ìîæåò áûòü ñäåëàí ñ ïîìîùüþ
predict.



Ïîêàçàòåëåì êà÷åñòâà ìîäåëè ÿâëÿåòñÿ

0 ≤ R2 = 1− (r, r)∑n
i=1(Yi − Y )2

≤ 1,

ãäå áëèçîñòü R2 ê åäèíèöå ïîêàçûâàåò êà÷åñòâåííîå ïðèáëèæåíèå.

Ê ñîæàëåíèþ, ëèíåéíàÿ ðåãðåññèîííàÿ ìîäåëü, îñíîâàííàÿ íà êâàäðàòè÷íûõ îòêëîíåíèÿõ, êðàéíå
íåóñòîé÷èâà ê âûáðîñàì. Áîëåå óñòîé÷èâóþ ìîäåëü â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé line ïàêå-
òà stats, îñíîâàííûé íà ïîäõîäå Òüþêè, îñíîâàííîì íà èñïîëüçîâàíèè ìåäèàíû
Óïðàæíåíèå 1. Ïîëîæèì xi = i/10, i ≤ 100, x101 = 50, yi ∼ N (xi, 1), i ≤ 100, y101 ∼ N (150, 1).
Ïîñòðîèòü ëèíåéíóþ ðåãðåññèîííóþ ìîäåëü è ìîäåëü Òüþêè.
Óïðàæíåíèå 2. Èññëåäîâàòü ëèíåéíóþ çàâèñèìîñòü êîëè÷åñòâà ãîëîñîâ, îòäàííîå çà Áó÷àíàíà îò
êîëè÷åñòâî ãîëîñîâ, îòäàííûõ çà Áóøà, ïðèâåäåííûõ â PalmBeach ïàêåòà Stat2Data. Óëó÷øèòñÿ ëè
ïðèáëèæåíèå, åñëè ïðåäâàðèòåëüíî ïðîëîãàðèôìèðîâàòü äàííûå?
Ïîñëåäíèé ïðèìåð ïîêàçûâàåò, ÷òî çà÷àñòóþ óäîáíî èçíà÷àëüíî ïðåîáðàçîâàòü ÷àñòü ïåðåìåííûõ ôóíê-
öèÿìè, íàïðèìåð, ïðîëîãàðèôìèðîâàòü. Îäíèì èç ðàñïðîñòðàíåííûõ ìåòîäîâ ïðåîáðàçîâàíèé äëÿ ïîëî-
æèòåëüíîé çàâèñèìîé ïåðåìåííîé ÿâëÿåòñÿ ìåòîä Box-Cox tranformation, ïðåîáðàçóþùèé åå ñ ïîìîùüþ
tλ(y) = (yλ−1)/λ, λ 6= 0 èëè ln y ïðè λ = 0, ïîäáèðàÿ îïòèìàëüíîå y. Â R îíà ðåàëèçîâàíà boxcox ïàêåòà
MASS.

Ìíîãîìåðíàÿ ëèíåéíàÿ ðåãðåññèÿ
Â ñëó÷àå, åñëè Xi ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé âåêòîðû, ìû ðàññìàòðèâàåì Yi = b1Xi,1+ ...+ bkXi,k+εi. Ìîæåò

ïîêàçàòüñÿ, ÷òî ýòà ìîäåëü íå âêëþ÷àåò â ñåáÿ îäíîìåðíóþ â ñèëó îòñóòñòâèÿ ñâîáîäíîãî ÷ëåíà, íî
â äåéñòâèòåëüíîñòè Xi ïðîèçâîëüíû, ïîýòîìó ìîæíî ðàññìàòðèâàòü Xi,1 = 1 è òåì ñàìûì îáåñïå÷èòü
íàëè÷èå ñâîáîäíîãî ÷ëåíà. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n > k (èíà÷å ðàçìåðíîñòü ìíîæåñòâà ïàðàìåòðîâ áîëüøå
÷èñëà íàáëþäåíèé Y ) è ÷òî ìàòðèöà X èìååò ïîëíûé ðàíã (â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îäèí èç ñòîëáöîâ
âûðàæàåòñÿ ÷åðåç îñòàëüíûå ëèíåéíî è áåñïîëåçåí â êà÷åñòâå ïàðàìåòðà).

Â ýòîì ñëó÷àå àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ïîëó÷àåì

β̂ = (X tX)−1X tY, σ̂2 =
1

n− k

n∑
i=1

(r, r),

ãäå r êàê è ïðåæäå âåêòîð îñòàòêîâ r = Y − Xβ̂. β̂ áóäåò àñèìïòîòè÷åñêè íîðìàëüíîé îöåíêîé β c
óñëîâíîé (ïðè óñëîâèè X) ìàòðèöåé êîâàðèàöèè σ2(X tX)−1, îòêóäà ìû ìîæåì ïîñòðîèòü äîâåðèòåëüíûå

èíòåðâàëû äëÿ βi âèäà β̂i ± ζ1−α/2σ̂i, ãäå σ̂i � äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòû (X tX)−1, óìíîæåííûå íà σ̂2.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ãèïîòåçó βi = 0 î òîì, ÷òî Xi íå ó÷àñòâóåò â äåéñòâèè íà Y , ìîæíî ïðîâåðèòü
íà îñíîâå ïîñòðîåííûõ èíòåðâàëîâ.

Áîëåå ìîùíûé ÷åì lm ìåõàíèçì ïðåäîñòàâëÿåò glm(), âûäàþùàÿ, ñðåäè ïðî÷åãî êîýôôèöèåíò AIC,
îïèñàííûé íèæå.
Ïîëåçíî òàêæå ïîñìîòðåòü íà ðåçóëüòàòû ïðèìåíåíèÿ ê glm çíàêîìîé íàì ôóíêöèè anova. Ñòîëáåö
Resid.Dev áóäåò ïîêàçûâàòü äèñïåðñèþ îñòàòêîâ ïî ìåðå äîáàâëåíèÿ ïåðåìåííîé. Resid.Dev ïîêàçûâàåò
äèñïåðñèþ îñòàòêîâ, åñëè ìû àïïðîêñèìèðóåì äàííûå ïðÿìîé, à â ñëåäóþùèõ ÿ÷åéêàõ � íà ñêîëüêî
óáûâàåò äèñïåðñèÿ ïðè äîáàâëåíèè íîâûõ ïåðåìåííûõ. Áîëüøîå èçìåíåíèå äèñïåðñèè îñòàòêîâ ïîêà-
çûâàåò ñóùåñòâåííîå âëèÿíèå ïàðàìåòðîâ.

Óïðàæíåíèå 3. Â äàííûõ î ïðåñòóïíîñòè http://lib.stat.cmu.edu/DASL/Data�les/USCrime.html ñî-
äåðæèòñÿ èíôîðìàöèÿ îá óðîâíå ïðåñòóïíîñòè â çàâèñèìîñòè îò ðàçëè÷íûõ ôàêòîðîâ. Ïîñòðîèòü ëè-
íåéíóþ ðåãðåññèîííóþ ìîäåëü è ñêàçàòü, êàêèå ïàðàìåòðû ñ âåðîÿòíîñòüþ 95% èìåþò íåíóëåâîé êîýô-
ôèöèåíò β.

Ðåäóöèðóåì ïðîñòðàíñòâî ïðèçíàêîâ
Çà÷àñòóþ áîëüøîå êîëè÷åñòâî ïðåäèêòîðîâ òîëüêî âíîñèò äîïîëíèòåëüíûé øóì, ïåðåóñëîæíÿÿ ìî-

äåëü. Ìû áû õîòåëè âûáðàòü êàêîå-òî ïîäìíîæåñòâî S è äåëàòü ïðîãíîç íà åãî îñíîâå. Ïðè ýòîì ìà-
ëåíüêèå S äàäóò íàì áîëüøîå ñìåùåíèå çàñ÷åò íåäîîöåíêè, à áîëüøèå S áîëüøóþ äèñïåðñèþ çàñ÷åò
ïåðåîöåíêè. Ñëåäîâàòåëüíî, íàì ïîíàäîáèòñÿ ìåðà èçìåðåíèÿ êà÷åñòâà ïðîãíîçà ïî ïîäìíîæåñòâó S.
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Ïîëîæèì Ŷi(S) � ïðîãíîç â òî÷êå Xi íà îñíîâå ðåãðåññèîííîé ìîäåëè, ïîñòðîåííîé ïî S, R̂tr(S) =∑n
i=1(Ŷi(S) − Yi)

2 � îøèáêà îáó÷åíèÿ, R(S) = E
(∑n

i=1(Ŷi(S)− Y ∗i )2|X1, ..., Xn

)
� îøèáêà ïðîãíîçà,

ãäå Y ∗i � íåçàâèñèìûå (ïðè óñëîâèè Xi) îò Yi çíà÷åíèÿ íàøèõ çàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Èíà÷å ãîâîðÿ,
îøèáêà ïðîãíîçà � ñóììà ñðåäíåé êâàäðàòè÷íîé îøèáêè ìîåãî ïðîãíîçèðîâàíèÿ, åñëè îáó÷àþùèé íàáîð
Yi çàìåíèòü íà ïåðåãåíåðèðîâàííûé íàáîð Y ∗i . R̂tr(S), âîîáùå ãîâîðÿ, ñìåøåííàÿ îöåíêà R(S),

E(R̂tr(S)|X1, ..., Xn) = R(S)− 2
n∑
i=1

cov(Ŷi(S), Yi) < R(S),

ãäå êîâàðèàöèÿ ðàññìàòðèâàåòñÿ ïðè óñëîâèè X1, ..., Xn. Ñ óâåëè÷åíèåì ìîùíîñòè S ñìåùåíèå R̂tr(S)
ðàñòåò, ïîýòîìó ðàññìàòðèâàþò îöåíêè, ïîëó÷àþùèå äîïîëíèòåëüíûé øòðàô çà ìîùíîñòü S.
1) Cp-ñòàòèñòèêà Ìàëëîó (Mallows) îïðåäåëÿåòñÿ êàê

R̂(S) = R̂tr(S) + 2|S|σ̂2,

ãäå σ̂2 � îöåíêà äèñïåðñèè RSS/(n−k) ïî âñåìó ìíîæåñòâó ïðèçíàêîâ. Ìèíèìèçèðóÿ ýòó ñòàòèñòèêó ïî
âñåì ïîäíàáîðàì S ìû ïîëó÷èì íàáîð ñ äîñòàòî÷íî õîðîøåé îøèáêîé îáó÷åíèÿ è íå ñëèøêîì áîëüøèì
ðàçìåðîì.
2) Ïåðåêðåñòíàÿ ïðîâåðêà (k-fold cross-validation).
Â ýòîì ìåòîäå âñå ïðåäèêòîðû ðàçáèâàþòñÿ íà l ïîäìíîæåñòâ Ti, ïðè ýòîì S ðàçáèâàþòñÿ íà Si, è
ñòðîèòñÿ îöåíêà

Rl =
1

l

l∑
i=1

∑
j∈Ti

(Yj − Ŷj(S \ Si))2.

Èíà÷å ãîâîðÿ, ìû ïîî÷åðåäíî èñêëþ÷àåì âñåâîçìîæíûå Si èç âûáîðêè è ñòðîèì ïðîãíîçû äëÿ èõ
ýëåìåíòîâ ïî âñåì îñòàëüíûì.
3) AIC (Akaike Information Criteria)
Â ñëó÷àå, åñëè εi çàäàíû â ïàðàìåòðè÷åñêîé ìîäåëè, ïîñòðîèì ëîãàðèôìè÷åñêóþ ôóíêöèþ ïðàâäî-
ïîäîáèÿ (ïî âñåé âûáîðêå), íàéäåì åå ìàêñèìóì lS (ò.å. âîçüìåì åå çíà÷åíèå â ÎÌÏ, ïîñòðîåííîé ïî
ïîäìíîæåñòâó S) è â êà÷åñòâå îöåíêè ðèñêà áóäåì èñïîëüçîâàòü AIC = lS − |S|. Ìàêñèìèçèðóÿ åãî, ìû
ïîëó÷àåì íàèáîëåå óäà÷íûé íàáîð
Â ñëó÷àå íîðìàëüíûõ äàííûõ AIC ïðàêòè÷åñêè èäåíòè÷åí Cp.
4) BIC (Bayesian Information Criteria).
Ýòîò ïîäõîä ââîäèò áîëåå æåñòêèé øòðàô çà ðàçìåð âûáîðêè BIC = lS−|S| lnn/2, ãäå n � ðàçìåðíîñòü
âûáîðêè. Ñîîòâåòñòâåííî, ìàêñèìèçèðóÿ BIC, ìû áóäåì ïîëó÷àòü áîëåå ìàëåíüêèå ìíîæåñòâà.

Èòàê, âûáèðàÿ îäèí èç ïîêàçàòåëåé, ìû ìîæåì ñðàâíèâàòü ïî íåìó ðàçëè÷íûå ïîäíàáîðû ïðèçíàêîâ
S. Îñòàåòñÿ âûáðàòü ïëàí, êàê íå ïåðåáèðàòü âñå 2k íàáîðîâ ïðåäèêòîðîâ. Íàèáîëåå ïðîñòûå ïîäõîäû
� ïðÿìîé è îáðàòíûé àëãîðèòì. Â ñëó÷àå ïðÿìîãî àëãîðèòìà ìû íà÷èíàåì ñ 0 ïðèçíàêîâ. Çàòåì ñðåäè
îäíîòî÷å÷íûõ ìíîæåñòâ âûáèðàåì òî, ó êîòîðîãî íàèëó÷øèé ïîêàçàòåëü. Çàòåì äîáàâëÿåì âòîðîé ýëå-
ìåíò è òàê äàëåå. Â ñëó÷àå îáðàòíîãî ìû äåéñòâóåì íà÷èíàÿ ñî âñåõ k ïðèçíàêîâ.
Íà ïðàêòèêå ïðèìåíÿþòñÿ îáû÷íî áîëåå ñëîæíûå àëãîðèòìû ïåðåáîðà ïîäìíîæåñòâ.

AIC è BIC ñîäåðæàòñÿ â ïàêåòå stats, AIC(lm) ïîäñ÷èòûâàåò êîýôôèöèåíò AIC, à AIC(lm, k= log(n))
� BIC. Îáà êîýôôèöèåíòà áåðóòñÿ ñ êîýôôèöèåíòîì -2 ïî ñðàâíåíèþ ñ óêàçàííûì îïðåäåëåíèåì.

Óïðàæíåíèå 4. Ïðèìåíèòü ê äàííûì î ïðåñòóïíîñòè îáðàòíûé àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà AIC.

Ñóùåñòâóþò ìíîãî÷èñëåííûå ìîäèôèêàöèè óêàçàííûõ ïîäõîäîâ, â ïàêåòå bestglm ôóíêöèÿ bestglm
ïðåäëàãàåò äîâîëüíî øèðîêèé ñïåêòð ôóíêöèé âûáîðà íàèëó÷øåãî ïîäìíîæåñòâà. Îñíîâíîé àðãóìåíò
Xy ðàáîòàåò ñ data.frame, ÷åé ïîñëåäíèé ñòîëáåö ñîäåðæèò çàâèñèìóþ ïåðåìåííóþ, ïàðàìåòð family
ïîçâîëÿåò çàäàòü ñåìåéñòâî ðàñïðåäåëåíèé, IC ïîçâîëÿåò âûáðàòü êðèòåðèé (â ÷àñòíîñòè, äëÿ áîëüøèõ
ðàçìåðíîñòåé áîëåå ýôôåêòèâåí íå BIC, à BICq). IC = �CV� áóäåò ðàáîòàòü ñ êðèòåðèÿìè áëèçêèìè ê 2,
â ÷àñòíîñòè, ïî óìîë÷àíèþ ñòîèò delete−d àëãîðèòì, óäàëÿþùèé ïîäíàáîðû ðàçìåðà d è íàáëþäàþùèé
çà îøèáêîé ïðîãíîçà. Ïàðàìåòð method ïîçâîëÿåò âûáðàòü ìåòîä ïåðåáîðà ïîäìíîæåñòâ, â ÷àñòíîñòè
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�backward� èëè �forward� äëÿ óïîìÿíóòûõ îáðàòíîãî è ïðÿìîãî àëãîðèòìà., à òàêæå �exhaustive� äëÿ
áîëåå ýôôåêòèâíîãî ïîèñêà.
Ó ïîëó÷åííîãî îáúåêòà ïàðàìåòð BestModel ñîäåðæèò íàèëó÷øóþ èç ïîëó÷èâøèõñÿ ëèíåéíûõ ðåãðåñ-
ñèé.

Óïðàæíåíèå 5. Èññëåäîâàòü íà òîì æå ìàññèâå äàííûõ ðàçëè÷íûå àëãîðèòìû � AIC, BIC, BICq.

Ëîãèñòè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåëè÷èíû Yi ïðèíèìàþò òîëüêî äâà çíà÷åíèÿ 0 è 1, ïðè÷åì P (Yi = 1|X1, ..., Xn)

èìååò âèä

pi = P (Yi = 1) = F

(
k∑
j=1

βjXi,j

)
, F (x) =

ex

1 + ex
.

òî åñòü

ln
pi

1− pi
=

k∑
j=1

βjXi,j

èëè îòíîøåíèå ñðåäíåãî ÷èñëà 1 ê ñðåäíåìó ÷èñëó 0 ëèíåéíî çàâèñèò îò çíà÷åíèé ïðèçíàêîâ. F (x) íàçû-
âàþò ëîãèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé, à ïîëó÷åííóþ ìîäåëü � ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèåé. Ñóùåñòâóåò è äðóãèå
âèäû, íàïðèìåð, ïðîáèò ðåãðåññèÿ, èñïîëüçóþùàÿ íîðìàëüíîå ðàñïðåäåëåíèå âìåñòî ëîãèñòè÷åñêîãî.

Äëÿ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè ïîäñ÷èòûâàÿ ïðàâäîïîäîáèÿ

L(β1, ..., βk) =
n∏
i=1

pi(β1, ..., βk)
Yi(1− pi(β1, ..., βk))1−Yi

è íàõîäÿ ÎÌÏ β̂1,...,β̂k, ìû ïîëó÷èì êîýôôèöèåíòû ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè.

Ïîñòðîèòü ëîãèñòè÷åñêóþ ðåãðåññèþ â R ìîæíî ñ ïîìîùüþ glm, óêàçàâ â êà÷åñòâå family �binomial�.
Ïðè ïðîãíîçèðîâàíèè, óêàçàâ â predict ïàðàìåòð type='response, ìû óâèäèì íå ñàìè çíà÷åíèÿ, êîòîðûå
ðàçûãðûâàþòñÿ ñëó÷àéíî, à âåðîÿòíîñòè.
Óïðàæíåíèå 6. Èññëåäîâàòü äàííûå î Òèòàíèêå ñ ïîìîùüþ ëîãèñòè÷åñêîé ðåãðåññèè è îïðåäåëèòü
íàèáîëåå çíà÷èìûå ïåðåìåííûå.

Íåëèíåéíàÿ è íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ
Íåëèíåéíóþ îöåíêó ìåòîäîì íàèìåíüøèõ êâàäðàòîâ ìîæíî ïîëó÷èòü ïîäîáíî ëèíåéíîé. Â ýòîì ñëó-

÷àå
Yi = f(Xi, ~β) + εi,

ãäå f � çàäàííàÿ ôóíêöèÿ, à ~β � îöåíèâàåìûå ïàðàìåòðû. Çàäà÷à, îïÿòü æå, ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å îïòè-
ìèçàöèè è ìîæåò áûòü ðåøåíà ÷èñëåííî. Â R ýòîò àëãîðèòì çàäàåòñÿ òåì æå îáðàçîì, ÷òî è ëèíåéíàÿ
íà îñíîâå ôóíêöèè nls. Ôîðìàò çàïóñêà nls(x∼ exp(y*c)-d*abs(z), data = Dat, start=list(c=0,d=1)), ãäå
x,y,z � ñòîëáöû Dat, à c,d � ïàðàìåòðû ìîäåëè (ýòî óêàçàíî â start).
Ñòîèò îáðàòèòü âíèìàíèå, ÷òî nls íå ôóíêöèîíèðóåò, åñëè εi = 0.
Ôóíêöèÿ nlsLM ïàêåòà minpack.lm èñïîëüçóåò áîëåå ýôôåêòèâíûå ñïîñîáû ÷èñëåííîé ìèíèìèçàöèè,
÷åì ìåòîä Íüþòîíà, èñïîëüçóåìûé â nls.

Îáðàòèòå âíèìàíèå íà òî, ÷òî, ñêàæåì, ìîäåëè exp(y)∼exp(a*x+b) è y∼ax+b ïðèíöèàëüíî îòëè÷à-
þòñÿ, ïîñêîëüêó â ïåðâîì ñëó÷àå îøèáêà ε ïðèáàâëÿåòñÿ ê ýêñïîíåíòå, à âî âòîðîì ñëó÷àå ê ëèíåéíîé
ôóíêöèè.

Óïðàæíåíèå 7. Äëÿ äàííûõ ñ âûáîðîâ â Ïàëì-Áè÷, ïðèâåäåííûõ âûøå, èññëåäîâàòü íåëèíåéíóþ
ðåãðåññèîííóþ ìîäåëü log(y)∼log(a x + b).

Äðóãîé çàäà÷åé ñëóæèò íåïàðàìåòðè÷åñêàÿ ðåãðåññèÿ � ïîäáîð ôóíêöèè f(x) ñðàâíèòåëüíî îáùåãî
âèäà, òàêîé ÷òî Yi = f(Xi) + εi.
smooth.spline ñòðîèò àïïðîêñèìèðóþùèé ñïëàéí (áåñêîíå÷íî-ãëàäêóþ ôóíêöèþ, êóñî÷íî ïðåäñòàâëÿ-
þùóþ ñîáîé ìíîãî÷ëåí òðåòüåé ñòåïåíè), sm.regression ïàêåòà sm ñòðîèò äëÿ f ÿäåðíóþ îöåíêó (ñõîæå
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ñ òåì, êàê ñòðîÿòñÿ ÿäåðíûå îöåíêè äëÿ ïëîòíîñòè). Ïîäõîä principal curve òàêæå ñòðîèò òàêîãî ðîäà
àïïðîêñèìèðóþùóþ ôóíêöèþ
Ê ñîæàëåíèþ, òàêîãî ðîäà ìåòîäû ñêëîííû ê ïåðåîáó÷åíèþ.

Ïðè÷èíà è âçàèìîñâÿçü
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ ðÿäà ëþäåé X îçíà÷àåò áûë ëè ÷åëîâåê ïîä íàáëþäåíèåì âðà÷à (0, åñëè áûë,

1 � åñëè íåò), Y � ïîêàçàòåëü åãî çäîðîâüÿ. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Yi ïðè Xi = 0 â ñðåäíåì ìåíüøå, ÷åì
Yi ïðè Xi = 1. Îçíà÷àåò ëè ýòî, ÷òî íàáëþäåíèå âðà÷à ïëîäîòâîðíî âëèÿåò íà çäîðîâüå?
Îòâåò ïðîñò � ïðåäïîëîæèì, ÷òî îñìîòð âðà÷à íèêàê íå âëèÿåò íà ëþäåé, íî ëþäè ñàìè âûáèðàþò
õîäèòü ëè ê âðà÷ó è òå, êîòîðûå âûáèðàþò õîäèòü, èçíà÷àëüíî ëó÷øå ñëåäÿò çà çäîðîâüåì è ïîòîìó
áîëåå çäîðîâû. Òîãäà âçàèìîñâÿçü X è Y èìååòñÿ, à ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííîé ñâÿçè X è Y íåò.
Äëÿ îïèñàíèÿ ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè ñâÿæåì ñ êàæäûì ÷åëîâåêîì äâå âåëè÷èíû åãî çäîðîâüÿ � C0,
åñëè ÷åëîâåê íå áóäåò õîäèòü ê âðà÷ó è C1 � åñëè áóäåò, Yi = CXi

.
Íàçîâåì àññîöèàöèåé X, Y âåëè÷èíó A = E(Y |X = 1) − E(Y |X = 0), à ýôôåêòîì ïðè÷èííîñòè
θ = E(1)−E(C0). Ýòè âåëè÷èíû ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ, ïîñêîëüêó â àññîöèàöèè åñòü òîëüêî (CX |X).
Äàâàéòå, âïðî÷åì, ñàìîñòîÿòåëüíî âûáåðåì èç ïîïóëÿöèè ëþäåé, êîòîðûõ ïîäâåðãíóòü îñìîòðó, è ñäå-
ëàåì ýòî ñëó÷àéíî (ñ P (X = 0) > 0, P (X = 1) > 0). Òîãäà ëþáàÿ θ = A½ â ÷àñòíîñòè

θ̂ =

∑
i:Xi=1 Yi∑
i:Xi=1 1

−
∑

i:Xi=0 Yi∑
i:Xi=0 1

áóäåò ñîñòîÿòåëüíîé îöåíêîé A. Äåéñòâèòåëüíî, âåäü C íå çàâèñèò îò X, à çíà÷èò EC1 = E(C1|X =
1) = E(Y |X = 1), EC0 = E(0|X = 0) = E(Y0|X = 0).
Òàêèì îáðàçîì, â ñëó÷àéíî îðãàíèçîâàííîì ýêñïåðèìåíòå âçàèìîñâÿçü ïåðåìåííûõ óæå áóäåò îçíà÷àòü
èõ ïðè÷èííî-ñëåäñòâåííóþ ñâÿçü.

Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì îáñòîÿò äåëà, åñëè X íå áèíàðíûé, òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå íàì ïîíàäîáèòñÿ
öåëàÿ ñëó÷àéíàÿ ôóíêöèÿ C(x), Y = C(X). Â íåçàâèñèìîì ñëó÷àå θ(x) = EC(x) áóäåò ñîâïàäàòü ñ

ðåãðåññèîííîé ôóíêöèåé f(x) = E(Y |X = x), à f ìû óìååì îöåíèâàòü ñ ïîìîùüþ f̂(x).

×òî æå äåëàòü, åñëè ìû íå ìîæåì îðãàíèçîâàòü ýêñïåðèìåíò òàê, ÷òîáû Y áûë íåçàâèñèì îò X?
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ñìîæåì ââåñòè äðóãèå ïåðåìåííûå Z, òàêèå ÷òî ïðè ôèêñèðîâàííîì Z X è
Y óñëîâíî íåçàâèñèìû, ñêàæåì, ðàçîáüåì ëþäåé íà íåñêîëüêî êàòåãîðèé îäíîãî ïîëà, âîçðàñòà, âåñà,
æèçíåííîãî óêëàäà. Òîãäà ìîæíî îæèäàòü, ÷òî íàõîæäåíèå ïîä íàáëþäåíèåì ñëó÷àéíî è íå çàâèñèò îò
îáùåãî çäîðîâüÿ. Òîãäà ìû ìîæåì îöåíèâàòü θ(x) ñ ïîìîùüþ

θ̂(x) =
1

n

n∑
i=1

f̂(x, Zi).

Êîíå÷íî, äëÿ óòâåðæäåíèé òàêîãî ðîäà (î ïðè÷èííîñòè) íåîáõîäèìî áûòü óâåðåííûì, ÷òî íàøå ðàçáè-
åíèå íà êàòåãîðèè äàåò äåéñòâèòåëüíî íåçàâèñèìûå áëîêè.
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