
6 Применение теории больших уклонений

6.1 Критерий Неймана-Пирсона

Рассмотрим критерий Неймана-Пирсона проверки простой гипотезы𝐻0 (𝑋𝑖 име-
ют плотность 𝑓0(𝑥)) с простой альтернативой 𝐻1 (𝑋𝑖 имеют плотность 𝑓1(𝑥)).
Допустим у нас есть выборка размера 𝑛, тогда критерий Неймана-Пирсона пред-
лагает действовать следующим образом: отвергать гипотезу 𝐻0, если выборка
попала в множество 𝐷

𝐷 =

{︂
𝑓1(𝑥1)...𝑓1(𝑥𝑛)

𝑓0(𝑥1)....𝑓0(𝑥𝑛)
> 𝛾𝑛

}︂
и принимать ее в противном случае, при некотором 𝛾 ∈ (0, 1).

Рассмотрим ошибку первого рода 𝛼𝑛 = P0((𝑋1, ..., 𝑋𝑛) ∈ 𝐷), т.е. вероятность
того, что гипотеза была верна, а мы ее отвергли. Как ведет себя 𝛼𝑛 при 𝑛 → ∞?

𝛼𝑛 = P0((𝑋1, ..., 𝑋𝑛) ∈ 𝐷) = P0

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

ln
𝑓1(𝑋𝑖)

𝑓0(𝑋𝑖)
≥ 𝑛 ln 𝛾

)︃
.

Для 𝑌1 = ln 𝑓1(𝑋1)
𝑓0(𝑋1)

при гипотезе 𝐻0

𝑅(ℎ) = E0𝑒
ℎ ln

𝑓1(𝑋𝑖)

𝑓0(𝑋𝑖) =

∫︁
R
𝑒
ℎ ln

𝑓1(𝑋)
𝑓0(𝑥) 𝑓0(𝑥)𝑑𝑥 =

∫︁
R
𝑓ℎ
1 (𝑥)𝑓 1−ℎ

0 (𝑥)𝑑𝑥.

В частности, 𝑅(1) = 1.
При этом

E0𝑌1 =

∫︁
R

ln
𝑓1(𝑥)

𝑓0(𝑥)
𝑓0(𝑥)𝑑𝑥 ≤ ln

(︂∫︁
R

𝑓1(𝑥)

𝑓0(𝑥)
𝑓0(𝑥)𝑑𝑥

)︂
= 0.

Аналогичным образом E1𝑌1 ≥ 0. При этом оба неравенства строгие, если только
𝑌0 не является вырожденной величиной по мере одной из мер. Будем считать,
что это не так.

Следовательно, E0𝑌1 = 𝜇 < 0, E1𝑌1 = ̃︀𝜇 > 0 (будем считать, что 𝜇 > −∞,̃︀𝜇 < ∞). При 𝛾 < 𝜇 𝛼𝑛 сходится к 1. При 𝛾 > 𝜇, 𝜇 < ln 𝛾 < ̃︀𝜇 в силу теоремы
Петрова

𝛼𝑛 ∼ 𝐶(ln 𝛾)

ℎln 𝛾

√
𝑛

exp(−Λ(ln 𝛾)𝑛).

Здесь

𝐶(𝜃) =
1√

2𝜋𝜎(ℎ𝜃)
, Λ(𝜃) = 𝜃ℎ𝜃 − ln𝑅(ℎ𝜃),
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где

ℎ𝜃 :

∫︁
R
𝑓ℎ𝜃
1 (𝑥)𝑓 1−ℎ𝜃

0 (𝑥)(ln 𝑓1(𝑥) − ln 𝑓0(𝑥) − 𝜃)𝑑𝑥 = 0.

Аналогично для ошибки второго рода

𝛽𝑛 = P1((𝑋1, ..., 𝑋𝑛) ̸∈ 𝐷) = P1

(︃
𝑛∑︁

𝑖=1

ln
𝑓1(𝑋𝑖)

𝑓0(𝑋𝑖)
< 𝑛 ln 𝛾

)︃
.

Тогда при −1 ≤ ℎ < 0

̃︀𝑅(ℎ) = E1𝑒
ℎ𝑌1 =

∫︁
R
𝑓 1+ℎ
1 (𝑥)𝑓ℎ

0 (𝑥)𝑑𝑥 = 𝑅(1 + ℎ),

̃︀𝑅(−1) = 1, ̃︀𝜇 = E1𝑌1 < ∞. При этом

̃︀𝑚(ℎ) = 𝑚(1 + ℎ), ̃︀𝜎2(ℎ) = 𝜎2(1 + ℎ), ̃︀ℎ𝜃 : ℎ𝜃 − 1

при 𝜃 ∈ (𝜇, ̃︀𝜇), откуда ̃︀Λ(𝜃) = Λ(𝜃) − 𝜃.

Аналогично предыдущему

𝛽𝑛 ∼
̃︀𝐶(ln 𝛾)

(1 − ℎln 𝛾)
√
𝑛

exp(−̃︀Λ(ln 𝛾)𝑛)

при 𝜇 < ln 𝛾 < ̃︀𝜇. Таким образом, при всех ln 𝛾 ∈ (𝜇, ̃︀𝜇)

𝛼𝑛 ∼ 𝐶(ln 𝛾)

ℎln 𝛾

√
𝑛

exp(−Λ(ln 𝛾)𝑛), 𝛽𝑛 ∼ 𝐶(ln 𝛾)

(1 − ℎln 𝛾)
√
𝑛

exp(−Λ(ln 𝛾)𝑛 + 𝑛 ln 𝛾).

6.2 Наилучший критерий с заданной функцией потерь

Пусть мы платим цену 𝑎 за ошибку I рода, ценку 𝑏 за ошибку второго и хотим
минимизировать 𝑎𝛼𝑛 + 𝑏𝛽𝑛.

При 𝛾 < 1−𝛿, 𝛿 > 0, мы получим exp(−Λ(ln 𝛾)) > exp(−Λ(0)). Следовательно,
при любых 𝑎, 𝑏

𝑎𝛼𝑛 + 𝑏𝛽𝑛 ≤ 𝑎𝛼𝑛 ≤ 𝐶 exp(−Λ(ln(1 − 𝛿))𝑛) ≤ 𝐶 exp(−Λ(0)(1 − 𝜀)𝑛)

при некоторых 𝜀, 𝐶 > 0. Аналогично при 𝛾 > 1 + 𝛿

𝑎𝛼𝑛 + 𝑏𝛽𝑛 ≤ 𝑏𝜂𝑛 ≤ 𝐶 exp(−Λ(ln(1 + 𝛿))𝑛− ln(1 + 𝛿)𝑛) ≤ 𝐶 exp(−Λ(0)(1 − 𝜀)𝑛)
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при некоторых 𝜀, 𝐶 > 0.
При этом при 𝛾 = 1 имеем

𝑎𝛼𝑛 + 𝑏𝛽𝑛 ∼ 𝐷𝑒−Λ(0)𝑛.

Следовательно, при 𝛾 = 1 наши потери асимптотически будут меньше, чем при
любом 𝛾 ≤ 1− 𝛿 или 𝛾 ≥ 1 + 𝛿. Аналогичные рассуждения проходит при 𝛿 = 𝛿𝑛,
если только 𝑛𝛿𝑛 → ∞. В этом случае Λ(ln(1 − 𝛿𝑛)𝑛) = Λ(0)𝑛 − 𝛿𝑛𝑛ℎ0 + 𝑜(𝛿𝑛𝑛),
откуда мы получим

𝑎𝛼𝑛 + 𝑏𝛽𝑛 ≤ 𝑎𝛼𝑛 ≤ 𝐶 exp(−Λ(0)𝑛− 𝛿𝑛𝑛ℎ0/2),

то есть ошибка опять же будет иметь больший порядок чем 𝐷𝑒−Λ(0)𝑛. Анало-
гичным образом рассматривается Λ(ln(1 + 𝛿𝑛)𝑛 − ln(1 + 𝛿𝑛)𝑛. Таким образом,
наилучшую потерю будет давать случай 𝛾𝑛 = 1 + 𝑂(1/𝑛), то есть 𝛾𝑛 порядка
O(1).

Итак, можно считать, что ln 𝛾 = 𝑜(1/
√
𝑛). Тогда

Λ(ln 𝛾)𝑛 = Λ(0)+ℎ0 ln 𝛾+𝑜(1/𝑛), 𝑛 → ∞, (Λ(ln 𝛾)−ln 𝛾)𝑛 = Λ(0)+(ℎ1−1) ln 𝛾+𝑜(1/𝑛), 𝑛 → ∞.

Таким образом,

𝑎𝛼𝑛 + 𝑏𝛽𝑛 ∼ 𝐶(𝛾)√
𝑛

𝑒−Λ(0)𝑛

(︂
𝑎

ℎ0

𝑒−ℎ0𝑛 ln 𝛾 +
𝑏

(1 − ℎ0)
𝑒(1−ℎ0)𝑛 ln 𝛾

)︂
.

Максимум будет достигаться при 𝑛𝛾 = 𝑢, где

𝑏𝑒(1−ℎ0)𝑢 = 𝑎𝑒−ℎ0𝑢, 𝑢 = ln
𝑎

𝑏
.

Таким образом, наилучший асимптотический критерий имеет вид

𝐿(𝑥1, ..., 𝑥𝑛; 𝜃1)

𝐿(𝑥1, ..., 𝑥𝑛; 𝜃0)
>

(︂
1 +

1

𝑛
ln

𝑎

𝑏

)︂𝑛

∼ 𝑎

𝑏
.
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