
4 Нерешетчатый случай

4.1 Абсолютно-непрерывный случай

Полученные нами результаты можно перевести в локальную форму в абсолютно-
непрерывном случае в терминах плотностей. Для этого потребуется следующая
теорема.

Теорема 1. Пусть 𝑋𝑖 таковы, что существует такое 𝑘 ∈ N, что
∫︀
R |𝜓𝑋(𝑡)|𝑘𝑑𝑡 <

∞. Тогда

𝑓𝑆𝑛(𝑥) =
1√

2𝜋𝑛𝜎
𝑒−

(𝑥−𝜇𝑛)2

2𝑛𝜎2 + 𝑜

(︂
1√
𝑛

)︂
,

где 𝑜() равномерно мало по 𝑥 ∈ R.

Замечание 1. Условие интегрируемости х.ф. в каком-то виде необходимо, но
может быть дано в других формах — ограниченности плотности 𝑆𝑘 при каком-то
𝑘 или интегрируемости плотности 𝑆𝑘 в квадрате.

Доказывать указанную теорему мы не будем (это будет сделано в курсе до-
полнительных глав теории вероятностей), но отметим, что и в этом случае спра-
ведливо замечание к теореме Гнеденко о равномерности по семейству распреде-
лений 𝑋(ℎ):

Замечание 2. Если 𝑋
(ℎ)
𝑖 , ℎ ∈ [𝑏, 𝑐], семейство абсолютно непрерывных случай-

ных величин, у которых существует такое 𝑘, что 𝜓(𝑡) интегрируема в 𝑘 сте-
пени (или плотность 𝑆𝑘 ограничена или плотность 𝑆𝑘 интегрируема в квадра-

те) причем при каждом ℎ величины 𝑋
(ℎ)
1 ,...,𝑋

(ℎ)
𝑛 ,... — н.о.р. c E𝑋

(ℎ)
1 = 𝜇(ℎ),

D𝑋
(ℎ)
𝑖 = 𝜎2(ℎ). Предположим, что выполнены следующие условия:

1. Выполнены условия 0 < infℎ∈[𝑏,𝑐] 𝜎(ℎ) ≤ supℎ∈[𝑏,𝑐] 𝜎(ℎ) <∞.

2. При любом 𝛿 > 0 справедливое неравенство supℎ∈[𝑏,𝑐] sup𝑠∈[𝛿,𝜋] |𝜓𝑋
(ℎ)
1

(𝑠)| =

𝑞 < 1,

3. При любом 𝜀 > 0 найдется такое 𝛿 > 0, что при всех ℎ ∈ [𝑏, 𝑐], |𝑡| < 𝛿⃒⃒⃒⃒
𝜓(𝑡) − 1 − 𝑖𝑡E𝑋(ℎ) +

𝑡2

2
E(𝑋(ℎ))2

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀𝑡2.
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Тогда

𝑓
𝑆
(ℎ)
𝑛

(𝑥) =
1√

2𝜋𝑛𝜎(ℎ)
𝑒
− (𝑥−𝑚(ℎ)𝑛)2

2𝑛𝜎(ℎ)2 + 𝑜

(︂
1√
𝑛

)︂
, 𝑛→ ∞,

где 𝑜(1) равномерно мало по 𝑥 ∈ R и ℎ ∈ [𝑏, 𝑐].

Отсюда можно получить следующую теорему:

Теорема 2. Пусть 𝑋𝑖 н.о.р. величины, причем при некотором 𝑘 > 0∫︁
R
|𝜓𝑋(𝑡+ 𝑖ℎ)|𝑘 𝑑𝑡 < +∞, ℎ ∈ [ℎ−, ℎ+],

𝑅(ℎ) = E𝑒ℎ𝑋 , E𝑒ℎ
+𝑋𝑋2 < +∞, E𝑒ℎ

−𝑋𝑋2 < +∞. Тогда

𝑓𝑆𝑛(𝑥) =
1 + 𝑜(1)√

2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝑥/𝑛)
exp

(︁
−Λ

(︁𝑥
𝑛

)︁
𝑛
)︁
,

тогда 𝑜(1) равномерно мало по 𝑥/𝑛 ∈ [𝑚−,𝑚+]. Здесь как и прежде 𝑚(ℎ) =
(ln𝑅(ℎ))′, 𝜎(ℎ) = 𝑚′(ℎ), ℎ𝜃 определяется соотношением 𝑚(ℎ𝜃) = 𝜃, 𝑚− =
limℎ→ℎ−+0𝑚(ℎ), 𝑚+ = limℎ→ℎ+−0𝑚(ℎ),

Λ(𝜃) = 𝜃ℎ𝜃 − ln𝑅(ℎ𝜃).

Доказательство. Как и прежде, если 𝑅(ℎ) < ∞ при ℎ ∈ (ℎ−, ℎ+), то условия
замечания выполнены для сопряженных величин 𝑋(ℎ) с плотностью

𝑓𝑋(ℎ)(𝑥) = 𝑒ℎ𝑥𝑅(ℎ)−1𝑓𝑋(𝑥)

по ℎ из любого компакта в (ℎ−, ℎ+). Тогда можно проделать аналогичный трюк
с сопряжением

𝑓
𝑆
(ℎ)
𝑛

(𝑥) = 𝑓𝑆𝑛(𝑥)𝑒ℎ𝑥𝑅(ℎ)−𝑛,

откуда

𝑓𝑆𝑛(𝑥) = 𝑅(ℎ)𝑛𝑒−ℎ𝑥

(︂
1√

2𝜋𝑛𝜎(ℎ)
𝑒
− (𝑥−𝑚(ℎ)𝑛)2

2𝑛𝜎(ℎ)2 + 𝑜

(︂
1√
𝑛

)︂)︂
.

Таким образом, при 𝑥/𝑛 ∈ (𝑚−,𝑚+) мы можем взять ℎ = ℎ𝑥/𝑛 и получить
отсюда

𝑓𝑆𝑛(𝑥) ∼ 1√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝑥/𝑛)

exp
(︁
−Λ

(︁𝑥
𝑛

)︁
𝑛
)︁
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4.2 Интегро-локальные теоремы

В общем нерешетчатом случае справедлива интегро-локальная теорема Стоуна:

Теорема 3. Пусть 𝑋𝑖 имеют нерешетчатое распределение, E𝑋𝑖 = 𝜇, D𝑋𝑖 =
𝜎2 > 0. Тогда

P(𝑆𝑛 ∈ [𝑥, 𝑥+ ∆𝑛)) =
∆𝑛√
2𝜋𝑛𝜎

𝑒−
(𝑥−𝜇𝑛)2

2𝑛𝜎2 + 𝑜

(︂
∆𝑛√
𝑛

)︂
,

где 𝑜() равномерно мало по 𝑥 ∈ R, ∆𝑛 → 0 — некоторая последовательность.

Замечание 3. Можно утверждать что есть такая последовательность ̃︀∆𝑛 → 0,
что при всех ∆𝑛 > ̃︀∆𝑛

Доказывать указанную теорему мы не будем (желающие могут посмотреть,
например, учебник А.А. Боровкова ”Теория вероятностей” изданий после 2009
года), но отметим, что и в этом случае справедливо замечание о равномерности
по семейству распределений 𝑋(ℎ):

Замечание 4. Если 𝑋
(ℎ)
𝑖 , ℎ ∈ [𝑏, 𝑐], семейство абсолютно непрерывных случай-

ных величин, у которых существует такое 𝑘, что 𝜓(𝑡) интегрируема в 𝑘 сте-
пени (или плотность 𝑆𝑘 ограничена или плотность 𝑆𝑘 интегрируема в квадра-

те) причем при каждом ℎ величины 𝑋
(ℎ)
1 ,...,𝑋

(ℎ)
𝑛 ,... — н.о.р. c E𝑋

(ℎ)
1 = 𝜇(ℎ),

D𝑋
(ℎ)
𝑖 = 𝜎2(ℎ). Предположим, что выполнены следующие условия:

1. Выполнены условия 0 < infℎ∈[𝑏,𝑐] 𝜎(ℎ) ≤ supℎ∈[𝑏,𝑐] 𝜎(𝜃) <∞.

2. При любом 𝛿 > 0 справедливое неравенство supℎ∈[𝑏,𝑐] sup𝑠∈[𝛿,𝜋] |𝜓𝑋
(ℎ)
1

(𝑠)| =

𝑞 < 1,

3. При любом 𝜀 > 0 найдется такое 𝛿 > 0, что при всех ℎ ∈ [𝑏, 𝑐], |𝑡| < 𝛿⃒⃒⃒⃒
𝜓(𝑡) − 1 − 𝑖𝑡E𝑋(ℎ) +

𝑡2

2
E(𝑋(ℎ))2

⃒⃒⃒⃒
< 𝜀𝑡2.

Тогда

P(𝑆(ℎ)
𝑛 ∈ [𝑥, 𝑥+ ∆𝑛)) =

∆𝑛√
2𝜋𝑛𝜎

𝑒
− (𝑥−𝑚(ℎ)𝑛)2

2𝑛𝜎(ℎ)2 + 𝑜

(︂
∆𝑛√
𝑛

)︂
,

где 𝑜() равномерно мало по 𝑥 ∈ R, ∆𝑛 → 0 — некоторая последовательность,
стремящаяся к нулю.
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Теорема 4. Пусть 𝑋𝑖 н.о.р., 𝑅(ℎ) = E𝑒ℎ𝑋 , ℎ ∈ [ℎ−, ℎ+], E𝑒ℎ
+𝑋𝑋2 < +∞,

E𝑒ℎ
−𝑋𝑋2 < +∞. Тогда при некоторой последовательности ∆𝑛 → 0 справедливо

соотношение

P(𝑆𝑛 ∈ [𝑥, 𝑥+ ∆𝑛)) =
(1 + 𝑜(1))∆𝑛√

2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝑥/𝑛)
exp

(︁
−Λ

(︁𝑥
𝑛

)︁
𝑛
)︁
, 𝑛→ ∞,

где 𝑜(1) равномерно мало по 𝑥/𝑛 ∈ [𝑚−,𝑚+].

Доказательство. Как и прежде, если 𝑅(ℎ) < ∞ при ℎ ∈ [ℎ−, ℎ+], то условия
последнего замечания выполнены для сопряженных величин 𝑋(ℎ) с распределе-
нием

P(𝑋(ℎ) ∈ 𝐴) =

∫︁
𝐴

𝑒ℎ𝑥𝑅(ℎ)−1P(𝑋 ∈ 𝑑𝑥)

по ℎ из любого компакта в (ℎ−, ℎ+). Тогда можно проделать аналогичный трюк
с сопряжением

P(𝑆(ℎ)
𝑛 ∈ [𝑥, 𝑥+ ∆𝑛)) = (1 + 𝑜(1))P(𝑆𝑛 ∈ [𝑥, 𝑥+ ∆𝑛))𝑒ℎ𝑥𝑅(ℎ)−𝑛,

откуда

P(𝑆𝑛 ∈ [𝑥, 𝑥+ ∆𝑛)) = 𝑅(ℎ)𝑛𝑒−ℎ𝑥

(︂
∆𝑛√

2𝜋𝑛𝜎(ℎ)
𝑒
− (𝑥−𝑚(ℎ)𝑛)2

2𝑛𝜎(ℎ)2 + 𝑜

(︂
1√
𝑛

)︂)︂
.

Таким образом, при 𝑥/𝑛 ∈ (𝑚−,𝑚+) мы можем взять ℎ = ℎ𝑥/𝑛 и получить
отсюда

P(𝑆𝑛 ∈ [𝑥, 𝑥+ ∆𝑛)) ∼ 1√
2𝜋𝑛𝜎(ℎ𝑥/𝑛)

exp
(︁
−Λ

(︁𝑥
𝑛

)︁
𝑛
)︁
.
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