
8 Некрамеровский случай

8.1 Теорема о больших уклонениях: окончание

Продолжаем доказывать следующую теорему.

Теорема 1. Предположим, что 𝑋𝑖 — н.о.р. случайные величины, 𝐹 (𝑥) = 1 −
𝐹 (𝑥) при 𝑥 → ∞ является правильно меняющейся с показателем −𝛼, 𝛼 > 2,
E𝑋1 = 0, D𝑋1 = 1. Тогда

P(𝑆𝑛 > 𝑥) ∼ 𝑛P(𝑋1 > 𝑥) = 𝑛𝐹 (𝑥)

при любой такой последовательности 𝑥 = 𝑥𝑛, что 𝑥/
√
𝑛 ln𝑛 → ∞.

Доказательство. Для доказательства остается доказать следующую лемму

Лемма 1. В условиях теоремы 1 при некотором ℎ выполнено неравенство

P(𝑆𝑛 > 𝑥;𝐵) ≤
(︂
𝑛𝐹 (𝑦)

𝑟

)︂𝑟−𝛿/2

(1)

при некотором 𝑐 > 0 и любом 𝛿 > 0.

Доказательство. Мы доказали, что при ℎ → 0, ℎ𝑦 → ∞ выполнено соотноше-
ние

E
(︀
𝑒ℎ𝑋1 ;𝑋1 < 𝑦

)︀
≤ exp

(︂
𝑑1ℎ

2 + 𝑑2𝐹

(︂
1

ℎ

)︂
+ 𝐹 (𝑦)𝑒ℎ𝑦(1 + 𝜙(ℎ𝑦))

)︂
,

где 𝜙(𝑠) = 𝑜(1), 𝑠 → ∞. Оценим полученную правую часть:

E
(︀
𝑒ℎ𝑋1 ;𝑋1 < 𝑦

)︀
≤ exp

(︂
𝑑1ℎ

2 + 𝑑2𝐹

(︂
1

ℎ

)︂
+ 𝐹 (𝑦)𝑒ℎ𝑦(1 + 𝜙(ℎ𝑦))

)︂
,

где 𝜙(𝑠) = 𝑜(1), 𝑠 → ∞. Тогда

𝑃1 ≤ exp

(︂
−ℎ𝑥+ 𝑛𝑑1ℎ

2 + 𝑛𝐹 (𝑦)𝑒ℎ𝑦(1 + 𝜙(ℎ𝑦)) + 𝑑2𝑛𝐹

(︂
1

ℎ

)︂)︂
Главная часть

−ℎ𝑥+ 𝑛𝐹 (𝑦)𝑒ℎ𝑦

будет минимальной при ℎ𝑦 = ln 𝑟 − ln(𝑛𝐹 (𝑦)) = 𝑡. При этом

𝑃1 ≤ exp
(︁
−𝑟𝑡+ 𝑛𝑑1𝑡

2𝑦−2 + 𝑟(1 + 𝜙(𝑡)) + 𝑑2𝑛𝐹
(︁𝑦
𝑡

)︁)︁
.
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Величина 𝑡 стремится к бесконечности, 𝑟(1 + 𝜙(𝑡)) стремится к 𝑟, откуда для
доказательства Леммы достаточно показать, что

𝑛𝐹
(︁𝑦
𝑡

)︁
→ 0, 𝑛 → ∞, 𝑛𝑡2𝑦−2 < 𝛿𝑡/2

при достаточно больших 𝑡, 𝑛. Первое из утверждений вытекает из

𝑛𝐹
(︁𝑦
𝑡

)︁
=

𝑜(1)𝑛𝐹 (𝑦)

|𝑡|−𝛼−𝛿
= 𝑜(1)𝑛𝐹 (𝑦)| ln(𝑛𝐹 (𝑦))|𝛼+𝛿 = 𝑜(1).

Второе утверждение вытекает из соотношения

𝑛𝑡𝑦−2 = 𝑛𝑦−2(ln 𝑟− ln(𝑛𝐹 (𝑦))) = 𝑛𝑦−2(ln 𝑟− ln𝑛+ ln 𝑦𝛼− ln𝐿(𝑦)) = 𝑜(1), 𝑛 → ∞,

где мы воспользовались тем, что 𝑦 = 𝑥/𝑟, 𝑥2/(𝑛 ln𝑛) → ∞, ln𝐿(𝑦) < ln 𝑦 при
достаточно большом 𝑦. Лемма доказана.

8.2 Интегральная теорема за границей крамеровской зоны

Будем говорить, что распределение принадлежит классу ℰℛ, если

𝐹 (𝑥) = 𝑒−ℎ+𝑥𝑛𝑥−𝛼
𝑛 𝐿(𝑥𝑛), 𝑛 → ∞,

где 𝛼 > 3, 𝐿(𝑥𝑛) — м.м.ф. В этом случае величина 𝑋 удовлетворяет условию
Крамера на [0, ℎ+], более того 𝑚+ = E𝑋(ℎ+) < +∞.

Действительно,∫︁ ∞

0

𝑢𝑒ℎ
+𝑢𝑑𝐹 (𝑢) = 𝑢𝑒ℎ

+𝑢𝐹 (𝑢)
⃒⃒⃒+∞

0
−
∫︁ ∞

0

𝑒ℎ
+𝑢(1 + ℎ+𝑢)𝐹 (𝑢).

Соответствующий интеграл по (−∞, 0) мажорируется единицей, откуда

E𝑒ℎ
+𝑋𝑋 < ∞.

Следоваельно, конечно и 𝑚+ = 𝑅(ℎ+)−1E𝑒ℎ
+𝑋𝑋.

Мы хотим узнать как устроена асимптотика вероятностей P(𝑆𝑛 > 𝑥𝑛), 𝑥𝑛 >
𝑚+𝑛?

Оказывается, что выполнена следующая теорема
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Теорема 2. Если распределение принадлежит классу ℰℛ, то

P(𝑆𝑛 > 𝑥𝑛) ∼
1

𝑅(ℎ+)
𝑒−Λ(𝑚+)𝑛𝑛𝐹 (𝑥𝑛), 𝑛 → ∞,

где (𝑥𝑛 −𝑚+𝑛)/
√
𝑛 ln𝑛 → ∞, 𝑛 → ∞.

Теорема получается использованием асимптотики для сопряженного блуж-

дания 𝑆
(ℎ+)
𝑛 , но требует более точных оценок, чем полученные нами. В связи с

этим теорему мы оставим без доказательства.
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