
2 Ëîêàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà Ãíåäåíêî

2.1 Ëîêàëüíàÿ ïðåäåëüíàÿ òåîðåìà

Òåîðåìà 1 (Ãíåäåíêî). Ïóñòü Xi � í.î.ð. ðåøåò÷àòûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû c a è øàãîì d, EXi = µ,
DXi = σ2. Òîãäà

P(Sn = k) =
d√
2πnσ

e−
(k−µn)2

2nσ + o

(
1√
n

)
,

ïðè k ∈ an+ dZ, n→∞, ïðè÷åì o() ðàâíîìåðíî ìàëî ïî óêàçàííûì k.

Çàìå÷àíèå 1. Çàìåòèì, ÷òî èç òåîðåìû âûòåêàåò, ÷òî ïðè |k − an| ≤ t
√
n

P(Sn = k) =
d+ o(1)√

2πnσ
e−

(k−µn)2
2nσ ,

ïðè÷åì o(1) ðàâíîìåðíî ìàëî ïî ðàññìàòðèâàåìûì k. Äåéñòâèòåëüíî, â ñèëó òåîðåìû

P(Sn = k)

d√
2πnσ

e−
(k−µn)2

2nσ

= 1 +
o (1)

e−
(k−µn)2

2nσ

→ 1, n→∞,

ðàâíîìåðíîñòü ïî k âûòåêàåò èç îãðàíè÷åííîñòè ñíèçó çíàìåíàòåëÿ â ïîñëåäíåì ñëàãàåìîì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî a = 0, d = 1, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå ïåðåéäåì îò âåëè÷èí Xi ê
(Xi − a)/d.
Áóäåì äîêàçûâàòü òåîðåìó íà îñíîâå ôîðìóëû îáðàùåíèÿ äëÿ äèñêðåòíîãî ñëó÷àÿ

P(Sn = k) =
1

2π

∫ π

−π
e−itkψnX1

(t)dt =
1

2πσ
√
n

∫ πσ
√
n

−πσ
√
n

e
− itk
σ
√
nψnX1

(
t

σ
√
n

)
dt.

Ïîëîæèì x = k−an√
nσ
, òîãäà

P(Sn = x) =
1

2πσ
√
n

∫ πσ
√
n

−πσ
√
n

e−itxe−it
a
σ

√
nψnX1

(
t

σ
√
n

)
dt =

1

2πσ
√
n

∫ πσ
√
n

−πσ
√
n

e−itxψnX1−a
σ

(
t√
n

)
dt.

Ïðè ýòîì ∣∣∣∣∫
δσ
√
n<|t|<πσ

√
n

e−itxψnX1−a
σ

(
t√
n

)
dt

∣∣∣∣ ≤ πσ
√
nqn,

ãäå supδ<|s|<π |ψX1(s)| = q. Çàìåòèì, ÷òî åñëè ψX1(s0) = eis0b, òî ψX1−b(s0) = 1, îòêóäà

P

(
X1 ∈

{
b+

2πk

s0
, k ∈ Z

})
= 1.

Òîãäà øàã X1 áóäåò 2π
s0
, ÷òî, â ñî÷åòàíèè ñ ðåøåò÷àòîñòüþ è d = 1 äàåò s0 > 2π. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò

δ < s < π, òî åñòü q < 1 è îöåíèâàåìûé èíòåãðàë ýêñïîíåíöèàëüíî ìàë ïî n.
Â ýòîì ìåñòå ìû îñòàíîâèëèñü âî âðåìÿ ëåêöèè

Ïðè ýòîì

1√
2πnσ

e−
x2

2 =
1

2πσ
√
n

∫ ∞
−∞

e−itxe−t
2/2dt =

1

2πσ
√
n

∫
|t|≤δσ

√
n

e−itxe−t
2/2dt+

o(1)√
n
,

ãäå o(1) ðàâíîìåðíî ïî x ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè n→∞, ïîñêîëüêó∫
|t|>δσ

√
n

e−t
2/2dx = o(1).
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Òåì ñàìûì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òðåáóåìîé ôîðìóëû, íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî
ìàëûõ δ

1

2πσ
√
n

∫
|t|<δσ

√
n

e−itx
(
ψnX1−a

σ

(
t√
n

)
− e−t2/2

)
dt =

ε√
n
.

Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ îöåíèòü ∫
|t|<δσ

√
n

e−t
2/2

∣∣∣∣∣en
(
lnψX1−a

σ

(
t√
n

)
+ t2

2n

)
− 1

∣∣∣∣∣ dt.
Ïðè ëþáîì ε > 0 è äîñòàòî÷íî ìàëîì δ ïðè |s| < δ âåðíî íåðàâåíñòâî∣∣∣∣lnψX1−a

σ
(s) +

s2

2

∣∣∣∣ < εs2.

Òîãäà îöåíèâàåìûé èíòåãðàë íå ïðåâîñõîäèò∫ ∞
−∞

e−t
2/2max

(
eεt

2 − 1, 1− e−εt2
)
dt < ε1

ïðè ëþáîì ε1 > 0 è äîñòàòî÷íî ìàëûõ ε > 0.

2.2 Áîëüøèå óêëîíåíèÿ

Òåîðåìà Ãíåäåíêî ïîäðîáíî õàðàêòåðèçóåò ïîâåäåíèå Sn â O(
√
n) îêðåñòíîñòè ñðåäíåãî, íî îñòàâëÿ-

åò îòêðûòûì âîïðîñ î òîì, êàê âåäóò ñåáÿ P(Sn = k) ïðè áîëåå óäàëåííûõ k, äàâàÿ ëèøü îöåíêó o(n−1/2).

×òîáû íàó÷èòüñÿ ðàáîòàòü ñ k, óäàëåííûìè îò µn, íàì ïîíàäîáèòñÿ òàêàÿ èäåÿ:

P(Sn = k) =
∑

k1+...+kn=k

P(X1 = k1)...P(Xn = kn) =

e−hk

(EehX)n

∑
k1+...+kn=k

P
(
X

(h)
1 = k1

)
...P

(
X(h)
n = kn

)
= e−hkR(h)nP(S(h)

n = k),

ãäå R(h) = EehX ,

P(X
(h)
1 = k) =

ehk

R(h)
P(X1 = k).

Òàêîå ðàñïðåäåëåíèå íàçûâàþò ñîïðÿæåííûì. Ìû õîòèì ïîäîáðàòü ïàðàìåòð h òàê, ÷òî

EX
(h)
1 =

k

n
,

òîãäà òåîðåìà Ãíåäåíêî ñòàíåò ðàáîòàòü õîðîøî è

P
(
S(h)
n = k

)
=

1√
2πnDX

(h)
1

+ o

(
1√
n

)
.

Çíà÷èò,

P(Sn = k) =
1 + o(1)√
2πnDX

(h)
1

e−hkR(h)n.

Íî ïðåæäå ÷åì ìû çàäàäèìñÿ âîïðîñàìè ÷åìó ðàâíû ñðåäíåå è äèñïåðñèÿ òàêîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, îò-
ìåòèì, ÷òî â íàøèõ ðàññóæäåíèÿ åñòü íåàêêóðàòíîñòü. Ïîñêîëüêó ìû õîòèì ïîëó÷èòü ñîîòíîøåíèå
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EX
(h)
1 = k/n, ïàðàìåòð h áóäåò çàâèñåòü îò n. Íî òîãäà ïðè êàæäîì n ó Xi áóäåò ñâîå ðàñïðåäåëåíèå, à

â èñõîäíîé òåîðåìå Ãíåäåíêî òàêîãî íå ïîçâîëÿëîñü. Ïîýòîìó íàì ïîíàäîáèòñÿ ðàâíîìåðíîñòü î-ìàëîãî
â òåîðåìå Ãíåäåíêî ïî âñåì h.

Äëÿ ýòîãî îòìåòèì ñëåäóþùåå ñâîéñòâî ïðîâåäåííûõ íàìè â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû Ãíåäåíêî îöåíîê.

Çàìå÷àíèå 2. Åñëè X
(h)
i , h ∈ [b, c], ñåìåéñòâî ðåøåò÷àòûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ñ îäèíàêîâûì a, d, ïðè÷åì

ïðè êàæäîì h âåëè÷èíû X
(h)
1 ,...,X

(h)
n ,... � í.î.ð. c EX

(h)
1 = µ(h), DX

(h)
i = σ2(h). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî

âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ:

1. Âûïîëíåíû óñëîâèÿ 0 < infh∈[b,c] σ(h) ≤ suph∈[b,c] σ(θ) <∞.

2. Ïðè ëþáîì δ > 0 ñïðàâåäëèâîå íåðàâåíñòâî suph∈[b,c] sups∈[δ,π] |ψX(h)
1
(s)| = q < 1,

3. Ïðè ëþáîì ε > 0 íàéäåòñÿ òàêîå δ > 0, ÷òî ïðè âñåõ h ∈ [b, c], |s| < δ∣∣∣∣∣lnψX
(h)
1 −µ(h)
σ(h)

(s) +
s2

2

∣∣∣∣∣ < ε.

Òîãäà ïðè ëþáîì t è |k − an| ≤ t
√
n

P(Sn = k) =
1√

2πnσ(h)
e−

(k−µ(h)n)2
2nσ(h) + o(n−1/2),

ïðè÷åì o(1) ðàâíîìåðíî ìàëî ïî ðàññìàòðèâàåìûì k è h ∈ [b, c].
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