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1. Ìàðòèíãàëû ñ äèñêðåòíûì è íåïðåðûâíûì âðåìåíåì: îïðåäåëåíèå è ïðèìåðû. Âûèãðûø
â ñïðàâåäëèâîé èãðå ñ çàâèñÿùåé îò âðåìåíè ïðåäñêàçóåìîé ñòàâêîé êàê ìàðòèíãàë. Ñòðàòåãèÿ
óäâîåíèÿ ñòàâêè. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ëîêàëüíûõ ïëîòíîñòåé êàê ìàðòèíãàë.

2. Ñóáìàðòèíãàëû è ñóïåðìàðòèíãàëû. Ðàçëîæåíèå Äóáà äëÿ ñóáìàðòèíãàëîâ. Êâàäðàòè÷å-
ñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà ìàðòèíãàëà, ïðèìåíåíèå ê ñóììàì íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.

3. Íåðàâåíñòâî Äóáà è íåðàâåíñòâî Êîëìîãîðîâà-Äóáà äëÿ ìàêñèìóìà ñóáìàðòèíãàëà ñ äèñ-
êðåòíûì âðåìåíåì

4. Íåðàâåíñòâî Äóáà äëÿ ìàêñèìóìà ñóáìàðòèíãàëà ñ íåïðåðûâíûì âðåìåíåì.
5. Íåðàâåíñòâî Äóáà äëÿ ñðåäíåãî ÷èñëà ïåðåñå÷åíèé ïîëîñû ñóáìàðòèíãàëîì ñ äèñêðåòíûì

âðåìåíåì.
6. Ñõîäèìîñòü ñóáìàðòèíãàëà ñ îãðàíè÷åííûì ïåðâûì àáñîëþòíûì ìîìåíòîì.
7. Ýêâèâàëåíòíûå îïðåäåëåíèÿ ðàâíîìåðíîé èíòåãðèðóåìîñòè ñåìåéñòâà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
8. Ñõîäèìîñòü è çàìûêàåìîñòü ñïðàâà ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìîãî ñóáìàðòèíãàëà ñ äèñêðåò-

íûì âðåìåíåì.
9. Òåîðåìà Ï. Ëåâè î ñõîäèìîñòè óñëîâíûõ ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé îòíîñèòåëüíî ìîíîòîí-

íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè σ-àëãåáð.
10. Ïîòîêè σ-àëãåáð è ìàðêîâñêèå ìîìåíòû: ïðèìåðû (ìîìåíò ïåðâîãî äîñòèæåíèÿ èçìåðèìî-

ãî ìíîæåñòâà � äëÿ äèñêðåòíîãî âðåìåíè è çàìêíóòîãî ìíîæåñòâà � äëÿ íåïðåðûâíîãî âðåìåíè).
11. Îïåðàöèè íàä ìàðêîâñêèìè ìîìåíòàìè, ïðèâîäÿùèå ê ìàðêîâñêèì ìîìåíòàì: ìàêñèìóì è

ìèíèìóì ìàðêîâñêèõ ìîìåíòîâ, ïðåäåë âîçðàñòàþùåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàðêîâñêèõ ìîìåíòîâ,
ôóíêöèè ìàðêîâñêîãî ìîìåíòà.

12. Ìàðòèíãàëüíûå ñâîéñòâà ìàðòèíãàëà, îñòàíîâëåííîãî â ìàðêîâñêèé ìîìåíò.
13. Òåîðåìà î ñâîáîäíîì âûáîðå äëÿ ñóáìàðòèíãàëîâ ñ äèñêðåòíûì âðåìåíåì.
14. Ïðèìåíèìîñòü òåîðåìû î ñâîáîäíîì âûáîðå ê ðàâíîìåðíî èíòåãðèðóåìîìó ñóáìàðòèíãàëó.
15. Ïåðâîå òîæäåñòâî Âàëüäà äëÿ ñóììû ñëó÷àéíîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
16. Âòîðîå òîæäåñòâî Âàëüäà äëÿ ñóììû ñëó÷àéíîãî ÷èñëà íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí.
17. Óñëîâèÿ ðàâåíñòâà ìàòåìàòè÷åñêèõ îæèäàíèé ìàðòèíãàëà â íåñëó÷àéíûé è â ìàðêîâñêèé

ìîìåíòû.
18. Ïðèìåíåíèå ìàðòèíãàëîâ ê çàäà÷å î ðàçîðåíèè èãðîêà: âû÷èñëåíèå âåðîÿòíîñòåé ðàçîðå-

íèÿ êàæäîãî èç èãðîêîâ è ñðåäíåé ïðîäîëæèòåëüíîñòè èãðû.
19. Ïðèìåíåíèå ìàðòèíãàëîâ ê óðíîâîé ñõåìå Ïîéà. Ïðåäåëüíîå ðàñïðåäåëåíèå ñîîòâåòñòâó-

þùåãî ìàðòèíãàëà.
20. Ïðèìåíåíèå ìàðòèíãàëîâ ê òåîðèè ñòðàõîâàíèÿ. Ìîäåëü Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà â çàäà÷å î

ðàçîðåíèè ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Óñëîâèå ïîëîæèòåëüíîñòè ñðåäíåãî äîõîäà êîìïàíèè.
21. Ìîäåëü Êðàìåðà-Ëóíäáåðãà â çàäà÷å î ðàçîðåíèè ñòðàõîâîé êîìïàíèè. Äîêàçàòåëüñòâî

òîãî, ÷òî Zt := exp[−rXt − tg(r)] � ìàðòèíãàë îòíîñèòåëüíî ïîòîêà σ-àëãåáð At := σ(Xs, s ≤ t),
ãäå Xt � êàïèòàë ñòðàõîâîé êîìïàíèè â ìîìåíò t, g(r) := λ

∫∞
0 (erx − 1)F (dx) − cr, F � ôóíê-

öèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ ðàçìåðà ñòðàõîâûõ âûïëàò, λ � ïàðàìåòð ïóàññîíîâñêîãî ïîòîêà ìîìåíòîâ
ñòðàõîâûõ âûïëàò, r > 0.



22. Âèíåðîâñêèé ïðîöåññ Wt. Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå èíòåãðàëüíûõ ñóìì
∑

i Wθi
(Wti+1 −

Wti) äëÿ ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ âûáîðà òî÷åê θi ∈ [ti, ti+1] (θi = ti, ti+1, (ti + ti+1)/2).
23. Îïðåäåëåíèå ñòîõàñòè÷åñêîãî èíòåãðàëà Èòî

∫∞
0 ftdWt =: J (f) íà ìíîæåñòâå H0 ïðîñòûõ

êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìûõ ñëó÷àéíûõ ôóíêöèé f , ñîãëàñîâàííûõ ñ ôèëüòðàöèåé {At}. Êîð-
ðåêòíîñòü îïðåäåëåíèÿ, ëèíåéíîñòü è èçîìåòðè÷íîñòü îòîáðàæåíèÿ f 7→ J (f), ïðîäîëæåíèå íà
ïðîñòðàíñòâî Hcl

0 � çàìûêàíèå H0 â L2⊗-ìåòðèêå.
24. Ñâîéñòâà èíòåãðàëà Èòî íà Hcl

0 : 1) ëèíåéíîñòü, 2) ñîõðàíåíèå ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ,
3) ðàâåíñòâî M(J (f)|As) = 0 äëÿ ôóíêöèé f , óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ ft ≡ 0 ïðè t < s, 4)
ðàâåíñòâî M(J (f)J (ḡ)|As) = M

(∫ t
s fuḡudu|As

)
, åñëè s < t è fu ≡ gu ≡ 0 ïðè u < s.

25. Ïðèçíàêè èíòåãðèðóåìîñòè â ñìûñëå Èòî (ôîðìóëèðîâêà): ïðîãðåññèâíàÿ èçìåðèìîñòü è
ñîãëàñîâàííîñòü ñ ôèëüòðàöèåé, ñîîòíîøåíèå ìåæäó íèìè. Äîêàçàòåëüñòâî ïðîãðåññèâíîé èçìå-
ðèìîñòè âñÿêîé ñîãëàñîâàííîé ñ ôèëüòðàöèåé íåïðåðûâíîé ñïðàâà ñëó÷àéíîé ôóíêöèè.

26. Èíòåãðèðóåìîñòü ïî Èòî âñÿêîé ïðîãðåññèâíî èçìåðèìîé êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìîé ñëó-
÷àéíîé ôóíêöèè.

27. Ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâa J (f) = 0 íà ìíîæåñòâå {ω ∈ Ω : ft(ω) = 0 ïðè âñåõ t > 0} äëÿ
âñÿêîé ñîãëàñîâàííîé ñ ôèëüòðàöèåé ñëó÷àéíîé ôóíêöèè f ∈ Hcl

0 .
28. Äîêàçàòåëüñòâî ðàâåíñòâà

∫∞
0 I[0,τ)(s)fsdWs = ξτ , ãäå ξt =

∫ t
0 fsdWs, f � ïðîãðåññèâíî

èçìåðèìàÿ ôóíêöèÿ èç Hcl
0 è τ � îãðàíè÷åííûé ìàðêîâñêèé ìîìåíò.

29. Ïðîöåññ ξt :=
∫ t
0 fsdWs äëÿ f ∈ Hcl

0 êàê ìàðòèíãàë ñ ï.í. íåïðåðûâíûìè ðåàëèçàöèÿìè
(âîçìîæíîñòü âûáîðà ïîäõîäÿùåãî âàðèàíòà èíòåãðàëà ïðè êàæäîì t).

30. Îïðåäåëåíèå èíòåãðàëà Èòî äëÿ èçìåðèìûõ ñîãëàñîâàííûõ ñ ôèëüòðàöèåé ôóíêöèé f = ft,
óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ

∫ t
0f

2
s ds < ∞ ï.í. ïðè âñåõ t ∈ (0,∞).

31. Ñòîõàñòè÷åñêèé äèôôåðåíöèàë. Ôîðìóëà Èòî, óñëîâèÿ åå ïðèìåíèìîñòè. Ïðèìåðû: ñòå-
ïåíü âèíåðîâñêîãî ïðîöåññà, ñòîõàñòè÷åñêàÿ ýêñïîíåíòà, âû÷èñëåíèå ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ
ãèðñàíîâñêîé ýêñïîíåíòû â ñëó÷àå, êîãäà îïðåäåëÿþùàÿ åå ôóíêöèÿ îãðàíè÷åííà.

32. Âåðõíÿÿ îöåíêà ìàòåìàòè÷åñêîãî îæèäàíèÿ ãèðñàíîâñêîé ýêñïîíåíòû â ñëó÷àå, êîãäà îïðå-
äåëÿþùàÿ åå ôóíêöèÿ ïðîãðåññèâíî èçìåðèìà è êâàäðàòè÷íî èíòåãðèðóåìà.

33. Ôîðìóëà Èòî â ìíîãîìåðíîì ñëó÷àå (ôîðìóëèðîâêà, äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ ïðèìåíèìîñòè).
Ïðèìåð ïðèìåíåíèÿ: âû÷èñëåíèå ñðåäíåãî âðåìåíè äîñòèæåíèÿ âèíåðîâñêèì ïðîöåññîì ãðàíèöû
øàðà |x| ≤ R â ïðîñòðàíñòâå ïðîèçâîëüíîé ðàçìåðíîñòè.

34. Ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ñèëüíûå è ñëàáûå ðåøåíèÿ: ôîðìóëèðîâ-
êà òåîðåìû ñóùåñòâîâàíèÿ, ìåòîä ïîñëåäîâàòåëüíûõ ïðèáëèæåíèé.

35. Ñòîõàñòè÷åñêèå äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ. Ôîðìóëèðîâêà è äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû
åäèíñòâåííîñòè.

36. Ñòîõàñòè÷åñêîå óðàâíåíèå Ëàíæåâåíà. ßâíûé âèä ðåøåíèÿ, óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ îíî
ÿâëÿåòñÿ ñòàöèîíàðíûì ãàóññîâñêèì ïðîöåññîì (ïðîöåññîì Îðíøòåéíà�Óëåíáåêà). Ñì. [1], ãë. 8,
�� 13,14
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