
Ïðåäìåò ìîèõ çàíÿòèé ìîæíî êðàòêî îïèñàòü êàê ñòàòèñòè÷åñêèå
ñâîéñòâà òðàåêòîðèé äèíàìè÷åñêèõ ñèñòåì è ðîäñòâåííûå âîïðîñû. Âîò
äîâîëüíî îáùèé ïðèìåð äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìû: ïóñòü (Ω,F , P ) � âå-
ðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî è T : Ω → Ω � âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîá-
ðàæåíèå, ñîõðàíÿþùåå ìåðó P , ò.å. òàêîå, ÷òî P (TF ) = P (F ) äëÿ âñåõ
F ∈ F ; äèíàìè÷åñêîé ñèñòåìîé íàçûâàåòñÿ ÷åòâåðêà (Ω,F , P, T ). Òðàåê-
òîðèÿ òî÷êè ω ∈ Ω � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òî÷åê T nω, n = 0, 1, . . . ,
ãäå T n � ïîñëåäîâàòåëüíûå èòåðàöèè îòîáðàæåíèÿ T . Còàòèñòè÷åñêèå
ñâîéñòâà êàñàþòñÿ ïîâåäåíèÿ îòðåçêîâ òðàåêòîðèé äëèíû n ïðè n →∞.
Ìîæíî, íàïðèìåð, ñòàâèòü âîïðîñ î òîì, ïðîïîðöèîíàëüíà ëè àñèìï-
òîòè÷åñêàÿ äîëÿ òåõ n, ïðè êîòîðûõ T nω ∈ A, âåðîÿòíîñòè P (A) äëÿ
âñåõ A ∈ F è ïî÷òè âñåõ ω. Ïðîáëåìû òàêîãî ðîäà íàõîäèòñÿ íà ñòû-
êå íåñêîëüêèõ îáëàñòåé ìàòåìàòèêè, íî â ïåðâóþ î÷åðåäü ýòî � òåîðèÿ
âåðîÿòíîñòåé è òåîðèè ñëó÷àéíûõ ïðîöåññîâ. Îá ýòèõ ïðîáëåìàõ ìîæ-
íî ïîëó÷èòü íåêîòîðîå ïðåäñòàâëåíèå, ïîëèñòàâ äâå íå î÷åíü òîëñòûå
êíèæêè:

Ï. Áèëëèíãñëåé. Ýðãîäè÷åñêàÿ òåîðèÿ è èíôîðìàöèÿ,
ß.Ã. Ñèíàé. Ââåäåíèå â ýðãîäè÷åñêóþ òåîðèþ.
À âîò ïðèìåð êîíêðåòíîé çàäà÷è, èìåþùåé èäåéíóþ, õîòÿ è íå ñëèø-

êîì î÷åâèäíóþ ñâÿçü ñî ñêàçàííûì, êîòîðóþ çàòî ìîæíî íà÷èíàòü ðå-
øàòü, ïî÷òè íè÷åãî çàðàíåå èç ýòîé îáëàñòè íå çíàÿ. Îíà êàñàåòñÿ êëàññè-
÷åñêîãî îáúåêòà � òàê íàçûâàåìîé êðèâîé Êîõà. Âîçüìåì îòðåçîê [0, 1],
ðàçäåëèì åãî íà òðè ðàâíûå ÷àñòè, ïîñòðîèì íà ñðåäíåé èç íèõ ïðàâèëü-
íûé òðåóãîëüíèê è óäàëèì åãî îñíîâàíèå. Ïîëó÷èòñÿ ëîìàíàÿ èç ÷åòûðåõ
çâåíüåâ, êàæäîå äëèíîé 1/3. Ñ ýòèìè çâåíüÿìè ñäåëàåì òî æå ñàìîå, ÷òî
òîëüêî ÷òî ñäåëàëè ñ åäèíè÷íûì îòðåçêîì, è ò.ä. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â
ïðåäåëå ïîëó÷èòñÿ íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ, êîòîðàÿ íå äèôôåðåíöèðóåìà
íè â îäíîé òî÷êå. Íîðâåæñêèé ìàòåìàòèê Í. Ô. Õ. ôîí Êîõ ïðèäóìàë
ýòó êîíñòðóêöèþ (â íà÷àëå ïðîøëîãî âåêà), ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ïðèìåð
ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî ó çíàìåíèòîé ôóíêöèè Âåéåðøòðàññà, ìîæ-
íî ïîëó÷èòü ñðåäñòâàìè ýëåìåíòàðíîé ãåîìåòðèè. Ó ýòîé êðèâîé åñòü è
äðóãèå èíòåðåñíûå ñâîéñòâà: íàïðèìåð, åå äëèíà áåñêîíå÷íà, à ïëîùàäü
ìåæäó íåé è ãîðèçîíòàëüíîé îñüþ êîíå÷íà. Êðèâàÿ Êîõà � îäèí èç ïðî-
ñòåéøèõ ïðèìåðîâ ôðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà: â òî âðåìÿ êàê ðàçìåðíîñòü
(ïîíèìàåìàÿ â ëþáîì ðàçóìíîì ñìûñëå) âñÿêîé ãëàäêîé êðèâîé ðàâíà
åäèíèöå, à ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè � äâóì, ó êðèâîé Êîõà îíà ïðèíèìàåò
ïðîìåæóòî÷íîå äðîáíîå çíà÷åíèå. Åñëè ê ïåðâîíà÷àëüíîìó îòðåçêó äî-
áàâèòü åùå äâà òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê è êàæ-
äóþ åãî ñòîðîíó ïðåâðàòèòü â êðèâóþ Êîõà, òî ïîëó÷èòñÿ ìíîæåñòâî,
íàçûâàåìîå ñíåæèíêîé Êîõà, îíî (à òî÷íåå, åãî äîïðåäåëüíûé âàðèàíò)
äåéñòâèòåëüíî ïîõîæå íà ñíåæèíêó (äîñòàòî÷íî çàãëÿíóòü â Èíòåðíåò).
Â êîíñòðóêöèþ Êîõà ìîæíî ââåñòè ñëó÷àéíîñòü (ïðè÷åì ðàçíûìè ñïî-
ñîáàìè). Íàïðèìåð, íà êàæäîì øàãå ìîæíî áðîñàòü ìîíåòó è ïðè îäíîì
èñõîäå ñòðîèòü òðåóãîëüíèê íà î÷åðåäíîì çâåíå, à ïðè äðóãîì � ñðàçó
ïåðåõîäèòü ê ñëåäóþùåìó çâåíó. Âîçíèêàåò ìíîãî âîïðîñîâ î ñâîéñòâàõ
ïðåäåëüíîé êðèâîé (â ïåðâóþ î÷åðåäü íàäî ïîíÿòü, â êàêîì ñìûñëå îíà
ñóùåñòâóåò). Íà íåêîòîðûå èç íèõ ïîëó÷èòü îòâåò äîâîëüíî ëåãêî, äðóãèå
ãîðàçäî òðóäíåå, íî è èíòåðåñíåå. Âî âñÿêîì ñëó÷àå çäåñü îòêðûâàåòñÿ
øèðîêîå ïîëå äåÿòåëüíîñòè.


