
(Ω,F ,P) � âåðîÿòíîñòíîå ïðîñòðàíñòâî,
T : Ω → Ω � èçìåðèìîå îòîáðàæåíèå,
T n+1(ω) := T (T n(ω)), ω ∈ Ω, n = 0, 1, 2, . . . ,
T 0 � òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå.
ξ � ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ξn(ω) := ξ(T n(ω)).

Ïóñòü ϕ(x) :=
∑∞

k=1 akx
n � ñòåïåííîé ðÿä ñ íåîò-

ðèöàòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè è ðàäèóñîì ñõîäè-
ìîñòè R ∈ (0,∞). Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ(R) < ∞.
Ïóñòü ϕn(x) :=

∑∞
k=1 akx

n � n-ÿ ÷àñòè÷íàÿ ñóììà
ýòîãî ðÿäà. Îïðåäåëèì Rn ðàâåíñòâîì ϕ(Rn) = ϕ(R).

Ñðàâíèì ϕ′(R) è ϕ′n(Rn). Ëîãè÷åñêè âîçìîæíû òðè
ñëó÷àÿ: 1) âñåãäà ϕ′(R) ≤ ϕ′n(Rn), 2) âñåãäà ϕ′(R) ≥
ϕ′n(Rn), 3) èíîãäà âåðíî ïåðâîå, à èíîãäà âòîðîå.

1

0 R Rn
x
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Òåìû êóðñîâûõ ðàáîò. Ýòè òåìû ñêîðåå ÿâëÿþòñÿ
íàïðâëåíèÿìè, âíóòðè êàæäîãî èç êîòîðûõ ìîæåò
áûòü íåñêîëüêî áîëåå êîíêðåòíûõ òåì.

1. Ñèìâîëè÷åñêèå öåïè Ìàðêîâà.
Îáû÷íàÿ öåïü Ìàðêîâà ñ êîíå÷íûì èëè ñ÷åòíûì

÷èñëîì ñîñòîÿíèé � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ñëó÷àé-
íûõ âåëè÷èí ξ1, ξ2, . . . , â êîòîðîé ïðè êàæäîì n >

1 óñëîâíîå ðàñïðåäåëåíèå âåëè÷èíû ξn ïðè óñëîâèè
ξ1, ξ2, . . . , ξn−1 çàâèñèò òîëüêî îò ξn−1. Åé îòâå÷àåò
îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, âåðøèíû êîòîðîãî � ýòî çíà-
÷åíèÿ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξi (ñîñòîÿíèÿ), à ðåáðî ïðî-
âåäåíî èç îäíîé âåðøèíû â äðóãóþ â òîì è òîëüêî â
òîì ñëó÷àå, êîãäà âåðîÿòíîñòü ïåðåõîäà èç ïåðâîé âî
âòîðóþ ïîëîæèòåëüíà. Â òåîðèè ñèìâîëè÷åñêèõ öå-
ïåé Ìàðêîâà îðèåíòèðîâàííûé ãðàô ôèêñèðóåòñÿ,
à çíà÷åíèÿ ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé ìîæíî ìåíÿòü.
Îäíà èç òèïè÷íûõ çàäà÷: êàê âûáðàòü âåðîÿòíîñòè
ïåðåõîäà, ÷òîáû ïîëó÷èëàñü "íàèáîëåå ñëó÷àéíàÿ"
öåïü Ìàðêîâà? ×òî çíà÷èò "íàèáîëåå ñëó÷àéíàÿ",
ìîæíî îïðåäåëèòü òî÷íî, íî ïîêà äîñòàòî÷íî ïîíè-
ìàòü ýòî èíòóèòèâíî. Ýòà çàäà÷à èìååò îòíîøåíèå ê
ñòàòèñòè÷åñêîé ôèçèêå.
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2. Ñëó÷àéíûå ôðàêòàëüíûå ìíîæåñòâà.
Ðàçäåëèì îòðåçîê [0, 1] íà òðè ðàâíûå ÷àñòè, ïî-

ñòðîèì íà ñðåäíåé èç íèõ ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê
è óäàëèì åãî îñíîâàíèå. Ïîëó÷èòñÿ ëîìàíàÿ èç ÷åòû-
ðåõ çâåíüåâ, êàæäîå äëèíîé 1/3. Ñ ýòèìè çâåíüÿìè
ñäåëàåì òî æå ñàìîå, ÷òî òîëüêî ÷òî ñäåëàëè ñ åäè-
íè÷íûì îòðåçêîì, è ò.ä. Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî â ïðå-
äåëå ïîëó÷èòñÿ íåïðåðûâíàÿ êðèâàÿ, êîòîðàÿ íå ÿâ-
ëÿåòñÿ ãëàäêîé íè â îäíîé òî÷êå. Íîðâåæñêèé ìàòå-
ìàòèê Í. Ô. Õ. ôîí Êîõ ïðèäóìàë ýòó êîíñòðóêöèþ
(â íà÷àëå ïðîøëîãî âåêà), ÷òîáû ïîêàçàòü, ÷òî ïðè-
ìåð ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè, ÷òî ó çíàìåíèòîé ôóíê-
öèè Âåéåðøòðàññà, ìîæíî ïîëó÷èòü ñðåäñòâàìè ýëå-
ìåíòàðíîé ãåîìåòðèè. Ó ýòîé êðèâîé åñòü è äðóãèå
èíòåðåñíûå ñâîéñòâà. Êðèâàÿ Êîõà � îäèí èç ïðî-
ñòåéøèõ ïðèìåðîâ ôðàêòàëüíîãî ìíîæåñòâà: â òî âðå-
ìÿ êàê ðàçìåðíîñòü (ïîíèìàåìàÿ â ëþáîì ðàçóì-
íîì ñìûñëå) âñÿêîé ãëàäêîé êðèâîé ðàâíà åäèíèöå,
à ãëàäêîé ïîâåðõíîñòè � äâóì, ó êðèâîé Êîõà îíà
ïðèíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå äðîáíîå çíà÷åíèå.
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Åñëè ê ïåðâîíà÷àëüíîìó îòðåçêó äîáàâèòü åùå äâà
òàê, ÷òîáû ïîëó÷èëñÿ ïðàâèëüíûé òðåóãîëüíèê, è
êàæäóþ åãî ñòîðîíó ïðåâðàòèòü â êðèâóþ Êîõà, òî
ïîëó÷èòñÿ ìíîæåñòâî, íàçûâàåìîå ñíåæèíêîé Êîõà,
îíî (à òî÷íåå, åãî äîïðåäåëüíûé âàðèàíò) äåéñòâè-
òåëüíî ïîõîæå íà ñíåæèíêó (äîñòàòî÷íî çàãëÿíóòü
â Èíòåðíåò). Â êîíñòðóêöèþ Êîõà ìîæíî ðàçíûìè
ñïîñîáàìè ââåñòè ñëó÷àéíîñòü. Íàïðèìåð, íà êàæ-
äîì øàãå ìîæíî áðîñàòü ìîíåòó è ïðè îäíîì èñõîäå
ñòðîèòü òðåóãîëüíèê íà î÷åðåäíîì çâåíå, à ïðè äðó-
ãîì � ñðàçó ïåðåõîäèòü ê ñëåäóþùåìó çâåíó. Âîçíè-
êàåò ìíîãî âîïðîñîâ î ñâîéñòâàõ ïðåäåëüíîé êðèâîé
(â ïåðâóþ î÷åðåäü íàäî ïîíÿòü, â êàêîì ñìûñëå îíà
ñóùåñòâóåò). Íà íåêîòîðûå èç íèõ ïîëó÷èòü îòâåò
äîâîëüíî ëåãêî, äðóãèå ãîðàçäî òðóäíåå, íî è èíòå-
ðåñíåå. Âî âñÿêîì ñëó÷àå, çäåñü îòêðûâàåòñÿ øèðî-
êîå ïîëå äåÿòåëüíîñòè.
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