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ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ

Целью настоящей работы является построение
асимптотической двухконтинуальной модели те(
чения суспензии в вертикальной трещине гидро(
разрыва с учетом конечной объемной доли частиц
и рассогласования скоростей фаз. Изучение дан(
ного явления представляет интерес в связи с не(
обходимостью построения математических моде(
лей для внедрения в коммерческие программные
комплексы, которые используются при числен(
ном моделировании течения суспензии в трещи(
не в приложении к технологии гидроразрыва
нефтеносного пласта [1]. Существующие модели
переноса частиц в трещине [2–4] были постули(
рованы в рамках приближения эффективной
жидкости, где суспензия считается вязкой несжи(
маемой жидкостью с плотностью и вязкостью, за(
висящими от объемной концентрации частиц.

Рассматривается трехмерное нестационарное
ламинарное течение суспензии в вертикальной
трещине гидроразрыва в поле силы тяжести g. Не(
сущая фаза – вязкая несжимаемая ньютоновская

жидкость плотности  и вязкости μ0. Дисперс(
ная среда состоит из одинаковых неколлоидных
сферических частиц радиуса σ с плотностью ма(

териала  и массой одиночной частицы m. Тре(
щина считается вертикальным каналом перемен(
ной ширины w. Вводится система координат Oxyz
с осями x и y, направленными по горизонтали и
вертикали, и с осью z, направленной перпендику(
лярно срединной плоскости трещины. Единичные
орты системы координат обозначены e1, e2, e3. Сус(
пензия рассматривается как комбинация двух
взаимопроникающих и взаимодействующих кон(
тинуумов: среды частиц и несущей фазы. Среда
частиц характеризуется объемной концентрацией

ρf
0

ρp
0

C, числовой концентрацией np, плотностью ρp =

= C  и среднемассовой скоростью vp. Несущая
фаза описывается осредненной плотностью ρf =

= (1 – C)  и среднемассовой скоростью vf.

В рамках двухконтинуального подхода [5]
дифференциальные уравнения законов сохране(
ния массы и импульса для каждой фазы записы(
ваются в размерной форме:

(1)

(2)

(3)

Граничные условия в размерной форме имеют вид

(4)

На входе в трещину задается скорость жидко(
сти vf0 и концентрация частиц C0. На стенках тре(
щины задана нормальная скорость жидкости vl, а
также условие отсутствия оттока частиц. Предпо(
лагается, что при гравитационном осаждении ха(
отическая скорость частиц мала, поэтому можно
пренебречь тензором напряжений в среде частиц:

pp = 0,  = 0 [6]. Вследствие конечности объем(
ной доли частиц и рассогласования скоростей фаз
плотности среды частиц, несущей фазы и суспен(
зии переменны, а следовательно, среднемассовые
скорости фаз и смеси являются дивергентными.
Будем считать, что тензор напряжений для несу(
щей фазы можно принять как для вязкой сжима(
емой жидкости с вязкостью, зависящей от объем(
ной концентрации частиц [6]:
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Зависимость вязкости от объемной доли ча(
стиц определяется формулой Скотта [7]. В выра(
жении для межфазной силы учитывается сила
Стокса с поправкой на конечную объемную долю
частиц f(C), а также сила Архимеда

ВЫВОД АСИМПТОТИЧЕСКИХ УРАВНЕНИЙ

В безразмерных переменных с использовани(
ем характерных масштабов скорости U, длины
(высоты) L и ширины d трещины аз (1)–(3) полу(
чены следующие уравнения:

(5)

(6)

(7)

В первом уравнении (5) выражение в скобках
– среднеобъемная скорость суспензии. Исполь(
зуется приближение тонкого слоя и рассматрива(
ется следующий асимптотический предел:

(8)

Вводятся новые функции, осредненные попе(
рек трещины:

Как и в существующих моделях, предполагает(
ся, что профиль концентрации частиц поперек
трещины является однородным. Из (5)–(7) в
асимптотическом пределе (8) получены следую(
щие двумерные осредненные уравнения:

(9)
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Для решения уравнения (9) задаются начальные и
краевые условия для концентрации (4):

Граничные условия для уравнения (10) следуют
из (4):

Скорость осаждения частиц определяется эмпи(
рической формулой, которая учитывает уменьше(
ние скорости осаждения включений при увеличе(
нии их объемной доли. Существующие модели эф(
фективной жидкости содержат предположение,
что среднеобъемная скорость суспензии описыва(
ется законом Пуазейля, тогда как в данной работе
в рамках двухконтинуального подхода на основе
законов сохранения показано, что формулой Пу(
азейля описывается среднемассовая скорость не(
сущей фазы (11). Также в ранних моделях выра(
жение для скорости частиц (11) вместо средне(
массовой скорости жидкой фазы содержало
среднеобъемную скорость суспензии. Как след(
ствие, в отличие от существующих моделей, двух(
континуальная модель содержит дополнительное
слагаемое – ∇(wCVs) в правой части уравнения
для давления (10), учитывающее двухскоростные
эффекты.
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Для оценки влияния двухскоростных эффектов
на перенос и оседание частиц в трещине гидрораз(
рыва проведено численное решение системы урав(
нений (9)–(10) на равномерной прямоугольной
сетке. Решение эллиптического уравнения (10) по(
лучено конечно(разностным методом с погрешно(
стью аппроксимации второго порядка. Найденная
система линейных уравнений с пятидиагональ(
ной матрицей решена методом сопряженных гра(
диентов. Для решения уравнения переноса (9) ис(
пользована TVD(схема с погрешностью аппрок(
симации второго порядка по пространству и
первого порядка по времени [8]. Расчеты прово(
дили при соотношении сторон расчетной области

 = 5 для двух типов трещин: с прямоугольным

или с эллиптическим вертикальным поперечным

сечением при vl = 0, α = 5, y1 = 0, y2 = 1,  = ,

L
H
���

σ
d
��� 1

6
��

η = 3, C0 = 0.2. Для проверки достоверности ре(
зультатов предпринята серия расчетов на сгуща(
ющихся сетках. Итоговые результаты были полу(
чены на сетке, обеспечивающей необходимую
точность вычислений.

Проведено параметрическое исследование. На
рис. 1 представлены характерные распределения
концентрации частиц через некоторое время по(
сле начала закачки суспензии в трещину, полу(
ченные в рамках модели эффективной жидкости
и двухконтинуальной модели, предложенной в
настоящей работе. Для расчетов по модели эф(
фективной жидкости использовались уравнения
(9), (10) без дополнительных членов за счет двух(
континуальных эффектов. Показано, что отноше(
ние дополнительного слагаемого к числу плавуче(

сти Bu в (10) пропорционально ξ = (η – 1).

При фиксированном ξ увеличение Bu приводит к
увеличению влияния двухскоростных эффектов
на распределение концентрации частиц в трещи(
не (рис. 2). При Bu > 103 различие между расчета(
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Рис. 1. Распределения концентрации частиц в трещи(
не эллиптического сечения в момент t = 0.5, получен(
ные в рамках односкростной (а) и двухконтинуальной
(б) моделей при Bu = 3260.
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Рис. 2. Положение фронта концентрации частиц в
трещине эллиптического сечения в момент t = 0.5 для
Bu = 326 (а) и 3260 (б). Результаты получены при ис(
пользовании односкростной (штриховая линия) и
двухскоростной (сплошная линия) моделей.
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ми по модели эффективной жидкости и по двух(
континуальной модели достигает 15% и более
(рис. 2б). Влияние двухконтинуальных эффектов
на распространение трещины гидроразрыва было
предварительно исследовано численно с помо(
щью коммерческого программного комплекса.
Установлено, что двухконтинуальные эффекты
оказывают незначительное влияние на закон ро(
ста трещины в рассмотренном диапазоне пара(
метров.

Построена двухконтинуальная модель течения
суспензии в вертикальной трещине гидроразры(
ва. По сравнению с существующими в литературе
моделями, полученными в приближении эффек(
тивной жидкости, двухконтинуальные уравнения
включают дополнительный дифференциальный
член, содержащий объемную долю и скорость
осаждения частиц. Проведен ряд численных рас(
четов для оценки влияния дополнительного сла(
гаемого на перенос и оседание частиц. Показано,
что различия между моделью течения суспензии,
построенной ранее на основе эвристического од(
носкоростного подхода, и двухконтинуальной
моделью, предложенной в данной работе на основе
законов сохранения механики многофазных сред,
являются существенными, однако оказывают малое
влияние на закон роста трещины гидроразрыва по
результатам предварительного исследования со(

пряженной задачи. В дальнейшем представляют
интерес учет полидисперсности суспензии и взаи(
модействия частиц между собой, сравнение предло(
женной модели с экспериментом, а также более де(
тальное исследование сопряженной задачи о ро(
сте трещины гидроразрыва и о транспорте частиц
в рамках двухскоростной модели течения суспен(
зии, предложенной в данной работе.
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