
О. Б . Л У П А Н О В 

О СЛОЖНОСТИ УНИВЕРСАЛЬНОЙ 
ПАРАЛЛЕЛЬНО-ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОЙ СЕТИ ГЛУБИНЫ 3 

Автором было установлено [3], что минимальное число контактов, доста­
точное для реализации посредством параллельно-последовательной кон­
тактной схемы (П-схемы) любой функции алгебры логики / (хг, . . ., хп), 
асимптотически равно 2n/log2n. E. А. Кондратьева установила [1], что 
эта оценка достигается на схемах, получающихся при каждом п из одной 
сети. Для уточнения формулировок результатов введем следующие понятия. 
Двухполюсная сеть S называется п-универсалъной, если для любой функ­
ции / (xv . . ., хп) существует расстановка по ребрам сети S символов 
xv. . .,хп, xv. . ,,хп (быть может, с повторениями; некоторые символы мо­
гут не использоваться), превращающая S в контактную схему, реализую­
щую /(#!,. . .,#„). Пусть U(n) — минимальное число ребер в тг-универ-
сальной сети. Тогда результат Е. А. Кондратьевой может быть сформули­
рован следующим образом: 

v ' log2 п ' 
причем эта оценка достигается уже в классе параллельно-последователь­
ных сетей (П-сетей). 

Определим по индукции следующие классы сетей. 
2 v = 2& содержит одну сеть, состоящую из одного ребра. 
Класс 2 v Ф~^1) определяется следующим образом: 

(2) если «S'iGSfy» ^2G2v и с е т ь & получена в результате параллель­
ного соединения сетей Sx и S2, то ^GS^ ï 

(3) 2V н е содержит никаких других сетей, кроме предусмотренных 
п. (1) и (2). 

Класс 2& определяется двойственным образом. 
СО / 00 00 \ 

Пусть, наконец, ^œ= U 2 v (очевидно, что (J 2 v = U 2 1 Ь Таким 
образом, класс 2 е 0 е с т ь к л а с с всех параллельно-последовательных сетей. 

Пусть U\j (п) (соответственно С/& (тг), Uœ (гг)) — минимальное число 
ребер в тг-универсальной сети из 2 ^ (соответственно из 2&> 2е0)1- Оче­
видно, что С/v (п)= ^& О1)' ^ т о °бщее значение обозначим через Uk (тг). 
1 Здесь к > 2. Очевидно, что при этом условии такие сети существуют. При к=1 уни­

версальных n-сетей не бывает. 
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Ясно, что 
U2 (п) > tf3 (л) > . . . > tf°° (n). (1) 

Из уже сказанного следует, что 

Из доказательства теоремы Е. А. Кондратьевой следует, что 
2п 

иЦп) iog2n' 

А. Д. Коршунов показал, что 
v ' log2n 

Целью настоящей заметки является доказательство следующего утвер­
ждения. 

Т е о р е м а . 

Заметим, что дальнейшее уменьшение «глубины» к (с сохранением той 
же асимптотики) невозможно: как известно, функция хг + . . . + #„(mod2) 
имеет сложность п2п~г в классе параллельно-последовательных схем глу­
бины 2. Из известных результатов следует, что 

Д о к а з а т е л ь с т в о т е о р е м ы . В силу (1) и (2) достаточно пока­
зать, что 

V > ^ \0g2n 

Метод построения соответствующей сети получается путем переделки 
метода [4] (§ 4). Как и в [4], множество наборов 

(<%, а2, . . ., а^), (ах, а2, а3, . . ., а^), . . ., (ах, . . ., aä_v äd) 

будем называть сферой с центром (av . . ., ad). Пусть y(uv . . ., ud) — 
характеристическая функция этой сферы. Тогда 

? ( « ! , . . . , ил) BJI = о;. . . . О ? ' « ^ 1 . . . и ? (1 < I < d). (3) 

Нетрудно убедиться в справедливости равенства 

где 

Поэтому ср может быть реализована схемой с сетью из 2&> имеющей d2 

ребер. 
Как известно (см., например, [5], стр. 75—77), в случае, когда d — 

степень двойки, множество всех наборов длины d можно разбить на 
попарно не пересекающиеся сферы. Пусть 

— характеристические функции этих сфер. 
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Пусть теперь / (xv . . ., хп)— произвольная функция алгебры логики. 
Обозначим наборы аргументов 

(Xv . . . , Ха), (Ха+1, . . . , Яа+Ь/>\Ха+Ь+1> • • *' ха+Ь+с)> \Xa+b+c+V • • • » Xa+b+c+d) 

соответственно через х, у, z, и {а -\- Ъ + с -f- d = п\ d — степень двойки). 
Пусть 

Будем обозначать через K^(v) конъюнкцию v^...v^ (v = (v, . . . , vm) — 
набор аргументов, p = (ß1, . . . , ßw)— набор их значений). Легко видеть, что 

/ ( £ , у, Z, Ü)— V К* (Х) К9 (У) fi, *, Р (*> »)• 

Функция fi,3,p(z, и) принимает значения, отличные от 0, лишь на набо­
рах вида 

( w W . . «î°. • • •> «ft. *î°. яй- • • - «S0)-
(здесь <за+ь+г есть 0 или 1 при 1 ^ г ^ с ; (а{г), . . ., а£*}) — центр г-й сферы, 
1 ^ / ^ й ) , и поэтому может быть задана таблицей. 

1 2 . . . I . . . d xa-\-b+l xa+b+c-l xa+b+c 

0 
0 

aa+b+l 

1 

0 
. . 0 

. . 1 

0 

1 

1 

y < 

s ' < s 

fit9tp(Ga+b+ii , a 0 + ô + c , Œ { « , . . . , al% a\i\ <z#J, . . . , < # > ) 

Строки таблицы соответствуют наборам (ва+ь+1, . . . , G
a+b+c), столбцы — набо­

рам i-и. сферы (d штук). Разобьем строки матрицы М, определяющей значения 
функции, на полосы Av . . ., А , содержащие по s строк (последняя 
полоса может содержать меньшее число строк). Очевидно, что 

Пусть fit ä,ptjc — функция, совпадающая с Д5 > $ на полосе Ак в M и 
равная 0 вне этой полосы. Столбцы матрицы, соответствующей функции 
А з, р, ку разбиваются на множества одинаковых между собой столбцов. 
Пусть BiiS}ptk^ — множество столбцов, равных % (в полосе Ак). Следуя 
А. Д. Коршунову [2], введем параметр q и разобьем каждое множество 
Bi,c, р, &,т на подмножества (быть может, пересекающиеся) Biy 9,p, *,«g, m, 
содержащие по q столбцов. Если множество содержало t столбцов, то из 

него получится — ^ — M подмножеств. Будем считать, что при любых 

9 Тр. Математ. ин-та, т. 133 129 



фиксированных i, 3, р, к общее число подмножеств одно и то же и равно 
N. Тогда 

^ я ' 
Перенумеруем теперь (при фиксированных i, 3, р, к) подмножества 
Bit9,p,k,*,my вводя новый индекс /: Biy 5, р, к, у, l ^ y ^ i V . Пусть Д-,з, р,^,у 
есть функция, совпадающая с /f- |gj р, & на подмножестве столбцов Bif э,р, к, у 
и равная 0 в остальных случаях. Матрица для функции fit 5> р , к> у имеет 
столбцы двух сортов: 

а) столбцы из -В», з, р, &, у, равные некоторому набору %(i, 3, р, /с, /) 
в полосе Ак и состоящие из нулей вне Ак; 

б) остальные столбцы, состоящие сплошь из нулей. Поэтому эта 
функция может быть представлена в виде конъюнкциии двух функцийг 

зависящих соответственно от и и от z: 
1) функции fi])

3) р, kf у, равной 1 на столбцах из #*, з, р, &, у и равной О 
на остальных столбцах; 

2) функции f£\% р, к) у, в матрице которой все столбцы равны z (i, 3, р, к, /) 
в полосе Ак и состоят из нулей вне Ак. 

В силу (3) функция Д1}з, р, л, / может быть представлена в виде 

где 
Ji, 3, р, 7с, у \Щ V %a+b+c+l 

(дизъюнкция берется по множеству номеров I столбцов из Bi} g> ̂  к} у; 
их q штук). 

Учитывая (4), получаем равенство (ср. с (12) в [4]) 

/ (х, у, z, к) = V К* (£) КР (У) ?* (й) №*, Р, *, у СЮ /<?*, р, *, у (й). (5) 
*> 5» р> &> у 

Рассмотрим функции 

£*, », *, у & ê) = V Кр (У) fi%, р, *, i (* )' 

Л*. *. *, y (£> s ) = V K? (Ю /îfi, P, *, y («)• 
p 

Пусть Z)p (y) = iip (y) (это — дизъюнкция переменных или их отрицаний). 
Легко проверить, что 

К », *, у (У, й) = & (öp (£) V Л3)», P, *, у (»)) 
р 

и 
V Ä"p (У) '/«fs, р, *, У (S) /;?*, р, л, у (и) = gi$ 5, *, у (у, f ) А,, 5, *, у (у, Й). 

р 

Поэтому из (5) получаем 

/(s,у,g, и)=t v у -ад м^**.*,*.№*)f (fV5vfl?u*,,(g)). 
^5;2&^,?># 2& ^ , з , л, y;S& ^1>'2v ^»s> р, к у; 2 v 

^ . 5 . Р> &, У» ^ L i V /OS 

' m " T ^ (b) 
Л * » 5 » fc> y» ^ & 

•^ * i 5 , ^» y> , i j& 
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Будем строить П-схему для / , выбирая подсхемы для выделенных 
в (6) подформул так, чтобы их сети принадлежали указанным в (6) клас­
сам, а сложность удовлетворяла следующим условиям: 

L (F\9 з, р, к, j) = q; 
L(Fl) = b; 

L(n*,Kj) = 2b(q + b); 
L (F&

it Sj fc; j) = 2b+c (b + с) (к. и. ф. для функции от Ь + с аргументов); 
£(*?) = <**; 
L(FS) = a; 

L(Fi3,k,j) = 2b(q + b + 2°(b + c)) + d* + a; 

L ( / • » ) = £ . 2"pN (2b (q + b + 2" (b + c)) + d* + a ) < 

<?-2°(T+1)(7+2s)(2i(3 + i + 2c(ô + c)) + d2 + a)-
Очевидно, что построенная таким способом П-схема имеет сеть, зави­

сящую (при фиксированном п) только от значений параметров. Глубина 
ее равна трем. Положим 

Ъ = [2 log2 ni с = [2 log2 log2 ni d = 2 [ l o g ' "bi f 

Я = LlogJ ni s = [log2 n — b log2 log2 ni 
Тогда 

Поэтому 

а х п, >0, —i—•—--*(), 

a + d* п 5 n ç2s
 п 

ç26 ^ ' d 

s Iog2rc* 

Теорема доказана. 
В заключение автор выражает благодарность В. М. Храпчеяко, вни­

мательно прочитавшему рукопись и сделавшему ряд полезных замечаний. 
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