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(α1, . . . , αn) N ���
�
�5� ��2
� *��!���� ��������5-� %��������

*��!���� .
����5 Φ �� ��2
�� ��������5- R L
2
*��!���� Φ|RM

���������
�

�� ;��!���8 ��������
� xi �� ��2
�� R ����
 xi|R = αi�

�� ,���' �A� 
��������5 *��!���8 A1|R, . . . , Ani
|R� @
#��

fi(A1, . . . , Ani
)|R = fi(A1|R, . . . , Ani

|R)�

@�� ��� �5 �
A�� 
��������' *��!���� .
����5 Φ �� �"2
�

��2
�� ��������5-1 �
 ��� ���5� �5 �
�
������ ?�
� .
�����

���
�
��" .�����" f(x1, . . . , xn)� ,�
 .�����"1 �
�
���������"

���*���5� �5B� ��
�
2
� .
�����1 #
�
�8�1 !�
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���

��� 	�����
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����
�� @���� 
2��*
�1 ��A��8 .
�����

�5��A��� ����" �
 .�����" ��#�2�5 �
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3����
���� ��
A����
 F = {x1&x2, x1∨x2, x1⊕x2, x, x, 0, 1}�

%������ ����
�'�
 ��A�5- ������
� ?����������5- .
���� ���

F � ,�� ?�
� ��8 �
���9���8 *����� ������ ���
�
�5� �
#��B���8�

�M 2���� 
������' ���B��� ��
2��K

2M �� 2���� *���"!��' � ��
2�� ��������5� � �
������5�

�� �
���������
��' 
������� &1 ∨1 ⊕ �

x1&x2 = x2&x1,

x1 ∨ x2 = x2 ∨ x1,

x1 ⊕ x2 = x2 ⊕ x1.

�� &��
�������
��' 
������� &1 ∨1 ⊕ �

x1&(x2&x3) = (x1&x2)&x3,

x1 ∨ (x2 ∨ x3) = (x1 ∨ x2) ∨ x3,

x1 ⊕ (x2 ⊕ x3) = (x1 ⊕ x2) ⊕ x3.

E� ������2�����
��'�

(x1 ∨ x2)&x3 = (x1&x3) ∨ (x2&x3),

(x1 ⊕ x2)&x3 = (x1&x3) ⊕ (x2&x3),

(x1&x2) ∨ x3 = (x1 ∨ x3)&(x2 ∨ x3).

G� ;��
� �
#�
9���8�

x1&(x1 ∨ x2) = x1,

x1 ∨ (x1&x2) = x1.

�� )����
�����
��' �
�C"����� � ��*C"������

x&x = x, x ∨ x = x.

�� ,����
� 
�������8 !���* �
�C"����" � ��*C"����"�

(x1&x2) = x1 ∨ x2,

(x1 ∨ x2) = x1&x2.

���	
& '� ��

	� �<�8���� ��
��
#
 
�������8�

x = x.

6� 4��
�
�5� ?����������
��� � ���
�'*
������ 
�������8 �

����5 �
 �
���" � �

x&x = 0, x ∨ x = 1,

x ⊕ x = 1, x ⊕ x = 0.


� %������� � �
����������
x&1 = x, x&0 = 0,

x ∨ 1 = 1, x ∨ 0 = x,

x ⊕ 1 = x, x ⊕ 0 = x.

>�� ��������� ��#�
 ��
���8"��8 ����� �5!������8 *��!����

.������ � ���
� � ����
� !���� �������� �� ��A�
� ��2
�� *�� 

!���� ��������5-� ,�
�����1 ��������1 ����
� ��������
 � �� E�

x1 x2 x3 x1 ∨ x2 (x1 ∨ x2)x3 x1x3 x2x3 x1x3 ∨ x2x3

! ! ! ! ! ! ! !

! ! " ! ! ! ! !

! " ! " ! ! ! !

! " " " " ! " "

" ! ! " ! ! ! !

" ! " " " " ! "

" " ! " ! ! ! !

" " " " " " " "

)* ?��- �?���������5-� ������ ��#�
 �5����� ���
�
�5� ��
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��5� ������� L��� ��8�
 �
��*��' �- ����������
��'M�

1′1 2′� � ��*C"����� �* ����
�'��- !���
� �
A�
 ��
�*�
�' 

�5� 
2��*
� �- ���������8�' � ��
�*�
�'�5� 
2��*
� ��������8�'

��
2��� &���
#�!�
 ��8 �
�C"����� � ����5 �
 �
���" �� 4���� 

���1

((x1 ∨ x2) ∨ (x3 ∨ x4)) ∨ x5 = (x1 ∨ (x3 ∨ x5)) ∨ (x4 ∨ x2).

>�
 ������
 �
*�
�8�� ������ ���'���B�� �
#��B���81 ���
9�" 

9�� ��� .
�����
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�M � .
�����-1 �
��!�"9�-�8 ��
#
�����5� �����������


������� ∨ � 2
��� ��
��5� .
������1 2���� 
������' ��
2���

&���
#�!�
 ��8 
������� �
�C"����� � ����5 �
 �
���" 2�

4�������1 �����


((A1 ∨ A2) ∨ A3) ∨ (A4 ∨ A5)

2���� �����'

A1 ∨ A2 ∨ A3 ∨ A4 ∨ A5.

������ ���
�
�5� �
#��B���8 ��8 *����� .
�����

n

&
i=1

Ai = A1&A2& . . . &An,

n∨
i=1

Ai = A1 ∨ A2 ∨ · · · ∨ An,

n∑
i=1

Ai = A1 ⊕ A2 ⊕ · · · ⊕ An.

����� ��� !���
 2���� ��
2�
 �����
���' .
����5 �� ���� 

���'�5�� !������1 � ��2
���� �* ����� � ������� 4�������1

A000 ∨ A001 ∨ A010 ∨ A011 ∨ A100 ∨ A101 ∨ A110 ∨ A111.

� ?�
� ���!�� 2���� ���
�'*
���' �
���9����

1∨
σ1=0

1∨
σ2=0

1∨
σ3=0

Aσ1σ2σ3

��� �
�
!� ∨
(σ1σ2σ3)

Aσ1σ2σ3 .

������ .�����"

xσ =
{

x1 ���� σ = 1;
x1 ���� σ = 0

L�
1 !�
 x1 = x1 ����5!�
K 
25!�
 x0 = 11 �
 � ��#�2�� �
#���

��
2�
 �!����'1 !�
 x0 = xM� >�� .�����8 
2������ �����"9��

���	
& '� ��

��
����
�� xσ ��������� *��!���� 1 �
#�� � �
�'�
 �
#��1 �
#�� x

��������� *��!���� σ� %��"�� �������1 !�
 �
�C"����8
xσ1

1 xσ2
2 . . . xσn

n

�� ��2
�� (σ1, σ2, . . . , σn) ��������� *��!���� 11 � �� ��8�
� ���#
�

��2
�� N *��!���� 0�

������� LT ��*�
A���� .������ �
 ��
A����� ��������5-M�

(���) ���� �����
� f(x1, x2, . . . , xn) 
 !
��� k* 1 � k � n� �����

�����
 f ����� ��
����	
�) 	 ��
�� &
� ����
+

f(x1, x2, . . . , xn) =
∨

(σ1,...,σk)

xσ1
1 . . . xσk

k f(σ1, . . . , σk, xk+1, . . . , xn),

��
 �
#� ���
� �
�
��� �� 	�
	�#������ ������� #��!
�
� �
"

�
�
���� (x1, . . . , xk)�


�������������� �
*'��� ��
�*�
�'�5� ��2
� (α1, . . . , αn)�

4����� *��!���8 .
����5 �� ?�
� ��2
��� S��� (σ1, . . . , σk) =
(α1, . . . , αk)1 �
 �5�
��8���8 ��������


ασ1
1 . . . ασk

k f(σ1, . . . , σk, αk+1, . . . , αn) = f(α1, . . . , αn).

S��� (σ1, . . . , σk) �= (α1, . . . , αk)1 �


ασ1
1 . . . ασk

k f(σ1, . . . , σk, αk+1, . . . , αn) = 0.
@
 ���'∨

(σ1,...,σk)

ασ1
1 . . . ασk

k f(σ1, . . . , σk, αk+1, . . . , αn) = f(α1, . . . , αn).

%������1 !�
 �5 �
��!��� ������������� .������ f � ����

.
����5 ��� ��
A����
�

{∨,&, , f(0, . . . , 0, xk+1, . . . , xn),

f(0, . . . , 0, 1, xk+1, . . . , xn), . . . , f(1, . . . , 1, xk+1, . . . , xn)}.

3����
���� 
����'�
 ��� !����5- ���!�8� k = 1 � k = n�
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�M k = 1� � ?�
� ���!�� �5 �
��!�� ��*�
A���� .������ f �


����
� ��������
�

f(x1, . . . , xn) = x0
1f(0, x2, . . . , xn) ∨ x1

1f(1, x2, . . . , xn) =

= x1f(1, x2, . . . , xn) ∨ x1f(0, x2, . . . , xn).

�M k = n� @
#��

f(x1, . . . , xn) =
∨

(σ1,...,σn)

xσ1
1 . . . xσn

n f(σ1, . . . , σn).

@�� ��� f(σ1, . . . , σn) N ?�
 ��2
 01 ��2
 11 �
 � ?�
� ��*C"�����

��� �
����
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�
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�8���8 ��������
 f(σ1, . . . , σn) = 1� ,
��!��

f(x1, . . . , xn) =
∨

(σ1,...,σn)|f(σ1,...,σn)=1

xσ1
1 . . . xσn

k .
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 �5��A���� 2���� .
����
� ��� ��
A����
� {∨,&, }� @��
�

������������� .������ f ��*5�����8 ��	
�$
���� �
#� ���
	���

������)��� ������ L,-./M�

@���� 
2��*
�1 ��A��" .�����" ��#�2�5 �
#��� �
A�
 �5 

��*��' � ���� .
����5 ��� ��
A����
� {∨,&, }�

�������

x → y = x&y ∨ x&y ∨ x&y,

x ⊕ y = x&y ∨ x&y.

%������1 !�
 .�����81 �����8 �
������� 0 L�� �� �������" 

9�8 *��!���� 0 �� �"2
� ��2
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 ���
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�5 ������5 2����5- .������M�

�������� (���) ���� �
��
�� ���
	�� �����
� F 
 G* ��"

�

* !�� F ������ 
 � ��� �����
� 
# F 	�����
��� ��������

��� G� ����� G 0 ������ �
��
���


�������������� ,���' F = {f1, f2, . . . , fs, . . . } N �
���8 �� 

�����1 � Φ1,Φ2, . . . ,Φs, . . . N .
����5 ��� G1 �5��A�"9�� .��� 

��� f1, f2, . . . , fs, . . . �

����������
� �
*'��� ��
�*�
�'��" .��� 

��" f �* P2� @�� ��� F N �
���8 �������1 �
 ��9������� .
����� Φ

��� F 1 �5��A�"9�8 ?�� .�����"� ;������ � .
����� Φ ��A��"

�* .������ fi �� �
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�C"����8 � 
�������� �5��A�"��8 .
������� ��� F � @��

���x1∨x2 = (x1&x2)1 �
 � ��*C"����8 �5��A����8 .
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���8� �
��*5�����8 ����
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�
2
�1

�
��
�'�� x1x2 = (x1 ∨ x2)�

E� <������ F = {&,⊕, 1} �
���8� ����������'�
1 �
�C"����8 �


�������� Lx = x + 1M �5��A�"��8 .
������� ��� F � ,
?�
 

��1 ��� ��� {&, } N �
���8 �������1 �
 � F N �
���8 ��������

G� <������ F = {/} L#�� ”/” N B���- H�..���M �
���8� �5 

��*�� 
�������� � �
�C"����" !���* B���- H�..����

x = x/x, x1x2 = x1/x2 = (x1/x2)/(x1/x2).
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<�9������� �9� 
��� .�����8 L���- ��������5-M1 
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9�8 �
���" �������1 N ?�
 .�����8 x1 ↓ x2 = x1 ∨ x2 L�������

,����M� �
��*����'���
 ����
#�!�
�

)���1 �5 �
��*���1 !�
 �����"9�� ������5 8��8"��8 �
��5 

���

{&,∨, }, {&, }, {∨, }, {&,⊕, 1}, {/}, {↓}.
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xi1 . . . xik

1 #�� ��� i1, . . . , ik ��*��!�51 k � 1� ,�� k = 1 �
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���8 �� 

�����1 �
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A1 ⊕ · · · ⊕ Al,
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���A�9�- ��� ��������5�1

��� � 1� S��� A� ���
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����� ��� ���#���5�1 ?�
� �
 

���
� 2���� ����5��

�
��A�� �����' ����������
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�*������� �* ��������5- x1, . . . , xn 2����

2n� ,�� ?�
� �����
 ����
#
 ��
�*������8 L�� �
���A�9�#
 �� 
� 

�
� �* ��������5-M �5 2���� �
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���1 ����� �
�
�5- �� ����5B��� 1� ��A�5� ���
� �
���
� ����� 

*��� ���
�
��" .�����" ���� xi1 ⊕xi2 ⊕· · ·⊕xik
⊕ c1 #�� c ∈ {0, 1}1

k � 0� @���� .������ ��*5��"��8 �
�
����
� (�
A����
 ���-

������5- 2����5- .������ 
2
*��!����8 !���* L�

,���' ���� ������� 2����5- .������ F � 3������

� F �� 

*5�����8 ��
A����
 [F ]1 �
��
89�� �* ���- .������1 �5��A���5-

.
������� ��� F �

��������

�����
� F = {x1⊕x2}� ,�-�� ����	�
�� [F ] ���	���
 ����) �&��-�

'���� �	�	�	��)* �� 
�� '���	 ����
��
� 0 � ���� �	�	�	��)	� 
�� ���

x ⊕ x = 0 � x ⊕ x ⊕ x = x � ,� 	�
� 
��)����	 ����	�
�� F . %
�

����	�
�� ��	* ��������)* ���	��)* ������� �
� 	� 
���*� � ��
��)*

�������)� '�	� c = 0 �

�� ���
� F = {x1 ⊕ x2, 1}� ,�-�� 
��)����	 F . %
� ����
� ����	�

�
�� ��	* ���	��)* �������� 
� 	� L = [{x1 ⊕ x2, 1}]�

%������ ���
�
�5� ��
����� 
������� *��5����8�

�� F ⊆ [F ]�

�� S��� F1 ⊆ F21 �
 [F1] ⊆ [F2]�

E� [F1 ∪ F2] ⊇ [F1] ∪ [F2]�

G� [[F ]] = [F ]�

�� S��� F N �
���8 �������1 �
 [F ] = P2�

(�
A����
 F ��*5�����8 #��������1 ���� F = [F ]� ;����� 
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�� ���

��	
�� �	
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� �
�
��
� �* ��-� ,���' 
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 ����� ���

x1 . . . xp1 p � 2� @
#�� f(x1, . . . , xn) = x1 . . . xp ⊕ A1 ⊕ · · · ⊕ Al� ��A 

�
� ���#
� ��������
� ��
�*������� �
���A�� -
�8 25 
��� ���� 

���	
& '( ��

�����"1 
���!��" 
� ��������5- x1, . . . , xp� ,
������� �
�������

0 �����
 ���- ��������5- xp+1, . . . , xn� @
#�� ��� 
����'�5� �
�C 

"����� L�* A1, . . . , AlM 
2���8��8 � ���'� ,
?�
��

f(x1, . . . , xp, 0, . . . , 0) = x1 . . . xp ⊕ l(x1, . . . , xp),

#�� l(x1, . . . , xp) N ���
�
��8 �������8 .�����8 
� ��������5-

x1, . . . , xp�

�����1 
������ ��� ����5� ��������5� 2�* �*������81 � �����



����'�5- L���� 
�� ���'M �
������� 1� ,
��!�� .�����"

f(x1, x2, 1, . . . , 1, 0, . . . , 0) = x1x2 ⊕ l(x1, x2) = x1x2 ⊕ ax1 ⊕ bx2 ⊕ c,

#�� a, b, c ∈ {0, 1}� %2
*��!�� ?�� .�����" !���* g(x1, x2)�

,
������ � .�����" g �����
 ��������5- x1 � x2 .������

x1 ⊕ b � x2 ⊕ a �

����������
 � ���2���� �
 ���� .������ �
� 

������ ab⊕c L�� �� ��2
 ��!�#
 �� �*�����1 ��2
 ������� 
��������M�

,
��!��

g(x1 ⊕ b, x2 ⊕ a) ⊕ (ab ⊕ c) =

= (x1 ⊕ b)(x2 ⊕ a) ⊕ a(x1 ⊕ b) ⊕ b(x2 ⊕ a) ⊕ c ⊕ (ab ⊕ c) =

= x1x2 ⊕ x1a ⊕ bx2 ⊕ ba ⊕ ax1 ⊕ ab ⊕ bx2 ⊕ ba ⊕ c ⊕ (ab ⊕ c) = x1x2.

���������� 4��
 f /∈ L* �� xy ∈ [{f, 0, 1, }]�
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���� ���A� �9� ���
�
�5� *������5� �����5�

%2
*��!�� !���* T0 ��
A����
 ���- 2����5- .������

f(x1, . . . , xn)1 ����-1 !�
 �5�
��8���8 ��������
 f(0, . . . , 0) = 01

n � 1� >�
 ��
A����
 ���������'�
 L�� �� ������
 � �� �
�������

� P2M� ,
��A��1 !�
 T0 N *������5� ������ %!�����
1 !�
 �
A�� 

�������8 .�����8 ��������A�� ?�
�� ������� ,
?�
�� �
����
! 

�
 �
��*��'1 !�
 ���� f0(x1, . . . , xn) ∈ T0 � f1, . . . , fn ∈ T01 �
 �

.�����8 f = f0(f1, . . . , fn) ��������A�� T0� ����������'�
1 ���

��� fi(0, . . . , 0) = 0 ��� ���- i = 0, 1, . . . , n1 �


f(0, . . . , 0) = f0(f1(0, . . . , 0), . . . , fn(0, . . . , 0)) = f0(0, . . . , 0) = 0.
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1 T0 N *������5� ������
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,���' f(x1, . . . , xn) N ��
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�'��8 .�����8 ��#�2�5 �
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=�����8 f∗(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn) ��*5�����8 �	����	
���� �

.������ f �

��������

(x)∗ = x = x, (x)∗ = x = x,

0∗ = 0 = 1, 1∗ = 1 = 0,

(x1&x2)
∗ = (x1&x2) = x1 ∨ x2,

(x1 ∨ x2)
∗ = x1x2.
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�
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��*��'1 !�
 ���� f0(x1, . . . , xn) ∈ S � f1, . . . , fn ∈ S1 �


� .�����8 f = f0(f1, . . . , fn) ��������A�� S�

����� �!����'1 !�
 � ���- .������ fi1 i = 1, . . . , n1 
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f(y1, . . . , ym) = f0(f1(y1, . . . , ym), . . . , fn(y1, . . . , ym)).

@
#��

f∗(y1, . . . , ym) = f0(f1(y1, . . . , ym), . . . , fn(y1, . . . , ym)) =

= f0(f∗
1 (y1, . . . , ym), . . . , f∗

n(y1, . . . , ym)) =

= f∗
0 (f∗

1 , . . . , f∗
n) = f(y1, . . . , ym),

��� ��� f0, f1, . . . , fn ∈ S�
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 ��8 �"2
� .������ f(x1, . . . , xn) ��������
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#��1 �
 

#�� �5�
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� ���������
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�
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A�5- ��2
�
� (α1, . . . , αn) � (α1, . . . , αn)1 ����-1

!�
 *��!���8 .������ f �� ?��- ��2
��- ����51 �� ��

f(α1, . . . , αn) = f(α1, . . . , αn).

,
������� � .�����" f �����
 ��������5- x1, . . . , xn .������

x ⊕ α1, . . . , x ⊕ αn �

����������
 L�� �� �����
 ��A�
� ������� 

�
� xi �
������8���8 ��2
 x1 ��2
 xM� ,
��!�� ���
�
��" .��� 

��" h(x) = f(x ⊕ α1, . . . , x ⊕ αn)� @�� ��� h(0) = f(α1, . . . , αn)1 �

h(1) = f(α1, . . . , αn)1 �
 �5�
��8���8 ��������
 h(0) = h(1)� ,
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%�������� ������
 ��������8 ��2
�
� �* ����� � ������


�����
�
� ����5� ����� #
�
���'1 !�
 �5�
��8���8 ����������


(α1, . . . , αn) � (β1, . . . , βn)1 ���� α1 � β1, . . . , αn � βn� ,�� ?�
� �5

�!�����1 !�
 0 � 01 0 � 11 1 � 1 � 1 �� 0� @����' �5 �
A�� ��
�8 

�
!��' ���
�
�5� �
����
�����'�
��� ��2
�
� �* ����� � �������

(0, . . . , 0) � · · · � (α11 . . . 1 αn) � · · · � (1, . . . , 1). %������1 !�
 ��

��� ��2
�5 
�����
�
� ����5 �������51 �������� (0, 1) �� (1, 0) �

(1, 0) �� (0, 1)�

=�����8 f(x1, . . . , xn) ��*5�����8 ����������1 ���� ��8 �" 

25- ���- ��2
�
� �* ����� � ������ (α1, . . . , αn) � (β1, . . . , βn)1 �� 

��-1 !�
 (α1, . . . , αn) � (β1, . . . , βn)1 �5�
��8���8 ����������


f(α1, . . . , αn) � f(β1, . . . , βn).
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"� ������� 1� 0� x� x1x2� x1 ∨ x2 ����&
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���)�� �%
� �����
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1� ������� x� x1/x2 �	 ����&
�� ����
���)���

��� ����
 �* ������
�1 ��
A����
 M ���������'�
� �
�� 

A��1 !�
 
�
 *������
� @�� ��� �
A���������8 .�����8 ������ 

��A�� M 1 �
 �
����
!�
 �
��*��'1 !�
 ���� f0(x1, . . . , xn) ∈ M

� f1, . . . , fn ∈ M 1 �
 � .�����8 f = f0(f1, . . . , fn) ������ 

��A�� M � ����� �!����'1 !�
 f1, . . . , fn N .������ 
� 
� 

�
#
 � �
#
 A� ��2
�� ��������5- y1, . . . , ym L� ��
����
�

���!�� ���
���"9�� ��������5� �
A�
 �
2����' � ��!�����

����9�������5-M� ,���' (α1, . . . , αm) � (β1, . . . , βm) N ��
�* 

�
�'�5� ��2
�51 �����1 !�
 (α1, . . . , αm) � (β1, . . . , βm)� @��

��� .������ f1(y1, . . . , ym), . . . , fn(y1, . . . , ym) ��������A�� M 1 �


fi(α1, . . . , αm) � fi(β1, . . . , βm) ��8 ���- i = 1, . . . , n� ,
?�
��
(f1(α1, . . . , αm), . . . , fn(α1, . . . , αm)) �

� (f1(β1, . . . , βm), . . . , fn(β1, . . . , βm)).

@�� ��� f0 �
�
�
���1 �


f(α1, . . . , αm) = f0(f1(α1, . . . , αm), . . . , fn(α1, . . . , αm)) �

���	
& '+ ��

� f0(f1(β1, . . . , βm), . . . , fn(β1, . . . , βm)) = f(β1, . . . , βm).
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�������������� ,���' f(x1, . . . , xn) /∈ M � @
#�� ��9����� 

"� ��� ��2
�� (α1, . . . , αn) � (β1, . . . , βn)1 �����1 !�
 (α1, . . . , αn) �
(β1, . . . , βn)1 � f(α1, . . . , αn) �� f(β1, . . . , βn)1 �� �� f(α1, . . . , αn) = 11

� f(β1, . . . , βn) = 0� ,
?�
�� ��2
�5 (α1, . . . , αn) � (β1, . . . , βn)

��*�5�� ,���' 
�� ��*��!�"��8 � m ��*�8��-1 m � 1� ,��� 

������ �
��
����5 ?��- ��2
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� ����� 
2��*
�1 !�
25 �� ��� 

�5� m ���� �
���� �� �
��
����51 � �
�
�5- ?�� ��2
�5 ��*�� 

!�"��8� � ��*��'���� �5 �
��!�� ��2
�5 (0, . . . , 0, αm+1, . . . , αn)

� (1, . . . , 1, αm+1, . . . , αn) L��� ��� αm+1 = βm+1, . . . , αn = βnM1

���!�� �5�
��8"��8 ��������� f(0, . . . , 0, αm+1, . . . , αn) = 11

f(1, . . . , 1, αm+1, . . . , αn) = 0� 3����
���� ��2
�5 α̃(0), . . . , α̃(m)1 �� 

���1 !�

α̃(i) = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸

i

, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−i

, αm+1, . . . , αn).

3����
���� *��!���8 f(α̃(1)), . . . , f(α̃(m)) .������ f �� ?��- ��2
 

��-�
@�� ��� f(α̃(0)) = f(0, . . . , 0, αm+1, . . . , αn) = 11 � f(α̃(m)) =

f(1, . . . , 1, αm+1, . . . , αn) = 01 �
 �������8 ���
� �
��� j L1 � j � mM1

!�
 f(α̃(j−1)) = 11 f(α̃(j)) = 0� @
 ���'

f(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
j−1

, 0, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−j

, αm+1, . . . , αn) = 1,

f(1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
j−1

, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
m−j

, αm+1, . . . , αn) = 0.

� ��2
��- α̃(j−1) � α̃(j) ��� �
��
����5 �
�����"�1 ��
 

�� �
��
����5 � �
���
� j� 3����
���� .�����" h(x) =
f(1, . . . , 1, x, 0, . . . , 0, αm+1, . . . , αn)� %!�����
1 !�
 h(x) = x1 !�
 �

���2
���
�' �
��!��'� )���1 �* .������ f �5 �
��!��� .�����"

h(x) = x�
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���������� 4��
 f /∈ M * �� x ∈ [{f, 0, 1}]�

@����' �5 � �
��
8��� �.
������
���' � �
��*��' 
��� �*


��
��5- ��
��� ��#�2�5 �
#����

������� L
 .�����
���'�
� �
��
��M� ,
��
�� F �����
�

���
��� ���
�
 ����� ����� 
 ���)�� �����* ����� F �⊆ T0* F �⊆ T1*

F �⊆ L* F �⊆ S* F �⊆ M �


�������������� .
�����
����)� S��� F �
���A���8 �

���
� ��2
 �* ?��- ��
A����1 �������� � M 1 �
 [F ] ⊆ [M ] �= P21

�� �� ������� F ���
���8�

-������!����)� @�� ��� F �⊆ T01 �
 �������8 .�����8 f0 ∈ F 1

����81 !�
 f0 /∈ T0� &���
#�!�
 �������8 .������ f1, fL, fS , fM �*

F 1 �����1 !�
 f1 /∈ T11 fL /∈ L1 fS /∈ S1 fM /∈ M L���
�
�5� �* ��-

�
#�� �
������'M�

3�*
2'�� ���'���B�� �
��*����'���
 �� ��� ?�����

�� ,
��!���� �
������� �
*'��� .�����" f0 /∈ T0� 3����
����

.�����" ϕ(x) = f0(x, . . . , x)� @
#�� ϕ(0) = f0(0, . . . , 0) = 1�

S��� ϕ(1) = 11 �
 .�����8 ϕ N �
������� 11 � .�����8

ψ(x) = f1(ϕ(x), . . . , ϕ(x)) = f1(1, . . . , 1) = 0 N �
������� 0�

S��� ϕ(1) = 01 �
 ϕ(x) = x� @
#�� �
 ����� 
 �����
��
� 

������
� .������ ��� �
�
9� 
�������8 �* fS �
A�
 �
�� 

!��' 
2� �
������51 �� �� 0, 1 ∈ [{fS , }] ⊆ [F ]� @���� 
2��*
�1

�5 �
��!�� 
2� �
������5�

�� ,
��!���� 
�������8� ,
 ����� 
 ���
�
�
��
� .������

��� �
�
9� �
������ �* .������ fM �
A�
 �
��!��' 
� 

�������1 �� �� x ∈ [{fM , 0, 1}] ⊆ [F ]�

E� ,
��!���� �
�C"������ ,
 ����� 
 ��������
� .������ ���

�
�
9� �
������1 
�������8 � .������ fL �
A�
 �
��!��'

�
�C"����"1 �� �� x1x2 ∈ [{fL, 0, 1, }] ⊆ [F ]�

)���1 �5 �
��!���1 !�
 ��
A����
 [F ] �
���A�� �
���" �
� 

�������� <���
�����'�
1 ������� F �
���8�

���������� 1# � ��� ������ �
��
�� ����� 	��
�
�) ���"

�� ����
��
��* ������&� �
 ���

 !
� 
# ���
 �����
��


�������������� ��8 �
��*����'���� �
����
!�
 �*8�' �* �� 

����5 F .������ f01 f11 fL1 fS � fM �

,
��A��1 !�
 �� ���
� ���� �
A�
 ���#�� 
2
����' �� 2
 

��� !�� !��5�'�8 .�����8��� �������8 � ����
�� B�#� �
��*� 

���'���� ��
���5 L�
��!���� �
������M� � ����
� ���!��1 �
#��

���	
& '+ ��

ϕ(x) = 11 .�����8 ϕ(x) 8��8���8 �����
��
�������
� �1 ����
�� 

���'�
1 �
A�
 
2
����' 2�* .������ fS � �
 ��
�
� ���!��1 �
#��

ϕ(x) = x1 .�����8 ϕ(x) 8��8���8 ���
�
�
��
� � �
?�
�� �
A�



2
����' 2�* .������ fM � @���� 
2��*
�1 �* �"2
� �
��
� ����� 

�5 �
A�
 �5�����' �
���" �
��������1 �
��
89�" �� 2
��� !��

�* !��5��- .�������

,
��A��1 !�
 � 
29�� ���!�� ?�
 !���
 ����'B��' ���'*8�

3����
���� ������� F = [0, 1, x1x2, x1⊕x2⊕x3]� <
������ ��2 

����1 � �
�
�
� ���A��1 ����� ������� �* T01 T11 L1 S1 M ������ 

��A�� .������ ������5 F � ����� ������' *��� ′′+′′1 ���� .�����8

��������A�� �

��������"9��� ������1 � *��� ′′−′′1 ���� �� ��� 

�����A�� L��� ��2�� �M�

����
�� 1
T0 T1 L S M

� + − + − +
� − + + − +

x1x2 + + − − +
x1 ⊕ x2 ⊕ x3 + + + + −

� ?�
� ��2���� ��� 
!�����
1 ��
��1 �
A�� 25�'1 �
#
1 !�


.�����8 x1 ⊕ x2 ⊕ x3 8��8���8 ���
��
�������
� � �� 8��8���8

�
�
�
��
�� >�� .�����8 ���
��
��������81 ��� ��� �5�
��8���8

��������


(x1 ⊕ x2 ⊕ x3)∗ = x1 ⊕ 1 ⊕ x2 ⊕ 1 ⊕ x3 ⊕ 1 ⊕ 1 = x1 ⊕ x2 ⊕ x3,
� ���
�
�
���81 �
��
�'�� �* ��� �
�����
��
� �
������ �
A�


�
��!��' 
��������� x = 1 ⊕ 0 ⊕ x�

,
 ����5��9�� ��
���� ������� F �
���81 ��� ��� ��8 �" 

2
#
 �* �8�� �����
� � F �������8 .�����81 �
�
��8 �� ������ 

��A�� ?�
�� ������� %����
 �� 
��� .�����" �* ?�
� ������5

������' ���'*81 ��� ��� ��� .������1 ��
�� �
������5 01 ������ 

��A�� ������ T11 ��� .������1 ��
�� �
������5 11 ��������A��

������ T01 ��� .������1 ��
�� x1x21 ��������A�� ������ L1 ���

.������1 ��
�� x1 ⊕ x2 ⊕ x31 ��������A�� ������ M �

3����
���� ��������
 F= {T0, T1, L, S,M}� ,
��A��1 !�
 ��


��� �* �����
� ?�
#
 ��������� �� �
���A���8 � ���#
��

����� �� -�� � ��� �	�� ��#�
!��� ������	 
# �
�
���	�

F ��&
��	�
� �����
�* ��
����
��&�� ������ 
# �
� 
 �
 ��
"

����
��&�� ��������
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�������������� <
������ ��2���� �* �8�� ���
� � �8��

��
�2�
�� ��A�
� ���
�� � ��A�
�� ��
�2�� �

��������"� �����5

T01 T11 L1 S1 M � � ������ ��2���51 �
�
��8 ��
�� �� ������!����

i � ���
�� � j #
 ��
�2��1 i �= j1 �
������ .�����"1 ��������A� 

9�" ������1 �
�
�5� �

���������� i � ���
��1 � �� ��������A� 

9�" ������1 �
�
�5� �

���������� j �� ��
�2��� ������ ��2���51

��
89�� �� #����
� ���#
����1 
������ ����5�� L��� ��2�� �M�

����
�� 2
T0 T1 L S M

T0 � x1x2 � x1 ⊕ x2

T1 � x1x2 � x1 ⊕ x2 ⊕ x3

L � � � x1 ⊕ x2

S x x ψ(x1, x2, x3) x
M � � x1x2 �

� ?�
� ��2���� .�����8 ψ(x1, x2, x3) 
������8���8 ��������
�

ψ(x1, x2, x3) = x1(x2 ∨ x3) ∨ x2x3.

0�#�
 �����'1 !�
 ψ N ���
��
��������8 .�����8 L��� ��2�� EMK

.�����8 ψ ���������81 ��� ��� �
�����
��
� �
������5 0 �5 �*

��� �
A�� �
��!��' �
�C"����"� ψ(x1, x2, 0) = x1x2�

����
�� 3
x1 x2 x3 ψ(x1, x2, x3)

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

� � � �

�������� (���) A 0 #�������� �����* �����* !�� A �= P2�

�����A ���
��
��� 	 ����� 
# ���
 ������	 T0* T1* L* S* M �


�������������� �
������1 !�
 A �� �
���A���8 �� � 
��
�

�* ?��- �8�� �����
�� @
#�� �
 ����5��9�� ��
���� A N �
���8

�������1 �� �� A = [A] = P21 !�
 ��
���
��!�� ���
��"�

���	
& '+ ��

(�
A����
 2����5- .������ F ��*5�����8 ��
������� ����"

���1 ���� �5�
��8"��8 �����"9�� ���
��8�

�M F �= P2K

�M F = [F ]K

EM ��8 �"2
� .������ f 1 ���
�1 !�
 f /∈ F 1 ������� F ∪ {f}

8��8���8 �
��
��

�������� 5 P2 ��&
��	�
� ���)�� ���) ��
������� ������	+

T0* T1* L* S* M �


�������������� �
��A�� ���!���1 !�
 �"2
� �* ?��- �8 

�� �����
� 8��8���8 �����
��5�� 3����
����1 ��������1 ����� S�

%!�����
1 !�
 ����5� ��� ���
��8 �5�
����5� ,
 ����� � ��
A� 

���
 S �
���A�� .������ f0, f1, fL, fM 1 �
�
�5� �� ��������A��

������� T01 T11 L1 M �

����������
� ,
?�
�� ��8 �"2
� .������

fS 1 ���
�1 !�
 fS /∈ S1 � ������� S ∪ {fS} �������8 .������1 ��

��������A�9�� �� 
��
�� �* ?��- �8�� �����
�� <���
�����'�
1

S ∪ {fS} N �
���8 �������� ,
?�
�� S N �����
��5� ������

�
��A�� �����'1 !�
 ���#�- �����
��5- �����
� ���� ,���'

A N *������5� �����1 
���!�5� 
� P2 � �� �
�����"9�� �� �


���� �* �8�� �������������5- �����
�� @
#�� �
 ����5��9�� �� 


���� A �
���A���8 � ���
� �
 �* ?��- �����
�� ,���'1 ��������1

A ⊆ L� @�� ��� �
 �����
�
A���" A �= L1 �
 ����� ���
#
� ���" 

!���� A ⊂ L� @
#�� �������8 .�����8 f 1 ����81 !�
 f ∈ L � f /∈ A�

@
 ���'A∪{f} ⊆ L� ,
?�
�� [A∪{f}] ⊆ L �= P2� <���
�����'�
1 �� 

����� A∪{f} ���
���8� ,
?�
�� L��� ��� �� �5�
��8���8 ��
����


EM ����� A �� 8��8���8 �����
��5��

;������5� �����5 2����5- .������ 25�� 
�����5 �������� 

���� ���������
� >�,
��
�� %� �*�!�� �8� ��A�5- ��
���� ?��-

�����
�� 3�����A�� �
�
��
 
2 
��
��5- ��*��'����- ,
����

,���' F N ��
�*�
�'�5� *������5� ����� 2����5- .������1

� ����' A N ���
�
��8 ������� .������1 �
���A�9�-�8 � F � <���� 

�� A ��*5�����8 ������ � F 1 ���� [A] = F � <������ A ��*5�����8

��#
��� ������ F 1 ���� 
�� �
��� � F 1 �
 ��8��8 �� �
2�������8

�
�������� �� 8��8���8 �
��
� � F �

�������� 6���
��	� #�������� ������	 ���
��� ���
�



�

� �!
��� ��&����)�

�������� 7����� #�������� ����� ���
	�� �����
� 
�

�

���
!��� ��#
��
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� ��B�� ����� ?�� ��
���5 ,
��� �
��*5���'�8 �� 2����� �
 

��� �
��
2�5� �������8 
 .�����8- ��#�2�5 �
#��� �
���A���81

��������1 � ���#� 1)�

��
�8��� �9� 
2 
��
� ��A�
� ��
����� .������ ��#�2�5

�
#����
����� �� (���) �����

 f(x1, x2, . . . , xn) 
 g(y1, y2, . . . , ym)

��&
��	
��� #�	
��� �� 	�
� �	�
� �
�
�
����� ����� �����
�

h(x1, x2, . . . , xn−1, y1, y2, . . . , ym) =

= f(x1, x2, . . . , xn−1, g(y1, y2, . . . , ym))

����
 ��&
��	
��� #�	
�
� �� 	�
� �
�
�
�����


�������������� 0�#�
 �����'1 !�
 ��� ��������5�

x1, x2, . . . , xn−1 � ��� ��������5� y1, y2, . . . , ym ����
�����5

��A�� �
2
�� ,
?�
�� ��� �
����
!�
 �
��*��'1 !�
 h ��9� 

������
 *������ 
� ��������5- x1 � ym� @�� ��� �
 ���
��" f

��9�������
 *������ 
� x11 �
 ��9�����"� ��2
�5 (0, α2, . . . , αn) �

(1, α2, . . . , αn)1 �����1 !�
 f(0, α2, . . . , αn) �= f(1, α2, . . . , αn)� @�� ���

g ��9�������
 *������ 
� ���- ��������5-1 �
 
�� �� �
��������

,
?�
�� �������8 ��2
� (β1, . . . , βm)1 �� �
�
�
� �5�
��8���8

��������
 g(β1, . . . , βm) = αn� 4
 �
#��

h(0, α2, . . . , αn, β1, . . . , βm) �= h(1, α2, . . . , αn, β1, . . . , βm).

@
 ���' h ��9�������
 *������ 
� ��������
� x1� �����1 ��� ��� f

��9�������
 *������ 
� xn1 �
 ��9�����"� ��2
�5 (α1, . . . , αn−1, 0)

� (α1, . . . , αn−1, 1)1 �����1 !�


f(α1, . . . , αn−1, 0) �= f(α1, . . . , αn−1, 1).

@�� ��� g ��9�������
 *������ 
� ym1 �
 �������8 ��2
�5

(β1, . . . , βm−1, 0) � (β1, . . . , βm−1, 1)1 �����1 !�


g(β1, . . . , βm−1, 0) �= g(β1, . . . , βm−1, 1).

,
?�
��

h(α1, . . . , αn−1, β1, . . . , βm−1, 0) �= h(α1, . . . , αn−1, β1, . . . , βm−1, 1).

& *��!��1 ymN ��9��������8 ���������8 .������ h�

1);��+ 
����
��� ����� �������� ����� ��������� ��	� :������ �
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#��� � �*�!��� �8� ��
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2��*
�

�
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��������' .������ k *��!�
� �
#���� ;��!���8 ������� 

�5- � ����- .������ 2�����8 �* ��
A����� Ek = {0, 1, . . . , k − 1}1

k � 3� (�
A����
 ���- ����- .������ 
2
*��!����8 !���* Pk� ���

� 2����5 .������1 ��A��" .�����" f(x1, . . . , xn) �* Pk �
A�


*����' ��2����� L��� ��2�� �M�

����
�� 1
x1 � � � xn f(x1, . . . , xn)

� � � � � f(0, . . . , 0)
� � � � � �

σ1 � � � σn f(σ1, . . . , σn)

� � � � � �

k − 1 � � � k − 1 f(k − 1, . . . , k − 1)

,���' pk(n) N !���
 ���- .������ f(x1, . . . , xn) �* Pk� �
��!� 

���
 ��*��!�5- ��2
�
� *��!���� ��������5- ����
 kn� 4� ��A�
�

�* ?��- ��2
�
� .�����8 f(x1, . . . , xn) �
A�� ��������' �"2
� �* k
*��!����� <���
�����'�
1 ���#
 ����- .������ 2���� pk(n) = kkn

�

>�
 !���
 
!��' 25���
 ������1 �������� �A� � P3 !���
 .������


� ��������5- x1 � x2 ����
 p3(2) = 19 683� ��� 
��
��5� �
�8��81

�����1 ��� .
����� ��� ��
A����
� .������1 *��!���� .
����5

�� ��2
�� *��!���� ��������5-1 .�����81 �����*����8 .
����
�1

��9��������8 � ����9��������8 ��������5� � ���1 ��
�8��8 �
!�


��� A�1 ��� � � ���*��!�
� �
#��� L
���������8 �
!�� �
��
��


�
��
�8"��8M1 � �5 �� 2���� �- �
���
�*�
���'� %����
 �� ��� 

���� *�25���'1 !�
 ��������5� � .������ �������"� �A� �� ���

*��!���81 � 2
�'B�� � !����
���1 ���� �*�����
 *��!���� x �* Ek1

�
 ���'*8 
��������' *��!���� y �* Ek �
�'�
 �� 
��
�� �

��
B� 

��8 y �= x Lk � 3M� >�
 ����
��� � ����������'�5� 
���!�8� Pk1

k � 31 
� P2�

� �
��� ����5��9�� ������ �5 �
��*���1 !�
 ��� �
�����
� 

�� 
��
� 2����
� .������ � ���#�" �
-���8���8 ��9��������8 *� 
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�����
��' 
� ��������5-� ,
��A��1 !�
 ��8 .������ k *��!�
�

�
#��� ��� k � 3 ����
#�!�
� �����A����� ������
�

3����
���� .�����" ϕ(x1, x2)1 *������" ��2�� ��

����
�� 2
x1 � � �

� � � �

� � � �

� � � �

=�����8 ϕ ��������A�� P3 � ��������� �������
� *��!����

�
�'�
 �� ��2
�� (2, 2)� ,
?�
�� .�����8 ϕ(x, ϕ(y, z)) N �
����� 

�� 01 �
��
�'�� ��8 �"25- β, γ ∈ E3 �5�
��8���8 ����������


ϕ(β, γ) �= 2�

3����
���� �����"9�� �?���������5�� .������ k *��!�
�

�
#����

�� �
������5 0, 1, . . . , k − 1�

�� @
A���������8 .�����8 x�

E� =������ x = x + 1 (mod k)1 N(x) = k − 1 − x� >�� .������

8��8"��8 
2
29���8�� 
�������8 � P2� =�����8 N(x) 8��8 

���8 �*�����'�5�� 
���A����� x� %�� 
2
*��!����8 ���A�

∼ x � ��*5�����8 ���
���

� ����$
	
!��

G� =������ Ii(x) � ji(x)1 i = 0, 1, . . . , k − 1�

Ii(x) =
{

k − 11 ���� x = i;
01 ���� x �= i,

ji(x) =
{

11 ���� x = i;
01 ���� x �= i.

>�� .������ 8��8"��8 ����
#��� .������ xσ � P2�

�� =������ min(x1, x2) � x1x2 (mod k)� >�� .������ 8��8"��8


2
29����� �
�C"������ =�����8 min(x1, x2) 
2
*��!����8

���A� x1&x2�

�� =�����8 max(x1, x2)� %�� 8��8���8 ����
#
� ��*C"����� �

P2 � 
2
*��!����8 ���A� x1 ∨ x2�

	� =�����8 x1 + x2 (mod k)�

>�� .������1 ��� A� ��� � �- ����
#� � P21 
2����"� �8�
�

��A�5- ��
����� 4�������1 .������ max(x1, x2)1 x1x2 (mod k)1

���	
& ', ��

min(x1, x2) � x1 + x2 (mod k) 
2����"� ��
������� �
���������
 

��� � ���
�������
���1 ����� ����
 ������2�����
��' max(x1, x2)


��
�����'�
 min(x1, x2) � ��� ������ >�� ��
����� �
*�
�8"� ��
 

���' ���
�
�5� �
#��B���81 ���
9�"9�� ��� .
����1 ���������

n

&
i=1

Ai = min(A1, A2, . . . , An),

n∨
i=1

Ai = max(A1, A2, . . . , An).

<������ F .������ k *��!�
� �
#��� ��*5�����8 ������1 ����

�"2�8 .�����8 �* Pk �5��A����8 .
����
� ��� F �

������� �� ,
��
��
F = {0, 1, . . . , k − 1, I0(x), . . . , Ik−1(x),min(x1, x2),max(x1, x2)}

�	��
��� �������


�������������� ��8 .������ k *��!�
� �
#��� ����� ����


�������������1 �
�
�
� 8��8���8 ����
#
� �
���B���
� ��*C"�� 

����
� �
����'�
� .
��5�

f(x1, . . . , xn) =
∨

(σ1,...,σn)

Iσ1(x1)& . . . &Iσn
(xn)&f(σ1, . . . , σn),

#�� �������� 2�����8 �
 ����
*�
A�5� ��2
��� *��!���� ������� 

�5- (x1, . . . , xn)� ����������'�
1 �����
���� ��
�*�
�'�5� ��2
�

(α1, . . . , αn)� 4����� *��!���� .
����5 �� ?�
� ��2
��� S��� �5 

�
��8���8 ��������
 (σ1, . . . , σn) = (α1, . . . , αn)1 �


Iσ1(α1)& . . . &Iσn
(αn)&f(σ1, . . . , σn) = f(α1, . . . , αn),

��� ��� Iσ1(α1) = · · · = Iσn
(αn) = k − 1 L�� �� ����5 ��������'�
��

*��!���" �* ��
A����� EkM� S��� A� (σ1, . . . , σn) �= (α1, . . . , αn)1 �


�������8 i L1 � i � nM1 ���
�1 !�
 σi �= αi� @
#�� Iσi
(αi) = 0 L����


������'B��� *��!���" �* EkM� ,
?�
��

Iσ1(α1)& . . . &Iσn
(αn)&f(σ1, . . . , σn) = 0.

<���
�����'�
1∨
(σ1,...,σn)

Iσ1(α1)& . . . &Iσn
(αn)&f(σ1, . . . , σn) = f(α1, . . . , αn).
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�5 F 1 �
 F N �
���8 ��������

���������� -�� � ���� k � 3 	 Pk ��&
��	� � ���
!��


�����
 �
��
���

��8 .������ k *��!�
� �
#���1 ��� � ��8 2����5- .������1

����� ����
 �����"9�� �����A����� L�
����
!�
� ���
��� �
��
 

�5M�
����������� �� 4��
 F 0 ������ �
��
�� 
 � ��� �����
�


# F �
��
#�
��� �������� ��� G* �� G 0 ������ �
��
���

�
��*����'���
 ����
#�!�
 �
��*����'���� �

��������"9�#


�����A����8 ��8 P2�

)* ?�
#
 �����A����8 � ��
���5 �
��!���

���������� 1# � ��� ������ �
��
�� �����
� k"#��!��� ��"

�
�
 ����� 	��
�
�) ���
!�� ����� ����
��
���

)��
�'*�8 �
����
!�
� ���
��� �
��
�51 �������� ������5

���#�- �
��5- ������ � Pk�

����������� �� ,
��
�� {max(x1, x2), x+1 (mod k)} �	��"


��� �������


�������������� 3�*
2'�� �
��*����'���
 �����A����8 ��

����
�'�
 ?���
��

,
���
�� ���!��� �
������5� 3����
���� .������

x = x + 1, (x + 1) = x + 2, . . . , (x + k − 2) = x + k − 1, x + k = x.

,�� ��A�
� *��!���� x �* Ek = {0, 1, . . . , k−1} ��
A����
 *�� 

!����1 ���������5- ����� ?���� .�����8��1 ����
 Ek� ,
?�
��

max(x + 1, x + 2, . . . , x + k − 1, x) = k − 1.

%����'�5� �
������5 �
��!�"��8 ��� �
�
9� .������ x + 1
(mod k)�

,
���
�� *���� .������ Ii(x)1 i = 0, 1, . . . , k − 1� 3����
����

.�����"

ϕ(x) = max(x, x + 1, . . . , x + k − 2) + 1.

S��� x = 01 �
 ϕ(0) = max(0, 1, . . . , k − 2) + 1 = k − 1� S��� A�

x = σ �= 01 �
 ����� !���� σ, σ + 1, . . . , σ + k − 2 ���' !���
 k − 1�

,
?�
�� ϕ(σ) = k − 1 + 1 = 0� @
 ���'

���	
& ', ��

ϕ(x) =
{

k − 11 ���� x = 0;
01 ���� x �= 0,

� *��!��1 ϕ(x) = I0(x)� &���
#�!�
 .�����8

ψ(x) = max
α�=k−1−i

{x + α} + 1

����� .������ Ii(x)� ����������'�
1 ��� x = i �5�
��8���8 ����� 

���


ψ(i) = max
α�=k−1−i

{i + α}+ 1 = max
α+i�=k−1

{i + α}+ 1 = k − 2 + 1 = k − 1.

& ��� x = σ �= i ����� !����
σ, σ + 1, . . . , σ + k − 1 − (i − 1), σ + k − 1 − (i + 1), . . . , σ + k − 1

���' !���
 k−1� ,
?�
�� ψ(σ) = k−1+1 = 0� @
 ���' ψ(x) = Ii(x)�

��8 �
��*����'���� �����A����8 ��� 
����
�' �
��!��' �
�' 

�
 .�����" min(x1, x2)� ��8 ?�
#
 �
��
�'*����8 �����"9�� �� 

������
��
min(x1, x2) = N(max(N(x1), N(x2))),

�
�
�
� ����
#�!�
 ��������� x1&x2 = x1 ∨ x2 ��8 .������ �� 

#�2�5 �
#���� @���� 
2��*
�1 ��� �
����
!�
 �
��!��' .�����"

N(x)�
,
��A��1 ��� �
��!��' ��
�*�
�'�5� .������ 
��
� ������� 

�
� �* Pk� ��8 ��
�*�
�'�5- α, β �* Ek �����
���� .������

ϕα,β(x) =
{

β1 ���� x = α;
01 ���� x �= α,

ψ(x) = max(Iα(x), k − 1 − β).

,�� x = α .�����8 ψ ��������� *��!���� k − 11 � ��� x = γ �= α

�5�
��8���8 ��������
 ψ(γ) = k − 1 − β� ,
?�
�� ϕα,β(x) =
ψ(x) + β + 1� ,���' �����' g(x) N ��
�*�
�'��8 .�����8 L
��
�

��������
�M �* Pk� @
#��

g(x) = max(ϕ0,g(0)(x), ϕ1,g(1)(x), . . . , ϕk−1,g(k−1)(x)).

<���
�����'�
1 �5 �
A�� �
��!��' � .�����" N(x)�
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)���1 �5 �5��*��� ��A��" .�����" ������5

F = {0, 1, . . . , k − 1, I0(x), . . . , Ik−1(x),min(x1, x2),max(x1, x2)}

� ���� .
���� ��� ��-
��
� ������
�� ,
��
�'�� ������� F 8� 

�8���8 �
��
�1 �
 � ���� �
����
!�
#
 ���
��8 �
��
�5 �
��!���1

!�
 {max(x1, x2), x + 1 (mod k)} N �
���8 ��������

,������� ������ �
��
� ������5 � Pk1 �
��
89�� �* 
��
�

.������� ,
�
A��

Vk(x1, x2) = max(x1, x2) + 1.

>�� .�����8 ��*5�����8 �����

� 5
���� %�� 8��8���8 ����
#
�

B���-� H�..����

����������� �� ,
��
�� {Vk(x1, x2)} �	��
��� �������


�������������� ����������'�
1 Vk(x, x) = x + 1� ,
?�
��

�
A�
 �
��!��' �"2�" .�����" ϕ(x) = x+ c1 c ∈ Ek� ��
�� �
#
1

�5�
��8���8 ��������
 Vk(x1, x2) + k − 1 = max(x1, x2)� ,
��
�' 

�� �
��!���5� .������ 
2��*�"� �
���" �������1 �
 � �������

{Vk(x1, x2)} 8��8���8 �
��
��

,���' F N ��
�*�
�'�
� ��
A����
 .������ k *��!�
� �
#� 

��� 3������

� ��*5�����8 ��
A����
 [F ] ���- .������ �* Pk1 �5 

��*��5- .
������� ��� F � (�
A����
 F ��*5�����8 #��������1

���� F = [F ]� ;������5� ��
A����� ��*5��"��8 ���A� *������5 

�� ��������� @���� 
2��*
�1 ������� F �
���81 ���� [F ] = Pk�

(�
A����
 F ��*5�����8 ��
������� �������1 ���� �5�
����5

�����"9�� ���
��8�

�M F �= PkK

�M F = [F ]K

EM ��8 �"2
� .������ f 1 ���
�1 !�
 f /∈ F 1 ������� F ∪ {f}

8��8���8 �
��
��

)���� ����
 �����"9�8

������� � L&�����*���
�M� -�� � ���� k ��&
��	�
� �
$)

���
!��
 !
��� ��
������� ������	 M1,M2, . . . ,Mq8 ��
 '��� �
"

��
�� F ����� 	 Pk ����� 
 ���)�� �����* ����� F �⊆ Mi ��� 	�
�

i = 1, . . . , q�

�
��*����'���
 ?�
� ��
���5 2���� ��������
 ��A��

,���' k � 2� %2
*��!�� !���* π(k) !���
 �����
��5- �����
�

���	
& ', ��

� Pk� <� �� F2�
����� �
��*��1 !�
 ��� k = 3 �- !���
 ����
 �6�

,�� �
��� k !���
 π(k) ������ 
!��' 25���
 L��� ��2�� EM�

����
�� 3
k � E G � �

π(k) E �6 6� �G	 �� ��	

<���������� �����"9�8 ������
��!����8 .
������

π(k) ∼ δ(k)k2C
[ k−1

2 ]
k−1 ,

#�� Cm
n N !���
 �
!������ �* n ?������
� �
 m1 � δ(k) = 11 ���� k

��!���
1 � δ(k) = 21 ���� k !���
�

,
��
� 
������� �����
��5- �����
� � Pk 25�
 �
��!��


)�3
*��2��#
� � �
�� #� �
��� �
��
2�5� �������8 
 �����
��5-

������- .������ ��
#
*��!�
� �
#��� �
A�
 �����1 ��������1 �

���#� 1)�

� *���"!���� �������� ��#
���� ����
*������8 �
��
�5 �
 

��!�5- ������ .������ � Pk�

������� �� ,�&
��	�
� �����
�� �����#��	��
� �������

���
!��� �
��
� �����
� 	 Pk�


�������������� ,���' F N ���
�
�
� �
��!�
� ��
A����


.������ k *��!�
� �
#���1 F = {f1(x1, . . . , xn1 , . . . , ft(x1, . . . , xnt
)}.

�
*'��� ��� ��������5� x1 � x2� ,
���
�� �
 �������� �
����
 

�����'�
��' ��
A���� R0, R1, . . . 1 ��A�
� �* �
�
�5- �
��
�� �*

.������ 
� ��������5- x1 � x2�

,
�
A�� R0 = ∅� ,���' �A� �
���
��5 ��
A����� .������

R0, R1, . . . , Rr1 � ����' |Rr| = sr Lsr = 0 ��� r = 0M� ��8 ��A�
#
 j =
1, . . . , t �����
���� ����
*�
A�5� .
����5 ���� fj(A1, . . . , Anj

)1

#��A1, . . . , Anj

N ��2
 .������ �* ��
A����� Rr1 ��2
 ��������5�

x1 ��� x2� %!�����
1 !�
 ��A��8 ����8 .
����� �����*��� ���
�
 

��" .�����" 
� ��������5- x1 � x2� %2
*��!�� ��
A����
 ����-

.������ !���* ∆r� 0�#�
 �����'1 !�
 |∆r| � t(sr + 2)nj � ,
�
A��

Rr+1 = Rr ∪ ∆r� @
#��

R0 ⊆ R1 ⊆ . . . ⊆ Rr ⊆ Rr+1 ⊆ . . . .

)* �
���
���8 �������1 !�
 ���� Rr+1 = Rr1 �
 ��� �
�����"9��

�����5 �
�����"� � Rr� @���� 
2��*
�1 ��!���8 � ���
�
�
#
 r∗

1);��+ 
����
��� ����� �������� ����� ������� ���� 9��	��
��� �
���� �

������������ 
������� !�+ 5�	4�� !G5� %&&'�
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�
�'�
 .������ 
� ��������5- x1 � x21 � ���#
 ����- .������

pk(2) = kk2

� @
 ���' r∗ � kk2

� ;������1!�
 ��
A����
 Rr∗ �
��� 

A�� ��� .������ 
� ��������5- x1 � x2 �* ������ [F ]� ,
?�
��

������� F �
��� �
#�� � �
�'�
 �
#��1 �
#�� .�����8 Vk(x1, x2)

��������A�� ��
A����� Rr∗ �

<������ 
������'1 !�
 �
��
�'�� !���
 π(k) ������ 
!��' 25 

���
 � �
��
� k1 �
 ���������5� ��#
���� 8��8���8 2
��� ��#�8� 

�5� L� ����� ����
�����M �
 ��������" � ����
#�!�5� ��#
��� 

�
�1 �
���
���5� �� 
��
�� ���������
#
 �5B� �������8 ����
 

*������8 �
��
�5 � �������- �����
��5- �����
��

�������� ���	
� �
�
 ��������
 �
 ,� �,� ��

����
� �&

,������� �������� �
��
�5 ������ .������ � Pk1 
��
����5�

�� ���
�
�
� �
�
������'�
� ��.
������ 
2 ��-
��5- �������-�

=�����8 f(x1, . . . , xn) �* Pk ��*5�����8 ��&
��	
����1 ����


�� ��9�������
 *������ �� ����� !�� 
� ���- ��������5- � ��� 

������ k *��!�����

�������� L�������� U� <������
#
M� (���) �
��
�� F 
#

Pk* k � 3* ���
��
� 	�
 �����

 ����� �
�
�
����� ����� F ���"

�� ����� 
 ���)�� �����* ����� F ���
��
� ��&
��	
��� ����"

�
 �
�������� L�������� V�W� F2�
���
#
M� (���) �
��
�� F 
#

Pk* k � 3* ���
��
� 	�
 �����

 ����� �
�
�
����* ��
�
�� &



�
 ���

 k−1 #��!
�
�� ����� F ����� ����� 
 ���)�� �����* �����

F ���
��
� ��&
��	
��� �����
 �

�������� F2�
���
#
 8��8���8 ��������� �������8 <����� 

�
#
� ��8 �
��*����'���� ?��- �����A����� �5 �����
��� ��
2-
 

���
��' ���
��� ��
���5 � � �
����
!�
��' ���
��� ��
���5 ��


�������������� .
�����
����) L�
��
�� �M� ,����
�
 

A��1 !�
 F �
���A�� ��� .������ �* Pk 
� 
��
� ��������
� �

�� �
���A�� ��9�������5- .������� ,
��A��1 !�
 F N ���
���8

�������� ����������'�
1 ��A��8 .
����� Φ ��� F 1 �
�
��8 ��� 

��*��� ���
�
��" .�����"1 ��9�������
 *����89�" 2
��� !�� 
�


��
� ��������
�1 ����� ���

Φ = fi1(fi2(. . . fim
(g(A1, . . . , An)) . . . )),

#�� fi1 , . . . , fim

N .������ 
��
� ��������
�1 g N .�����8 �* F 1

��9�������
 *����89�8 
� n � 2 ��������5-1 � A1, . . . , An N ��2


��������5�1 ��2
 .
����5 ��� F � @�� ��� .�����8 g �������� 

A��F 1 �
 
�� ��������� �� 2
��� k−1 *��!����� ,
?�
�� .
�����

Φ ���A� ��������� �� 2
��� k−1 *��!����� <���
�����'�
1 .
��� 

�5 ��� F �� �
#�� �����*
�5���' ��9�������5- .������� @����


2��*
�1 F N ���
���8 ��������

4�� �
���
28��8 �����"9�� ����5�

����� L
 ���- ��2
��-M� (���) f(x1, . . . , xn) 0 �����
� 
#

Pk* ��&
��	
��� #�	
��&�� �
 �
�

 !
� �� �	�� �
�
�
���� 


��
�
�� &�� �
 �
�

 ��
� #��!
�
�� (���) x1 0 

 ��&
��	
�"

��� �
�
�
����� ����� ��&
��	� � ��
 ������ (α, α2, . . . , αn)*



�� �����  k./�!0��1 ��" � 

(β, α2, . . . , αn) 
 (α, γ2, . . . , γn)* ���

* !�� �����
� f �� '�
� ��"

����� ��
�
��
� ��
 ������� ��#�
!��� #��!
�
��


�������������� ,
��
�'�� .�����8 f(x1, . . . , xn) ��9� 

������
 *������ 
� ��������
� x11 �
 ��9�����"� ��2
�5

(α, α2, . . . , αn) � (β, α2, . . . , αn)1 �����1 !�


f(α, α2, . . . , αn) �= f(β, α2, . . . , αn).

3����
���� ��
A����
 M ��2
�
� �����"9�#
 �����

M = {(0, α2, . . . , αn), (1, α2, . . . , αn), . . . , (k − 1, α2, . . . , αn)}

� ��
A����
 Mf *��!���� .������ f �� ?��- ��2
��-�

Mf = {f(0, α2, . . . , αn), f(1, α2, . . . , αn), . . . , f(k − 1, α2, . . . , αn)}.

(�
A����
 Mf �
���A�� �� ����� ���- ?������
�� 3����
���� ���

���!�8�
,���' |Mf | = 21 � ����' Mf = {ε1, ε2}� @�� ��� .��� 

��8 f ��������� �
 ������� ���� ��� *��!���81 �
 ������ 

�8 ��2
� (γ, γ2, . . . , γn)1 ���
�1 !�
 f(γ, γ2, . . . , γn) /∈ Mf � 3�� 

��
���� ��2
� (γ, α2, . . . , αn)� %� ��������A�� ��
A����� M �

,
?�
�� f(γ, α2, . . . , αn) ∈ {ε1, ε2}� ,���'1 ��������1 �5�
��8 

���8 ��������
 f(γ, α2, . . . , αn) = ε1� @
#�� ��9������� ��2
�

(δ, α2, . . . , αn) ∈ M 1 ���
�1!�
 f(δ, α2, . . . , αn) = ε2� @���� 
2��*
�1

��2
�5 (δ, α2, . . . , αn)1 (γ, α2, . . . , αn) � (γ, γ2, . . . , γn) ��
�����
�8"�

���
��" ����5�

,���' �����' |Mf | � 3� @�� ��� f ��9�������
 *������ �
 ���� 

��� ���� 
� ���- ��������5-1 �
 �������8 ���
� !���
 α ∈ Ek1 !�


.�����8 f(α, x2, . . . , xn) �� 8��8���8 �
������
�� ,
?�
�� ��9� 

������ ��2
� (γ2, . . . , γn)1 ���
�1 !�


ε1 = f(α, γ2, . . . , γn) �= f(α, α2, . . . , αn) = ε2.

@�� ��� |Mf | � 31 �
 �������8 ?������ β ∈ Ek \ {α}1 ���
�1

!�
 f(β, α2, . . . , αn) ∈ Mf \ {ε1, ε2}� @���� 
2��*
�1 �� ��2
��-

(α, α2, . . . , αn)1 (β, α2, . . . , αn) � (α, γ2, . . . , γn) .�����8 f ���������

��� ��*�5- *��!���8� 0���� �
��*����

;������1 !�
 ?�� ��2
�5 �52���5 ����� 
2��*
�1 !�
 ��� 

���� A1 �
��
89�8 �* ���- ���
� � n ��
�2�
� � �
���������8 �*

?��- ��2
�
�1 � ��A�
� ��
�2�� �
���A�� �� 2
��� ���- ��*��!�5-

?������
��

���	
& ') ��

A =

⎛⎝α α2 . . . αn

β α2 . . . αn

α γ2 . . . γn

⎞⎠ .

%������ ���A�1 !�
 (α2, . . . , αn) �= (γ2, . . . , γn)�

7	������� ��*5�����8 ������� �* !��5��- ��2
�
� ����

ã1 = (α1, . . . , αi−1, α, αi+1, . . . , αj−1, β, αj+1, . . . , αn),
ã2 = (α1, . . . , αi−1, γ, αi+1, . . . , αj−1, β, αj+1, . . . , αn),
b̃1 = (α1, . . . , αi−1, α, αi+1, . . . , αj−1, δ, αj+1, . . . , αn),
b̃2 = (α1, . . . , αi−1, γ, αi+1, . . . , αj−1, δ, αj+1, . . . , αn),

#�� α �= γ1 β �= δ�

������� K = {ã1, ã2, b̃1, b̃2} ��
2�
 ���������8�' � ���� #�
 

�����!���
#
 ��������1 � ���B���- �
�
�
#
 ����
�
A��5 ��2
�5

ã1, ã2, b̃1, b̃2K ��� ?�
� � �
�����- ���B���- ��-
�8��8 ��2
�51 ��* 

��!�"9���8 �
��
 � 
��
� ��*�8�� L��� ���� �M�

ã2
� b̃2

�

b̃1��ã1

3��� �

����� L
 ��������M� (���) f(x1, . . . , xn) 0 �����
� 
# Pk*

��&
��	
��� #�	
��&�� �
 �
�

 !
� �� �	�� �
�
�
���� 
 ��
"

�
�� &�� �
 �
�

 ��
� #��!
�
�� ����� ��&
��	�
� �	�����*

�� ������� �����
� f �
������
 #��!
�

 ��
�
��
� ��	�� ��
�

��#�

�������������� =�����8 f(x1, . . . , xn) ��
�����
�8�� ���
 

��8� ����5 
 ���- ��2
��-� ,
?�
�� ��9�����"� ��� ��2
��

ã1 = (α, α2, . . . , αn)1 ã2 = (β, α2, . . . , αn) � c̃ = (α, γ2, . . . , γn)1 ��

�
�
�5- .�����8 f ��������� ��� �
����
 ��*��!�5- *��!���8

ε11 ε2 � ε3 �

����������
� �
*'��� ���A� ��2
� d̃ = (β, γ2, . . . , γn)�

��* 
#����!���8 
29�
��� 2���� �!����'1 !�
 ��2
�5 (α2, . . . , αn)



�� �����  k./�!0��1 ��" � 

� (γ2, . . . , γn) ��*��!�"��8 � ����5- m − 1 ��*�8��-1 �� �� γi �= αi

��8 ���- i = 2, . . . , mK γm+1 = αm+1, . . . , γn = αn1 m � 2� @����


2��*
�1 ��2
�5 ã11 ã21 c̃ � d̃ ���"� ���

ã1 = (α, α2, α3, . . . , αm, α̃m+1),

ã2 = (β, α2, α3, . . . , αm, α̃m+1),

c̃ = (α, γ2, γ3, . . . , γm, α̃m+1),

d̃ = (β, γ2, γ3, . . . , γm, α̃m+1),

#�� α̃m+1 = (αm+1, . . . , αn)� %!�����
1 !�
 ��� m = 2 ?�� ��2
�5


2��*�"� ���
�5� �������1 ��� ��� 
28*����'�
 �������8 *��!����

�* ��
A����� {ε1, ε2, ε3}1 �
�
�
� f ��������� �
��
 
��� ��*�

,���' m � 3� ,
���
�� �
����
�����'�
��' �������
�

K1,K2, . . . ,Km−11 ����"1 !�
 ã1, ã2 ∈ K11 c̃ ∈ Km−1 � ��� ���-

i = 1, . . . ,m − 2 ��
A����
 Ki ∩ Ki+1 �
��
�� �* ���- ��2
�
��

��8 ���- i = 1, . . . , m − 2 
�������� ��2
�5 b̃i
1, b̃i

2 �����"9��


2��*
�� ,
�
A��

b̃1
1 = (α, γ2, α̃

2), b̃1
2 = (β, γ2, α̃

2),

� ��� i � 2

b̃i
1 = (α, γ̃i, γi+1, α̃

i+2), b̃i
2 = (β, γ̃i, γi+1, α̃

i+2),

#�� γ̃i = (γ2, . . . , γi)1 α̃i+2 = (αi+2, . . . , αn)� ,
�
A��

K1 = {ã1, ã2, b̃
1
1, b̃

1
2}, . . . ,

Ki = {b̃i−1
1 , b̃i−1

2 , b̃i
1, b̃

i
2}, . . . ,

Km−1 = {b̃m−2
1 , b̃m−2

2 , b̃m−1
1 , b̃m−1

2 }.

��A�
� �* ?��- ��
A���� 8��8���8 �������
�� ����������'�
1

��
A����
 K1 �
��
�� �* ��2
�
�

ã1 = (α, α2, α̃
2), b̃1

1 = (α, γ2, α̃
2),

ã2 = (β, α2, α̃
2), b̃1

2 = (β, γ2, α̃
2),

� �
�
�� 8��8���8 �������
�� &���
#�!�
 ��
A����
 Ki �
��
��

�* ��2
�
�

b̃i−1
1 = (α, γ̃i, αi+1, α̃

i+2), b̃i
1 = (α, γ̃i, γi+1, α̃

i+2),

���	
& ') ��

b̃i−1
2 = (β, γ̃i, αi+1, α̃

i+2), b̃i
2 = (β, γ̃i, γi+1, α̃

i+2)

� �
�
�� ���A� 8��8���8 �������
� ��� ���- i = 2, . . . ,m− 1� ��
 

�� �
#
1 �
 �
���
���" �5�
��8���8 ��������
 Ki ∩Ki+1 = {b̃i
1, b̃

i
2}

��8 ���- i = 1, . . . ,m − 21 ��2
�5 ã1 � ã2 ��������A�� ��������

K11 � ������� Km−1 �
���A�� ��2
� b̃m−1
1 = (α, γ̃m−1, γm, α̃m+1) =

(α, γ2, . . . , γm, αm+1, . . . , αn) = c̃� @���� 
2��*
�1 ���
��8 �
����
 

�����'�
��' �������
� �
���
��� L��� ���� �M� %�� ������������ �

���� �
����
�����'�
��� #�
�����!����- �������
�1 � ���B���-

�
�
�5- ����
�
A��5 ��������A�9�� ?��� ��������� ��2
�5�

ã2

�
b̃1
2

�

b̃1
1�ã1�

b̃2
2

�

b̃2
1�

�� �

�� �

K1 K2

�
b̃i
2

�

b̃i
1��

�

�

�� �

�� �

Ki Ki+1

�
b̃m−1
2

�

b̃m−1
1 = c̃��

Km−1

3��� �

%2
*��!�� !���* Ai ��
A����
 {f(b̃i
1), f(b̃i

2)}1 i � 11 � �
�
 

A��A0 = {f(ã1), f(ã2)}� @�� ��� f(b̃m−1
1 ) = f(c̃) /∈ {ε1, ε2} = A01 �


Am−1 �= A0� ,
?�
�� �������8 ���
� !���
 s L0 � s � m − 2M1 !�


A0 = A1 = · · · = As �= As+1� @
#�� ������� Ks+1 8��8���8 ���
�5��

����������'�
1 ��
A����
 *��!���� .������ f �� ��2
��- ?�
#


�������� ����
As∪As+1� ;��!��1 f �� ��2
��- ?�
#
 �������� ��� 

������ �
 ������� ���� ��� �
����
 ��*��!�5- *��!���8 L ε1, ε2

� ���
� �
 �9� �* As+1M� ,
?�
�� 
��
 �* ?��- *��!���� �� ��2
 

��- �������� Ks+1 ����������8 �
��
 
��� ��*1 !�
 � �
��*5����

������
,������� �����' ���
����������
 � �
��*����'���� ��
���5 ��

-������!����) L�
��
�� 2M� <��!��� �
���
�� ��� .������1

�������"9�� �
��
 ��� *��!���8� & *���� �
 �������� �* ���-

.������1 �������"9�- �� 2
��� !�� l − 1 *��!����1 �
��!�� ���

.������1 �������"9�� l *��!����1 l � k�

,���' h(x1, . . . , xn) N ��9��������8 .�����8 �* F � ,
 ����� 


�������� �������8 ��2
�51 
2��*�"9�� �������1 �� �
�
�
� ���
 



�	 �����  k./�!0��1 ��" � 

�
�
� *��!����1 �������� ε1 ����������8 �
��
 
��� ��*� ,���' ?��

��2
�5 ���"� ���1 ������������5� � ���
� !���� ��2�� �K � ����
�

!���� �5�����5 �

��������"9�� �� *��!���8 .������ f � @
#��

ε ∈ {ε1, ε2, ε3}�

����
�� 1
x1 x2 x3 � � � xn f(x1, . . . , xn)
α β α3 � � � αn ε
γ β α3 � � � αn ε1

α δ α3 � � � αn ε2

γ δ α3 � � � αn ε3

3����
���� .�����" ϕ(x1, x2) = f(x1, x2, α3, . . . , αn)� @�� ���

�
������5 N .������ 
� 
��
� ��������
�1 �������"9�� 
��


*��!����1 �
 ϕ ∈ [F ]� 3����
���� ���A� �����"9�� .�������

ψ(x) =
{

01 ���� x = ε;
11 ���� x �= ε,

λ1(x) =
{

α1 ���� x = 0;
γ1 ���� x �= 0,

λ2(x) =
{

β1 ���� x = 0;
δ1 ���� x �= 0.

��� ?�� .������ �������"� 2 � k − 1 *��!���8� ,
?�
�� 
��

��������A�� ������� F � ,
�
A�� ω(x1, x2) = ψ(ϕ(λ1(x1), λ2(x2)))�

0�#�
 �����'1 !�
 �� ��2
��- �* ����� � ������ .�����8 ω �����

��28 ��� ��*C"����8 x1 � x2 L��� ��2�� �M� %2
*��!�� �� !���*

∨(0,1)(x1, x2)�

����
�� 2
x1 x2 ω(x1, x2)

� � �

� � �

� � �

� � �

��
�� �
#
1 ������� F ��������A�� .������ jα(x)1 α ∈ Ek�

jα(x) =
{

11 ���� x = α,
01 ���� x �= α,

�
��
�'�� 
�� �������"� �
�'�
 ��� *��!���8�

���	
& ') ��

3����
���� .�����" &(0,1)(x1, x2) = j0(ω(j0(x1), j0(x2)))� 0�# 

�
 �����'1 !�
 �� ��2
��- �* ����� � ������ 
�� ����� ��28 ���

�
�C"����8 x1 � x2�

>�� .������ �
*�
�8"� �
��!��' ��� .������ �* Pk1 ����� 

��"9�� �"25� ��� *��!���8� ,���' g(x1, . . . , xn) N ��
�*�
�'��8

.�����81 �������"9�8 �
�'�
 *��!���8 0 � 1� @
#��

g(x1, . . . , xn) =

=
∨

(σ1,...,σn)

(0,1) jσ1(x1)&(0,1) . . . &(0,1) jσn
(xn)&(0,1) g(σ1, . . . , σn).

�
��*����'���
 ?�
#
 ��������� ��
�
����8 ��8�
� ��
����
�

L��� ����� ��8 ����
#�!�5- �������������M�

,���' �����' h(x1, . . . , xn) N ��
�*�
�'��8 .�����81 ������� 

"9�8 �
�'�
 *��!���8 α � β Lα �= βM� 3����
���� .������

g(x1, . . . , xn) =
{

01 ���� h(x1, . . . , xn) = α;
11 ���� h(x1, . . . , xn) = β,

µ(x) =
{

α1 ���� x = 0;
β1 ���� x �= 0.

%!�����
1 !�
 µ ∈ F �1 ��� �����
����
 �5B�1 .�����8 g ��� 

�����A�� [F ]� ��
�� �
#
1 ����������
 ��������
 h(x1, . . . , xn) =
µ(g(x1, . . . , xn))� ,
?�
�� h ∈ [F ]� @���� 
2��*
�1 ��� .������1

�������"9�� ��
�*�
�'�5� ��� *��!���81 �5��A�"��8 .
����� 

�� ��� F �

,
���
�� �����' .������1 �������"9�� l *��!����1 �* .��� 

���1 �������"9�- �� 2
��� l − 1 *��!����1 l − 1 < k�

<��!��� �
���
�� .������1 �������"9�� ���
�
�5� l *��!� 

��� �* ��
A����� Ek� ,
 ����� 
 ���- ��2
��- �������8 ����� �� 

2
�5 β̃1 = (α, α2, . . . , αn)1 β̃2 = (β, α2, . . . , αn) � β̃3 = (α, γ2, . . . , γn)1

!�
 L��9��������8M .�����8 f(x1, . . . , xn) �� ��- ��������� ���

��*��!�5- *��!���8� ,���' f(β̃1) = ε11 f(β̃2) = ε21 f(β̃3) = ε3�

%2
*��!�� �
��
����5 ?��- ��2
�
� �����"9�� 
2��*
��

β̃1 = (β1
1 , . . . , β1

n), β̃2 = (β2
1 , . . . , β2

n), β̃3 = (β3
1 , . . . , β3

n).

�52���� ��
�*�
�'�5� ��*��!�5� *��!���8 ε4, . . . , εl �* ��
 

A����� Ek \ {ε1, ε2, ε3}� ,
��!�� ��
A����
 I = {ε1, ε2, . . . , εl}1

|I| = l� @�� ��� .�����8 f ��������� ��� *��!���8 �* ��
A�����



�� �����  k./�!0��1 ��" � 

Ek1 �
 �������8 ����� ��2
�5 β̃i = (βi
1, . . . , β

i
n)1 !�
 �5�
��8"��8

��������� f(β̃i) = εi1 i = 4, . . . , l� ,��������� ?�� ��2
�5 � ���� �� 

2���51 � ���
� !���� �
�
�
� �
 ���
��� �5�����5 ���� ��2
�51

� � ����
� !���� ��
8� �

��������"9�� �� *��!���8 .������ f

L��� ��2�� EM�

����
�� 3
x1 x2 � � � xn f(x1, . . . , xn)
β1

1 β1
2 � � � β1

n ε1

� � � � � �

βi
1 βi

2 � � � βi
n εi

� � � � � �

βl
1 βl

2 � � � βl
n εl

)* ��
���� ��2
�
� β̃11 β̃2 � β̃3 �������1 !�
 � ��A�
� ��
�2��

���
� !���� ��2���5 ��-
����8 �� 2
��� l − 1 ��*�5- *��!���� �*

��
A����� Ek�

,���' g(x1, . . . , xm) N ��
�*�
�'��8 .�����81 �������"9�8 l

*��!���� �* ��
A����� I� ,
������ � �

��������� ��A�
�� ��2
 

�� σ̃ = (σ1, . . . , σm) *��!���� ��������5- x1, . . . , xm !���
 i(σ̃) �*

��
A����� {1, 2, . . . , l}1 ���
�1 !�
 g(σ̃) = εi(σ̃)� %�������� .��� 

��� h1(x1, . . . , xm), . . . , hn(x1, . . . , xm) �����"9�� 
2��*
�� ,
�
 

A�� hj(σ1, . . . , σm) = βj
i(σ̃)1 j = 1, . . . , n1 #�� βj

i N �
��
����5

��2
�
� β̃1, . . . , β̃l� %������1 !�
 ��A��8 �* ?��- .������ ��� 

������ �� 2
��� !�� l − 1 *��!����� ,
?�
�� �
 �����
�
A���"

h1, . . . , hn ∈ [F ]� ��
�� �
#
1 �5�
��8���8 ��������


g(x1, . . . , xm) = f(h1(x1, . . . , xm), . . . , hn(x1, . . . , xm)).

,
?�
�� g ∈ [F ]�

,���' �����' h(x1, . . . , xn) N ��
�*�
�'��8 .�����81 ������� 

"9�8 ��
�*�
�'�5� l1 l � k− 11 *��!����1 ��������1 �* ��
A�����

{η1, . . . , ηl} ⊂ Ek� 3����
���� .�����" η(x)1 ����"1 !�

η(x) =

{
ηi1 ���� x = εi, i = 1, . . . , l;
η1 � 
����'�5- ���!�8-.

%�������� ���A� .�����" g(x1, . . . , xn) �����"9�� 
2��*
��

g(x1, . . . , xn) = εi �
#�� � �
�'�
 �
#��1 �
#�� h(x1, . . . , xn) = ηi1

���	
& ') ��

i = 1, . . . , l� %!�����
1 !�
 h(x1, . . . , xn) = η(g(x1, . . . , xn))� =��� 

��8 η ��������� l � k − 1 *��!����� ,
?�
�� �
 ���
��" η ∈ F 1

� .�����8 g ��������� *��!���8 �* ��
A����� I = {ε1, . . . , εl}�

,
?�
�� g ∈ [F ]� @���� 
2��*
�1 h ∈ [F ]�

%������1 !�
 ��� l = k �
������� ?��� �� ��A��1 �
��
�'��

��
A����
 I = Ek� >�
 *����B��� �
��*����'���
 ��
���5 ��



�� �������� ���	
� �
�
 ��������
 �
 )-�)�

����
� �'

� ��!����� ������� �����
���� �����"9�� ����
A���� ��� 

����8 �
��
�51 �
��*���
#
 �� ����5��9�� �������

=�����8 f ∈ Pk ��*5�����8 �����

� %
��
��1 ���� {f} N

�
���8 ������� � Pk�

������������ /����
� f(x1, . . . , xn) 
# Pk* k � 3* �	��
���

�����

� %
��
�� ����� 
 ���)�� �����* ����� f �������
� 	�


�����

 ����� �
�
�
����* ��
�
�� &

 �
 ���

 k−1 #��!
�
��


�������������� 4�
2-
���
��' 
!������� ,
��A��1 !�
 f N

��9��������8 .�����8� ,����
�
A��1 !�
 f �� ��������� ���
�
 

�
� *��!���� α �* Ek� @
#�� �"2�8 .
����� ��� {f} �� ���������

*��!���� α� & *��!��1 �
������� α �� �5��A����8 .
������� ���

{f}1 !�
 ��
���
��!�� ���
��"� ,
?�
�� .�����8 f ��������� ���

*��!���8 �* Ek� ,����
�
A��1 !�
 f ����� �� 2
��� 
��
� ��9� 

������
� ��������
�� ,
��
�'�� f ��������� ��� k *��!����1 �



�� 8��8���8 ��������
��
�� ,
?�
�� �"2�8 .
����� ��� {f} �� 

���*��� ���
�
��" ��������
���� & *��!��1 �* f ���'*8 �
��!��'

������" ���#�" .�����" 
��
� ��������
� L��������1 �
����� 

��M� @���� 
2��*
�1 .�����8 f ��������� ��� k *��!���� � ��9� 

������
 *������ �
 ������� ���� 
� ���- ��������5-1 �� �� f N �� 

9��������8 .�����8� ,
?�
�� � ���� �������8 F2�
���
#
 {f} N

�
���8 ��������

�
�����8 �����' 
���!�� k *��!�
� �
#��� 
� ���*��!�
��

3����
���� ���!��� �
��
� 
 ������������� .������ �
���
�� 

��� �
��A�� �����������'�
 ����" ��
���� =�����

����� �� 4��
 k ������
 
 a �= 0 (mod k)* �� ak−1 = 1
(mod k)�


�������������� ,���' a ∈ Ek \ {0}� 3����
���� !���� b1 =
a· 11 b2 = a·21. . .1 bk−1 = a·(k−1)� ,����
�
A��1 !�
 ��8 ���
�
�5-
i1 j1 i �= j1 �5�
��8���8 ��������
 bi = bj � @
#�� !���
 bi − bj =
a(i − j) ������8 �� k� ,
��
�'�� a � k N �*����
 ��
��5� !����1

�
 i − j = 01 �� �� i = j� @���� 
2��*
�1 {b1, b2, . . . , bk−1} = Ek \ {0}�

3����
���� ��
�*������� b1 · b2 · . . . · bk−1 ?��- !����� )����

b1 · b2 · . . . · bk−1 = (a · 1)(a · 2) . . . (a · (k − 1)) = 1 · 2 · . . . · (k − 1).

,
��!��� ��������
 ak−1(k − 1)! = (k − 1)!� @�� ��� (k − 1)! �= 0
(mod k)1 �
 ak−1 = 1 (mod k)�

���	
& '* ��

�������� ,
��
��

F = {0, 1, . . . , k − 1, xy (mod k), x + y (mod k)}

����� 	 Pk ����� 
 ���)�� �����* ����� k 0 ������
 !
����


��������������,���' k N ��
��
� !���
� 3����
���� .��� 

��" ϕ(x) = 1 − xk−1 (mod k)� @
#�� ϕ(0) = 11 � � ���� ����5 �

ϕ(x) = 0 ��� ���- x �= 0� ,
?�
�� ϕ(x) = j0(x)� 0�#�
 �����'1 !�


�5�
��8���8 ��������
 ji(x) = j0(x − i)1 i = 1, . . . , k − 1� @����


2��*
�1 .������ j0, j1, . . . , jk−1 �5��A�"��8 .
������� ��� F �

��
�� �
#
1 ��8 �"2
� .������ f(x1, . . . , xn) �* Pk ����� ����


�������������

f(x1, . . . , xn) =
∑

(σ1,...,σn)

jσ1(x1) . . . jσn
(xn)f(σ1, . . . , σn) (mod k).

,
?�
�� F N �
���8 ������� � Pk�

,����
�
A��1 !�
 k = k1k21 1 < k1, k2 < k� ,
��A��1 !�


.�����8 j0(x) �� ���������8���8 � ���� �
���
��� ,����
�
A��

��
����
�� ,���' �5�
��8���8 ��������


j0(x) = c0 + c1x + . . . + ctx
t,

#�� c0, c2, . . . , ct ∈ Ek1 1 � t < k − 1� @�� ��� j0(0) = 11 �
 c0 = 1�

,�� x = k1 �
��!���

0 = 1 + c1k1 + . . . + ctk
t
1 (mod k).

���
A�� 
2� !���� ��������� �� k21 �
��!��� 0 = k2 (mod k)1 !�


��
���
��!�� �����
�
A���"� @���� 
2��*
�1 ��� �
�����
� k �� 

����� F �� 8��8���8 �
��
� � Pk�

4��
����1 !�
 ��A�5� *������5� ����� � P2 L�* �!���
#
 �� 

������� *������5- �����
�M ����� �
��!�5� 2�*��� � Pk ��� k � 3

?�
 �����A����� ������
1 �� �� ��9�����"� *������5� �����51 �
�
 

�5� �� ���"� 2�*���� ,����� ���
#
 ������ �����5� 25� �
���
��

Q�)�F�
�5��

������������ -�� � ���� k* k � 3* 	 Pk ��&
��	� � #�"

������
 ������* �
 
�
 &

 ��#
���


�������������� 3����
���� �����"9�" ������� .�������

F = {f0, f1, . . . , fn, . . . }1 #�� f0 = 01

fn(x1, . . . , xn) =
{

1 ��� x1 = x2 = . . . = xn = 2;
0 � 
����'�5- ���!�8-



�� �����  k./�!0��1 ��" � 

��8 ��A�
#
 n � 1� ,
�
A�� Mk = [F ]� %!�����
1 !�
 ��8

���- m � 1 � �"25- α1, . . . , αm ∈ Ek �5�
��8���8 ����������


fm(α1, . . . , αm) �= 2� ,
?�
�� ��A��8 .
����� Φ ��� F 1 �
�
��8

����� ���

Φ = fn(A1, . . . , An)

� � �
�
�
� ����� A1, . . . , An1 n � 11 �������8 �
 ������� ����


��
 �5��A����1 
���!�
� 
� ����
�� ��������
�1 �����*��� �
� 

������ 0 = f0� <���
�����'�
1 ��A��8 .�����8 �* Mk �
��!����8

�* .������ ������5 F ���
�
�
� �
�����
��
� ��������5-�

,
��A��1 !�
 ����� Mk �� ����� 2�*���� ,����
�
A�� ��
 

����
�� ,���' ��
A����
 .������ G N 2�*�� ������ Mk� @
#��

���� G �
���A�� �
 ������� ���� ��� .������ fn(xi1 , . . . , xin
) �

fm(xj1 , . . . , xjm
)1 � �
�
�5- !���
 ��9�������5- ��������5- n �

m �

����������
1 n � m1 �
 .�����8 fm �
��!����8 �* fn �
� 

����
��
� L� !����
���1 
�
A�����������M ��������5-� S��� A�

G = {fm}1 m � 11 �
 � ���� �����
�����5- �5B� ��
���� ������8

.�����8 fn �* F ��� n > m �� �
A�� �5��A��'�8 .
����
� ���

{fm}� @���� 
2��*
�1 ��
A����
 Mk �� ����� 2�*����

,������� �����' ������ *������
#
 ������ � Pk �
 �!���5�

2�*��
�1 k � 3� %�������� ��8 ���- n � 2 ��
A����
 ��2
�
� Rn

�����"9�#
 �����

Rn = {(α1, . . . , αn) |αj = 1,

α1 = . . . = αj−1 = αj+1 = . . . = αn = 2, j = 1, 2, . . . , n}.

��A�5� ��2
� �* Rn ����� �
��
 
��� �����!��" �
��
�����1 ���


����'�5� �
��
����5 ?�
#
 ��2
�� ����5 2� 3����
���� �������

.������ F = {Ψ2,Ψ3, . . . } �* Pk1 ����"1 !�


Ψn(x1, . . . , xn) =
{

1, ���� (x1, . . . , xn) ∈ Rn;
0 � ��
����
� ���!��,

n � 2� 0�#�
 �����'1 !�
 ��� ���- n � 2 .������ Ψn ��9�������


*����8� 
� ���- ��������5- � �������"� *��!���8 �* ��
A�����

{0, 1}� ,
�
A�� Gk = [F ]� ,
��A��1 !�
 Gk 8��8���8 ���
�5�

�����
��

������������ -�� � ���� n � 2 �����
� Ψn �
 	�����
���

�������� ��� �
��
���

F \ {Ψn}.

���	
& '* ��


�������������� ,����
�
A�� ��
����
�� ,���' Φ N .
� 

���� ��� F \ {Ψn}1 �����*�"9�8 .�����" Ψn� ,���' 
�� �����

���

Φ = Ψm(A1, . . . , Am),

#�� A1, . . . , Am N ��2
 .
����5 ��� F \ {Ψn}1 ��2
 ��������5�1

m � 21 m �= n� ��* 
#����!���8 
29�
��� 2���� �!����'1 !�
 .
� 

���� Φ �
���A�� ��������5� �
�'�
 �* ��
A����� {x1 . . . , xn}� 3�� 

��
���� ��� �
*�
A�5- ���!�8�

�� <���� A1, . . . , Am �
 ������� ���� ��� .
����5 
���! 

�5 
� ����
�
� ��������5-1 �������� Ai � Aj 1 i �= j� @
#��

��8 �"2
#
 ��2
�� α = (α1, . . . , αn) *��!���8 Ai(α) � Aj(α) ?��-

.
���� �� ��2
�� α ��������A�� ��
A����� {0, 1}� ,
?�
�� �� 

2
� (A1(α), . . . , Am(α)) �� ��������A�� ��
A����� Rm� & *��!��1

Φ(α) = Ψm(A1(α), . . . , Am(α)) = 01 !�
 ��
���
��!�� ��-
��
��

�����
�
A���"1 �
��
�'�� .�����8 Ψn �� 8��8���8 �
������
��

�� <���� A1, . . . , Am ���' �
��
 
��� .
����� Ai1 �
�
��8 
� 

��!�� 
� ����
�� ��������
�� @�� ��� m � 21 �
 ����� A1, . . . , Am

�������8 �
 ������� ���� 
��� ����
� ��������
�K ����'1 ����� 

���1 Aj N ?�
 ����
� ��������
� xs1 1 � s � n� 3����
���� ��2
�

α = (α1, . . . .αn)1 ���
�1 !�


αs = 1, α1 = . . . = αs−1 = αs+1 = . . . = αn = 2.

< 
��
� ��
�
�51 ��2
� α ��������A�� ��
A����� Rn � �
?�
 

�� Ψn(α) = 1� < ���#
� ��
�
�51 ��� ��� Ai(α) ∈ {0, 1}1 �
 �� 

2
� (A1(α), . . . , Am(α)) �� ��������A�� ��
A����� Rm � �
?�
��

Φ(α) = Ψm(A1(α), . . . , Am(α)) = 01 !�
 ��
���
��!�� �����
�
A� 

��"�
E� ��� A1, . . . , Am 8��8"��8 ����
���� ��������5-1 ��������

xi1 , . . . , xim

�

����������
K xi1 , . . . , xim
∈ {x1, . . . , xn}� )����

Ψn(x1, . . . , xn) = Ψm(xi1 , . . . , xim
),

#�� m �= n� @�� ��� .�����8 Ψn ��9�������
 *������ 
� ���- �� 

������5-1 �
 m � n� & �
��
�'�� m �= n1 �
 m > n� ,
?�
��

����� ��������5- xi1 , . . . , xim

���' ��� 
�����
�5�� ,���'1 ����� 

���1 xi1 = xi2 = xl1 1 � l � n� 3����
���� ��2
� α = (α1, . . . , αn)1

���
�1 !�


αl = 1, α1 = · · · = αl−1 = αl+1 = · · · = αn = 2.



�� �����  k./�!0��1 ��" � 

%!�����
1 !�
 α ∈ Rn1 � �
?�
�� Ψn(α) = 1� < ���#
� ��
�
�51

Φ(α) = 01 �
��
�'�� ��2
� (A1(α), . . . , Am(α)) �� ��������A�� ��
 

A����� Rm� ,
��!���
� ��
���
��!�� �
��*5���� �����A������

���������� ,
��
�� F �	��
��� ��#
��� ������ Gk = [F ].

,
��!�� �9� 
��
 ��A�
� ��������� �* ����5��9�#
 ����� 
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��	� �����
� 
#

Pk* ���	�
�	��� &

 ����	
�� 1 
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��������A�� ��
A����� MA� ����� �!����'1 !�
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�C"����8 ����� ���

Kj = x
σj1
1 x
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σjn
n .
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L(S) � s(2n − 1) + s − 1 < s(2n − 1) + s = 2ns � n2n+1.
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,���'Kn(x1, . . . , xn) N ������� ���- 2n �
�C"����� xσ1
1 . . . xσn

n �
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��' �����*���� ?�
� ������5 .��� 
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L(Kn) � n2n+1.
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� �
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2)

L(Kn) ∼ 2n.

2);�����J���� a(n) � b(n) ��������� ��� limn→∞ a(n)
b(n)

� 1� � ������J����

a(n) ∼ b(n) K ��� limn→∞ a(n)
b(n)

= 1�

���	
& '� 	�


����������������A��8 �
�C"����8 xσ1
1 . . . xσn

n �
A�� 25�'

������������ � ���� �
�C"����� ���- �
�C"����� ����5 k � n−k�

xσ1
1 . . . xσn

n = (xσ1
1 . . . xσk

k )(xσk+1
k+1 . . . xσn

n ).

,
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�� �-��� ��8 Kn �
A�� 25�' 
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���� �* �-�� ��8

Kk(x1, . . . , xk) � Kn−k(xk+1, . . . , xn) � ������5 �* 2n ?������
� �
�C 
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L(Kn) � L(Kk) + L(Kn−k) + 2n.
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Kk(x1, . . . , xk) Kn−k(xk+1, . . . , xn)
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@�� ��� L(Kk) � k2k+1, L(Kn−k) � (n − k)2n−k+11 �


L(Kn) � k2k+1 + (n − k)2n−k+1 + 2n.

,
�
A�� k = [n
2 ]� @
#��3) k � n

2 , n − k � n
2 + 1 �

L(Kn) � n

2
2

n
2 +1 + (

n

2
+ 1)2

n
2 +2 + 2n = 2n + O(n2

n
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L(n) � 2n+1.
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#�� ��8 �"2
� ���
� .������ f(x1, . . . , xn) L��
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L(f) � L(Kn) + s − 1 � L(Kn) + 2n − 1 � 2n+1.
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L(n) � 2n+1.
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L(n) � 12 · 2n

n
.
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�'��8 2�����

.�����8� 3����
���� ��*�
A���� f �
 ��������5� x1, . . . , xm1 #��

1 � m � n�

f(x1, . . . , xn) =
∨

(σ1,...,σm)

xσ1
1 . . . xσm

m f(σ1, . . . , σm, xm+1, . . . , xn).
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Km(x1, . . . , xm)� � ���� ����5 E �5�
��8���8 ����������


L(S1) � L(Km) � 2m.

<-��� S2 �����*��� ������� F (xm+1, . . . , xn) ���- 2����5- .������


� ��������5- xm+1, . . . , xn� � ���� ��
���5 �

L(S2) � (n − m)2n−m+122n−m

.
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xσ1
1 . . . xσm

m f(σ̃, xm+1, . . . , xn)
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2��*����8 ��*C"����8 ����- �
�C 
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�� �5�
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����������
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�1

L(S) = L(S1) + L(S2) + L(S3) � 3 · 2m + (n − m)2n−m+122n−m

.

,
�
A�� L��8 ���
9���8 ���'���B�- �5����
�M k = n−m� @
#��

L(n) � 3 · 2n−k + k2k+122k

.
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��"1 ����� �� ���' � �� ��M� %����
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�' 25

��
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� ��������� �1 �
 ��
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#��2�8�� 
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����� ����!��� L(Km) �� ������
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2���� �����' ����2��*����'�5� ��������� ;������1 !�
 ��
�
�

���#���
� �
!��' 25���
� ������ � �
��
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���8 ?���
�����


� kM1 � ����
� ���#���
� �25���� � �
��
� k ���������� ,
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��1

�
 �����
��1 ������� �*8�' ���
� *��!���� k1 ��� �
�
�
� ����
�

� ��
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� ���#���5� ����2��*����'�
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#�� ��
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� ����'�
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�
� ��� 
!��' ���'�
� �
*������� �
*'���1 ��������1 k = log2 n�

@
#��

3 · 2n−k = 3 · 2n

n
, k · 2k+1 · 22k

= log2 n · (2n) · 2n,

�� �� �
��!��� ����B�
� ��
#
�� �
*'��� k �� ������� ���'B��

k = log2 n − 1� @
#��

3 · 2n−k = 3 · 2n

n
· 2, k · 2k+1 · 22k

= (log2 n − 1) · n · 2n
2 .

���
���� �����'1 !�
 k �
�A�
 25�' ���5� !���
�1 � �
�
A��

k = [log2 n − 1]� @
#��

n − k < n − log2 n + 2, 3 · 2n−k < 12 · 2n

n
,

k · 2k+1 · 22k � (log2 n − 1) · n · 2n
2 .

,�� ?�
� �52
�� k 
�
�!����'�
 �����

L(n) � 12 · 2n

n
.
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 25 ���!B��' ?�� 
�����1 ��
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�
������� L��� k = [log2(n − 3 log2 n)] �
��!�� L(n) � 6 · 2n

n M�
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 ��������
 �
 �+ ��* ��
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� �+
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��A��1 !�
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� n ��#�����
�� >�
 �
��*����'���
 8��8 

���8 ��
��!�5� ����
#
�� �
��*����'���� ��9����
����8 ����� 
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��� �
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���	�

N ′′(n, h) � 3h(n + h)2h+1.
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N ′′(n, h) � 3h(n + h)2h+1.

������� �� (�
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��� �
��"
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L(n) >
1
3
· 2n

n
.


�������������� %!�����
1 !�
 ���� N(n, h0) < 22n

��8 ���
 

�
�
#
 h01 �
 L(n) > h0� ,
��A��1 !�
 ��� h0 = 1
3 · 2n

n �5�
��8���8

����������
 N ′′(x, h0) < 22n

� � ���
� ����1 ���
�'*�8 ����� �1

�����2)

log2
N ′′(n,h0)

22n = log2 N ′′(n, h0) − 2n �

� (2h0 + 1) log2(n + h0) + h0 log2 3 − 2n �

� ( 2
3 · 2n

n + 1) log2(n + 1
3 · 2n

n ) + log2 3
3 · 2n

n − 2n <·
<· (2

3 · 2n

n + 1) log2(2n) + log2 3
3 · 2n

n − 2n =

= log2 3
3 · 2n

n + n − 1
3 · 2n → −∞

��� n → ∞� ,
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��

N ′′(n, h0)
22n → 0

L��� n → ∞M � N ′′(n, h0) < · 22n
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xσ Lσ = 0, 1M ��*5�����8 ���������1 ���!�� #����� &
� �
���� 

�
�1 ���� σ = 11 � ��#���� &
� �
�����
�1 ���� σ = 0�

��A�
� ���� �
�"�
� (a, b) �
�
������ �����
 ���	��
��"

��
 fab(x1, . . . , xn) L��A�� �
�"���� a � bM �����"9�� 
2��*
��

�M ���� a = b1 �
 fab(x1, . . . , xn) = 1K

�M ���� a �= b � � �-��� �� ��9������� ����� ��A�� a � b1 �


fab(x1, . . . , xn) = 0K

EM ���� a �= b � ��
A����
 ����� ��A�� a � b ������
1 �
 �
�
 

������ ��A�
� ���� I ����

(a, vi1), (vi1vi2), . . . , (vim−1 , b)

�
�C"����" xσ1
r1

. . . xσm
rm

L���	��
����) ���� IM1 #�� xσt
rt

N 2���� �*

X1 ����������8 ��2�� (vit−1 , vit
) L*���' vi0 = a1 vim

= bM� ,
�
A��

fab(x1, . . . , xn) =
∨
I

xσ1
r1

. . . xσm
rm

,

#�� ��*C"����8 2�����8 �
 ���� ���8� I ��A�� a � b�

����� #
�
���' ���A�1 !�
 �-��� �����*��� �
�
��������5� ��

.�������

� �

�

�

�

�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�
�
�
�
��

�
�
�
�
�
�
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�
�
�

�
�
�
�a

x1 x2

x1

x2

x2

x2 x3

x3

b

3��� �

������� :*	�� �� ���&���� a � b � �
�����	���� �� ���� "� �	��

��
�	
 ������&
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fab(x1, x2, x3) = x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 ∨ x1x2x3 =

= x1 ⊕ x2 ⊕ x3.

,�� ��� -��� �	���	�
�������)�� 
� fab = fba�

��8 ��A�
� �
������
� �-��5 �
A�
 �
������' �������

.������ ��
�
���
���1 � �
�
��" �
������ .������ ��
�
���
 

��� ��8 �

��������"9�- ��� �
�"�
�� ��8 �-��51 �*
2��A���
�

�� ���� �1 ?�� ������� �5#�8��� �����"9�� 
2��*
��

a b
a 1 x1 ⊕ x2 ⊕ x3

b x1 ⊕ x2 ⊕ x3 1

,���' � �-��� ������8 k �
�"�
� a1, a2, . . . , ak� �
*������ �
 

��
�� ����� ���
��8 ��
2-
���
 ���
A��' �� ��
�*�
�'��" ���� 

�����" ������� M �
�8��� k1 � ������- �
�
�
� ����
�
A��5 2� 

���5 .������1 !�
25 ��9����
���� ����8 �
�������8 �-���1 � �
�
 

�
� ������� .������ ��
�
���
��� �
������� � M] ,��A�� ���#


*������1 !�
 ��8 �"25- ���- �
�"�
� ai1 aj � ak .�����8 faiak

�
�A�� ��������' *��!���� 1 �� ���- ��2
��- *��!���� ������� 

�5-1 �� �
�
�5- .������ faiaj

� fajak


��
�������
 �������"�

*��!���� 1� >�
 
*��!���1 !�
 faiak
� faiaj

&fajak

� %!�����
1 !�


������� �
�A�� 25�' ��������!�� 
��
�����'�
 #����
� ���#
 

���� L��� ��� #��.5 ��
�������
����5�M� ��
�� �
#
1 �� #����
�

���#
���� �
�A�5 ��
8�' ������5� %��*5�����81 !�
 ?��- ���-

��
2-
���5- ���
��� �
����
!�
 ��8 ��9����
����8 �
������
�

�-��5 � *�����
� �������� .������ ��
�
���
����

,�������) �
������
� �-��5 S 
�������� ��� !���
 �� �
� 

����
�K 
2
*��!�� ?�� ����!��� !���* L(S)� %�������� �����

.������1 ����
#�!�5� �������5� ����� ��8 �-�� �* .�����
���' 

�5- ?������
��

Lk(f) = min L(S), Lk(n) = max Lk(f),

#�� ������� 2�����8 �
 ���� �
������5� �-����1 �����*�"9��

.�����" f 1 � �������� N �
 ���� .�����8� f 
� ��#�����
�

x1, . . . , xn�

%!�����
1 !�
 ���� �-��� S1 �����*��� .�����" f11 � �-���

S2 N .�����" f21 �
 � ��*��'���� ��������'�
#
 L�

����������


���	
& '� ��

�
����
�����'�
#
M �
�������8 ?��- �-�� �
��!����8 �-���1 ����� 

*�"9�8 f1 ∨ f2 L�

����������
 f1&f2M�

,
��A��1 !�
 �"2�8 .�����8 f(x1, . . . , xn) �
A�� 25�' ����� 

*
���� �
������
� �-��
�� 3����
���� �
���B����" ��*C"����� 

��" �
����'��" .
��� ?�
� .������� ,���' σ̃1 = (σ1
1 , . . . , σ1

n), . . . 1

σ̃s = (σs
1, . . . , σ

s
n) N ��� ��2
�51 �� �
�
�5- .�����8 f ���������

*��!���� 11 s � 2n� ��8 ��A�
#
 ��2
�� σ̃i �
���
�� ���'1 �
��� 

�8"9�" ��� �
�"�� �-��5 La � bM � �����*�"9�" �
�C"����"

x
σi
1

1 . . . x
σi

n
n 1 � �
������ ��� ?�� ���� ��������'�
� � ��*��'���� �
 

��!�� �-��� S1 �
�
��8 �����*��� .�����" f L���� �M� %!�����
1

!�
 L(S) � n2n�

� �

�

�

�

�

�

�

� � �

� � �

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�

�
�
�
�a

x
σ1
1

1

x
σs
1

1

x
σ1
2

2

x
σs
2

2

x
σn
1

1

x
σs

n
n

b

3��� �

��8 .������1 �
A��������
 ����
� ���"1 �
A�
 �*8�' �-���1

�
��
89�" �* ���- �*
���
����5- �
�"�
�� @���� 
2��*
�1 �����

����

������� �� ,���	
��
	� �
��	
���	�

Lk(n) � n2n.

,��������
� ��������!���
� 
���������� .������1 �����*�� 

�
� �
������
� �-��
�1 
���A��� �.�*�!����"� ��
�
�� ����� 4� 

������1 �-��� �� ���� � �

���������� �.�*�!���
� �-����1 �*
2�� 

A���
� �� ���� E�

�
����� �� ���� G1 � ��*
����� ��� ���
*2�A����
� 
2�
���

���� � *������ ��� �
*2�A����
� 
2�
���K �
�����1 �*
2��A���5�

�� ���� G1 �1 ��
2
�
�1 *������ ��� ���
*2�A����
� 
2�
��� ����

� ��*
����� ��� �
*2�A����
�� <!�����1 !�
 
2�
��� �
*2�A����

�
#�� � �
�'�
 �
#��1 �
#�� �

��������"9�8 ���������8 ����� 1�
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@
#�� �
����� �.�*�!���
� �-��5�1 �

��������"9�� �
������ xσ

L��������!���
� �
����M1 ��*
�����1 �
#�� xσ = 01 � *������1 �
 

#�� xσ = 1� ,
?�
�� ��8 ��A�
#
 ��2
�� *��!���� ��������5-

*��!���� .������1 �����*���
� �
������
� �-��
�1 ����
 1 �
#��

� �
�'�
 �
#��1 �
#�� �.�*�!����8 �-���� ��
�
��� �
��

a
�

��

��

�

�

��

��

��

��

�

�

��

��

�
b

x1 x2 x3

3��� E

��

;

��

<

3��� G

�
�������8 �-��� ��*5�����8 (1, k) ��� ��
���1 ���� � ���

���
�
�5� �
�"� �!������8 	������1 � 
����'�5� k �
�"�
� N 	�"

������
 L��� ?�
� �
��������81 !�
 �
�"� �
A�� 25�' �-
��5� �

�5-
��5� 
��
�������
M� < ��A�5� (1, k) �
�"����
� ��8*5���� 

�8 ������� �* k .������1 ��A��8 �* �
�
�5- �����*����8 ��A��

�-
�
� � ���
�
�5� �5-
�
�� S��� ��
�
���
��' ��A�� �"25��

���	
& '� ��

����8 ��*��!�5�� �5-
���� (1, k) �
�"����� �
A��������
 ��� 

�� ���"1 �
 
� ��*5�����8 ��#�
�
�
�)���� 7��������� �
�
	��

��*5�����8 ���
� (1, 2n) �
�"����1 �
�
�5� �����*��� L��A�� �-
 

�
� � �5-
����M ������� K(x1, . . . , xn) ���- 2n �
�C"����� ����

xσ1
1 . . . xσn

n � ,����� �
������
#
 ������ �*
2��A�� �� ���� ��

�
�

�
�

�
�
�

x1x1

�
�
�

�

�
�
�� �

x2 x2

�
�

�
�

�
�
�� �

x2 x2

� �� � ��

�
�

�
�

�
�
�� �

xn xn

�
�

�
�

�
�
�� �

xn xn �� �
�

�
�
�

�
�
�� �

xn xn

�
�

�
�

�
�
�� �

xn xn

3��� �

0�#�
 �����'1 !�
 ����
� �
������
� �����
 �
���A��

2 + 4 + · · · + 2n = 2n+1 − 2
�
�����
��

;������1 !�
 �
������
� �����
1 ���������
� �� ���� �1 8��8 

���8 ��*�������'�5� (1, 2n) �
�"����
�� (
A�
 �
��*��'1 !�
 �

������ ��*�������'�5- �
������5- �-�� ����
� �
������
� �����


8��8���8 �������'�5�� ������ � ��� ���� 
���*��'�8 
� ��
�����

��*�������'�
���1 �
 ������� ���- �
�C"����� K(x1, . . . , xn) �
A 

�
 �����*
���' �
 ��
A�
��'"1 ������
��!���� ����
� 2n�

4� 
��
�� �
������
#
 ������ �
A�
 �����
A��' �����"9��

���
� �����*� �
������5- �-��� ,���' f(x1, . . . , xn) N ��
�*�
�' 

��8 2����� .�����8� S��� f �= 01 �
 f �
A�� 25�' *����� �
��� 

B���
� ��*C"������
� �
����'�
� .
��
�

f(x1, . . . , xn) = K1 ∨ K2 ∨ · · · ∨ Ks,
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#�� s � 2n � ��A��8 �
�C"����8 ����� ��� Kj = x
σj1
1 x

σj2
2 . . . x

σjn
n �

�
*'��� �
���
���
� �5B� �
������
� �����
 L���� �M1 �����*�" 

9�� ��� �
�C"����� ���� xσ1
1 . . . xσn

n � %�
A������� � ��� ��� �5-
 

�51 �

��������"9�� �
�C"����8� K1,K2, . . . ,Ks� ,
��!�� �
� 

������" �-��� S� ,
��
�'�� ��
�
���
��' ��A�� �"25�� ����8

��*��!�5�� �5-
���� �
������
#
 ������ ����� ���"1 �
 .��� 

��8 ��
�
���
��� �-��5 S ��A�� �-
�
� � �
�5� �5-
�
� �����

f � ,�� ?�
� L(S) � 2n+1−21 �� �� Lk(f) � 2n+1� @�� ���5� �
��*���

������� �� 1�

� �
��� �
��	
���	�

Lk(n) � 2n+1.

,������� �����' ���
� �
���
���8 �
������5- �-�� � �-�� �*

.�����
���'�5- ?������
�1 �!��5��"9�� �����.��� �
������5-

.������� >�
� ���
� �
��!�� ��*����� ����
� ������
�� � 25�


����� � ��
�8���
� ����� ��2
�� ��H���
�� � �
G
 #� (��
� ��� 

���
� �!��5���� ���
�
�5� ��
����� .������ � 2��#
���8 ?�
��

�
*�
�8�� ��8 ��
#�- .������ ���
��' ���������'�
 ��
��5� �-� 

�5� (��
� �
��
�� �* ���- ?���
�� <��!��� ��-
���8 .�����8 ��* 

��#����8 �
 ��������5� � ���
���8 �
����
�����'�
��' ��
A����

.������1 � *���� �� 
��
�� ?�
� �
����
�����'�
��� ���
���8 �
 


��������"9�8 �-����

,���' ���� .�����8 f(x1, . . . , xn)� %2��*��� �
����
�����' 

�
��' ��
A���� G0, G1, . . . , Gn−11 #��

Gi = {gi,1(xi+1, . . . , xn), . . . , gi,ri
(xi+1, . . . , xn)},

��8 ��A�
#
 i = 0, 1, . . . , n − 1 Gi N ��
A����
 .������ 
� �� 

������5- xi+1, . . . , xn� %�������� ��
A����� Gi ��������� �
 i�

,
�
A��

G0 = {f(x1, . . . , xn)} = {g0,1(x1, . . . , xn)}.

,���' ��
A����
 Gi �A� �
���
��
� 3����
���� �����"9�� 2ri

.�������

gi,1(0, xi+2, . . . , xn), . . . , gi,ri
(0, xi+2, . . . , xn),

gi,1(1, xi+2, . . . , xn), . . . , gi,ri
(1, xi+2, . . . , xn).

(�
A����
 Gi+1 �
 
���������" �
��
�� �* ���- ��*��!�5-

.������1 �����!�"9�-�8 ����� ?��- 2ri .������� � !����
���1

Gn−1 ���' ���
�
�
� �
���
A����
 ��
A����� {xn, xn, 0, 1}�

���	
& '� ��

)* 
���������8 ��
A���� Gi �5������ �����"9�� ��
����
�

��A��8 .�����8 g(xi+1, . . . , xn) �* Gi1 0 � i � n − 21 �
A�� 25�'

������������ � ����

g(xi+1, . . . , xn) = xi+1g
(1)(xi+2, . . . , xn) ∨ xi+1g

(2)(xi+2, . . . , xn),

#�� g(1), g(2) ∈ Gi+1�

;������1 !�
 |G0| = r0 = 1 � |Gi+1| = ri+1 � 2ri ��8 ���-

i = 0, 1, . . . , n−21 �� �� !���
 .������ � ��A�
� �
�����"9�� ���� 

�� �� 2
��� !�� � ��� ��*� ����5B��� !���
 .������ � ����5�� 

9�� ������� ,
?�
�� ri � 2i1 i = 0, 1, . . . , n − 1� < ���#
� ��
�
�51

ri � 22n−i

1 �
��
�'�� Gi N �
���
A����
 ��
A����� ���- 2����5-

.������ 
� ��������5- xi+1, . . . , xn�

<-��� ���
���8 � �

��������� � 
������5� �5B� ��*�
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����1 �
 � �
2����
� �
�8����� & �����
 ���
���8 �
����
�����' 

�
��' �
������5- �-�� Sn−1, Sn−2, . . . , S01 #�� Si N (1, ri) �
�"����1

��A�� �-
�
� � ri �5-
���� �
�
�
#
 �����*�"��8 ��� .������ �*

��
A����� Gi1 i = 0, 1, . . . , n − 1�

@�� ��� Gn−1 ⊆ {xn, xn, 0, 1}1 �
 � ��!����� �-��5 Sn−1 �
A�
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�
�
�

�
�

�
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xnxn

xnxn

3��� �

,���' �A� �
���
��� �-��� Si+1 L(1, ri+1) �
�"����M� ,
���
 

�� �-��� Si �����"9�� 
2��*
�� � ��!����� �� �-
�� �
*'��� ��� 

B��� a N �-
� �-��5 Si+11 � � ��!����� �5-
�
� �
*'��� ri �
 

�5- ���B�� v1, . . . , vri

K ���B���� v1, . . . , vri

�

��������"� .��� 

��� gi,1, . . . , gi,ri

�* ��
A����� Gi� ,���' gij ∈ Gi1 j = 1, . . . , ri� )*

���������
#
 �5B� ��
����� ��
A���� Gi �������1 !�
 �������8

.������ g(1) � g(2) �* Gi+11 �����1 !�


gij(xi+1, . . . , xn) = xi+1g
(1)(xi+2, . . . , xn) ∨ xi+1g

(2)(xi+2, . . . , xn).

,
?�
�� � �-��� Si+1 �������8 �5-
�5 w(1) � w(2)1 �� �
�
�5- �� 

���*�"��8 .������ g(1) � g(2) �

����������
 L�� �� faw(1) = g(1)1
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faw(2) = g(2)M� <
������ ���B��5 vj � w(1) �
�����
� xi+11 � ��� 

B��5 vj � w(2) N �
�����
� xi+1� %!�����
1 !�
 .�����8 ��
�
 

���
��� favj

��A�� �
�"���� a � vj ����� gij �

)���1 �5 �
���
��� (1, ri) �
�"���� N �-��� Si� 0�#�
 �����'1
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�1 �-��� S0 �����*��� .�����" f � ,
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Lk(f) � L(S0)� @�� ��� L(Sn−1) = 2 � L(Si+1)+2ri1 i = 0, 1, . . . , n−21

�


Lk(f) � 2 + 2
n−2∑
i=0

ri.

;������1 !�
 ��8 �"2
#
 k = 1, . . . , n − 1 �5�
��8"��8 ���� 

�������

L(S0) � 2
n−k−1∑

i=0

ri + L(Sn−k) � 2 · 2n−k + L(Sn−k),

#�� Sn−k N �-���1 �����*�"9�8 ��� .������ g(xn−k+1, . . . , xn)

�* ��
A����� Gn−k� ;������ � �-��� S0 �
��-��� Sn−k ��

(1, 22k

) �
�"���� Uk1 �����*�"9�� ��� .������ 
� k ��������5-

xn−k+1, . . . , xn� � ���� ��
���5 E L(Uk) � 2k+122k

� � ��*��'����

�
��!�� �-��� S1 �����*�"9�" .�����" f K ��� ?�
�

L(S) � 2 · 2n−k + 2k+1 · 22k

.
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& '� ��

,
?�
�� �5�
��8���8 ����������
 Lk(f) � 2 · 2n−k + 2k+1 · 22k

.

,
�
A�� k = [log2 n − 1]� @
#��

Lk(n) � 8 · 2n

n
.

@�� A� � ��8 �-�� �* .�����
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� �������
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 �
��!����8 ���-�88 
����� .������ Lk(n) 8��8���8
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 �
�8����

,���' Nk(n, h) N !���
 2����5- .������ f(x1, . . . , xn)1 �
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��"9�- �����*���" �
������5�� �-����� ��
A�
��� �� 2
��� h1

� N ′
k(n, h) N !���
 .������ f(x1, . . . , xn)1 �
�����"9�- �����*� 

��" �
������5�� �-����� ��
A�
��� h� %!�����
1 !�
 Nk(n, h) =
N ′

k(n, h)�

%2
*��!�� !���* N ′′
k (n, h) !���
 ���-�
�"��5- �
������5-

�-�� � h ��2����1 �
�
�5� �� �
���A�� �*
���
����5- ���B��1
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� �
�"�
�1 � � �
�
�5- ��2�� �
��!��5 ����
���� �*

��
A����� {x1, . . . , xn, x1, . . . , xn}� 0�#�
 �����'1 !�
 �5�
��8���8

����������
 N ′
k(n, h) � N ′′

k (n, h)�

,
��!�� ���-�"" 
����� ��8 N ′′
k (n, h)�

��A��8 �
�������8 �-��� � h ��2����1 � �
�
�
� ��� �*
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� ��2�
 �
A�
 ��
����� �� 2
��� !��

(2h + 2) (2h + 2) ��
�
2���1 !���
 ��
�
2
� ��
����� h ��2�� ��

����
�-
��� (2h + 2)2h� ��A�
� �* ��2�� �
A�
 �
�����' 
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�* 2n ����
�
� x1, . . . , xn, x1, . . . , xnK ����� (2n)h �
*�
A�
�����
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�� �
#
1 ��� ���B��5 �52���"��8 � ��!����� �
�"�
�K �����

�� 2
��� (2h + 2)2 ��
�
2
�� @���� 
2��*
�1

N ′′(n, h) � (2h + 2)2 · (2n)h · (2h + 2)2h = (2n)h · (2h + 2)2h+2.

����� ��#�
 �
��*��'1 !�
 ��� h0 = 1
3 · 2n

n ��8 �
����
!�
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�' 

B�- n �5�
��8���8 ����������


N ′′(n, h0) < 22n

.

,
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Lk(n) � 1
3
· 2n

n
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Lk(n) � 2n

n
.

)���1 .������ Lk(n) �
 �
�8��� ����� 2n

n � 4� ���
� ���� �
A 

�
 �
��*��'1 !�
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Lk(n) ∼ 2n

n
.
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xn−1 xn−1

xn
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<��� ;

:������
� ������ �*	�) ����� 2 ·2+4(n−2) = 4n−4� /���� �����


�
�� '
� ��� ����	
�� ������������ #
�
 �	
���
�
 ����'�� =� =����

� ">71 -�� *�
� ���� �*	�� �)�� �
�	�
�� 	�	 ?	������ ��
��)� ����	�

		 � ���	� ����
	 ">6> -�

4);�����J���� a(n) � b(n) ��������� ��� ����
������ ������J���� a(n) �
b(n) � b(n) � a(n)- ������J���� a(n) � b(n) ��������� ��� ��1������� ��
�0�4

��

��� ��������� c� ������ ��� a(n) <· cb(n) *�� �� ����������� ������	
��� ���

	��������� ��

J�� n/�

5);��+ ������� ��	� � ������� ��������� �
����� �����
��1�� ������))

9���
��� ������������ ���� %(� !�+ :��������� %&87� 874&'�
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� ������
� �
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 ��������' � ��8 �
���
���8 �-�� �*

.�����
���'�5- ?������
�1 �����*�"9�- *������" .�����" f � &

�����
 2���� �
����
�����'�
 ���
��' �-��5 �* .�����
���'�5-

?������
� Sn−1, Sn−2, . . . , S01 �����*�"9�- .������ �* ��
A����

Gn−1, Gn−2, . . . , G0 �

����������
� � ��!����� �-��5 Sn−1 �
A�


�*8�'1 ��������1 �-���1 �*
2��A����" �� ���� 
�

�xn

#�
�
�
�

∨�
�
�

�

9�
�
�

�

� � �
xn1 0

3��� 


,�� i = 0, 1, . . . , n − 2 �-��� Si ���
���8 �� 
��
�� �-��5 Si+1
� ���
�'*
������ 
��
#
 �
�
������'�
#
 ?������� 
�������8 ��8

���#
 ��
A����� Gi � 
��
#
 ?������� ��*C"����� � ���- ?����� 

�
� �
�C"����� ��8 ��A�
� .�����" g(xi+1, . . . , xn) �* ��
A�����

Gi L��� ���� ��M�

@���� 
2��*
�1 L(Sn−1) = 3 � L(Si) = L(Si+1) + 1 + 3ri ���

i = 0, 1, . . . , n − 2� ,
?�
��

L(S0) = 3 + 3
n−2∑
i=0

ri + n − 1 = n + 2 + 3
n−2∑
i=0

ri.

@�� ��� �-��� S0 �����*��� .�����" f 1 �


L(f) � n + 2 + 3
n−2∑
i=0

ri.



�	 ��" 0#�� # �2#3%

� � �xi+1 xi+2 xn�� �

g(2)(xi+2, . . . , xn)

g(1)(xi+2, . . . , xn)
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�
�
�
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�
�
�
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�
�

�

∨�
�
�

�

g = xi+1g
(1)(xi+2, . . . , xn) ∨ xi+1g

(2)(xi+2, . . . , xn)

3��� ��

������� =�� �) ����
��� �)5	� ��� �������

f(x1, . . . , xn) = x1 ⊕ · · · ⊕ xn,

n � 2� �)�����	
�� ���	��
�� ri = 2 ��� ��	* i = 1, . . . , n − 1� ��%
���

�������
� �*	�) �
 ������������)* %�	�	�
��� ���
��	���� �� �	
���

��������� ��� %
�� ������� �����

n + 2 + 3

n−2∑
i=1

2 + 3 = 7n − 7.
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� ��� ������� f ���	�
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 �*	�� �
 ������������

�)* %�	�	�
��� �������
� ��
���� �	 ��	���*���
 4n − 4� ,	� ���)�

�	
�� �������� �	 �������
 � ���
��	��& ����������� �*	�) �
 �����

��������)* %�	�	�
�� ��� ���	���� ��������
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 �
 �� ��� ��
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3����
���� ��� �
��!�5- ��.����� A = {a1, . . . , aν} � B =
{a1, . . . , aµ}� %2
*��!�� !���* A∞ � B∞ ��
A����� ���- 2���
��! 

�5- �
����
�����'�
���� α = (α(1), α(2), . . . ) � β = (β(1), β(2), . . . )

� ��.�����- A � B �

����������
� 3����
���� .������ f(x)1
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A∞ � �������"9�� �� ��A�
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� � �5-
��
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� @���� 
2��*
�1 ��A��8

.�����8 f(x) *����� 
�
2��A���� f : A∞ → B∞�
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�5- �
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�
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��
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� ,���' f(0̃) = 0̃1 f(α) = 1̃ ��8 ���- α ∈ A∞1 α �= 0̃� @
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��� 0̃ ���'*8 �����1 *��8 ��B' �
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����5� .������� ,���' y = f(x)1 #��

x = (x(1), x(2), . . . , x(t), . . . ), y = (y(1), y(2), . . . , y(t), . . . ).
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�
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��
*��!�
 
������8���8 ����5�� t !������
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f1(x(1)), f2(x(1), x(2)), . . . , ft((1), x(2), . . . , x(t)), . . . ,

#�� ft : At → B1 t = 1, 2, . . . �

������� ���
� A = B = {0, 1}� :�	��&��	 ������� y = f(x)�

-�	 f : A∞ → B∞� x = (x(1), . . . , x(t), . . . )� y = (y(1), . . . , y(t), . . . )�

����&
�� �	
	�����������)��2
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@ y(t) =

{
0� 	��� x(1) = x(2) = · · · = x(t − 1) = 0;
1 � ���
����� ���'�	;

A ������� '	
���
�2 y(t) = x(1) ⊕ x(2) ⊕ · · · ⊕ x(t)4

B ������� 	����'��� 
��	����2

y(t) =

{
0� 	��� t = 0;
x(t − 1) � ���
����� ���'�	;

C y(t) =

{
0 � 	��� t = 2n ��� �	��
���-� ��
�������-� n;
1 � ���
����� ���'�	.
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�
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�
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� ��""
"
"
"
""#

$
$
$
$
$
$$%

� �

�""
"
"
"
""#

$
$
$
$
$
$$%

� �

(0, 0) (1, 1)

(0, 0) (1, 1) (0, 1) (1, 0)

(0, 0)
(0, 1)

(0, 1)
(1, 0)

3��� �

,���' f(x) N 
� �� .�����8 ���� r1 T N ��.
�����
��
� ���� 

�
1 *���"9�� f 1 v0 N �
���' ������ T 1 � v0, v1, . . . , vr−1 N ���B��5

������T 1 �����1 !�
 Tvi
�∼ Tvj

��8 ���- i, j = 0, 1, . . . , r−11 i �= j� ;� 

�������� ��� ���B��5 ������ T !������ 0, 1, . . . , r − 1 �����"9��


2��*
��

�M ���B��5 v0, v1, . . . , vr−1 ������"��8 !������ 0, 1, . . . , r−1 �
 


����������
K

�M ��A��8 ���B��� v /∈ {v0, v1, . . . , vr−1} ���������8 !���
� i1

�����1 !�
 Tv ∼ Tvi

1 0 � i � r − 1�

4
���� 0, 1, . . . , r − 1 ���B�� v0, v1, . . . , vr−1 � ��.
�����
� 

�
� ������ T ��*5��"��8 �������
��
 .������ f K ��
A����


Q = {0, 1, . . . , r−1} ��*5�����8����
��	�� �������
� 
� �� .��� 

��� f �
��� .������ !���
��� �* ���������
#
 �5B� ������� �����

2� 4� ���� E ���*�� ��!��'�5� .��#���� *���"9�#
 ?�� .�����"

���	
& '� ��

��.
�����
��
#
 ������1 � �
�
�
#
 ���B��5 *������
���5 !�� 

���� 0 � 1K ��8 ��#�8��
��� ���B��5 ������ �*
2��A��5 � ����

���A�
�1 ������ �
�
�5- �
��9��5 �

��������"9�� �
�����

�0�
�
�
�
���

�
�

�
�

���

�0�
�
�

�
� 

�
�
�
�
�!

�1�
�
�

�
� 

�
�
�
�
�!

�1 �0�0"
"
"
"
"#

$
$
$
$
$%

�0 �1

�1"
"
"
"
"#

$
$
$
$
$%

�1 �0

(0, 0) (1, 1)

(0, 0) (1, 1) (0, 1) (1, 0)

(0, 0)
(0, 1)

(0, 1)
(1, 0)

3��� E

,
��!���
� ��.
�����
��
� �����
 T � *������
����5��

!������ 0, 1, . . . , r − 1 ���B����� �
���A�� �*25�
!�5� �������8


2 ��-
��
� 
� �� .������ f K ��8 ��
2-
����8 ��.
�����8 �
��� 

A���8 � r �
��!�5- .��#�����- ������1 ������������
#
 �� ���� G1

#�� bi1 , . . . , biv
∈ B1 � j1, j2, . . . , jv ∈ Q1 i = 0, 1, . . . , r − 1�

4� ���� � �*
2��A��5 �

��������"9�� .��#����5 ��8 ��.
� 

����
��
#
 ������ � *������
����5�� ���B�����1 �*
2��A���
#


�� ���� E�

>�� ��.
�����8 �
���A���8 ���A� � ���!���
� ������� =�
"

!
���
 �
�
	� ���������8�� �
2
� �
��!�
� 
�������
����
� �� 

���
1 8��8���8 �
�#��.
� ������ T � �
-�������� ���- �
���
�

�� ���B���- � ��2��-1 �
���A�� �
���' v0 ������ T � 
2������
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�����"9�� ��
����
�� �"2�8 
�������
�����8 ���'1 �5-
�89�8

�* �
��81 �
���A�� �
��
 ��� ���B��5 � 
�����
�5�� �
������1

� �����
� �#
 �
2������
� �
������
 ?��� ��
����
� �� 
2�������

0�#�
 �����'1 !�
 ���!���
� �����
 �
���A�� ��� ��
�8���5� �5 

B� .��#����5 ������ T L��� ���� GMK ��� ?�
� !���
 ��2�� � �"2
�


�������
����
� ���� ?�
#
 ������ �� ����5B��� r� @���� 
2�� 

*
�1 ���!���
� �����
 �
���A�� ��" ��
2-
����" ��.
�����" ��8

��-
A����8 
2��*� �"2
� �
����
�����'�
��� .������ f �

�	

�
j1 �	


�
j2 �	


�
jν� ��

�	

�
i

�
�

�
�

�
�

�
�

�&

'
'
'
'
'
'
'
''(

�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�
�)

(a1, bi1) (a2, bi2) (aν , biν
)

3��� G

�0�
�
�
�
���

�
�

�
�

���

�0 �1

(0, 0) (1, 1)

�0�
�
�
�
���

�
�

�
�

���

�1 �0

(0, 1) (1, 0)

3��� �

���	
& '� ��

4� ���� � �*
2��A��
 ���!���
� �����
1 �
���
���
� �� 
��
��

��.
�����
��
#
 ������ ���� E�

�0�
�
�
�
���

�
�

�
�

���

�0 �1

(0, 0) (1, 1)

�
�

�
�

� 

�
�
�
�
�!

�1 �0

(0, 1) (1, 0)

3��� �

%#����!���
 ����������
����5� .������ ��
2�
 *������'

�
��������
 �
�
����	 L�
������� 6���M1 �
�
�5� �
��!�"��8 �*

���!���5- �����'�� 
�
A����������� ���B�� � 
�����
�5�� �
�� 

����� � ��*��'���� �
��!��� �
��!�5� 
�������
����5� #��. � r
���B�����1 �
�
�5� *������
���5 !������ 0, 1, . . . , r − 11 � v · r

��2����K ��� ?�
� �* ��A�
� ���B��5 #��.� �5-
��� v ��2��1 �
 

�
�5� ��������5 ���5

(a1, bi2), (a2, bi2), . . . , (aν , biν
),

#�� {a1, . . . , aν} = A1 bi1 , . . . , biν
∈ B� ��
�� �
#
1 ���B��� ?�
#


#��.�1 �

��������"9�8 �
��" ��-
��
#
 ��.
�����
��
#
 ���� 

�� T L��� ���������
� ��
�
2� ��������� ���B�� 
�� ����� �
���

0M1 
25!�
 �
��!����8 ����
�
� ∗�

4� ���� 	 ��������� ���#����� ����-
�
� ��8 .������ !���
 

����
< ���#������� ����-
�
� �
A�
 ��8*��' ��� .������1 F � G1

F : A × Q → B � G : A × Q → Q1 �
�
�5� ��*5��"��8 .�����8��
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�5-
�
� � ����-
�
� �

����������
� ;��!���8 ?��- .������ ��8

���- ai ∈ A1 qi ∈ Q ��-
�8��8 � �

��������� � ���� 6�

�

��

0

∗ �

��

1
�

)) *

(1, 1)

(1, 0)

(0, 0) (0, 1)

3��� 	

�

��
qj

+
(ai, F (ai, qj))

G(ai, qj)

3��� 6

� ��*��'���� �
��!��� ��
�
2 *�����8 
� �� .������ � ����

��2���1 � v · r = |A| · |Q| ���
��- �
�
�5- ����!�����5 ��� ���5
(ai, qj) �* A × Q � *��!���8 .������ F � G �� ��- L��2�� �M�

����
�� 1
x q F G

� � � � � � � � � � � �

ai qj F (ai, qj) G(ai, qj)

� � � � � � � � � � � �

���	
& '� ��

;��!���8 .������ F � G ��8 .������ !���
��� ��������5 �

��2�� ��

����
�� 2
x q F G
0 0 0 0
0 1 1 1
1 0 1 1
1 1 0 0

%� �� .������ �
A�
 *������' ���A� ��� �
�
9� ����������⎧⎨⎩ y(t) = F (x(t), q(t));
q(t + 1) = G(x(t), q(t));

q(1) = q0,

#�� x(t) ∈ A1 y(t) ∈ B1 q(t) ∈ Q ��� ���- t = 1, 2, . . . K q0 N �
���

���B��5 � ���#����� ����-
�
�1 �
�
��8 
���!��� ����
�
� ∗1

q0 ∈ Q� >�� ��������8 ��*5��"��8 �����
!
��
�
 ���	�
�
��



� �� .������ f � ��!��'�5� �
��
8���� q0�

0�#�
 �����'1 !�
 �
 ���
��!����� ��������8�1 �
�
�5� *��� 

"� 
� �� .�����" f 1 �
A�
 �
��!��' � ��� ���#�� ����!������5�

�5B� ��
�
25 *�����8 ?�
� .�������

���
��!����� ��������8 ��8 .������ !���
��� LZM � �����! 

�
� *����A�� L[M ���"� �����"9�� ����

L�M ⎧⎨⎩ y(t) = x(t) + q(t);
q(t + 1) = x(t) + q(t);

q(1) = 0;

L[M ⎧⎨⎩ y(t) = q(t);
q(t + 1) = x(t);

q(1) = 0.

7��
!��� �	����� N ?�
 ����
����
1 .�����
����"9�� �

��������5� �
����5 ������� t = 1, 2, . . . 1 ���"9�� �-
�1 �5-
�

� �
��!�
� !���
 �
��
8��� q1, . . . , qλ� � �
���� ������� t ���
���

��-
����8 � �
��
8��� q(t) ∈ Q = {q1, . . . , qλ}1 �� �#
 �-
� �
�����8
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����
� x(t) �* �
��!�
#
 ��
A����� A = {a1, . . . , aν}1 � �� �5-
 

�� �
*������ ����
� y(t) �* �
��!�
#
 ��
A����� B = {b1, . . . , bµ}

L���� 
M�

	

	

x(t)

y(t)

q(t)

3��� 


,�� ?�
� �-
��
� ����
� x(t) � �
��
8��� ���
���� q(t) 
� 

�
*��!�
 
������8"� �5-
��
� ����
� y(t) � �
���� ������� t �

�
:�
8��� q(t + 1) ���
���� � �����"9�� �
���� ��������

{
y(t) = F (x(t), q(t));

q(t + 1) = G(x(t), q(t)),

t = 1, 2, . . . � =������ F : A × Q → B � G : A × Q → Q ��*5��"� 

�8 .�����8�� �5-
�
� � ����-
�
� �

����������
K ��
A����� A1

B � Q ��*5��"��8 �

����������
 �-
��5� ��.����
�1 �5-
��5�

��.����
� � ��.����
� �
��
8���� &��
��� ��*5�����8 
�
�
��)"

���1 ���� *����
 �#
 �
��
8��� q(1) � ��!��'�5� �
���� �������
t = 11 q(1) ∈ Q�

@���� 
2��*
�1 �
��!�5� ���
��� �
��
��'" *������8 ����� 

�
� V = (A,B,Q, F,G)1 #�� A1 B � Q N �
��!�5� ��
A����� �-
� 

�5- ����
�
�1 �5-
��5- ����
�
� � ����
�
� �
��
8��� �

���� 

������
K F N .�����81 
����������8 �� ��
A����� A × Q � ��� 

����"9�8 *��!���8 �* B1 � G N .�����81 
����������8 �� A×Q

� �������"9�8 *��!���8 �* Q� >�� ������� V ���A� ��*5�����8

�
��!�5� ���
���
�� )������'�5� ���
��� V � ��!��'�5� �
��
 

8���� q0 ∈ Q 
2
*��!����8 !���* Vq0 �

���	
& '� ��

0�#�
 �����'1 !�
 ��A�5� �
��!�5� �������'�5� ���
��� Vq0

�5!���8�� ���
�
��" .�����"1 
����������" �� ��
A����� A∞

� �������"9�" *��!���8 �* ��
A����� B∞� >�� .�����8 ��*5 

�����8 �	�������� � 
2
*��!����8 !���* fVq0

K �������
��
 ?�
�

.������ ��*5��"��8 �
��
8��8 ���
���� Vq0 � �
��� �
!�
1 .��� 

��8f(x)1 
����������8 �� ��
A����� A∞ � �������"9�8 *��!���8

�* B∞1 ��*5�����8 �	��������1 ���� ��9������� �
��!�5� ��� 

����'�5� ���
���1 �5!���8"9�� ?�� .�����"1 �� �� ������2��5 

��"9�� �"2�" �-
���" �
����
�����'�
��' α �* A∞ � �5-
���"

�
����
�����'�
��' β �* B∞1 ����"1 !�
 β = f(α)�

0�#�
 �����'1 !�
 ��8 ��A�
� 
� �� .������ ���� r ��9�������

�
��!�5� �������'�5� ���
��� � r �
��
8��8��1 �5!���8"9��

?�� .�����"1 �1 ��
2
�
�1 ��A�5� �������'�5� �
��!�5� ���
���

� λ �
��
8��8�� �5!���8�� ���
�
��" 
� �� .�����" ���� r1 #��

r � λ� @�� ���5� .�����8 8��8���8 ���
����
� �
#�� � �
�'�


�
#��1 �
#�� 
�� 
#����!���
 ����������
�����8�

%������1 !�
 �
��!�5� ���
���5 L��� � 
� �� .������M �
A 

�
 *������' ��� �
�
9� ��2���1 ���#���� ����-
��1 ��.
����� 


��5- �����'�� � �- �
��!�5- .��#����
��

,���' α = (α(1), α(2), . . . ) N ���
�
��8 �
����
�����'�
��'

�* A∞� 4������'�
� !���
 d ��*5�����8 �
�
���� �
����
�����' 

�
��� α1 ���� ��9������� ���
� N 1 !�
 ��8 �"2
#
 t � N �5�
� 

�8���8 ��������
 α(t + d) = α(t)� ,
����
�����'�
��' ��*5�����8

�
�
��
!
����1 ���� ��8 ��� ��9������� -
�8 25 
��� ����
��

;������1 !�
 ���� d 8��8���8 ����
�
� �
����
�����'�
��� α1

�
 ����
���� ?�
� �
����
�����'�
��� 8��8"��8 ���A� ��� !����1

�����5� d� ,
��
�'�� �* ���- ����
�
� ����
��!���
� �
����
�� 

���'�
��� α �
A�
 �52���' �������'�5� ����
� d01 �
 ��� ���� 


�5 �
����
�����'�
��� �����5 d0�

����� L
 ����
��!���
� �
����
�����'�
���M� 7��
!���


�
�
��)��� �	����� � λ �������
��
 ��
����#�
� �
�
��
!
"

��� ����
��	��
�)����) � �
�
���� d 	 �
�
��
!
��� ����
��	�"

�
�)����) � �
�
���� λ1 · d* ��
 λ1 0 �������)��
 !
���* λ1 � λ�


�������������� ,���' Vq0 = {A,B,Q, F,G} N �������'�5�

���
���1 |Q| = λ1 q0 ∈ Q1 fVq0
(x) N ���
�����8 .�����81 �5!���8 

���8 ���
���
� Vq0 1 α = (α(1), α(2), . . . ) N ����
��!����8 �
����
 

�����'�
��' �* A∞ � ����
�
� d1 � β = fVq0
(α) = (β(1), β(2), . . . ) N

�
����
�����'�
��' �* B∞�
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@�� ��� d N ����
� �
����
�����'�
��� α1 �
 ��9������� ���
�

N 1 !�
 ��8 �"2
#
 t � N �5�
��8���8 ��������
 α(t) = α(t + d)�

,
?�
��

α(N) = α(N + d) = α(n + 2d) = · · · = α(N + λd).

3����
���� α + 1 �
��
8��� ���
�����

q(N), q(N + d), . . . , q(N + λd).

@�� ��� |Q| = λ1 �
 ����� ��- �������8 �
 ������� ���� ���


�����
�5-� @
 ���' ��9�����"� ����� i, j1 0 � i < j � λ1 !�


q(N + id) = q(N + jd)� ,
�
A�� λ1 = j − i�

,
��A�� ��������� �
 t1 !�
 ��8 �"2
#
 t � N + id �5�
��8 

"��8 ���������

β(t) = β(t + λ1d), q(t) = q(t + λ1d). (∗)

,���' t = N + id� @
#��

q(t) = q(N + id) = q(N + jd) = q(t + λ1d),

β(t) = F (α(t), q(t)) = F (α(t + λ1d), g(t + λ1d)) = β(t + λ1d).

,���' ��������� (∗) ����������5 ��8 ���
�
�
#
 t � N + it�

@
#��

q(t + 1) = G(α(t), q(t)) =

= G(α(t + λ1d), q(t + λ1d)) = q(t + 1 + λ1d),

β(t + 1) = F (α(t + 1), q(t + 1)) =

= F (α(t + 1 + λ1d), q(t + 1 + λ1d)) = β(t + 1 + λ1d).

@���� 
2��*
�1 �
����
�����'�
��' β 8��8���8 ����
��!���
�

� ����
�
� λ1d�

)* ����5 �������1 !�
 �
��!�5� ���
��� � λ �
��
8��8�� �
 

A�� ���
2��*
�5���' ����
��!����" �
����
�����'�
��' �
�'�
 �

����
��!����"1 � �
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��!��'�8 �� 2
��� !�� � λ ��*�

���	
& '� ��

;������1 !�
 ��A� ���� !���
 d N �������'�5� ����
� �-
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�
� �
����
�����'�
���1 �
 �������'�5� ����
� �5-
��
� �
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�����'�
��� �� 
28*����'�
 ����� λ1d� � ��!����� ����� 

�� �
����
!�
 �����
����' ���
��� � λ �
��
8��8��1 �
�
�5�

�"2�" �-
���" �
����
�����'�
��' ���
2��*��� � �
����
�����' 

�
��' (b1, b1, . . . ) ∈ B∞�
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�
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�
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�����'�
����1 �������'�5� ����
 

�5 �
�
�5- ��������A�� ��
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�����'�
���� � �������'�5�� ����
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A�����
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,���' F = {f (n1)
1 (x1, . . . , xn1), . . . , f

(nk)
k (x1, . . . , xnk
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�
� ��
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�
�
#
 ��������5 ����
�5 �

�

��������� �
 �����"9��� ����������

ZM ���� � ���B��� �� �-
�8� ��2��1 �
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� ���B��� ������5 
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�
�
� ��������
�K

[M ���� � ���B��� �-
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�5� ���B���� ������5�����8 ����
� ∗ �

,����� �-��5 �* .�����
���'�5- ?������
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 �� �������8 �
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��������� .�����81 �����8 ?�
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& '�- ���

�M ���� ���B��� v 25� �������� ����
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(ni)
i 1 � ���B����
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�
�5- �5-
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�������5
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�
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���� � �
��� �
��
� �
������ � �

��������� ��A�
�

���B��� �-��5 ���
�
��" .�����" ��#�2�5 �
#��� 
� ������� 

�5-1 ���������5- ���B���� �-��5�

=������1 �
��������5� � �

��������� ���B����1 �
��!���5�

����
�
� ∗1 �
 
���������" �
��
#� ��� ?�
� �-��
��

0�#�
 �����'1 !�
 �-���1 �*
2��A����8 �� ���� �1 �����*���

.������ ϕ1(x1, x2, x3) � ϕ2(x1, x2, x3, x4)1 #��

ϕ1(x1, x2, x3) = f
(1)
2 (f (3)

1 (x1, x2, x3)),

ϕ2(x1, x2, x3, x4) = f
(3)
1 (f (3)

1 (x1, x2, x3), x4, ϕ1(x1, x2, x3)).

���B��51 �
�
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 �-��5K ���B��51 �
�
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�
����
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�
�"
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MK ���B��51 �
�
�5� �������� ����
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 �-��5�

4��8�� � �������5� ����� �
�8���� �
��!�
#
 ���
���� L� 
� 

��� �-
�
�M �
A�
 �����
����' ���
���5 � ����
�'���� �-
 

����� & �����
 2���� �!����'1 !�
 �
��!�5� ���
��� ����� n
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�-
�
�1 *������
����5- !������ 1, 2, . . . , n� � �
���� ������� t1

t = 1, 2, . . . 1 ���
��� ��-
����8 � �
��
8��� q(t) �* ��.����� �
 

��
8��� Q = {q1, . . . , qλ}1 �� �#
 �-
�5 1, 2, . . . , n �
��"��8 �
 


����������
 ����
�5 x1(t), x2(t), . . . , xn(t) �* �-
��
#
 ��.�����

A = {a1, . . . , aν}1 � �� �5-
�� �
*������ ����
� y(t) �* �5-
��
#


��.����� B = {b1, . . . , bµ} L���� EM�

� � �x1(t) x2(t) xn(t)� ��
	 	 	

	y(t)

q(t)

3��� E

,�� ?�
� �-
��5� ����
�5 x1(t), x2(t), . . . , xn(t) � �
��
8���

���
���� q(t) 
��
*��!�
 
������8"� �5-
��
� ����
� y(t) � �
 

��
8��� ���
���� � �����"9�� �
���� ��������{
y(t) = F (x1(t), x2(t), . . . , xn(t), q(t));

q(t + 1) = G(x1(t), x2(t), . . . , xn(t), q(t)),

t = 1, 2, . . . � =������ F : An × Q → B � G : An × Q → Q ���

A�1 ��� � �����1 ��*5��"��8 .�����8�� �5-
�
� � ����-
�
� �
 


����������
� &��
��� ��*5�����8 �������'�5�1 ���� *����
 �#


�
��
8��� q(1) � ��!��'�5� �
���� ��������

,���' α1 = (α1(1), α1(2), . . . )1 α2 = (α2(1), α2(2), . . . ), . . . 1
αn = (αn(1), αn(2), . . . ) N �
����
�����'�
��� �* A∞1 �
�
�5� �
 

��"��8 �

����������
 �� �-
�5 1, 2, . . . , n ���
���� � n �-
�����

(
A�
 �!����'1 !�
 ���
��� ������2��5���� ��
�8�
!���5� ��2
�

�-
��5- �
����
�����'�
���� α1, α2, . . . , αn � �5-
���" �
����
�� 

���'�
��'β = (β(1), β(2), . . . ) �* B∞� ,
?�
�� ����
#�!�
 �
�8��"

���
����
� .������ 
��
� ��������
� �
A�
 
��������' �
�8���

���
����
� .������ 
� ����
�'��- ��������5-� & �����
 .��� 

��8 f(x1, . . . , xn)1 
����������8 �� ��
A����� (A∞)n � ������� 

���	
& '�- ���

"9�8 *��!���8 �* B∞1 ��*5�����8 �	��������1 ���� ��9�������

�
��!�5� �������'�5� ���
��� � n �-
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���� α1, . . . , αn �* A∞ � �5-
���" �
����
�����'�
��' β �* B∞1

����"1 !�
 β = f(α1, . . . , αn)� ,������
��
 ���
����
� .������

2���� ��*5���' �
��
8��8 ���
����1 �5!���8"9�#
 ?�� .�����"�

%������1 !�
 
������5� �5B� ���
��� � n �-
���� �
A 

�
 ������������' ��� A�1 ��� ���
��� � 
���� �-
�
�1 �� �
�
 

�5� � ��A�5� �
���� ������� t1 t = 1, 2, . . . 1 �
�����8 ����
�

x(t) = (x1(t), x2(t), . . . , xn(t)) ∈ An. @��
� ���
��� 2���� �5!���8�'

���
�
��" ���
�����" .�����" f(x)1 
����������" �� ��
A�����

(An)∞ � �������"9�" *��!���8 �* B∞�

� � �x1(t) x2(t) xn(t)� ��
	 	 	

q(t)

	 	 	y1(t) y2(t) ym(t)� � �

3��� G
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#�!�5� 
2��*
� �
A�
 �����
����' ���
���5 � n �-
 

���� � m �5-
����1 *������
����5�� !������ 1, 2, . . . ,m� � �
 

���� ������� t ���
��� ��-
����8 � �
��
8��� q(t) ∈ Q1 �� �#


�-
�5 �
��"��8 ����
�5 x1(t), x2(t), . . . , xn(t) ∈ A1 � �� m �5-
��-

1, 2, . . . ,m �5��"��8 �

����������
 ����
�5 y1(t), y2(t), . . . , ym(t)

�* B L���� GM� ,�� ?�
� x1(t), x2(t), . . . , xn(t) � q(t) 
��
*��!�
 
��� 

���8"� �5-
��5� ����
�5 y1(t)1 y2(t), . . . 1 ym(t) � �
��
8��� q(t+1)

� �����"9�� �
���� ��������⎧⎪⎪⎨⎪⎪⎩
y1(t) = F1(x1(t), x2(t), . . . , xn(t), q(t));

. . .
ym(t) = Fm(x1(t), x2(t), . . . , xn(t), q(t));

q(t + 1) = G(x1(t), x2(t), . . . , xn(t), q(t)),

t = 1, 2, . . . 1 #�� Fi : An × Q → B1 i = 1, . . . , m1 � G : An × Q → Q�
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���5 � n �-
���� � m �5-
���� �5!���8"� ��
�8�
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�5� ��2
� ���
����5- .�������

������� <�����
��� �����
��� ��	&��� ��� �*���� �� ��
��)	

����&
�� ����	����
	�����
� �
 ���	� � 	����� x1 = (x1(1), x1(2), . . . )

� x2 = (x2(1), x2(2), . . . )� � ���� �)*��� D� �)*��	 �����
��� �)��	
�

�� ����	����
	�����
� �
 ���	� � 	����� y = (y(1), y(2), . . . )� ��
����

����'�	
�� ��
	� ��)'��-� ����	��� � ����'��� ���
	�	 �'���	��� ���

��	����
	�����
	� x1 � x2 ��� �	�)* '��	�� ��	&��* �	����	'��	 '����

��
�����2

� �x1(t) x2(t)

	 	

	y(t)

x1(1) x1(2) x1(3) �� �
+

x2(1) x2(2) x2(3) �� �
y(1) y(2) y(3) �� �

E ��'	�
�	 
���-� �����
��� ����� �
�
� ���������)� ��
���


Vq0 = (A, B, Q, F, G) � ����� �*������ � ��
���-� A = B = {0, 1}� Q =
{0, 1}� � ���������������	 
���	
�� ��	��&���� �����	�����2⎧⎨⎩

y(t) = x1(t) + x2(t) + q(t);
q(t + 1) = x1(t)(x2(t) ∨ q(t)) ∨ x2(t)q(t);

q(1) = 0.
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#
 !���� ��������5-M1 ��8 �
�
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��
� � �5-
��
� �� 

.����5 ����5 A L�� �� B = AM�
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#�!�
 �
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2�*��� �* .������ ��#�2�5 �
#��� �
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 ������ �
�8��� �-��5 �*

���
����5- ?������
� � 2�*���

F = {f (n1)
1 (x1, . . . , xn1), . . . , f

(nk)
k (x1, . . . , xnk

)} ⊆ PA.
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2C��� ��*5�����8 ��
��� 
# �	�������� '�
"

�
���	 	 ��#
�
 F � ���B��51 �
�
�5� ��������5 ��������5�1

��*5��"��8 	�����
 �-��5K ���B��51 �
�
�5� ��������5 ��� 

�
�5 f
(ni)
i 1 i = 1, . . . , k1 ��*5��"��8 '�
�
����
 L�	��������


'�
�
����
MK ���B��51 �
�
�5� �������� ����
� ∗1 N 	������


�-��5�
,
��� ?�
#
 L��� A�1 ��� � �����M ��A�
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 � ���� 
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?������ �-��5 �* ���
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�
��!�5� �������'�5� ���
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�
�5- ����
������ ��2
 �
 �-
�� �-��51 ��2
 � �5-
�� ��� 

#
#
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�
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�
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A�5�� �������'�5� �� 
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,���' F N ���
�
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����5 F ��*5�����8 ��
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89�� �* ���- .������1

�
�
�5� �����*�"��8 �-����� �* ���
����5- ?������
� � 2�*���

F � <������ F ��*5�����8 �
��
�1 ���� Σ(F) = PA�

�������� (���) |A| � 2� ����� 	 PA �
 ��&
��	�
� ���
!���

������ �
��
� �	�������� �����
��

�
��A�� ���!��� �����"9�� �����A������

������ (���) k 0 �������)��
 !
���* F 0 ���
!��� �
"

��
�� �����
� 
# PA* ������ �����
� ������� 
�

� �
 ��"

�

 k �������
�* S 0 ��
�� 
# �	�������� '�
�
���	 	 ��#
�
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F * f(x1, . . . , xn) 0 �	�������� �����
�* �
��
#�
��� ��
��� S*

� α1, . . . , αn 0 ����
��	��
�)����
 
# Ak� ����� ����
��	��
�)"

����) β = f(α1, . . . , αn) ��
����
�
� Ak�


�������������� �
��
�'*����8 ��������� �
 !���� N ?�� 

����
� �-��5 S� S��� N = 01 �
 �����A����� ����5 
!�����
�

,����
�
A��1 !�
 �����A����� ����5 ����������
 ��8 ���- �-��1

���"9�- �� 2
��� N − 1 ?������
��

3����
���� �-��� S � 2�*��� F 1 �
��
89�" �* N ?������
��

�
*'��� ��
�*�
�'�5� �5-
� �-��5 S� S��� 
� �
������� �
 �-
 

�
�1 �
 �����A����� ����5 
!�����
� � ��
����
� ���!�� ?�
�

�5-
� 8��8���8 �5-
�
� ���
�
�
#
 ?������� g ∈ F �-��5 S� %2
 

*��!�� !���* h � λ !���
 �-
�
� � !���
 �
��
8��� ?������� g

�

����������
� ,���' i � �-
� ?������� g ����
������ � ���B���

vi �-��5 S1 i = 1, . . . , h L���� �M�

@
#�� ���B��5 v1, . . . , vh �
A�
 ������������' ��� �5-
�5

���
�
�
� �
��-��5 S1 �-��5 S1 �
�
��8 �� �
���A�� ?������ g

� �� �5-
��- v1, . . . , vh �����*��� ���
�
�5� ���
����5� .������

ϕ1(x1, . . . , xn), . . . , ϕh(x1, . . . , xn) �

����������
�

� � �v1 v2 vh� ��

�
�
�
�

�
�

�
�

�
��
�
�
�

'
'/
'
'
'

�
��
�
�
�

∗

g

S1

S

1 2 h

3��� �

,���' α1, . . . , αn N ��
�*�
�'�5� �
����
�����'�
��� �* Ak�

3����
���� γ1 = ϕ1(α1, . . . , αn), . . . 1 γh = ϕh(α1, . . . , αn)� @�� ���

S1 �
���A�� ����� N ?������
� � 8��8���8 �-��
� � 2�*��� F 1 �
 �


���	
& '�- ���

�����
�
A���" �������� �
����
�����'�
��� γ1, . . . , γh �������� 

A�� Ak� %2
*��!�� !���* d1, . . . , dh �������'�5� ����
�5 �
��� 

�
�����'�
���� γ1, . . . , γh �

����������
� ;������1 !�
 ?������ g

�
A�
 ������������' ��� ���
��� � 
���� �-
�
�1 �� �
�
�5� �
 

�����"� 2���
��!�5� �
����
�����'�
��� γ = (γ(1), γ(2), . . . ) �*

(Ah)∞� @
 ���' � �
���� ������� t �� �-
� g �
������� ����
�

γ(t) = (γ1(t), γ2(t), . . . , γh(t)) �* Ah� 0�#�
 �����'1 !�
 γ N ?�
 �� 

��
��!����8 �
����
�����'�
��'1 � �
�
�
� �������'�5� ����
�

d = 4%�(d1, . . . , dh)� ,
?�
�� � ���� ����5 
 ����
��!���
� �
 

����
�����'�
��� �� �5-
�� g �5�����8 ����
��!����8 �
����
�� 

���'�
��' β = g(γ) �* A∞ � ����
�
� λ1d1 #�� λ1 � λ � k� @�� ���

!���� d1, . . . , dh �� ���"� ��
��5- ���������1 ����5B�"9�- k1 �


d ���A� �� ����� ��
��5- ���������1 ����5B�"9�- k� ,
?�
�� �

λ1d �� ����� ��
��5- ���������1 ����
�-
�89�- k� @���� 
2��*
�1

β ∈ Ak�

������������� �������� ,����
�
A��1 !�
 � PA ��9� 

������ �
��!��8 �
���8 ������� F � %2
*��!�� !���* k ��������' 

�
� !���
 �
��
8��� � .������ ������5 F �

,���' p N ��
��
� !���
1 ���
�1 !�
 p > k1 � β N ����
��!����8

�
����
�����'�
��' �* A∞ � ����
�
� p �����"9�#
 �����

β = (a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸
p−1

, a2, a1, . . . , a1︸ ︷︷ ︸
p−1

, a2, a1, . . . ),

#�� a1, a2 ∈ A1 a1 �= a2� %!�����
1 !�
 β /∈ Ak� 3����
���� .��� 

��" f(x)1 ����"1 !�
 f : A∞ → A∞1 � ��8 �"2
� �
����
�����' 

�
��� α �* A∞ �5�
��8���8 ��������
 f(α) = β� 0�#�
 �����'1 !�


f ∈ PA�
@�� ��� �
 �����
�
A���" F N �
���8 �������1 �
 ��9�������

�-��� S � 2�*��� F 1 �����*�"9�8 .�����" f(x)� 3����
���� �
 

����
�����'�
��' γ = (a1, a1, . . . ) ∈ A∞1 �
��
89�" �
�'�
 �* 2���

a11 � �
����� �� �� �-
� �-��5 S� @�� ��� �������'�5� ����
�

�
����
�����'�
��� γ ����� 11 �
 γ ∈ Ak� ,
?�
�� � ���� ����5 

��9�� ����5 �� �5-
��- �-��5 S 2���� �5�����'�8 �
����
�� 

���'�
��� �* Ak1 �� �� f(γ) ∈ Ak� 4
 �
 �52
�� .������ f �����

f(γ) = β /∈ Ak� ,
��!���
� ��
���
��!�� �
��*5����1 !�
 � PA ��

��9������� �
��!�5- �
��5- ������ ���
����5- .�������

@�
���� �
��*����

@���� 
2��*
�1 ?�� ��
���� ���� 
��������'�5� 
���� �� �
 

��
� 
 ��9����
����� �
��!�5- �
��5- ������ ���
����5- .��� 
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���� %����
 ���� ���B����' ���
�
�5� 
2��*
� �
*�
A�
��� ���

�
���
���� �-�� �* ���
����5- ?������
�1 �
 ����� ������5 �
A�


�
���
��'�

����� ��  
��!��������� "�������� � "�������� ��&

������� ����� �����*
�5���' ���
����5� .������ �* ��
A�����

PE 1 #�� E = {0, 1}1 ��� �
�
9� .�����
���'�5- ?������
� ��*C 

"�����1 �
�C"����� � 
�������8 � ?������� �����!�
� *����A��

L���� �M�

	 	

x1(t) x2(t)

∨�
�
�
�

�
�
�

�

	 	

x1(t) x2(t)

�

�
�
�
�

�
�
�

�

	

x(t)

'

�
�
�
�

�
�

�
�

	

x(t)

−→
f

	 	 	 	
y(t) y(t) y(t) y(t)

3��� �

%������1 !�
 .�����
���'�5� ?������5 �
A�
 ��������� 

���' ��� !����5� ���!�� ���
���
�1 � �
!���1 ��� ���
���5 � 
����

�
��
8����� @���� ���
���5 ��*5��"��8 ���
������ 2�* ���8���

� !����
���1 ���
��!����� ��������8 ��8 ���
���
�1 �

�������� 

"9�- ?�������� ��*C"�����1 �
�C"����� � 
�������81 ���"�

�����"9�� ���� ⎧⎨⎩ y(t) = x1(t) ∨ x2(t);
q(t + 1) = q(t);

q(1) = 0,⎧⎨⎩ y(t) = x1(t)&x2(t);
q(t + 1) = q(t);

q(1) = 0,⎧⎨⎩ y(t) = x(t);
q(t + 1) = q(t);

q(1) = 0.

���	
& '�- ���

����� 
2
*��!��' ���
����5� .������ �* PE 1 �
�
�5� �5!���8 

"��8 ?���� ���
������1 !���* f∨(x1, x2)1 f&(x1, x2) � f−(x) �

� 

���������
� ���
��!����� ��������8 ?������� �����!�
� *����A 

�� ���"� ��� ⎧⎨⎩ y(t) = q(t);
q(t + 1) = x(t);

q(1) = 0,

�

��������"9�8 ���
�����8 .�����8 
2
*��!����8 !���* �f(x)�

,���' f(x1, . . . , xn) N ��
�*�
�'��8 ���
�����8 .�����8 �*

PE 1 � Vq0 = (A,B,Q, F,G) N �������'�5� ���
���1 �5!���8"9��

.�����" f 1 #�� A = En = {0, 1}n1 B = {0, 1}1 Q = {q1, . . . , qλ}1

q0 ∈ Q1 F : {0, 1}n ×Q → {0, 1}1 G : {0, 1}n ×Q → Q� ���
��!�����

��������8 ?�
#
 ���
���� ���"� ���⎧⎨⎩ y(t) = F (x1(t), . . . , xn(t), q(t));
q(t + 1) = G(x1(t), . . . , xn(t), q(t));

q(1) = q0.

,
�
A��1) l =] log2 λ[� ;��������� �
��
8��8 q1, . . . , qλ ��2
 

���� �*0 � 1 ����5 l1 ���!�� ��!��'�
�� �
��
8��" q0 �
�
������

��2
� (0, . . . , 0)� 3����
���� �����' �
�5� .������1 
���������5�

�� ��2
��- �* ����� � �������

⎧⎨⎩
y(t) = F 1(x1(t), . . . , xn(t), q1(t), . . . , ql(t));

(q1(t + 1), . . . , ql(t + 1)) = G̃1(x1(t), . . . , xn(t), q1(t), . . . , ql(t));
(q1(1), . . . , ql(1)) = (0, . . . , 0),

#�� .�����8 F 1 � �
��
����5 G1
1, . . . , G

1
l ����
� .������ G̃1 =

(G1
1, . . . , G

1
l ) 
��������5 �� ���
�
�
� �
���
A����� ��
A�����

En+l ���- ��2
�
� �* ����� � ������ ����5 n + l � �������"�

*��!���8 �* {0, 1}1 �� �� 8��8"��8 !����!�5�� 2����5�� .����� 

8��� � �
�
��
�����
� *����� ?�� ��������8 ���"� �����"9��

����

1)b���� ]a[ ������������ ������
J�� ��
�� ���
�� �� ���
J�� a�
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⎧⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎨⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎪⎩

y(t) = F 1(x1(t), . . . , xn(t), q1(t), . . . , ql(t));
q1(t + 1) = G1

1(x1(t), . . . , xn(t), q1(t), . . . , ql(t));
. . .

ql(t + 1)) = G1
l (x1(t), . . . , xn(t), q1(t), . . . , ql(t));

q1(1) = 0;
. . .

ql(1) = 0.

�

�������� .������ F 1, G1
1, . . . , G

1
l �
 ��"�� 
���������5-

2����5- .������ F 2, G2
1, . . . , G

2
l �

����������
� ,
�
A�� G̃2 =

(G2
1, . . . , G

2
l )�

@���� 
2��*
�1 �5 �
���
��� �������'�5� ���
��� V 2
q̃0

=
({0, 1}n, {0, 1}, {0, 1}l, F 2, G̃2) � n �-
����1 �-
��5� ��.����
�

{0, 1}n1 �5-
��5� ��.����
� {0, 1}1 ��.����
� �
��
8��� {0, 1}l1

.������� �5-
�
� F 2 : {0, 1}n × {0, 1}l → {0, 1}1 ����
� .�������

����-
�
� G̃2 : {0, 1}n × {0, 1}l → {0, 1}l � ��!��'�5� �
��
8����

q̃0 = (0, . . . , 0)� 0�#�
 �����'1 !�
 ?�
� ���
��� �5!���8�� .�����"

f(x1, . . . , xn)�

,
���
�� �-��� S �* .�����
���'�5- ?������
� � 2� 

*��� {∨,&, } � n + l �-
����1 �
�
�5� ��������5 ����
 

�5 x1, . . . , xn, q1, . . . , ql1 � 1 + l �5-
���� y, z1, . . . , zlK ��� ?�
�

�� �5-
�� y �����*����8 .�����8 F 2(x1, . . . , xn, q1, . . . , ql)1 �

�� �5-
��- z1, . . . , zl N .������ G2
1(x1, . . . , xn, q1, . . . , ql), . . . ,

G2
l (x1, . . . , xn, q1, . . . , ql) �

����������
 L���� 	M�

x1 xn q1 ql� �� �� �
	 	 	 	

	 	 	
y z1 zl�� �

S

F 2 G2
1 G2

l�� �

3��� 	

���	
& '�- ���

,��
2��*��� �-��� S �����"9�� 
2��*
�� �
*'��� l ?����� 

�
� �����!�
� *����A��� ,���
������ �-
� i #
 ?������� *����A 

�� � �5-
�� zi1 � �5-
� N �
 �-
�� qi �-��5 S1 i = 1, . . . , l� ��
��

�
#
1 ����
�5 x1, . . . , xn *������ �� x1(t), . . . , xn(t) �

��������� 

�
1 � ����
�5 .�����
���'�5- ?������
� ∨,&, N �� ����
�5

f&1 f∨ � f− �

����������
� � ��*��'���� �
��!�� ��-���� S1 �*

���
����5- ?������
� � 2�*��� {f&, f∨, f−, �f} L���� 6M�

0 0

x1(t) xn(t)

q1 ql
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�� �
	 	 	 	

	
y(t)

z1 zl�� �
�� �

S1

�� �
3��� 6

%������1 !�
 ��� ?�
� �5 �5B�� *� ����� ����
#
 �����


���������8 �-��5 �* ���
����5- ?������
�1 �
��
�'�� � S1 �
* 

����� 
�������
����5� ����5� %����
 �- ����!�� � ��-���� S1

�� ����
��� � ��
���
��!�8� ��� �� .�����
���
�����1 �
��
�' 

�� ��� ?�� ����5 ��
-
�8� !���* ?������5 *����A���

%������8 �
���
���8 � �-���- 
�������
����5- ����
�1 ��
 

-
�89�- !���* ?������5 *����A��1 ��*5�����8 
�������� �����"

��� �	�#
�

)�������� �
 t �������
 �
��*��'1 !�
 ���� � �
���� ������� t

�
�����' �� �-
�5 �-��5 S1 *��!���8 x1(t), . . . , xn(t) �* {0, 1}1 �
 ��

�� �5-
�� 2���� �5�����'�8 *��!���� y(t) �* {0, 1}1 �
�
�
� �5!�� 

�8���8 � �

��������� � ���
��!������ ��������8�� ���
���� V 2
q̃0
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@�� ���5� �-��� S1 �����*��� ���
�����" .�����" f(x1, . . . , xn)�

@���� 
2��*
�1 ����� ����


�������� � �� �	������� �����
 
# PE ����� �
��
"

#�	��) ��
��� 
# �	�������� '�
�
���	 	 ��#
�
 {f&, f∨, f−, �f}

� 
����)#�	��

� ��
���

 �������� �	�#
�

;������1 !�
 �"2�8 �-��� S1 �
���
����8 �* .�����
���'�5-

?������
� � ���
�'*
������ 
������� 
2����
� ��8*�1 �����*���

���
�
��" ���
�����" .�����" �* PE 1 �
��
�'�� �
��
8��� �-� 

�5 �
��
��'" 
������8���8 �
��
8��8�� ?������
� *����A��1 �

*��!��1 �-��� S ����� ��B' �
��!�
� !���
 ��*��!�5- �
��
8����

@���� 
2��*
�1 *��5����� ������5 {f&, f∨, f−, �f} L� ���
�'*
 

������ 
������� 
2����
� ��8*�M �
������� � ��
A����
� PE ���-

���
����5- .�������

3����
���� �����' ��
�*�
�'��" ���
�����" .�����" f(x)1

f : A∞ → B∞� ,���' Vq0(A,B,Q, F,G) N �������'�5� ���
���1

�5!���8"9�� .�����" f 1 #�� A = {a1, . . . , aν} N �-
��
� ��.����1

B = {b1, . . . , bµ} N �5-
��
� ��.����1 Q = {q1, . . . , qλ} N ��.����

�
��
8���1 F : A × Q → B � G : A × Q → Q N .������ �5-
�
�

� ����-
�
� �

����������
1 � q0 N ��!��'�
� �
��
8��� ���
����

Vq0 � ���
��!����� ��������8 ?�
#
 ���
���� ���"� ���⎧⎨⎩ y(t) = F (x(t), q(t));
q(t + 1) = G(x(t), q(t));

q(1) = q0.

,
�
A��

n =] log2 ν[, m =] log2 µ[, l =] log2 λ[.

;��������� 2���5 ��.����
� A1 B � Q ��2
���� �* ����� � ������

����5 n1 m � l �

����������
1 ���!�� �
��
8��" q0 �
�
������

��2
� (0, . . . , 0)� %�������� �
�5� .�������

⎧⎨⎩ (y1(t), . . . , ym(t)) = F̃ (x1(t), . . . , xn(t), q1(t), . . . , ql(t)),
(q1(t + 1), . . . , ql(t + 1)) = G̃(x1(t), . . . , xn(t), q1(t), . . . , ql(t)),

(q1(1), . . . , ql(1)) = (0, 0, . . . , 0),

#�� F̃ = (F1, . . . , Fm) � G̃ = (G1, . . . , Gl) N ����
� .������1 �
��
 

����5 �
�
�5- 
��������5 �� ���
�
�
� �
���
A����� ��
A�����

En+l � �
�
�5� �������"� *��!���8 �* E = {0, 1}�

���	
& '�- ���

�

�������� .������ F̃ � G̃ �
 ��"�� 
���������5- ����
� 

.������ F̃ 1 � G̃1 �

����������
�

� ��*��'���� �5 �
���
��� �������'�5� ���
���
V 1

q̃0
= ({0, 1}n, {0, 1}m, {0, 1}l, F̃ 1, G̃1)

� n �-
���� � m �5-
����1 �-
��5� ��.����
� {0, 1}n1 �5-
��5�

��.����
� {0, 1}m1 ��.����
� �
��
8��� {0, 1}l1 ����
� .�������

�5-
�
�

F̃ 1 : {0, 1}n × {0, 1}l → {0, 1}m,

����
� .������� ����-
�
�

G̃1 : {0, 1}n × {0, 1}l → {0, 1}l

� ��!��'�5� �
��
8���� q̃0 = (0, . . . , 0)� >�
� ���
��� �5!�� 

�8�� ���
�
��" ������� ���
����5- .������ f1(x1, . . . , xn), . . . 1

fm(x1, . . . , xn) �* PE �

� �
���� ������� t �� �5-
��- ���
���� V 1
q̃0

�5�����8 ��2
�

(y1(t), . . . , ym(t)) �* ����� � ������1 �
 �
�
�
�� 
��
*��!�
 �� 

�
�������8 *��!���� y(t) ∈ B �5-
�� ���
���� Vq0 � �
� A� �
 

���� �������1 t = 1, 2, . . . � @���� 
2��*
�1 ���
��� V 1
q̃0

�
��������

.�����
���
����� ���
���� Vq0 �

,
��
�'�� ���
��� V 1
q̃0

�5!���8�� ������� ���
����5- .��� 

��� �* PE 1 �
 � ���� ��
���5 ��9������� �-��� S � 2�*���

{f&, f∨, f−, �f}1 �
�
��8 �����*��� ?�� .������� ,
?�
�� ��8 �"2
�

���
����
� .������ f(x) �
A�
 �
���
��' �-��� �* ���
����5-

?������
� � 2�*��� {f&, f∨, f−, �f} � ���
�'*
������ 
������� 
2��� 

�
� ��8*�1 �����*�"9�" ������� ���
����5- .������ f1, . . . , fm

�* PE 1 *��!���8 �
�
�5- 
��
*��!�
 
������8"� *��!���� ��-
� 

�
� .������ f �



��� �������� ���	
� �
�
 ��������
 �
 ��,��()

������-)� � ,�#����)��

�������

����
� ���

��A��" �
�' � ���������� �#���� �
�8��� �����
���N !���



������
� � ����
�89�� � ��*��'���� ��
�����5 ���
2��*
����8

��.
������� � ���� 2
�'B
#
 ��*�

2��*�8 ��9�����"9�- �5!�� 

�����'�5- ��
����� ���
#
� ��������!���
� 
���������� ?�
#
 �
 

�8��8 ���������8�� ��
A��" *���!��

� ��- ���!�8-1 �
#�� ��8 ��B���8 *���! ��#
���� � ���
� �


���� ������8 �����1 ?��� 
25!�
 � 
#����!���"��8� %����
 ��8

���
�
�5- *���! ?..������5- ��
�
2
� �5!������8 �
�#
� ����8

����� �� ������
�' L� �- !���� 
��
����81 ��������1 ��*��B��
��'

� ���5- !����- ��
.���
�5- ���������M� >�
 �
���A��
 �
�
�
�

�����
�
A��'1 !�
 ����- ��#
����
� �

29� �� ��9��������

,
�'*�8�' ���������5� �
�8���� ��#
�����1 ?�
� .��� ���� 

�
���' ���
*�
A�
� � ��8*� � ?��� 25�� ��������8�5 �
�5���

.
�����*
���' �
�8��� ��#
������ � �������� E� - ##� ^^ �� 25 

�� �����
A��5 ��*��!�5� .
����'�5� 
���������8 ��#
�����

L&� @'"���#1 &� IJ��!1 >� ,
��1 &�&� (���
� � ���M� 4
 ��� 
��


��*����' ?����������5�� ���# ���#�� ,
?�
�� 25�
 �5���*��


�����
�
A����1 !�
 � ����5� 
���������8� �
A�� 25�' ������


�"2
� �
������
� 
���������� ��#
�����1 �� �� ��A�
� �* ��- 
�� 

�5���� ����� ���- �
*�
A�5- ?..������5- �5!�������� >�
 �
* 

�
�8�� ���' ���
#�" ��������!����" �
����
��� �
��
�� 
2 �� 

#
�����!���
� ��*��B��
��� �
� ��� ��
� ��
2���5� (5 �����


���������� ��#
����� ��� �
�
9� ��B��5 @'"���#��

(�)��� ��*������ (�B��� @'"���#� N ?�
 ��������!� 

���8 �
���' �5!�������'�
#
 ����
������

��A��8 ��B��� @'"���#� �
��
�� �* 2���
��!�
� � 
2� ��
 

�
�5 ����51 ��*2��
� �� 8!����1 � !���"9�� � ��B�9�� #
�
� 

��1 �
�
��8 �
A�� ������9��'�8 ��
�' ����5� (�B��� ��2
����

�
 �������1 �
�
�
� �����
��#����8 ��������5� L�
����5 �������

*������
���5 !������ 1, 2, . . . M� � ��A�
� 8!���� ����5 � ��A�5�

�
���� ������� *������ ����
� �* ���
�
�
#
 �
��!�
#
 ��.�����

A = {a0, a1, . . . , ak} L2���� ���A� ��*5���' A 	������ ����	
���

��B��5M� ����� �����
��#��'1 !�
 ����� 2��� ��.����� A ������8

���	
& '�� ���

����
� ����
� a0 L?�
� ����
� 
2
*��!����8 ���A� !���* 0M� �����

�!����'1 !�
 �� ����� � ��!��'�5� �
���� ������� *������
 �
 

��!�
� !���
 ������5- ����
�
��

I���"9�8 � ��B�9�8 #
�
��� ����� �
��!�
� ��
A����
 �
 

��
8��� Q = {q0, q1, . . . , qn}1 Q ∩ A = ∅� � ��A�5� �
���� �������

t 
�� ��-
����8 � ���
�
�
� �
��
8��� q(t) ∈ Q � �
����������

�
���A��
� x(t) ∈ A 
��
� �* 8!��� ����5� � *������
��� 
� �
 

��
8��8 q(t) � 2���5 x(t) 
�� *����5���� �
��" 2���� y(t) ∈ A � ��

A� 8!����1 � �����"9��� �
����� ������� t+1 ����-
��� � �
�
�

�
��
8��� q(t+1) ∈ Q � ����#����8 �
 ����� N ��2
 �� 
��� 8!����

����
1 ��2
 �� 
��� 8!���� �����
1 ��2
 
������8 �� ������ <�� 

�� �
��
8��� ��B��5 ������8 *���"!����'�
� �
��
8��� q0 ∈ Q1

�
��� � �
�
�
� ��B��� ��������� ��2
���'�

x(t)�� � �� �
	

∨q(t)

y(t) 	

0

3��� �

@���� 
2��*
�1 !���"9�8 � ��B�9�8 #
�
��� ���������8��

�
2
� �
��!�5� ���
��� V = (A,A,Q, F,G)1 � �
�
�
#
 �-
��5�

� �5-
��5� ��.����
� ���A�� A = {a0, a1, . . . , ak}1 ��
A����
�

�
��
8��� 8��8���8 Q = {q0, q1, . . . , qn}1 n � 11 � F : A × Q → A

� G : A × Q → Q N .������ �5-
�
� � ����-
�
� �

����������
�

��
�� �
#
1 � ?�
#
 ���
���� *����5 *���"!����'�
� �
��
8���

q0 ∈ Q � .�����8 ���A���8 #
�
��� D : A × Q → {L,R, S}1 #��

����
�5 L1 R � S 
2
*��!�"� ����# #
�
��� �� 
��� 8!���� ����
1

����# �� 
��� 8!���� �����
 � 
��������� ���A���8 �

����������


L���� �M�

� ��A�5� �
���� ������� �� ����� *������
 ���
�
�
� ��
�
1

�
��������
� �* 2��� ��.����� A1 !���"9�8 � ��B�9�8 #
�
���

��-
����8 � ���
�
�
� �
��
8��� q ∈ Q � 
2
*������ ���
�
��"

8!���� ����5� <
�
����
��' ?��- ���- 
2C���
� 2���� ��*5���'
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����
�����

�� %25!�
 2���� ������������'�8 �
�.�#������1 �

�
�
�5- �� ����� *������
 �
��!�
� !���
 ������5- ����
�
�� @� 

��8 �
�.�#�����8 ������������ �� ���� �1 #�� �*
2��A��� !���'

����51 �
���A�9�8 ��� ������5� ����
�5K �
� 
���!���
� 
2
*�� 

����
� 8!���
� ���*5�����8 �
��
8��� q #
�
���K ai1 , . . . , air
∈ A�

(
A�
 �!����' � ?�
� ���!��1 !�
 �� ����� *������
 ��
�
 �
��! 

�
� ����5 � ��.����� A1 ����8 ����8 � ����8 �����8 2���5 �
�
 

�
#
 N ������5� L��2
 �� ����� *������5 ��B' ����5� ����
�5M�

%!�����
1 !�
 �
�.�#�����8 ��B��5 � ��!��'�5� �
���� ��� 

���� �
��
��'" 
������8�� �� ��2
��� ��� ������
1 � ��!��'�
�

�
�.�#������ #
�
��� 2���� ��-
���'�8 � �
��
8��� q1 ∈ Q � 
2
 

*�����' ����" ����" 8!����1 *��8��" ������
� 2���
��

ai1 � � � aij

� � � air

↑
q

3��� �

(�B��� M ��*5�����8 ��
�
�
��� � ��!��'�
� �
�.�#��� 

��� L��� � ��!��'�
�� ��
��M1 ���� 
��1 ��2
��8 � �

��������� �

�����
�����5�� ���������1 � ���
�
�5� �
���� ������� ������ �

*���"!����'�
� �
��
8���� 3�*��'���
� ��2
�5 ��B��5 �!������8

��
�
1 *�������
� �� ����� � *���"!����'�
� �
�.�#������� S���

A� ��B��� �� � ���
� �
���� ������� �� 
��A���8 � *���"!� 

���'�
� �
��
8���1 �
 
�� ��*5�����8 �
��
�
�
��� � ��!��'�
�

�
�.�#������ L��� � ��!��'�
�� ��
��MK ��*��'��� �� ��2
�5 �

?�
� ���!�� ��
���������

��A��8 ��B��� �
��
��'" 
������8���8 �
��!�5� !���
� �
 

���� ����

qa → q′a′d,

#�� q N �
��
8��� #
�
���K a N 2���� � 
2
*������
� 8!����K

q′ = G(a, q) N �
��
8��� #
�
��� � �����"9�� �
���� �������K

a′ = F (a, q) N 2����1 *����5�����8 �����
 2���5 a � 
2
*���� 

���" 8!����K d = D(a, q) N ����# #
�
��� � �����"9��� �
 

����� �������� L1 ���� ��
��-
��� ����# ����
K R1 ���� �����
K

S1 ���� #
�
��� 
������8 �� ������ <
�
����
��' ���- �
���� �� 

B��5 ��*5�����8 �� ����������� %������1 !�
 ��8 ���- qi1 aj

Li = 1, . . . , n; j = 0, . . . , kM ��
#����� ��B��5 �
���A�� � �
!�
 

���	
& '�� ���

��� 
��� �
�����1 �
�
��8 ��!������8 ��
�
� qiaj � @���� 
2�� 

*
�1 ��
#����� ��B��5 � �-
��5� ��.����
� A = {a0, a1, . . . , ak}

� ��
A����
� �
��
8��� Q = {q0, q1, . . . , qn} �
���A�� � �
!�
���

n(k + 1) �
�����

������� ���
� M1 . ��5��� ,�&���-� �� ������� ������

qiaj → qiajS (i = 1, . . . , n; j = 0, . . . , k),

� M2 . ��5��� ,�&���-� �� ������� ������
qiaj → q0ajS (i = 1, . . . , n; j = 0, . . . , k).

�'	������ '
� ��5��� M1 �	 ����	���� �� � ������ ������ � ��5��� M2

����	���� � �&���� ������ 
���������� �� �	�
	 � ��'����)� ���	�


��	�	���

��8 �5!������8 �� ��B���- @'"���#� !���
�5- .������ �� 

�
�'*����8 �����"9�� �
���
����� !���� L�
� !������ �
����"� 

�8 ���5� ��
��������'�5� !���� 0, 1, 2, . . . 1 ��
A����
 �
�
�5- 
2
 

*��!����8 !���* NM� I���
 m ∈ N �
�������8 ��
�
� ����5 m + 11

�
��
89�� �* 
���- ������K ��2
� α̃ = (m1,m2, . . . ,mn) �
�������8

��
�
� k(α̃) �* ����� � ������ �����"9�#
 �����

k(α̃) = 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m1+1

0 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m2+1

0 . . . 0 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
mn+1

,

m1,m2, . . . ,mn ∈ N K ��
�
 k(α̃) ��*5�����8 ����� ��2
�� α̃�

,���' f(x1, . . . , xn) N !����!��8 .�����81 
����������8 ��

���
�
�
� �
���
A����� D(f) ��
A����� N × N × · · · × N = N
n �

�������"9�8 *��!���8 �* ��
A�����NK D(f) ��*5�����8 
2����'"


���������8 .������ f � ,���' M N ���
�
��8 ��B��� @'"���#��

(�B��� M 	�!
���
� .�����" f(x1, . . . , xn)1 ���� ��8 �"2
#
 �� 

2
�� α̃ = (m1,m2, . . . ,mn) �* N
n �5�
��8"��8 �����"9�� ���
��8�

ZM ���� α̃ /∈ D(f)1 �
 M ����������� � ��
�� k(α̃)K

[M ���� α̃ ∈ D(f)1 �
 M ��������� � ��
�� k(α̃)1 � *���"!� 

���'��8 �
�.�#�����8 ����� ���

0 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m+1

0 ,

↑
q0

#�� m = f(m1, . . . ,mn)�
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I����!��8 !���
��8 .�����8 ��*5�����8 	�!
��
��� L�


@'"���#�M1 ���� ��9������� ��B��� @'"���#�1 �
�
��8 �5!���8��

?�� .�����"�

%������1 !�
 ��B��� M1 �* ����
#
 �5!���8�� ��#�� �� 
��� 

�������" .�����" L�!�����1 !�
 0, 1 ∈ AM�

������� <�����
��� ��5��� M3 � �*���)� ������
�� A =
{0, 1}� ����	�
��� ���
����� Q = {q0, q1, q2} � ���������

q11 → q11R,

q10 → q21L,

q21 → q21L,

q20 → q20R.

<�����
��� ���������������	 %
�� ��5��) �� ��	��&�	� ��'����

��� �����-������2

0 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m+1

0 .

↑
q1

��� ���'��� ����	
 �� ����� ������� �
 	������ ��������
 ����� 
��

�	��
 	-� �� 	������� ����	
 ����
�� � ���	
 ��
� �� 
	* ���� ����

�	 ����	
 ����� ��������	��)� � ��'��	 '����� ����	 '	-� ��
�����
���

F	-�� ���	
�� '
� ��5��� M3 �)'����	
 ������& f(x) = x + 1�

3��� �
�
� ��� '���� m1 � m2 � ������
�	
� ���������������	

��5��) M3 ��� ��'������ �����-������

0 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m1+1

0 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m2+1

0 ,

↑
q1


� � 
���&'�
	����� �����-������ ����'�� ��� '���� m1 + m2 + 2� ,�

	�
� ��5��� M3 �)'����	
 
���	 ������& f(x, y) = x + y + 2�

�������� ������ ,���' A = {a0, a1, . . . , ak}1 a0 = 0� ,
���
 

�� ��B��� @'"���#� MD1 �
�
��8 ��������� ��
�� � ��.�����
A � �
��9��� ��A�� ����8 ?�*����8���� ��
�� ����
� � /∈ A�

ai1ai2 . . . air
→ ai1 . . . air

� ai1 . . . air

1 #�� ai1 , . . . , air
�= 01 r � 1� @


���' ?�� ��B��� �����
��� �"2�" �
�.�#�����" ����
ai1ai2 . . . air

,
↑
q1

ai1 , . . . , air
�= 01 � �
�.�#�����" ����

���	
& '�� ���

ai1ai2 . . . air
� ai1ai2 . . . air

.
↑
q0

(�B��� MD ��2
���� � ���B�����
� ��.�����

A′ = {0, a1, . . . , ak,�, a′
1, . . . , a

′
k},

#�� a′
1, . . . , a

′
k N ���
������ 2��� a1, . . . , ak �

����������
1

a′
1, . . . , a

′
k /∈ A� 3�2
�� ��B��5 MD �
��
�� �* ����
�'��- ����
��

� 
!�����
� ����� #
�
��� 
���!��� ����
1 #�� ��
�� 
!������8

2����1 *��
������ �� � �����
��� ?�� 2���� !���* ��
2��2
�����"

!���' ��
��1 ����
� � � !���* �
���
����" � ?�
�� �
����� !���'

��
�
#
 ?�*����8�� ��
��1 ������ 2���� �� ����
� ����
� ����
 �

���� *� �����"9�� 2���
�� ,
��� �
#
 ��� ��� 2���5 ���������51


������ �����"��8 � #
�
��� �
*���9����8 � ��-
���" �
*���"�

(�B��� MD ����� ��
A����
 �
��
8���

{q0, q1, q4, q5, q6, q2,i, q3,i, i = 1, . . . , k};

��
#����� ��B��5 MD ����� �����"9�� ����

q1ai → q2,ia
′
iR *��
������� 2���5 aiK

q2,iaj → q2,iajR �����
� 2���5 ai !���* ��
2��2
�����"

!���' ��
��K

q2,i0 → q3,i�R *����' ����
�� �K

q2,i� → q3,i�R �����
� ai !���* ����
� �K

q3,iaj → q3,iajR �����
� ai !���* �
���
����" !���'

��
�
#
 ?�*����8�� ��
��K

q3,i0 → q4aiL *����' ai �� ����
� ����
� �����K

q4ai → q4aiL ���A���� ����
 !���* �
���
����" !���'

��
�
#
 ?�*����8�� ��
��K

q4� → q5�L ����-
� !���* ����
� �K

q5ai → q5aiL ���A���� ����
 !���* ��
2��2
�����"

!���' ��
��K

q5a
′
i → q1a

′
iR 
2����A���� ���
� ��
2��2
����
� 2���5K

q1� → q6�L 
2����A����1 !�
 ��� 2���5 ���������5K

q6a
′
i → q6aiL �������� B���-
�K

q60 → q00R 
2����A����1 !�
 ��� B���-� �����51

#�� i, j = 1, 2, . . . , k.



��� !�"�$ 53%  4%0 �� 3%# �����  

4���
A�
 �2����'�81 !�
 �
���
����8 ��B��� 8��8���8 ���
 

�
��
�5���#����8 �����"9�� �����
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 ���'*8 �
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*� �
#
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 �
�8��� ���������
 
��9������
#
 ��#
����� 8��8 
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����'�5�� (
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 ��B' ����
���' �
�
�5 � �#
 �
�'*��
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 ?�
 �����
�
A���� �
�����A�����8 
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� �"���1

*������B�-�8 �
���
����� ��#
����
� � ��!���� ����
�'��- �5 

�8! ���� ��A�5� �
�
�
� � �
�'*� ?�
#
 ��*��� 8��8���8 ���A�

�����"9��� ��� �A� #
�
���
�'1 �8�
� ���
�
� 25�� �����
A��5

��*�5� .
����'�5� ��
!����8 �
�8��8 ��#
������ ��� 
�� 
��*� 

���' ?����������5���

@����' �5 �
A�� ���*��' ���
�
�5� ��
2���51 8��8"9���8

��#
�����!���� ����*��B��5���

,
��A��1 !�
 ��� ��B��5 @'"���#� �
A�
 *��
���
���' ��
 

���� � ��.����� {1, ∗} ���1 !�
25 �
 ��
#����� ��B��5 ?..�� 

����
 ���
���8 �
� �1 ��
2
�
�1 �
 �
�� ?..������
 �
��������� 

�����' ��
#������

,���' M N ��
�*�
�'��8 ��B��� @'"���#� � �-
��5� �� 

.����
� A = {a0, a1, . . . , ak} � ��
A����
� �
��
8��� Q =
{q0, q1, . . . , qn}� ;��������� ��� ����
�51 �����!�"9���8 � �
��� 

��- ��B��5 M 1 ���5�� ��
��������'�5�� !�������

S L R a0 a1 . . . ak q0 q1 . . . qn

0 1 2 3 4 . . . k + 3 k + 4 k + 5 . . . k + n + 4 .

� ��*��'���� ��A�
�� ����
�� b �* ��
A�����

{S, L, R, a0, a1, . . . , ak, q0, q1, . . . , qn}

�
�
�������
 ���
�
�
� !���
 n(b) ∈ N � ��� � �����1 !���
 n(b)

2���� *������' ��
�
� �* ������ ����5 n(b) + 1K 2���� ?�
 ��
�


��*5���' ����� ����
�� b � 
2
*��!��' !���* K(b)� �
����� F ����

qa → q′a′d ��B��5 M �
�
������ ��
�


K(q) ∗ K(a) ∗ K(q′) ∗ K(a′) ∗ K(d)

L��� �������MK 
2
*��!�� �
� �
����5 F !���* K(F )� ,���'

F1, . . . , Fl N ����
� ���- �
���� ��B��5 M � <
�
������ ��B��� M

���	
& '�� ���

��
�
 K(F1) ∗K(F2) ∗ · · · ∗K(Fl)� >�
 ��
�
 2���� ��*5���' �����

��$
�� M � 
2
*��!��' !���* K(M)� )* �
���
���8 ����
1 !�
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 �
�� K(M) ��B��5 ?..������
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�
����� � ���
� ����1 ��
��������8 � �
��- �
���� ��
�5� �
��
 

����51 �
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 ����� !���
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��� ?�
#
 �
 �
�� K(q) �
��
8��8

q ��#�
 
������8���8 �
��� ?�
#
 �
��
8��8�

����� 2���� ������������' ��B��51 �-
��5� ��.����5 �
�
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(�B��� M 1 ���������8 � ��
�� K(M) L�� _� � �
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�
��M1 ��*5�����8 ������
�
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���� (�B���1 �����������8 � �
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��1 ��*5�����8 �
������
�
�
����

��A��8 ��B��� 8��8���8 ��2
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��������
�1 ��2
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����- ��B�� 8��8"��8 ��B��51 � ����5- !���8- �
���� �
�
�5-

�����!����8 �
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 *���"!����'�
� �
��
8���1 � !����
��� ��B���

M2 �* ����
#
 �������� <�9�����"� � �����
��������5� ��B� 

�5� ,�������� ����- ��B�� 8��8"��8 ��B��51 � ����5- !���8-

�
���� �
�
�5- �� �����!����8 *���"!����'�
� �
��
8���K � �-

!���� 
��
����8 ��B��� M1 L�* ����
#
 �������M�

���+���� ����,������������ (����
�� ������
�
�
��"

��
 �
��
�� � �����"9��� �
 �
�� K(M) ��
�*�
�'�
� ��B��5

M �����
���'1 8��8���8 
�� ���
��������
� ��� ���� )��1 �
! 

���1 ����� ��#
���� ��8 ��B���8 ?�
� *���!�� ,
��
�'�� �5 ��� 

�8�� ��*�� @'"���#�1 ��#
���� �
�A�� 25�' �5��A�� � ���� �
 


��������"9�� ��B��5 @'"���#�� @���� 
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�1 ���2����8 �
 

���
��' ��B��� @'"���#�1 �
�
��8 25�� 25 ��������� � �
���

���- ��B�� � *���"!����'�5� �
�.�#������ ��� ��2
�� ��� �
�� 

�� ���
��������5- � �����
��������5- ��B�� ?..������
 25

��*��!����'� ����� #
�
���'1 !�
 ��B��� MS ��B��� ��
2����

���
��������
���1 ����

�M MS ��������� � �
�� �"2
� ��B��5K

�M � ���!�� ���
��������
� ��B��5 *���"!����'��8 �
�.�#� 

����8 ����� ���

� � � 1 � � � ;
↑
q0
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↑
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L��� 
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�� ������
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�
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�������������� �
������1 !�
 ��9������� ���
�
��8 ��B� 

�� MS 1 ��B�"9�8 ��
2���� ���
��������
���� ,
���
�� �
��"

��B��� M̂ 1 �
�
��8 ��������� � �
��� �����
��������5- ��B��

� ����������� � �
��� ���
��������5- ��B���

(�B��� M̂ �
��!����8 �* ��B��5 MS �����"9�� 
2��*
��

�
2���� � ��
A����� Q �
��
8��� ��B��5 MS �
�
� �
��
8���

q′0 /∈ Q1 �
�
�
� 2���� �!����' *���"!����'�5� �
��
8���� ��B� 

�5 M̂ K ��� ?�
� *���"!����'�
� �
��
8��� q0 ��B��5 MS 2����

��*���"!����'�5� L�
25!�5��M �
��
8���� ��B��5 M̂ � <
-�� 

��� ��� �
����5 ��B��5 MS � �
2���� � ��� ��� �
�5� �
����5

q01 → q01S, q00 → q′00S.

� ��*��'���� �
��!�� ��B��� M̂ L���� EM�

M̂ MS

q00 → q′00S

q01 → q01S

3��� E

0�#�
 �����'1 !�
 
�� 8��8���8 ���
�
�� @
 ���' ���� ��9� 

������ ��B��� MS 1 �
 ��9������� � ��B��� M̂ 1 
2����"9�8 ��� 

*���5�� �5B� ��
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���	
& '�� ���

3����
���� .�����
���
����� ��B��5 M̂ ��� �
2������5�

�
�
� K(M̂)� (�B��� M̂ 8��8���8 ��2
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��������
�1 ��2
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� ���!�� 
�� ��������� � �
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�� K(M̂)1

�� �� � �
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� ��B��51 � ?�
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��
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 �
���
���" 
�� ����������� � �
��� ���
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�
� ���!�� 
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�
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 ���
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1 �
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��� �����
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� ��
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��B��� M � ��� A� �-
��5� ��.����
� A � ��
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	 A = {a1, . . . , ak} �� �*	���
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���� �� �&��� ����	 �
 A∗ ����� Λ4

1 ��������)� ��-����� � ������
	 A = {a1, . . . , ak} �� �*	���

→
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�'��& ��������& ������&
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	 A4

0 ��������)� ��-����� � ������
	 A = {a1, . . . , ak} �� �*	���
→ ·

�)'����	
 
���	�
�	���& ��������& ������& f(x) = x � �����

��
	 A4

6 ��������)� ��-����� � ������
	 A = {a, b, c} �� �*	���⎧⎨⎩
a → b

ab → · c
c → aba
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 ��������& ������& g(x) � ������
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���&� '
�

g(Λ) = Λ � ��� �&��-� ����� α = a1 . . . ak �
 A∗� ���	����	-�

m �������� c� �)�����	
�� ���	��
�� g(α) = b . . . b︸ ︷︷ ︸
k+2m
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�	 ���	������ �������� ∗, β, γ� � ���
� B = A ∪ {∗, β, γ}� <�����
���

��������)� ��-����� M ��� A �� ��	��&�	� �*	���2

abβ → bβa,

∗a → aβa∗,
β → γ,

γ → ,

∗ → · ,

→ ∗,

-�	 a, b ∈ A �
� 	� %
� �*	�� ��� |A| = k ���
��
 �
 k2 +k+4 ����
������ �
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� 	� ��� �&��-� ����� α �
 A∗ �)�����	
�� ���	��
�� M(α) = αα�

����	� ����
) ��-������ M ��� ������ α = a1a2a3 �-�	

a1, a2, a3 ∈ A 2

α1 = a1a2a3;

α2 = ∗a1a2a3;

α3 = a1βa1∗a2a3;

α4 = a1βa1a2βa2 ∗ a3;

α5 = a1βa2βa1a2∗a3;

α6 = a1βa2βa1a2a3βa3∗;
α7 = a1βa2βa1a3βa2a3∗;
α8 = a1βa2βa3βa1a2a3∗;
α9 = a1γa2βa3βa1a2a3∗;
α10 = a1γa2γa3βa1a2a3∗;
α11 = a1γa2γa3γa1a2a3∗;
α12 = a1a2γa3γa1a2a3∗;
α13 = a1a2a3γa1a2a3∗;
α14 = a1a2a3a1a2a3∗;
α15 = a1a2a3a1a2a3
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#
 ��2
�� α = (m1, . . . ,mn) �* N
n �5 
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�M ���� α /∈ D(f)1 �
 M ���������� � ��
��

K(α) = 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m1+1

0 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m2+1

0 . . . 0 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
mn+1

;

�M ���� α ∈ D(f)1 �
 M �������� � α � M(K(α)) = K(m)1 #��

m = f(m1, . . . ,mn)1 � K(m) = 1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m+1
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����1 ���� D(f) = N
n� =������ f(x1, . . . , xn) � g(x1, . . . , xn) ��*5 

��"��8 ����5�� L
2
*��!���� f(x1, . . . , xn) = g(x1, . . . , xn)M1 ����

D(f) = D(g) � ��8 �"2
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�� α̃ �* D(f) �5�
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 f(α̃) = g(α̃)�
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0(x) = 0, s(x) = x + 1, In
m(x1, . . . , xn) = xm,

1 � m � n1 n = 1, 2, . . . �
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,���' g(x1, . . . , xm), f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn) N ���
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F (x1, . . . , xn) = g(f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn))
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�M ���� α̃ ∈ D(fi) ��8 ���- i = 1, . . . , m � (f1(α̃), . . . , fm(α̃)) ��� 

�����A�� ��
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F (α̃) = g(f1(α̃), . . . , fm(α̃));

�M � ��
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� ���!�� *��!���� F (α̃) �!������8 ��
���������5��
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�5� .������ g(x1, . . . , xn−1) �

h(x1, . . . , xn+1) �* PN1 n � 2� ����� #
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f(x1, . . . , xn) �
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�
9'" 
���� 

��� ��
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 ��������
� xnM1 ���� ��8 ���-

x1, . . . , xn ∈ N �5�
��8"��8 ���������{
f(x1, . . . , xn−1, 0) = g(x1, . . . , xn−1),

f(x1, . . . , xn−1, xn + 1) = h(x1, . . . , xn−1, xn, f(x1, . . . , xn)).
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���1 ����
� !���� a ∈ N1 � .������ h(x1, x2) ∈ PN1 ����{
f(0) = a,

f(x + 1) = h(x, f(x)).
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��� g(x1, . . . , xn−1) � h(x1, . . . , xn+1) ��9������� � �
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 �
 

#��1 �
#�� (α1, . . . , αn−1) ∈ D(g) Lα1, . . . , αn−1 ∈ NMK

�M ��2
� (α1, . . . , αn−1, αn + 1) ��������A�� D(f) �
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(α1, . . . , αn−1, αn, f(α1, . . . , αn)) ∈ D(h) Lα1, . . . , αn ∈ NM�
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���1 ���� ��8 ���
�
�5- α1, . . . , αn−1, αn *��!����

f(α1, . . . , αn−1, αn) �� 
��������
1 �
 � ��8 ���- β � αn *��!���8

f(α1, . . . , αn−1, β) 2���� ���A� �� 
��������5�

)* 
���������8 �������1 !�
 ���� .������ g � h ��"�� 
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����
	���1 ���� �� �
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 �
��!��' �
��!�5� !���
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������� ������
*���� � ����� 

����
� �������� �* ��
����B�- .������ s1 01 In
m1 1 � m � n1

n = 1, 2, . . . �

,
��
�'�� 
������� ������
*���� � ���������
� ��������1

���������5� �
 ��"�� 
���������5� .�����8�1 ��"� ��
�� ��"��
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 ��A��8 ���������
 ����������8 .��� 
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�
� .��������

������� <�����
��� ������& f(x, y) = x+y� ��� �����	
����	


���
��5	���� {
f(x, 0) = x = I1

1 (x),

f(x, y + 1) = (x + y) + 1 = s(f(x, y)).

:�	����
	����� ������� x + y ����'�	
�� �
 ������� I1
1 � h(x, y, z) =

s(I3
3 (x, y, z)) = z + 1 � ������& ��	����� �����
����� �	������� ���

�������� ��-����� ���	�	�	��&� ������� I1
1 � s � I3

3 �����
���� �	����

����)� � ������� h ����'	�� �
 ������� s � I3
3 � ������& ��	�����

���	���
����� 
� ������� x + y �����
���� �	���������

���	
& '�+ ���

,���' f(x1, . . . , xn+1) N !����!��8 !���
��8 .�����81 n � 1�

%�������� .�����" g(x1, . . . , xn) �����"9�� 
2��*
�� ,���' α̃ =
(α1, . . . , αn) N ��
�*�
�'�5� ��2
� �* N

n� 3����
���� ���������

f(α1, . . . , αn, y) = 0 :

ZM ���� ��9������� y0 ∈ N1 ���
�1 !�
 f(α1, . . . , αn, y0) = 01 �

*��!���8 f(α̃, 0)1 f(α̃, 1), . . . 1 f(α̃, y0 − 1) 
��������5 � 
���! 

�5 
� �1 �
 �
�
A�� g(α̃) = y0K

[M � ��
����
� ���!�� *��!���� g(α̃) �!������8 ��
���������5��

����� #
�
���'1 !�
 .�����8 g(x1, . . . , xn) �
��!��� �* .������

f(x1, . . . , xn+1) ��� �
�
9� 
������� �
�
�
#��

 L�
 ��������
�

xn+1MK ?�� .�����" 
2
*��!�"� �����"9�� 
2��*
��

µy(f(x1, . . . , xn, y) = 0)

L!������8 ��� �������'B�� y1 ���
�1 !�
 f(x1, . . . , xn, y) = 0�M� %� 

�����1 !�
 *��!���� g(α1, . . . , αn) 2���� ��
���������5� � �����" 

9�- ���!�8-�

�M *��!���� f(α1, . . . , αn, 0) �� 
��������
K

�M *��!���8 f(α̃, 0), f(α̃, 1), . . . , f(α̃, y0−1) 
��������51 �
 
���! 

�5 
� 01 � *��!���� f(α̃, y0) �� 
��������
K

EM *��!���8 f(α̃, y) 
��������5 ��8 ���- y = 0, 1, . . . � 
���!�5


� 0�

������� ���
� f(x, y) = x + y� ������� g(x) = µy(f(x, y) = 0)�

�'	������ '
�

g(x) =

{
0, 	��� x = 0;

�	 ���	�	�	��� 	��� x �= 0.

%������" ������*���� �
A�
 ���A� ������8�' �
 �"25�

��������5��

I����!��8 !���
��8 .�����8 ��*5�����8 !���
!�� �
����
	"

���1 ���� 
�� �
A�� 25�' �
��!��� �* ��
����B�- .������ 01 s1

In
m1 1 � m � n1 n = 1, 2, . . .1 �
��!�5� !���
� 
������� ������
*� 

���1 ���������
� �������� � ������*�����

��"�� 
���������5� !����!�
 ���������5� .������ ��*5�� 

"��8 ��&
�
����
	���
�
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������� � �����4
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�������� ���	
� �
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 ��������
 �
 �,) ��), ���

��#������� ,����"�,���$
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� ��%

����� ������������' �5���*5����81 �
�
�5� 25��"� ��2
 �� 

����5��1 ��2
 �
A�5��� 4�������1 �5���*5����� �G N !���
�

!���
� � �2 < 5� 8��8"��8 ������5��1 � �5���*5����8 �G N ��
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� !���
� � �1 + 2 = 4� N �
A�5��� @�� ���5� ��
�*�
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�
� �5���*5����� A �
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 ������������' ��� ����!���1 �
�
��8

��������� *��!���� 11 ���� A ������
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2
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2
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2��*
�1 �5 �
A�� ��� 

���8�' � �5���*5����8� .������ ��#�2�5 �
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���1 ���� A � B N ��
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�
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� *��!��1

(A → B) → (A → C) = 1,

(A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C)) = 1

��� �"25- *��!���8- B � C� S��� A = 11 �


A → B = B, A → C = C, A → (B → C) = B → C.

,
?�
�� ��� �"25- *��!���8- B � C �5�
��8���8 ��������


(A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C)) =

= (B → C) → (B → C) = 1

@���� 
2��*
�1 .
����� (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C))

�
A��������
 ��������
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<-��� ����
� LEM� 3����
���� .
�����

(A → B) → (B → A),

#�� A � B N ��
�*�
�'�5� .
����5� S��� A = 1 ��� B = 01 �


B → A = 1 � (A → B) → (B → A) = 1K ���� A� A = 0 � B = 11 �


A → B = 01 � �
?�
�� (A → B) → (B → A) = 1� @���� 
2��*
�1

(A → B) → (B → A) N �
A��������
 �������8 .
������

,���' A N �5�
����8 .
������ �
��A�� �����A����� ��
 

���5 ��������� �
 ����� n �5�
�� .
����5 A� S��� n = 11 �� ��

�5�
� �
��
�� �* 
��
� .
����51 �
 A N ����
��1 � *��!��1 �
 �
 

��*���
�� �5B� 8��8���8 �
A��������
 ������
� .
����
�� ,��� 

�
�
A��1 !�
 ��� �5�
���5� .
����51 � �
�
�5- ����� �5�
�� ��

����5B��� n1 8��8"��8 �
A��������
 ������5��� ,���' A N .
� 

����1 �5�
� �
�
�
� ����� ����� n + 1�

A1, A2, . . . , An, An+1 =Γ A.

@
#�� ��2
 A 8��8���8 ����
�
�1 � *��!��1 �
 �
��*���
�� �5B�

���' �
A��������
 �������8 .
�����1 ��2
 �
��!����8 �
 �������

�5�
�� �* ���
�
�5- .
���� Aj � Ar L#�� 1 � j, r � nM1 ����-1

!�
 �5�
��8���8 ��������
 Aj =Γ Ar → A� ,
 ���������
�� ���� 

�
�
A���" .
����5 Aj � Ar 8��8"��8 �
A��������
 ������5���

,
?�
�� � .
����� A �
A��������
 ��������

�������� ���	
� �
�
 ��������
 �
 �)) ��*+ ���

����
� ��&

)�!������� ��*5�����8 ����
	��
!
	��1 ���� �������8 .
� 

���� A1 ����81 !�
 � ?�
� ��!������� 
��
�������
 �5�
���5 .
� 

���5 A � A� � ��
����
� ���!�� ��!������� ��*5�����8 �
����
"

	��
!
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������� �� 1�!
��
�

 	����#�	��
� �
����
	��
!
	��


�������������� � ���
� ����1 �
������1 !�
 .
����� A �5 

�
����� @
#�� � ���� ��
���5 � �* ����5��9�� ������ 
�� 8��8 

���8 �
A��������
 ������
�� ;��!��1 A N �
A��������
 �
A��8

.
�����1 � �
?�
�� 
�� �� �
A�� 25�' �5�
���
��

%������1 !�
 �* ����
���
��!��
��� ��!������8 �5���*5�� 

��� ������� ��9����
����� ���5�
���5- .
����1 �������� .
� 

���� A → A �� 8��8���8 �5�
���
�� < ���#
� ��
�
�51 ����
���
 

��!��
��' ��!������8 �5���*5����� ������� �* .���� ��9����
�� 

��8 ���5�
���5- .
����� ����������'�
1 ����' A N ���5�
����8

.
������ ,����
�
A��1 !�
 ��!������� �5���*5����� ��
���
�� 

!��
� @
#�� �������8 .
����� B1 ����81 !�
 � B � � B� � ����

����5 �1 �� ; �* ����5��9�� ������ B,B � A� ,
?�
�� � A� ,
 

��!���
� ��
���
��!�� �
��*5����1 !�
 ��!������� �5���*5�����

����
���
��!��
�

,���' A(x1, . . . , xn) N ��
�*�
�'��8 .
����� ��� ��
A����
�

{x, x → y}1 #�� x1, . . . , xn N ��� ��������5�1 �-
�89�� � .
�����

A� ����� 
2
*��!��' !���* Aε .
����� A1 ���� ε = 11 � .
�����

A1 ���� ε = 0K A(α1, . . . , αn) N *��!���� .
����5 A �� ��2
��

(α1, . . . , αn) ∈ En LE = {0, 1}M�

������ (���) A(x1, . . . , xn) 0 ���
#	��)��� �������*

(α1, . . . , αn) 0 ���
#	��)��� ����� �
�
�
���� 
# En* � ε 0 #��"

!
�

A(α1, . . . , αn)� �����

xα1
1 , xα2

2 , . . . , xαn
n � Aε.


�������������� ����� �
��*5���' �����A����� ����5 �� 

������� �
 ����� k .
����5 A� S��� k = 11 �
 .
����� A �����

��� xi1 1 � i � n1 � �����A����� ����5 Lxαi
i � xαi

i M 
!�����
�

,����
�
A��1 !�
 �����A����� ����5 ����������
 ��8 .
� 

���1 ����� �
�
�5- ���'B� k� �
��A�� �#
 ��8 .
���� ����5 k�

�
*�
A�5 ��� ���!�8�
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�� =
����� A ����� ��� B� @
#�� B ����� ����� k−1� ,
�
A��

ε1 = B(α1, . . . , αn)� @
#�� ε = ε1� � ���� ���������
#
 �����
�
 

A���8

xα1
1 , xα2

2 , . . . , xαn
n � Bε1 .

S��� ε1 = 01 �
 ε = 1 �

xα1
1 , xα2

2 , . . . , xαn
n � B,

�� �� Aε =Γ B1 � �
?�
��

xα1
1 , xα2

2 , . . . , xαn
n � Aε.

S��� ε1 = 11 �
 ε = 0 �

xα1
1 , xα2

2 , . . . , xαn
n � B.

� ���� ����5 �1 �� @ �* ����5��9�� ������ B � B� ,
?�
��

xα1
1 , xα2

2 , . . . , xαn
n � B.

@�� ��� Aε =Γ B1 �


xα1
1 , xα2

2 , . . . , xαn
n � Aε.

@���� 
2��*
�1 � ?�
� ���!�� �����A����� ����5 �
��*��
�

�� =
����� A ����� ��� B → C� @
#�� .
����5 B � C ���"�

����� ���'B� k� ,
�
A�� ε1 = B(α1, . . . , αn)1 ε2 = C(α1, . . . , αn)�

@
#�� ε = ε1 → ε2� � ���� ���������
#
 �����
�
A���8

xα1
1 , xα2

2 , . . . , xαn
n � Bε1 ,

xα1
1 , xα2

2 , . . . , xαn
n � Cε2

L� ��- ���!�8-1 �
#�� .
����5 B ��� C �
���A�� �� ��� ���� 

����5� x1, x2, . . . , xn1 � ���5� !���� ?��- �5��A���� �
2���8"��8

��B��� #��
��*5M�

S��� ε = 01 �
 ε1 = 1 � ε2 = 01 �� �� Aε =Γ (B → C)1 �

xα1
1 , xα2

2 , . . . , xαn
n � B,

xα1
1 , xα2

2 , . . . , xαn
n � C.

)* ����5 E1 �� < ����� B,C � (B → C)� @���� 
2��*
�1 � ����

��
����� �5�
���
��� G

xα1
1 , xα2

2 , . . . , xαn
n � (B → C).

���	
& '�) ���

S��� ε = 11 ε1 = 01 �
 Aε =Γ B → C �

xα1
1 , xα2

2 , . . . , xαn
n � B.

)* ����5 �1 �� � ����� B � B → C1 � *��!��1

xα1
1 , xα2

2 , . . . , xαn
n � Aε.

S��� ε = 11 ε1 = 11 �
 ε2 = 11 �� �� Aε =Γ B → C �

xα1
1 , xα2

2 , . . . , xαn
n � C.

� ���� ��
����� �5�
���
��� �

xα1
1 , xα2

2 , . . . , xαn
n � B → C.

@���� 
2��*
�1 ����� �
��
��'" �
��*����

������� � L
 �
��
��M� 5����� �������* 	����� &�� ���"

�
��	
��� 
��
��� �����
 * �	��
��� 	�	��
����


�������������� ,���' A(x1, . . . , xn) N ��
�*�
�'��8 �
A�� 

������
 �������8 .
�����1 � (α1, . . . , αn) N ��
�*�
�'�5� ��2
�

�* En� � ���� ����5

xα1
1 , xα2

2 , . . . , xαn
n � A.

����� �
����
�����'�
 ����"!��' #��
��*51 �
�'*�8�' ����
� E1

�� @ �* ����5��9�� ������� ,�� αn = 1 � αn = 0 �����

xα1
1 , xα2

2 , . . . , x
αn−1
n−1 , xn � A,

xα1
1 , xα2

2 , . . . , x
αn−1
n−1 , xn � A.

,
?�
�� � ���� ����5 E1 �� @

xα1
1 , xα2

2 , . . . , x
αn−1
n−1 � A.

@
!�
 ����� A� 
2��*
�1 �����
���� ���!��1 �
#�� αn−1 = 1

� αn−1 = 01 �������� ����� E1 �� @1 ����"!�� xn−1 � ��� �����K

�
��� B�#� n − 1 �
��!��

x1 � A,

x1 � A,


�����1 �������� ����� E1 �� @1 
�
�!����'�
 �
��!���

� A.

@���� 
2��*
�1 ��
���� �
��*����
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,
��A�� �����'1 !�
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2������� � ��
A����� ����
� �"2
�

���5�
���
� .
����5 � ��!����� �
�
� �-��5 ����
� ����
��� �

��
���
��!��
��� ��!������8� � ���
� ����1 ����' D(x1, . . . , xn) N

���5�
����8 .
������ 3����
���� �
��" ������� ����
�1 �
��
 

89�" �* �-�� ����
� L�M7LEM1 � ���A� �
�
� �-��5

LGM D(A1, A2, . . . , An)1

#�� A1, A2, . . . , An N ��
�*�
�'�5� .
����5� ,
��!�� �
�
� �� 

!�������1 � �
�
�
� ��� �5�
�� .
���� ��*��B����8 ������8�'

�"2�" �* �-�� ����
� L�M7LGM� �5�
���
��' .
����5 F � �
�
�

��!������� 2���� 
2
*��!��' �����"9�� 
2��*
�� �H F �

@�� ��� .
����� D(x1, . . . , xn) ���5�
���� � ���A��� ��!�� 

�����1 �
 � ���� ��
���5 
 �
��
�� 
�� �� ����� �
A��������
 1�

,
?�
�� �������8 ��2
� (α1, . . . , αn) �* En1 ���
�1 !�


D(α1, . . . , αn) = 0.

%2
*��!�� !���* F (1) � F (0) .
����5 x → x � x → x �

��������� 

�
� %�������� �����' .
����5 F1, F2, . . . , Fn �����"9�� 
2��*
��

,
�
A�� Fi =Γ F (1)1 ���� αi = 11 � Fi =Γ F (0)1 ���� αi = 0� 0�#�


�����'1 !�
 .
�����D(F1, . . . , Fn) N �
A��������
 �
A��8 .
��� 

��� < ���#
� ��
�
�51 .
����� D(F1, . . . , Fn) ���������8�� �
2
�

!����5� ���!�� �-��5 ����
� LGM� ,
?�
��

�H D(F1, . . . , Fn).

3����
���� �����' ��
�*�
�'��" .
����� B� @
#�� .
�����

D(F1, . . . , Fn) → B 8��8���8 �
A��������
 ������
�� ,
?�
�� �

���� ��
���5 
 �
��
��

� D(F1, . . . , Fn) → B,

� *��!��1 �H B�

@���� 
2��*
�1 � �
�
� ��!������� �5�
���� �"2�8 .
�����1

�1 ����
�����'�
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�
 ��
���
��!��
�

/������������ ������� 3����
���� �����' �����"9�� �
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L�*����� �

��������"9�� 
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� �
�8��� �5�
��M � �
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�� �
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�5 ��!������8] @
 ���' 8��8���8 �� ����8 ��2��' �* ?��-

�-�� ����
� *������
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����'�5-]

<-��� ����
� (i)1 1 � i � 31 ����
#
 ��!������8 ��*5�����8

�
#�	
�
���1 ���� �������8 .
�����1 �
�
��8 ���������8�� �
2
�

���	
& '�) ���

!����5� ���!�� �-��5 ����
� (i) � �
�
��" ���'*8 �5����� � �
 

�
9'" ������� �5�
�� �* 
����'�5- ����
� ��!������8� �����

��*5���' .
����� (j,m)"	�	��
���1 ���� ��� �� �5�
�� ���
�'*� 

"��8 �
�'�
 �-��5 ����
� (j) � (m)1 1 � j,m � 31 j �= m�

��8 �
��*����'���� ��*������
��� �-��5 ����
� (i) ���
�' 

*����8 �����"9�� �
�-
�� =������ x � x → y �����������"��8

��� .
����5 k *��!�
� �
#��� Lk � 2M � 
������8"��8 ���
�
�5�

�������'�5� 
2��*
�K ��
�� �
#
1 �52������8 ���
�
�
� *��!����

α ∈ Ek = {0, 1, . . . , k − 1}� ,�� ?�
� *������ ?��- .������ � �5 

2
� α 
��9�����8"��8 ����� 
2��*
�1 !�
 �5�
��8"��8 �����"9��

���
��8�

�M ��A��8 .
�����1 ���������8"9�8 �
2
� !����5� ���!��

�-�� ����
� (j) ��� (m)1 j,m �= i1 �
A��������
 ����� α

L�� �� �����*��� ���
�
��" .�����" k *��!�
� �
#���1 �
A 

��������
 �����" αMK

�M ������
 �5�
��1 ���������
� � .
������1 �
A��������
 ��� 

�5� α1 ���� .
�����1 �
A��������
 �����" αK

EM �������8 .
�����1 ���������8"9�8 �
2
� !����5� ���!��

�-��5 ����
� (i)1 �� �����8 �
A��������
 α�

����������� �� /������ (x → y) → (y → x) �
 �	��
���

(1, 2)"	�	��
����


�������������� ��8 �
��*����'���� ?�
#
 �����A����8 2� 

��� ������������' .������ x � x → y ��� .������ ��#�2�5 �
 

#���1 
���������5� � �

��������� � ��2�� � � ��

����
�� 1
x x

� �

� �

x → y :

����
�� 2
x \ y � �

� � �

� � �

,
��
�'�� ��2���� *��!���� .������ x → y �
������� � ���A 

��� *������� ����������1 �
 ��A��8 .
�����1 ���������8"9�8

�
2
� !����5� ���!�� �-�� ����
� L�M ��� L�M1 �
A��������
 �����

1� ,�����
 �5�
��1 ���������
� � .
������1 �
A��������
 ��� 

�5� 11 2���� �����' .
�����1 �
A��������
 �����" 1� <���
�� 

���'�
1 ��A��8 (1, 2) �5�
����8 .
����� �
A��������
 ����� 1�

< ���#
� ��
�
�51 .
����� (x → y) → (y → x) �� �����

�
A��������
 11 �
��
�'�� ��� x = 01 y = 1 ��������� *��!����
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(0 → 1) → (1 → 0) = (0 → 1) → 0 = 1 → 0 = 0� ,
?�
�� ?��

.
����� �� 8��8���8 (1, 2) �5�
���
��

����������� �� /������

(x → (y → z)) → ((x → y) → (x → z))

�
 �	��
��� (1, 3)"	�	��
����


�������������� ����� ������������' .������ x → y �

x ��� .������ 3 *��!�
� �
#���1 
���������5� � �

��������� �

��2�� E � G�
����
�� 3

x x

� �

� �

� �

x → y :

����
�� 4
x \ y � � �

� � � �

� � � �

� � � �

,
��A��1 !�
 ��A��8 .
�����1 ���������8"9�8 �
2
� !��� 

�5� ���!�� �-�� ����
� L�M � LEM1 �
A��������
 ����� 1�

<-��� ����
� L�M� 3����
���� .
�����

A → (B → A),

#�� A � B N ��
�*�
�'�5� .
����5� S��� A = 01 �


A → (B → A) = 1

��� �"2
� *��!���� BK ���� A = 11 �
 B → A = 1 �

A → (B → A) = 1

��� �"2
� *��!���� BK ���� A = 21 �


A → (B → A) = 2 → (B → 2) = 1

��� �"2
� *��!���� B�

@���� 
2��*
�1 .
����� A → (B → A) �
A��������
 ����� 1�

<-��� ����
� LEM� 3����
���� .
�����

(A → B) → (B → A),

#�� A � B N ��
�*�
�'�5� .
����5� S��� A = 11 �
 B → A = 1 �

(A → B) → (B → A) = 1� S��� A = 01 �
 (A → B) = 1 → B = B1

���	
& '�) �	�

� (B → A) = B → 0 = B1 � �
?�
�� (A → B) → (B → A) =
B → B = 1� S��� A = 21 � B �= 11 �
 B → A = 11 � *��!��1
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����5�

�� �5��A���� P
(ni)
i (xj1 , . . . , xjni

) N .
�����K ����� .
����5

2���� ��*5���' �������
� ,���' x1, . . . , xs N ��� ��*��!�5� �� 

������5� ?�
� .
����51 xj1 , . . . , xjni
∈ {x1, . . . , xs}� (�
A����
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��
2
��5- ��������5- ?�
� .
����5 ���' ��
A����
 {x1, . . . , xs}K

��
A����
 ��8*���5- ��������5- ?�
� .
����5 ����
�

,���' α̃ = (α1, . . . , αs) N ��
�*�
�'�5� ��2
� *��!���� �� 

������5- �* Ms� @
#�� *��!���� .
����5 P
(ni)
i (xj1 , . . . , xjni

) ��

��2
�� α̃ ����
 P
(ni)
i (αj1 , . . . , αjni

)�

�� ,���' F N .
�����1 XF N ��
A����
 �� ��
2
��5- ���� 

����5-1 YF N ��
A����
 �� ��8*���5- ��������5-� @
#�� F N

.
�����K ��
A����
 XF �� ��
2
��5- ��������5- ���' XF 1 ��
 

A����
 YF �� ��8*���5- ��������5- ���' YF � ;��!���� ?�
� .
� 

���5 �� �"2
� ��2
�� α̃ ��
2
��5- ��������5- ��
���
�
�
A�


�

��������"9��� *��!���" .
����5 F 1 �� ��

F
∣∣
α̃

= F |α̃.

E� ,���' F � G N .
����51 XF � XG N ��
A����� ��
2
��5-

��������5- .
���� F � G �

����������
1 � YF � YG N ��
A� 

���� ��8*���5- ��������5- .
���� F � G �

����������
1 ���!��

XF ∩YG = ∅ � XG∩YF = ∅ L�� �� ������8 ��
2
���8 ���������8 .
� 

���5 F �� 8��8���8 ��8*���
� ��������
� .
����5 G � ������8

��
2
���8 ���������8 .
����5 G �� 8��8���8 ��8*���
� ������� 

�
� .
����5 F M� @
#�� �5��A���8

F ∨ G, F&G, F → G

8��8"��8 .
�������� (�
A����
 ��
2
��5- ��������5- ��A�
�

�* ��- ���' XF ∪XGK ��
A����
 ��8*���5- ��������5- ��A�
� �*

��- ���' YF ∪ YG�

,���' α̃ N ��
�*�
�'�5� ��2
� *��!���� ��������5- �* ��
 

A����� XF ∪ XG� >��� ��2
�
� 
������8���8 ��2
� β̃ *��!����

��������5- �* XF � ��2
� γ̃ *��!���� ��������5- �* XG� @
#��
(F ∨ G)|α̃ = (F |β̃) ∨ (F |γ̃);

(F&G)|α̃ = (F |β̃) & (F |γ̃);

(F → G)|α̃ = (F |β̃) → (F |γ̃).

G� ,���' F N .
�����1 XF � YF N ��
A����� �� ��
2
��5- �

��8*���5- ��������5- �

����������
1 x ∈ XF � @
#�� (∀x) (F ) N

.
�����K ��
A����
 �� ��
2
��5- ��������5- ���' XF \ {x}1 ��
 

A����
 �� ��8*���5- ��������5- ���' YF ∪ {x}�

���	
& '�* �	�

,���' XF \ {x} = {x1, . . . , xt}1 � α̃ = (α1, . . . , αt) N ��
�*�
�' 

�5� ��2
� *��!���� ��������5- (x1, . . . , xt) L���� x N ��������� 

��8 ��
2
���8 ���������8 .
����5 F 1 �
 ���
� ��2
� �� 2���� 

�8M� ;��!���� (∀x)(F )|α̃ .
����5 (∀x)(F ) �� ��2
�� α̃ 
������8 

���8 �����"9�� 
2��*
�� 3����������"��8 *��!���8 .
����5 F

�� ���- ��2
��- (α0, α1, . . . , αt)1 #�� α1, . . . , αt .�����
���51 � α0 N

��
�*�
�'�5� ?������ ��
A����� M � S��� �� ���- ����- ��2
��-

.
����� F ��������� *��!���� 11 �


(∀x) (F )|α̃ = 1.

S��� A� -
�8 25 ��8 
��
#
 ��2
�� (α0, α1, . . . , αt) �5�
��8���8

F |(α0,α1,...,αt)
= 01 �


(∀x) (F )|α̃ = 0.

� .
����� (∀x) (F ) .
����� F ��*5�����8 ������) �
���	
�

�	������ (∀x)�

�� ,���' F N .
�����1 XF � YF N ��
A����� ��
2
��5- �

��8*���5- ��������5- .
����5 F �

����������
1 x ∈ XF � @
 

#�� (∃x)(F ) N .
�����K ��
A����
 �� ��
2
��5- ��������5- ���'

XF \ {x}1 ��
A����
 �� ��8*���5- ��������5- ���' YF ∪ {x}�

,���' XF \ {x} = {x1, . . . , xt}1 � α̃ = (α1, . . . , αt) N ��
�*�
�' 

�5� ��2
� *��!���� ��������5- (x1, . . . , xt) L���� XF = {x}1 �


���
� ��2
� �� 2�����8M� ;��!���� (∃x) (F )|α̃ .
����5 (∃x) (F ) ��

��2
�� α̃ 
������8���8 �����"9�� 
2��*
�� 3����������"��8 *�� 

!���8 .
����5 F �� ���- ��2
��- (α0, α1, . . . , αt)1 #�� α1, . . . , αt
.�����
���51 � α0 N ��
�*�
�'�5� ?������ ��
A����� M � S���

�� ���- ����- ��2
��- .
����� F ��������� *��!���� 01 �


(∃x) (F )|α̃ = 0.

S��� A� -
�8 25 ��8 
��
#
 ��2
�� (α0, α1, . . . , αt) �5�
��8���8

F |(α0,α1,...,αt)
= 11 �


(∃x) (F )|α̃ = 1.

� .
����� (∃x) (F ) .
����� F ��*5�����8 ������) �
���	
�

�	������ (∃x)�

)* 
���������8 .
����5 �������1 !�
 ������8 ���������8 ��

�
A�� 25�' 
��
�������
 ��
2
��
� � ��8*���
��

-�
��� ������� 2���� ��*5���' 
29�� !���
 �-
�89�- � ���

*���
� ��������
�1 �����
�
� � �
#�!����- 
��������
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������ ���
�
�5� �
#��B���81 ���
9�"9�� *����� .
����

L�
�
������'�
 � �
#��B���8�1 ����8�5� � ��#�2�� �
#���M�

ZM �� 2���� *���"!��' � ��
2�� ��
��5� .
����51 � ���A� .
� 

���51 � �
�
�5- ���B�88 
������8 ���' 
��������K

[M �� 2���� *���"!��' � ��
2�� .
�����1 � �
�
�
� ���B�88


������8 ���' ����B������ �����
��1 ���� �����"9�8 
���� 

��8 ���A� ����B������ �����
��K

:M 2���� �!����'1 !�
 �����
� ��8*5���� ���'��� ���- ���#�-


�������1 � 2���� 
������' �

��������"9�� ��
2���

4�������1 �����


(∀x)
(
(∀y)

(
(A(x, y) → B(y, y))

))

2���� �����'

(∀x)(∀y)A(x, y) → B(y, y).

,
�������� ������� 2���� ��*5���' ��
A����
 ����
�
�

�-
�89�- � ��� ��������
��

,�� .�����
����
� �
���� M = 〈M,Σ〉 ��A��8 .
�����1 ��� 

"9�8 ��
2
��5� ��������5�1 �5��A��� ���
�
�5� �������� ��� M


� ?��- ��������5-K .
�����1 �� ���"9�8 ��
2
��5- ��������5-1

�5��A��� ���
�
��" �
������� L0 ��� 1M�

=
����� ��*5�����8 
��
���� 	 ���
�
 M1 ���� 
�� ����� 

���� *��!���� 1 �� ���- ��2
��- *��!���� ��
�- ��
2
��5- ���� 

����5-�

������� ���
� P2(x)� P3(x)� P5(x) � P6(x) . ��	����
) �	�����

�
� �� 2� 3� 5 � 6 ���
�	
�
�	���� � M = {1, 2, 3, . . . }� <�����
��� ���	��

M = 〈M, Σ〉� -�	 Σ = {P (1)
2 , P

(1)
3 , P

(1)
5 , P

(1)
6 }� ,�-�� �������

P2(x)&P3(x) → P6(x)

��
���� � ���	�� M� � ������� P2(x)&P5(x) → P6(x) �	 ����	
�� ���


����� � M�

,���' .
����5 F � G ���"� 
��
 � �
 A� ��
A����
 ��
2
� 

�5- ��������5-� ����� ��*5���' ?�� .
����5 '�	
	��
�����


	 ���
�
 M1 ���� �� �"2
� ��2
�� *��!���� ��
2
��5- ������� 

�5- 
�� �������"� ����5� *��!���8 L�� �� ?�� .
����5 �5��A�"�


��� � �
� A� ��������M� ����� ��*5���' ?�� .
����5 '�	
	�"

�
�����
 �� ����
��	
 M 1 ���� 
�� ?����������5 �
 ���- �
�� 

�8- M = 〈M,Σ〉1 *�����5- �� ��
A����� M � ���"9�- ��#������

���	
& '�* ���

Σ1 ���"!�"9�" *���� ��������
� ?��- .
����� ����� ��*5���'

.
����5 '�	
	��
�����
1 ���� 
�� ?����������5 �� ���- ��
A� 

����-�
��������

"� ������) P2(x)&P3(x) � P6(x) %������	�
�) � ���	�� M �
 ��	�

�)���	-� ����	���

<�����
��� 
	�	�� ���	�� M1� �
��'�&��&�� �
 ���	�� M 
	��

'
� ��	����
 P6(x) 
���	
�� ���'	2 P6(x) = 0 ��� ��	* x ∈ M �

,�-�� ���x = 6 �	���� ������� �������	
 
��'	��	 1� � �
���� .


��'	��	 0� ��%
��� %
� ������) �	 %������	�
�) � ���	�� M1�

1� <�����
��� ������)

(∃x)A(x) � (∀x)A(x).

F	-�� ���	
�� '
� %
� ������) %������	�
�) �� ����	�
�	 �


����-� %�	�	�
�� : ���-�� �
����)� ���	�
��	
 ���	�	�	���� ��

����	�
�	 {a, b} ���	��� � ��
���� %
� ������) �	 %������	�
�

�)4 ��� %
�-� ���
�
�'�� ��	����
 A(x) ���	�	��
� ��	��&���

����
��2
A(a) = 0, A(b) = 1.

0� �'	������ '
� ������)

A(x) � A(x)
%������	�
�) � �&��� ���	��� 
� 	� %������	�
�)�
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1 2
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2�
#
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��' .
���� 2���� �*
2��A��' ��� �
�
9� *�� 

�� ����������

0�#�
 �����'1 !�
 ��8 .
���� �
#��� ��������
� ��������� 

�5 ��� ������� ?����������5- ���
2��*
����� �* ��#�2�5 �
#����

<��������� � ����
# ������� *����5 �� ?�����������" �
�.
� 

�����
)��"��8 ���A� �������1 
��
�89���8 � �����
����

�� (��	
�� �
�

�
��	��
� �	�#����� �
�
�
����� � �"2
�

.
����� ��� *����� ��8*���
� ��������
� �� ���#�" ���������"

L� �����
�� � ��"�� � 
2����� �������8 �����
��M ���1 !�
25 ��

����B��
�' 
���������� .
����51 �
��!����8 .
�����1 ?����� 

������8 ��-
��
��

>�
 ������
 �������
 �
��*��' ��������� �
 ����� .
����5

L� ���
�'*
������ ������� *����5 �� ?�����������" �
�.
��� 

��M�
������� ������)

(∀x)(P (x, y) ∨ Q(z)) � (∀u)(P (u, y) ∨ Q(z))

%������	�
�)� E �	���� ������	 ���
����� �	�	�	���� ����	
�� x� ��

�
���� . u4 � ��	�* �������* �������)�� �	�	�	��)�� ����&
�� y �

z�

�� (��	
�� �
�
���� �	������ !
�
# ���
���

� ,���' A(x) N

.
�����1 XA N ��
A����
 �� ��
2
��5- ��������5-1 x ∈ XA� @
 

#�� ����������5 �

��
B���8

(∀x)A(x) = (∃x)A(x),

(∃x)A(x) = (∀x)A(x).

�
��A�� ���!��� ����
� �* ?��- �

��
B����� ,���' M N ��
 

�*�
�'��8 �
���'1 ��#������ �
�
�
� �
���A�� *���� ���- ����� 

���
�1 �-
�89�- � .
����� A�

,���' XA = {x, x1, . . . , xt}1 � α̃ = (α1, . . . , αt) N ��
�*�
�'�5�

��2
� *��!���� ��������5- x1, . . . , xt L���� XA = {x}1 �
 ���
�

��2
� �� ��������������8M� 3����
���� ��� ��2
�5 (α0, α1, . . . , αt)1

#�� α1, . . . , αt .�����
���51 � α0 N ��
�*�
�'�5� ?������ �* ��
 

A����� M �

���	
& '�� ���

S��� ��8 �"2
#
 ?������� α0

A(x)|(α0,α1,...,αt) = 1,

�
 (∀x)A(x)|α̃ = 1 � (∀x)A(x)|α̃ = 0� V ���#
� ��
�
�51 ��� ���

A(x)|(α0,α1,...,αt) = 1 ��8 �"2
#
 α01 �
 A(x)|(α0,α1,...,αt) = 0 � �
?�
 

��

(∃x)A(x)|α̃ = 0.

S��� A� ��9������� ?������ α01 ��8 �
�
�
#


A(x)|(α0,α1,...,αt) = 0,

�
 (∀x)A(x)|α̃ = 0 � (∀x)A(x)|α̃ = 1� < ���#
� ��
�
�51 ��� ���

A(x)|(α0,α1,...,αt) = 01 �
 A(x)|(α0,α1,...,αt) = 1 � �
?�
��

(∃x)A(x)|α̃ = 1.

@���� 
2��*
�1 � 
2
�- ���!�8- *��!���8 ?��- .
���� ����5�

��
�
� �

��
B���� �
��!����8 �* ����
#
 ��� �
�
9� ������

?����������5- ���
2��*
����� .������ ��#�2�5 �
#���� � ���
�

����1 �������� ����
� �

��
B���� � .
����� A(x)� @
#�� � �!� 

�
� ������� ��8��8 ��
��
#
 
�������8 �
��!��

(∀x)A(x) = (∃x)A(x) = (∃x)A(x).

,
?�
��

(∀x)A(x) = (∃x)A(x)
�1 ���
���1

(∀x)A(x) = (∃x)A(x).
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�� 	����� �	������ !
�
# �����
� ,���' A(x)1 B �

A(x)∨B N .
����51 XA � XB N ��
A����� ��
2
��5- ��������5-

.
���� A � B �

����������
1 x ∈ XA � .
����� B �� �
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���������" x� @
#��

(∀x)(A(x) ∨ B) = (∀x)A(x) ∨ B.

� ���
� ����1 ����' x, x1, x2, . . . , xt N ��� ��
2
��5� ������� 

�5� .
����5 A(x) ∨ B� 3����
���� ��
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� ��2
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����� 

�8�� ��2
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����� B ��
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���A�� ���������" x1 �
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��������' *��!���� .
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S��� B|β̃ = 11 �
 ((∀x)A(x) ∨ B)|α̃ = 1� < ���#
� ��
�
�51 ��8

�"2
#
 ��2
�� (α0, α1, . . . , αt)1 #�� α1, . . . , αt .�����
���51 � α0 N

��
�*�
�'�5� ?������ �* ��
A����� M 1 �����

(A(x) ∨ B)|(α0,α1,...,αt) = 1.

,
?�
��

(∀x)(A(x) ∨ B)|α̃ = 1.

S��� A� B|β̃ = 01 �
 L��� ��� B �� �
���A�� xM

(∀x)(A(x) ∨ B)|α̃ = (∀x)A(x)|α̃ = ((∀x)A(x) ∨ B)|α̃.

,�� ��- A� ���
��8- ����������5 �����"9�� ����������

(∀x)(A(x)&B) = (∀x)A(x)&B;

(∃x)(A(x) ∨ B) = (∃x)A(x) ∨ B;

(∃x)(A(x)&B) = (∃x)A(x)&B.
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#�!� 

���- 
������� �����!�"��8 ��B' �
�C"����81 ��*C"����8 � 
� 

�������1 ���!�� *��� 
�������8 �����!����8 �
�'�
 ��� ��
��5��

.
��������

������� �� -�� � ��� ������� A ��&
��	�
� '�	
	��
��"

��� 
� ��
	
�
���� ������� B* ��
!
� ����
��	� �	�#����� �
"

�
�
���� ������ A 
 B ��	���� ��


�������������� �
��*����'���
 ��
���5 ��
����� ����� 

���� �
 ����� .
����5�

��8 .
���� ����5 1 �����A����� ��
���5 
!�����
�

,����
�
A��1 !�
 �����A����� ��
���5 �
��*��
 ��8 .
� 

���1 ����� �
�
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�M A1 ∨ A2K

�M A2&A2K

EM A1 → A2K
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�M A1
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���8 ���������8 .
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#
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�
A���8 ��9�����"� ?����� 

�����5� ���������5� .
����5 B1 � B2 �
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1 ���!��

XAi
= XBi

1 YAi
= YBi

1 i = 1, 2 L#�� XAi

� YAi

N ��
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�5- � ��8*���5- ��������5- �
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� YBi
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��5- � ��8*���5- ��������5- �
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 .
����5 Bi1 i = 1, 2M� @�� ��� A1 ∨ A2 N .
�����1 �


B1 ∨ B2 �
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����� A � 8��8���8

���������
�� (�
A����
 ��
2
��5- ��������5- (XB1 ∪XB2) .
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���5B1∨B2 �
������� � ��
A����
� (XA1 ∪XA2) ��
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����5- .
����5 AK ��
A����
 (YB1 ∪YB2) ��8*���5- ��������5-
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A����
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�� �����
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A���" ��9������� ?�����������8 �������� 

��8 .
����� B(x)� � ��!����� ���������
� .
����51 ?��������� 

�
� .
����� A1 �
*'��� .
����� (∀x)B(x)�

�M >�
� ���!�� ��������������8 ����
#�!�
 ����5��9����

�M >�
� ���!�� ����������8 �� ����
�'�
 �
����!��� � *����� 

�
��� 
� ���� .
����5 A1�

S��� �5�
��8���8 ��������
 A1 =Γ C1∨C21 �
 A ?�����������

.
����� C1&C2K ���� A1 =Γ C1&C21 �
 A ?����������� .
�����

C1 ∨ C2K ���� A1 =Γ C1 → C21 �
 A ?����������� .
����� C1&C2K

���� A1 =Γ (∀x)C(x)1 �
 A ?����������� .
����� (∃x)C(x)K ����

A1 =Γ (∃x)C(x)1 �
 A ?����������� .
����� (∀x)C(x)K ���
���1

���� A1 =Γ C1 �
 A ?����������� .
����� C�
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=
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�
A���" ��9����� 

�� ?�����������8 ����������8 .
������ ���'���B�� �����A����8

��8 ��A�
#
 �* ?��- �
����!��� ����
#�!�5 �����A����8�1 ����� 

����5� �5B� ��8 ���!��� �7� L� �
������� �
����!�� �
����
!�


�*8�' ����������" .
�����1 ?�����������" .
����� CM�

@�
���� �
��
��'" �
��*����

,���������8 .
����� ��*5�����8 ������)���1 ���� ��� 
��

�� �
���A�� �����
�
�1 ��� � ��� 
������� �*8��8 �����
�
� ��� 

��"� *� ����� ���#��� 
������8��� ���#��� ��
����1 �
����'��8

.
����� �
 ��
2
��5�� ��������5�� x1, . . . , xk � ��8*���5�� �� 

������5�� y1, . . . , ys ����� �����"9�� ����

(Q1y1)(Q2y2) . . . (Qsys)A(x1, . . . , xk, y1, . . . , ys),

#�� Qi ∈ {∀,∃}1 i = 1, . . . , s1 � A(x1, . . . , xk, y1, . . . , ys) N ����������8

.
�����1 �� �
���A�9�8 �����
�
��

������� �� -�� � ��� ������� A ��&
��	�
� '�	
	��
��"

��� 
� ������)��� ��������


�������������� ,���' A N ��
�*�
�'��8 .
������ � �� 

�� ��
���5 � ��9������� ?�����������8 �� ����������8 .
�����

B� ,���' XB � YB N ��
A����
 ��
2
��5- � ��
A����
 ��8*�� 

�5- ��������5- .
����5 B �
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�� 8��8���8 �
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#�� Q1, . . . , Qk ∈ {∀,∃}1 yi1 , . . . , yik
∈ YB K k � |YB |�

�52���� k �
�5- ��*��!�5- ��������5- z1, . . . , zk /∈ XB ∪ YB

� ��� �
�
9� ������� ��������
����8 ��8*���5- ��������5-

L� �����
�� � ��"�� � 
2����� �������8 �����
��M *������ ���� 

����5� yi1 , . . . , yik
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� � �� 
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A����
� XB K ��
A����
 YC ��8*���5- ��������5- ���' ��
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2��1 �5 

�
��� ��� �����
�5 ����A�1 �
��� !�#
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����� ��������� �
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���'�5� ���� �
��� �
!�
1 ���� � .
����� C ������8 ���
�
��8

�
�.
�����C1 ���� (Qz)D(z)◦E L��� E◦(Qz)D(z)M1 #�� Q ∈ {∀,∃}1

���	
& '�� ���

◦ ∈ {∨,&}1 � z ∈ {z1, . . . , zk}1 �
 *������ C1 �� ?�����������" ��

� ���� ������� E .
����� (Qz)(D(z) ◦ E) L�
��
�'�� .
����� E

�� �
���A�� zM� 4������
 �2����'�8 � �
�1 !�
1 �
����
�����'�
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2-
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� !���
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� ?����������
� ���
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�����1 �
A�
 �������� .
����� C � �
����'�
�� �����

�������

(∀x)A(x) ∨ (∃x)B(x) = (∀z1)A(z1) ∨ (∃z2)B(z2) =

= (∀z1)(A(z1) ∨ (∃z2)B(z2)) = (∀z1)(∃z2)(A(z1) ∨ B(z2)).

,���' .
����� A ����� ��#������ Σ� ����� ��*5���' ?�� .
� 

���� 
��
���� �� ����
��	
 M 1 ���� 
�� ������� �
 ���- �
�� 

�8-1 
���������5- �� ��
A����� M � ���"9�- ��#������ Σ�

=
����� ��*5�����8 ����
��	
��� 
��
���� L��� ��&
#��"

!
���M1 ���� 
�� ������� �� ���- ��
A�����- L���1 !�
 �
 A� ���
�1

���� 
�� ������� �
 ���- �
���8-M�

��������

"� ������� (∃x)A(x) → (∀x)A(x) ����	
�� ��
����� �� ����%�	�	�
�

�)* ����	�
��* � �	 ����	
�� ��
����� �� ����	�
��* �
 �����

5	-� '���� %�	�	�
���

1� �������

((∀x1)(∃x2)A(x1, x2)&(∀y2)(∃y1)A(y1, y2)) →
→ ((∀z1)A(z1, z1) ∨ (∀z2)A(z2, z2))
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�� ��
����� �� ����	�
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0� �������

(∃x)(∀y)A(x, y) → (∀y)(∃x)A(x, y)
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3����
���� *���!� �����
�����8 �
A��������
� ������
���

.
����1 ��#������ �
�
�5- �
��
�� �
�'�
 �* 
��
�����5- ��� 

������5- ����
�
��

,���' Σ = {P (1)
1 , . . . , P

(1)
K } N ��
A����
 
��
�����5- ����� 

����5- ����
�
�1 � M1 = 〈M1,Σ〉 � M2 = 〈M2,Σ〉 N ��� �
����

��#�����5 Σ1 
���������5� �� ��
A�����- M1 � M2 �

��������� 

�
� ����� #
�
���'1 !�
 �
���' M1 ���������� �
���� M21 ����

��9������� .�����8 ϕ(x)1 
�
2��A�"9�8 ��
A����
 M1 �� ��
 

A����
1) M21 ���
�1 !�
 ��8 �"2
#
 ?������� a �* M1 � �"2
#


��������� P
(1)
i (x) L1 � i � kM �5�
��8���8 ��������


P
(1)
i (a) = P

(1)
i (ϕ(a))

L� ���
� !���� ��������� ��
�� �������� � �
���� M11 � � ����
� N

� �
���� M2M�

������ (���) ���
�) M1 = 〈M1,Σ〉 ���������� ���
"

�
 M2 = 〈M2,Σ〉* F 0 ���
#	��)��� ������� �
������� Σ*

{x1, . . . , xn} 0 ����
��	� �	������� �
�
�
���� ������� F *

α̃ = (α1, . . . , αn) 0 ���
#	��)��� ����� #��!
�
� �
�
�
����

(x1, . . . , xn)* � ϕ(α̃) = (ϕ(α1), . . . , ϕ(αn))� �����

F |α̃ = F |ϕ(α̃),

��
 F |α̃ 0 #��!
�

 ������� F �� �����
 α̃ 	 ���
�
 M1* � F |ϕ(α̃) 0

#��!
�

 ������� F �� �����
 ϕ(α̃) 	 ���
�
 M2�


�������������� � ���� ��
���5 � �* ����5��9�� ������

�
A�
 �!����'1 !�
 F N �
����'��8 .
������

3����
���� ���!��� ���!��1 �
#�� F �� �
���A�� �����
�
��

�
��A�� �����A����� ����5 ��������� �
 ����� l .
����5 F �

��8 .
���� ����5 1 � 2 L�� �� .
���� ���� P
(1)
i1

(xj1) �
P

(1)
i2

(xj2)M �����A����� ����5 ������� �* 
���������8 #
�
�
�.�* 

�� �
����� M1 � M2�

,����
�
A��1 !�
 �����A����� ����5 ����������
 ��8 �
� 

���'�5- .
����1 �
�
�5� �� �
���A�� �����
�
� � ���"� �����

����� l� ,���' F N �
����'��8 .
����� 2�* �����
�
� ����5 l1

l � 2� @
#�� 
�� ����� 
��� �* �����"9�- ���
��
1)I� ���
 ��0	��� d
������ a �� M1 ������������� �	���������� d
�����

ϕ(a) �� M2� � 	
� ��0	��� d
������ b �� M2 ��1������� ��������� *�������4

��

�� �	����������/ d
����� a �� M1� ������ ��� ϕ(a) = b�

���	
& '�� ���

�M F1 ∨ F2K

�M F1&F2�

3����
���� ����5� ���!��� ,���' XF = {x1, x2, . . . , xn} N

��
A����
 ��
2
��5- ��������5- .
����5 F 1 � {xi1 , . . . , xir
} �

{xj1 , . . . , xjq
} N ��
A����� ��
2
��5- ��������5- .
���� F1 � F2

�

����������
� 3����
���� ��
�*�
�'�5� ��2
� α̃ = (α1, . . . , αn)

*��!���� ��������5- (x1, . . . , xn) � �
���� M1� 4�2
� α̃ 
��
 

*��!�
 
������8�� ��2
�5 β̃ = (αi1 , . . . , αir
) � γ̃ = (αj1 , . . . , αjq

)

*��!���� ��������5- (xi1 , . . . , xir
) � (xj1 , . . . , xjq

) �

��������� 

�
 � �
���� M1� ,
�
A�� ϕ(α̃) = (ϕ(α1), . . . , ϕ(αn))1 ϕ(β̃) =
(ϕ(αi1), . . . , ϕ(αir

))1 ϕ(γ̃) = (ϕ(αj1), . . . , ϕ(αjq
))�

,
 ���������
�� �����
�
A���"

F1|β̃ = F1|ϕ(β̃), F2|γ̃ = F2|ϕ(γ̃).

,
?�
��

F |α̃ = (F1 ∨ F2)|α̃ = F1|β̃ ∨ F2|γ̃ =

= F1|ϕ(β̃) ∨ F2|ϕ(γ̃) = (F1 ∨ F2)|ϕ(α̃) = F |ϕ(α̃).

��
�
� ���!�� ��������������8 ����
#�!�
�

�
��A�� �����' �����A����� ����5 ��8 ��
�*�
�'�5- �
� 

���'�5- .
���� ��������� �
 !���� m �����
�
�� ��8 ���!�8

m = 0 ?�
 �����A����� 25�
 �
��*��
 �5B��

,����
�
A��1 !�
 �����A����� ����5 ����������
 ��8 .
� 

���1 �
���A�9�- ����� m �����
�
�� �
��A�� �#
 ��8 .
���� �

m �����
����� ,���' F N �
����'��8 .
����� � m �����
�����

@
#�� 
�� ����� 
��� �* �����"9�- ���
��

ZM (∀x)F1(x)K

[M (∃x)F1(x)

L#�� F1 N .
����� � m−1 �����
����1 � x N ��
2
���8 ���������8

.
����5 F1M�

3����
���� ���!�� ;� ,���' XF1 = {x, x1, . . . , xn} N ��
A� 

���
 ��
2
��5- ��������5- .
����5 F1� 3����
���� ��
�*�
�' 

�5� ��2
� α̃ = (α1, . . . , αn) *��!���� ��������5- (x1, x2, . . . , xn)

� �
���� M1 L���� XF1 = {x}1 �
 ���
� ��2
� �� ������������� 

�8M� 3����
���� ���A� ��� ��2
�5 (α0, α1, . . . , αn) 1 #�� α1, . . . , αn

.�����
���51 � α0 N ��
�*�
�'�5� ?������ �* M1� ,
�
A��
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ϕ(α̃) = (ϕ(α1), . . . , ϕ(αn))� � ���� ���������
#
 �����
�
A���8

��8 �"2
#
 ?������� α0 �5�
��8���8 ��������


F1|(α0,α1,...,αn) = F1|(ϕ(α0),ϕ(α1),...,ϕ(αn)). (∗)

S��� ��8 �"2
#
 α0 �* M1

F1|(α0,α1,...,αn) = 1,

�
 � ���� �

��
B���8 (∗) � ��8 �"2
#
 ?������� β0 �* M2

F1|(β0,ϕ(α1),...,ϕ(αn)) = 1.

,
?�
��

F |α̃ = (∀x)F1|α̃ = 1,

F |ϕ(α̃) = (∀x)F1|ϕ(α̃) = 1.

S��� ��8 ���
�
�
#
 ?������� α0 �* M1

F1|(α0,α1,...,αn) = 0,

�
 � ���� (∗)
F1|(ϕ(α0),ϕ(α1),...,ϕ(αn)) = 0.

,
?�
��

F |α̃ = (∀x)F1|α̃ = 0,

F |ϕ(α̃) = (∀x)F1|ϕ(α̃) = 0.

<��!�� < ��������������8 ����
#�!�
 ����5��9����

������� �� (���) ���
�) M1 ���
��
� ���)�� �����
��"

��
 ��
�
���� P
(1)
1 (x), . . . , P (1)

n (x)� ����� ��&
��	�
� ���
�) M2

��� �
 �
�������* ���
�
�
���� �� �
������� ����
��	
 
#
q '�
�
���	* q � 2n* ������ &�� ��
�� &
� �	����	��� � ���

������� F �	��
��� 
��
���� 	 ���
�
 M1 ����� 
 ���)�� ��"

���* ����� ��� 
��
��� 	 ���
�
 M2�


�������������� ,���' M1 = 〈M1,Σ〉1 #�� Σ N ��#������

�
���� M11 Σ = {P (1)
1 , . . . , P

(1)
n }1 � M1 N ��
A����
1 �� �
�
 

�
� 
��������� �
���' M1� 3�*
2'�� ��
A����
 M1 �� 2n �����
�

Kα1,α2,...,αn

1 #�� α1, α2, . . . , αn ∈ {0, 1}1 �����"9�� 
2��*
��

a ∈ K
P

(1)
1 (a),P

(1)
2 (a),...,P

(1)
n (a)

,

���	
& '�� ���

�� �� ��A�5� ?������ ��������A�� ������1 � �
�
�
#
 ��2
� �� 

����
� ���' ��2
� *��!���� ��������
� P
(1)
1 (x), . . . , P (1)

n (x) �� ?�
�

?�������� ,�� ?�
� ���
�
�5� �* �����
� �
#�� 
��*��'�8 ����5���

,���' q N !���
 ������5- �����
�1 q � 1� %�������� ��
A����


M2 �����"9�� 
2��*
�� �52���� � ��A�
� ������
� ������ �
 
� 

�
�� ?�������K ����' a1, . . . , aq N �52����5� ?������5� ,
�
A��

M2 = {a1, . . . , aq}.

3����
���� �
���' M2 = 〈M1,Σ〉1 � �
�
�
� *��!���� P
(1)
i (a)

��A�
#
 ��������� P
(1)
i (x) �� �"2
� ?������� a �* M2 �
������� �


*��!����� ��������� P
(1)
i (x) �� ?������� a � �
���� M11 1 � i � n�

,
��A��1 !�
 �
���' M2 #
�
�
�.�� �
���� M1� %��������

.�����" ϕ �����"9�� 
2��*
�� ,���' a N ���
�
�5� ?������ �*

M1� %� ��������A�� ���
�
�
�� ������ Kα1,...,αn

� ,���' ai N ?�� 

����1 �52����5� �* ?�
#
 ������ Lai ∈ M2M� ,
�
A��

ϕ(a) = ai.

@�� ��� a ∈ Kα1,...,αn

� ai ∈ Kα1,...,αn

1 �
 ��8 ���- j = 1, . . . , n

�5�
��8���8 ��������
 P
(1)
j (a) = P

(1)
j (ai)(= αj)� ,
?�
�� ��8 ��A 

�
#
 ?������� a �* M1 � �"2
#
 ��������� P
(1)
j (x)1 #�� 1 � j � n1

�5�
��8���8 ��������


P
(1)
j (a) = P

(1)
j (ϕ(a)).

@���� 
2��*
�1 �
���' M1 #
�
�
�.�� �
���� M2�

,���'F N ��
�*�
�'��8 .
����� � �
���� M1� � ���� ����5

F ������� � �
���� M1 �
#�� � �
�'�
 �
#��1 �
#�� 
�� ������� �

�
���� M2 L#
�
�
�.�
� �
���� M1M�

)* ��
���5 � �������

������� �� (���) F 0 ���
#	��)��� ������� �
�������

Σ = {P (1)
1 , . . . , P

(1)
n }� -�� ���� !���� F ���� ����
��	
��� 
�"

�
����* �
�����
�� 
 �������!��* !���� ��� ���� ����
��	
�"

�� 
��
���� �� 	�
� ���
���* ���
�
�
���� �� ����
��	��* ��"

����&
� �
 ���

 !
� 
# 2n '�
�
���	�

4������
 �2����'�8 � �
�1 !�
 �
����
!�
 �����
����' �
����1

�
�
�5� 
��������5 �� ��
A�����-1 �
���A�9�- �
��
 2n ?����� 

�
��



��� ��" �! �$#6 �!5�4

%������1 !�
 ��
���� � ���� ?..������5� ��
�
2 ��
�����

�
A��������
� ������
��� .
����1 �
���A�9�- �
�'�
 
��
���� 

�5� ��������5�

,���' M = {b1, . . . , bk} N ���
�
�
� �
��!�
� ��
A����
1

M = 〈M,Σ〉 N �
���' ��#�����5 Σ1 F (x) N .
����� � �
���� M1

XF = {x, x1, . . . , xn} N ��
A����
 ��
2
��5- ��������5- .
����5

F 1 � α̃ = (α1, . . . , αn) N ��
�*�
�'�5� ��2
� *��!���� ��������5-

(x1, . . . , xn) � �
���� M� 0�#�
 �����'1 !�
 �5�
��8"��8 �����" 

9�� �

��
B���8�

(∃x)F (x)|α̃ = F (x)|(b1,α1,...,αn) ∨ · · · ∨ F (x)|(bk,α1,...,αn);

(∀x)F (x)|α̃ = F (x)|(b1,α1,...,αn)& . . . &F (x)|(bk,α1,...,αn).

��
�� �
#
1 .
����� F (x, x1, . . . , xn)1 #�� {x, x1, . . . , xn} N ��
 

A����
 ��
2
��5- ��������5- .
����5 F 1 8��8���8 ������
� ��

��
A����� M �
#�� � �
�'�
 �
#��1 �
#�� ������� �� ��
A����� M

.
�����

(∀x)(∀x1) . . . (∀xn)F (x, x1, . . . , xn).

@���� 
2��*
�1 ��
����� �
A��������
� ������
��� .
����1

��#������ �
�
�5- �
���A�� �
�'�
 
��
�����5� ���������5�

����
�51 ��
����8 � ��
����� �
A��������
� ������
��� .
����

��#�2�5 �
#���� ,�� ?�
� �
����
!�
 ������������' .
����51 ��

�
���A�9�� ��
2
��5- ��������5-�

������� <�����
��� ������� F ��	��&�	-� ����2

(∀x)(∃y) (P
(1)
1 (x) ∨ P

(1)
2 (y)),

-�	 P
(1)
1 � P

(1)
2 . �����	�
�)	 ��	����
�)	 ������)� �� 
	��	�	 1 ���

����	��� 
���	�
�	���� ��
�����
� ������) F ���
�
�'�� ����	����
�

���	�� M = 〈M, Σ〉� 
���	� '
� |M | = 22 = 4� Σ = {P (1)
1 , P

(1)
2 }� ���
�

M = {a1, a2, a3, a4}� ,�-��

(∀x)(∃y) (P
(1)
1 (x) ∨ P

(1)
2 (y)) =

= (∀x) ((P
(1)
1 (x) ∨ (∃y)P

(1)
2 (y)) =

= P
(1)
1 (a1) & P

(1)
1 (a2) & P

(1)
1 (a3) & P

(1)
1 (a4)∨

∨(P
(1)
2 (a1) ∨ P

(1)
2 (a2) ∨ P

(1)
2 (a3) ∨ P

(1)
2 (a4)).

���	
& '�� ���

���
��'�� P
(1)
i (aj) '	�	
 xij �1 � i � 2� 1 � j � 4 � ����'��

�������

x11x12x13x14 ∨ x21 ∨ x22 ∨ x23 ∨ x24,

��
���� �)����	
 �	��
���& ������& ��-	��) ��-���

f(x11, x12, x13, x14, x21, x22, x23, x24)

�
 ������ �	�	�	��)*� �� 
	��	�	 1 ������� F 
���	�
�	��� ��
����


�-�� � 
����� 
�-��� ��-�� ��� 
���	�
�	��� ��
���� �� ��	* ���	��*�

���	�	�	��)* �� ����	�
�	 �
 '	
)�	* %�	�	�
��� ��%
��� F ����	
��


���	�
�	��� ��
����� 
�-�� � 
����� 
�-��� ��-�� ������� f 
���	�

�
�	��� ����� 	�����	� ��������� f(0, 0, . . . , 0) = 0� 
� ������� F �	

����	
�� 
���	�
�	��� ��
������



��� �������� ���	
� �
�
 ��������
 �
 ��,����

��#������� 	������-�,

����
� ��.

��� �
A��������
 ������5� .
����5 �
#��� ��������
� L���

A�1 ��� ?�
 25�
 � �
#��� �5���*5�����M �
#�� 25�' �
��!��5 ���

�
�
9� ���
�
�
#
 ��!������8� ��� � � ��!������� �5���*5�����1

���*5��"��8 ���
�
�
� ��
A����
 ��-
��5- .
���� � ���
�
�5�

������� 
2��*
����8 �
 
���� .
������ ���#�-� @�� A�1 ��� �

�����1 �5 
#����!���8 �����
������� .
����1 � �
�
�5- ���
�' 

*�"��8 �
�'�
 ��� �
#�!����� 
�������� ���������8 � 
���������

)�-
��5�� .
������� 2���� .
����5 �����"9�- �8�� �� 

�
��
L�M A → (B → A)K

L�M (A → (B → C)) → ((A → B) → (A → C))K

LEM (A → B) → (B → A)K

LGM (∀x)A(x) → A(y)K

L�M A(x) → (∃y)A(y)1

��� ?�
� � ����5� ��� �5��A���8 �����
 A1 B � C �
#�� �
����� 

�8�'�8 �"25� .
����5 �
#��� ��������
�1 �����1 !�
 �5��A���8

L�M7LEM ���A� 8��8"��8 .
������� L�� �� �5�
����5 ��� ���2
�� 

��8 ��8 ��
2
��5- � ��8*���5- ��������5-MK �5��A���8 LGM � L�M

8��8"��8 .
�������1 � � ?��- �5��A���8- A(x) N .
�����1 � �
 

�
�
� x N ��
2
���8 ���������81 � .
����� A(y) �
��!����8 �*

A(x) *����
� ���- �-
A����� ��������
� x �� ���������" y�

=
����5 ?��- ���
� 2���� ��*5���' ���
����
� <��� ?�� �5 

��A���8 ��*5��"��8 ���A� ��
���
 ���
��1 ��� ��� ��A�
� �* ��-

L��� � � ��!������� �5���*5�����M 
������8�� 2���
��!�
� ��
A� 

���
 ��*��!�5- .
�����

3����
���� �����"9�� ������� �5�
���

`�

A → B,A

B

�

``�

B → A(x)
B → (∀x)A(x)

1 #�� .
����� B �� �
���A�� x�

���	
& '�� ���

```�

A(x) → B

(∃x)A(x) → B

1 #�� .
����� B �� �
���A�� x�

`a� ,�������
����� ��
2
��
� ��������
�� ��
2
���" ������� 

��"1 �-
�89�" � .
����� A1 �
A�
 *������' L�
 ���- �-
A 

����8-M ���#
� ��������
�1 �� 8��8"9���8 ��8*���
� � A�

a� ,�������
����� ��8*���
� ��������
�� ��8*����" ������� 

��" .
����5 A �
A�
 *������' ���#
� ��������
� L�
 ���-

�-
A����8- � 
2����� �������8 �����
�� � � �����
��M ���1

!�
25 �
��!��B���8 �5��A���� 25�
 .
����
��

� �������- `7``` 2���� #
�
���' 
 .
�����1 ��
89�� �
� !�� 

�
�1 !�
 
�� �
��!��� �* .
����5 L.
����M1 ��
89�� ��� !���
�1

�
 �

��������"9��� �������� � �������- `a � a 2���� #
�
���'


 .
�����1 �
�
��8 �
��!��� � ��*��'���� 
������
� � �������

��
�����51 !�
 
�� �
��!��� �* .
����5 A �
 �

��������"9���

��������

5�	���� ��*5�����8 �
��!��8 �
����
�����'�
��' .
����

F1, F2, . . . , Fk,

#�� Fi L1 � i � kM ��2
 8��8���8 ����
�
�1 ��2
 �
��!��� �* ��� 

�5��9�- .
���� ?�
� �
����
�����'�
��� �
 
��
�� �* ������

�5�
�� `7a� =
����� F ��*5�����8 	�	��
���1 ���� ��9�������

�5�
� ?�
� .
����51 �� �� ��9������� �5�
� F1, F2, . . . , Fk1 � �
�
 

�
� .
����� Fk �
������� � F � �5�
���
��' .
����5 F L��� � �

��!������� �5���*5�����M 2���� 
2
*��!��' �����"9�� 
2��*
��

� F �
� ��!������� ��������
� �
A�
 
��������' �
�8��� �5�
��

�* ������5 #��
��*� %����
 ?�
 �
�8��� 8��8���8 2
��� ��
A�5�1

!�� � ��!������� �5���*5�����1 � *���' ���
�'*
���'�8 �� 2�����

,������� 
���2����5� ������� ?�
#
 �
�8��8�

,���' T = {A1, . . . , An} N �
��!�
� L25�' �
A��1 ����
�M ��
 

A����
 .
����� ,�
�
��)��� 	�	���� �* ������5 #��
��* T �� 

*5�����8 �
��!��8 �
����
�����'�
��' .
����

F1, F2, . . . , Fk,

#�� Fi L1 � i � kM 8��8���8 ��2
 ����
�
� L
��
� �* L�M7L�MM1 �� 

2
 
��
� �* .
���� ������5 T 1 ��2
 �
��!��� �
 ������� ` �*

���
�
�5- .
���� Fj � Fr ?�
� �
����
�����'�
��� � ���'B���

�
������ j, r < i�



��	  �0 ��#� # �$#6 �!5�4

=
����� F ��*5�����8 ��
�
��)�� 	�	��
��� �* ������5 #� 

�
��* T 1 ���� ��9������� �������'�5� �5�
� F1, F2, . . . , Fk �* ����� 

�5 #��
��* T 1 � �
�
�
� .
����� Fk �
������� � F � <������'��"

�5�
���
��' .
����5 F 2���� 
2
*��!��' �����"9�� 
2��*
��

�C F �
%!�����
1 !�
 �������'�5� �5�
� �* ����
� ������5 #��
��*

���' ��
��
 �5�
�� ,
?�
�� ���� �C F 1 �
 � F �

� ��!������� ��������
� ����������� ���A� L� 2
��� ��
A�
�

.
������
���M ��
���� 
 ��������� ,������� 
���2����5� ���� 

��� ?�
� ��
���5�

������� �� (���) T 0 ���
!��
 ����
��	� ������* A 


B 0 �������� 4��
 T,A �C B* �� T �C A → B�

�
��*����'���
 ?�
� ��
���5 �
��
��
 �
������� � �
��*����' 

���
� ��
���5 
 �������� ��8 ��!������8 �5���*5������

� ���� ?�
� ��
���5 ��� �
��!���5� ����� �����A����8 
 �5 

�
���
��� .
���� � ��!������� �5���*5����� �
A�
 ��������� 

���' ��� �����A����8 
 �������'�
� �5�
���
��� .
���� ��!�� 

����8 ��������
��

����� �� 7����� ���
��� 
�!
��
�
� ��
�
����	 �	��
���

����
��	
��� 
��
���� ���������


�������������� ��8 �-�� ����
� L�M7LEM �����A����� ��� 

�5 ������� �* �
A��������
� ������
��� ����
� ��8 ��!������8

�5���*5������

<-��� ����
� LGM� 3����
���� .
�����

(∀x)A(x) → A(y).

,���' {x, x1, . . . , xn} N ��
A����
 ��
2
��5- ��������5- .
��� 

�5 A(x)� @
#�� {y, x1, . . . , xn} N ��
A����
 ��
2
��5- ��������5-

.
����5 (∀x)A(x) → A(y)� ,���' M N ��
�*�
�'��8 �
���' L��# 

������ �
�
�
� �
���A�� ��#������ .
����5 A(x)M�

3����
���� ��
�*�
�'�5� ��2
� (β0, α1, . . . , αn) *��!���� �� 

������5- (y, x1, . . . , xn) � �
���� M� S��� ��8 ���
�
�
#
 ��2
��

(α0, α1, . . . , αn) *��!���� ��������5- (x, x1, . . . , xn)

A(x)|(α0,α1,...,αn) = 0,

�
 (∀x)A(x)|(α1,...,αn) = 0 �

((∀x)A(x) → A(y))|(β0,α1,...,αn) = 1.

���	
& '�� ���

S��� A� ��8 ���- ��2
�
� (α0, α1, . . . , αn) L#�� α1, . . . , αn .�� 

���
���51 � α0 N ��
�*�
�'�5� ?������M

A(x)|(α0,α1,...,αn) = 1,

�
 A(y)|(β0,α1,...,αn) = 1� ,
?�
��

((∀x)A(x) → A(y))|(β0,α1,...,αn) = 1.

<-��� ����
� L�M� 3����
���� .
�����

A(x) → (∃y)A(y).
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