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Ââåäåíèå

Ðàññìàòðèâàåòñÿ ðåàëèçàöèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè èç íåíàäåæíûõ
ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå B. Ñ÷èòàåì, ÷òî ñõåìà
èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn), åñëè îíà ðåà-
ëèçóåò åå ïðè îòñóòñòâèè íåèñïðàâíîñòåé â ñõåìå. Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî âñå
ýëåìåíòû ñõåìû íåçàâèñèìî äðóã îò äðóãà ñ âåðîÿòíîñòüþ ε (ε ∈ (0, 1/2))
ïîäâåðæåíû èíâåðñíûì íåèñïðàâíîñòÿì íà âûõîäàõ, êîãäà ôóíêöèîíàëüíûé
ýëåìåíò ñ ïðèïèñàííîé ôóíêöèåé ϕ â íåèñïðàâíîì ñîñòîÿíèè ðåàëèçóåò ôóíê-
öèþ ϕ̄.

Íåíàäåæíîñòü P (S) ñõåìû S, ðåàëèçóþùåé ôóíêöèþ f , îïðåäåëÿåòñÿ êàê
ìàêñèìàëüíàÿ âåðîÿòíîñòü îøèáêè Pf̄(ã)(S, ã) (ã = (a1, . . . , an)) ïðè âñåâîç-
ìîæíûõ âõîäíûõ íàáîðàõ ã ñõåìû S. Íàäåæíîñòü ñõåìû S ðàâíà 1− P (S).

Ñõåìà A èç íåíàäåæíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f , íàçûâàåò-
ñÿ àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíîé ïî íàäåæíîñòè, åñëè P (A) ∼ Pε(f) ïðè
ε → 0, ãäå Pε(f) = inf

S
P (S), èíôèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ñõåìàì S èç íåíàäåæ-

íûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùèì ôóíêöèþ f(x̃).
Âïåðâûå èíâåðñíûå íåèñïðàâíîñòè íà âûõîäàõ ýëåìåíòîâ ðàññìàòðèâàë

Äæ. ôîí Íåéìàí [10], äëÿ ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè ñõåì èñïîëüçóÿ ñõåìó, ðåà-
ëèçóþùóþ ôóíêöèþ ãîëîñîâàíèÿ (ìåäèàíó) m(x1, x2, x3) = x1x2∨x1x3∨x2x3.
Ïîçäíåå äëÿ ïîâûøåíèÿ íàäåæíîñòè èñïîëüçîâàëèñü òàêæå ñõåìû, ðåàëèçóþ-
ùèå ôóíêöèè x1x2 ∨ x3x4 èëè (x1 ∨ x2)&(x3 ∨ x4). Ñ.È. Àêñåíîâ [1] ðàñøèðèë
ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ñõåìû êîòîðûõ ìîãóò áûòü èñïîëüçîâàíû äëÿ ïîâûøå-
íèÿ íàäåæíîñòè, à èìåííî, ââåë äâà êëàññà ôóíêöèé

G1 = {xa1
1 x

a2
2 ∨ xa1

1 x
a3
3 ∨ xa2

2 x
a3
3 |ai ∈ {0, 1}, i = 1, 2, 3},

G4 = {(xa1
1 x

a2
2 ∨ xa3

3 x
a4
4 )a5 |ai ∈ {0, 1}, i = 1, 2, 3, 4, 5}

è ïîêàçàë, ÷òî íàëè÷èå ëþáîé èç ôóíêöèé ìíîæåñòâà G1∪G4 â çàäàííîì áàçè-
ñå B, ãàðàíòèðóåò ðåàëèçàöèþ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè ñõåìîé ñ íåíà-
äåæíîñòüþ íå áîëüøå ε + c1ε

2 ïðè âñåõ ε ∈ (0, ε1], ãäå ε1, c1 � íåêîòîðûå
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ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû, çàâèñÿùèå òîëüêî îò áàçèñà. Îáîçíà÷èì ýòè áàçè-
ñû êàê Bε.

Îêàçàëîñü, ÷òî íàëè÷èå è íåêîòîðûõ äðóãèõ ôóíêöèé â áàçèñå äàåò òàêîé
æå ðåçóëüòàò. Îïèøåì äàëåå (ðàçäåë 2) ñâîéñòâà ýòèõ ôóíêöèé.

Ñ.È. Àêñåíîâ [1] òàêæå äîêàçàë, ÷òî â ïðîèçâîëüíîì ïîëíîì êîíå÷íîì
áàçèñå ëþáóþ ôóíêöèþ f ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé S, ÷òî ïðè âñåõ
ε ∈ (0, ε2] âåðíî íåðàâåíñòâî P (S) ≤ 5ε+c2ε2, ïðè÷åì ε2 = 1/3600, c2 = 10584.

Â ðàçäåëå 1 ïðèâåäåì äðóãîå, îòëè÷íîå îò äàííîãî â ðàáîòå [1] äîêàçàòåëü-
ñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ (òåîðåìà 2). Â ðàáîòå [5] äîêàçàíî, ÷òî â êà÷åñòâå
êîíñòàíò ε2, c2 ìîæíî âçÿòü 1/960 è 182 ñîîòâåòñòâåííî. Îêàçàëîñü, ÷òî (ñì.
òåîðåìó 2) êîíñòàíòó c2 = 182 ìîæíî åùå óìåíüøèòü äî çíà÷åíèÿ 99.

Â äàëüíåéøåì áóäåì èñïîëüçîâàòü ðàíåå äîêàçàííóþ [5] òåîðåìó 1.

Òåîðåìà 1 [5]. Â ïðîèçâîëüíîì ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå ëþáóþ ôóíêöèþ
ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé S, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960] âåðíî íåðà-
âåíñòâî P (S) ≤ 24ε.

Çàìå÷àíèå 1. Èçâåñòíî [10], ÷òî ëþáàÿ ñõåìà, ñîäåðæàùàÿ õîòÿ áû îäèí
ýëåìåíò, èìååò íåíàäåæíîñòü íå ìåíüøå ε.

1. Âåðõíÿÿ îöåíêà íåíàäåæíîñòè ñõåì â ïðîèçâîëüíîì ïîëíîì
êîíå÷íîì áàçèñå

Òåîðåìà 2. Â ïðîèçâîëüíîì ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå ëþáóþ ôóíêöèþ
ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé S, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960] âåðíî íåðà-
âåíñòâî P (S) ≤ 5, 2ε (òî÷íåå P (S) ≤ 5ε+ 99ε2).

×òîáû äîêàçàòü òåîðåìó 2, ââåäåì íåîáõîäèìûå ïîíÿòèÿ è ñôîðìóëèðóåì
âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ.

Ïóñòü g1(x1, x2, x3) = xa1
1 x

a2
2 ∨x

a1
1 x

a3
3 ∨x

a2
2 x

a3
3 . Íàáîðû (a1, a2, a3) è (ā1, ā2, ā3)

áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè äëÿ äàííîé ôóíêöèè g1.
Ïóñòü g2(x1, x2, x3, x4) = xa1

1 x
a2
2 ∨ xa3

3 x
a4
4 èëè (xa1

1 ∨ xa2
2 )&(xa3

3 ∨ xa4
4 ). Íàáî-

ðû (a1, a2, a3, a4) è (ā1, ā2, ā3, ā4) áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè äëÿ
ôóíêöèè g2.

Ëåììà 1 [2]. Äîïóñòèì, ÷òî ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ f ìîæíî ðåàëèçî-
âàòü ñõåìîé S ñ íåíàäåæíîñòüþ íå áîëåå p. Ïóñòü Sg � ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ
íåêîòîðóþ ôóíêöèþ g ∈ G1 ∪ G4 ñ íåíàäåæíîñòüþ P (Sg), ïðè÷åì v0, v1 �
âåðîÿòíîñòè îøèáîê ñõåìû Sg íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàáîðàõ (a1, a2, a3) è
(ā1, ā2, ā3) ñîîòâåòñòâåííî, åñëè g ∈ G1, è íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàáîðàõ
(a1, a2, a3, a4) è (ā1, ā2, ā3, ā4), åñëè g ∈ G4. Òîãäà ìîæíî ïîñòðîèòü ñõåìó
Φ(S), êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f ñ íåíàäåæíîñòüþ

P (Φ(S)) ≤ max{v0, v1}+ 3pP (Sg) + 3p2, åñëè g ∈ G1,

P (Φ(S)) ≤ max{v0, v1}+ 4pP (Sg) + 6p2, åñëè g ∈ G4.
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Òåîðåìà 3 [8]. Â ïîëíîì áàçèñå èç äâóõâõîäîâûõ ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ f ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé S, ÷òî ïðè
âñåõ ε ∈ (0, 1/600] âåðíî íåðàâåíñòâî P (S) ≤ 5ε+ 99ε2.

Ëåììà 2 [9]. 1) Åñëè ïîëíûé êîíå÷íûé áàçèñ ñîäåðæèò ëèíåéíóþ ôóíê-
öèþ äâóõ èëè òðåõ ïåðåìåííûõ, òî â íåì ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ ìîæíî
ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé D, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960] âåðíî íåðàâåíñòâî
P (D) ≤ 2ε+ 200ε2.

2) Åñëè ïîëíûé êîíå÷íûé áàçèñ ñîäåðæèò ôóíêöèè x1 ∨ x2 è x1&x2, òî
â íåì ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé D, ÷òî ïðè
âñåõ ε ∈ (0, 1/960] âåðíî íåðàâåíñòâî P (D) ≤ 3ε+ 225ε2.

Îáîçíà÷èì T0 � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó 0, T1 � ìíî-
æåñòâî ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó 1, L � ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ ôóíê-
öèé, à M � ìíîæåñòâî ìîíîòîííûõ ôóíêöèé.

Ëåììà 3 [12]. Ïóñòü f0(x1, . . . , xk) 6∈ T0, f1(x1, . . . , xm) 6∈ T1. Òîãäà ëèáî
x̄ ∈ {f0(x, . . . , x), f1(x, . . . , x)}, ëèáî f0(x, . . . , x) ≡ 1, f1(x, . . . , x) ≡ 0.

Áóëåâû ôóíêöèè x1x2⊕x1x3⊕x2x3⊕a1x1⊕a2x2⊕a3x3⊕a0 ãäå ai ∈ {0, 1},
i ∈ {0, 1, 2, 3}, áóäåì íàçûâàòü îñîáåííûìè [11].

Ëåììà 4 [11]. Èç âñÿêîé íåëèíåéíîé è íåîñîáåííîé ôóíêöèè îò òðåõ èëè
áîëåå ïåðåìåííûõ ïîäñòàíîâêîé ïåðåìåííûõ ìîæíî ïîëó÷èòü ëèáî îñîáåí-
íóþ ôóíêöèþ, ëèáî íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ îò äâóõ ïåðåìåííûõ.

Èç ëåììû 4 ïîëó÷àåì î÷åâèäíîå ñëåäñòâèå.

Ñëåäñòâèå 1. Èç âñÿêîé íåëèíåéíîé ôóíêöèè fL ïîäñòàíîâêîé ïåðåìåí-
íûõ ìîæíî ïîëó÷èòü ôóíêöèþ, ðàâíóþ ëèáî íåêîòîðîé îñîáåííîé ôóíêöèè:
ϕ(x1, x2, x3) = x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ a3x3 ⊕ a0, ëèáî íåêîòîðîé
íåëèíåéíîé ôóíêöèè äâóõ ïåðåìåííûõ: ψ(x1, x2) = x1x2⊕a1x1⊕a2x2⊕a0, ãäå
ai ∈ {0, 1}, i = 0, 1, 2, 3.

Ëåììà 5 [1]. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) 6∈ M (n ≥ 3). Òîãäà èç f ïîäñòàíîâ-
êîé ïåðåìåííûõ ìîæíî ïîëó÷èòü òàêóþ ôóíêöèþ φ(x1, x2, x3) 6∈ M, ÷òî
φ(x, 0, 1) = x̄.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîêàçàòåëüñòâî ýòîé ëåììû îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëü-
ñòâà, ïðèâåäåííîãî â ðàáîòå [1]. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) 6∈ M (n ≥ 3). Òîãäà
[12] íàéäóòñÿ i (i ∈ {1, . . . , n}) è äâà ñîñåäíèå ïî i-îé êîìïîíåíòå íàáîðà
α̃ = (α1, . . . , αi−1, 0, αi+1, . . . , αn) è β̃ = (α1, . . . , αi−1, 1, αi+1, . . . , αn) òàêèå,
÷òî f(α̃) = 1, f(β̃) = 0. Ïåðåèìåíóåì ïåðåìåííûå x1, . . . , xn ñëåäóþùèì îá-
ðàçîì: 1) ïåðåìåííóþ xi íàçîâåì x1; 2) ïåðåìåííóþ xj (j ∈ {1, . . . , n}, j 6= i)
íàçîâåì ïåðåìåííîé x2 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà αj = 0; 3) ïåðåìåííóþ
xk (k ∈ {1, . . . , n}, k 6= i) íàçîâåì ïåðåìåííîé x3 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
αk = 1. Â ðåçóëüòàòå èç ôóíêöèè f ïîëó÷èì òàêóþ ôóíêöèþ φ(x1, x2, x3) 6∈M,
÷òî φ(x, 0, 1) = x̄. Ëåììà 5 äîêàçàíà.
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Çàìå÷àíèå 2. Ïåðåìåííàÿ xi(i = 2, 3) äëÿ ôóíêöèè φ(x1, x2, x3) èç ëåììû
5 ìîæåò áûòü êàê ñóùåñòâåííîé, òàê è ôèêòèâíîé.

Çàìå÷àíèå 3. Îòëè÷èå ëåììû 5 îò èçâåñòíîé ëåììû î íåìîíîòîííîé
ôóíêöèè [12] â òîì, ÷òî èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî ïîäñòàíîâêà ïåðåìåííûõ, êî-
òîðàÿ íå âëèÿåò íà âåðîÿòíîñòè îøèáîê ôóíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà.

Îáîçíà÷èì M0 = {x̄1x̄2, x̄1 ∨ x2, x1 ⊕ x2 ⊕ 1}, M1 = {x̄1 ∨ x̄3, x̄1x3, x1 ⊕ x3}.

Ëåììà 6. Ïóñòü φ(x1, x2, x3) 6∈ M è φ(x, 0, 1) = x̄. 1) Åñëè φ(x1, x2, x3)
ñóùåñòâåííî çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííîé x1, òî φ(x1, x2, x3) = x̄1;
2) åñëè φ(x1, x2, x3) ñóùåñòâåííî çàâèñèò òîëüêî îò ïåðåìåííûõ x1, x2, òî
φ(x1, x2, x3) ∈ M0; 3) åñëè φ(x1, x2, x3) ñóùåñòâåííî çàâèñèò òîëüêî îò ïå-
ðåìåííûõ x1, x3, òî φ(x1, x2, x3) ∈M1.

Äîêàçàòåëüñòâî. 1) Î÷åâèäíî, ñëåäóåò èç óñëîâèÿ ëåììû.
2) Ïîñêîëüêó ôóíêöèÿ φ(x1, x2, x3) ñóùåñòâåííî çàâèñèò òîëüêî îò äâóõ

ïåðåìåííûõ x1, x2, ïðåäñòàâèì åå ìíîãî÷ëåíîì:

φ(x1, x2, x3) = a1x1x2 ⊕ a2x1 ⊕ a3x2 ⊕ a4.

Ïî óñëîâèþ φ(x, 0, 1) = x̄, ñëåäîâàòåëüíî, âûïîëíÿþòñÿ äâà ðàâåíñòâà a2 = 1,
a4 = 1. Ïîëó÷àåì ÷åòûðå ðåøåíèÿ: a1 = a2 = a3 = a4 = 1; a1 = 0,
a2 = a3 = a4 = 1; a1 = a2 = a4 = 1, a3 = 0; a1 = a3 = 0, a2 = a4 = 1. Êàæäîìó
èç ýòèõ ðåøåíèé ñîîòâåòñòâóåò îäíà èç ôóíêöèé x̄1x̄2, x̄1 ∨ x2, x1 ⊕ x2 ⊕ 1,
x̄1. Ïåðåìåííûå x1, x2 � ñóùåñòâåííûå äëÿ ôóíêöèè φ(x1, x2, x3), ïîýòîìó
φ(x1, x2, x3) ∈M0.

3) Äîêàçàòåëüñòâî òàêîå æå êàê â ïóíêòå 2. Ëåììà 6 äîêàçàíà.

Òåïåðü äîêàæåì òåîðåìó 2.

Äîêàçàòåëüñòâî. ÏóñòüB � ïðîèçâîëüíûé ïîëíûé êîíå÷íûé áàçèñ, à f �
ëþáàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ. Ïî òåîðåìå 1 ôóíêöèþ f ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé
ñõåìîé D, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960] âåðíî íåðàâåíñòâî P (D) ≤ 24ε.

Ïîñêîëüêó áàçèñ B ïîëíûé, â íåì ñîäåðæèòñÿ íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ fL.
Èç ôóíêöèè fL (ñì. ëåììó 4 è ñëåäñòâèå 1) ïîäñòàíîâêîé ïåðåìåííûõ ìîæíî
ïîëó÷èòü ôóíêöèþ, ðàâíóþ ëèáî

ϕ(x1, x2, x3) = x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ a3x3 ⊕ a0,

ëèáî
ψ(x1, x2) = x1x2 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ a0,

ãäå ai ∈ {0, 1}, i = 0, 1, 2, 3.
1. Ïóñòü ϕ(x1, x2, x3) = x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ a3x3 ⊕ a0.
1.1. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ(x1, x2, x3) êîíãðóýíòíà ôóíêöèè

ϕ1(x1, x2, x3) = x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3 ⊕ a4(x2 ⊕ x3)⊕ a0.

6



Ì.À. Àëåõèíà

Òîãäà ϕ1(x1, x2, x3) = xā0⊕a4
1 xā0

2 ⊕ xā0⊕a4
1 xā0

3 ⊕ xā0
2 x

ā0
3 , ò. å.

ϕ1(x1, x2, x3) = g(x1, x2, x3) ∈ G1.

Òàêèì îáðàçîì, â êà÷åñòâå Sg ìîæíî âçÿòü ýëåìåíò Eϕ1 , ïîýòîìó âûïîëíÿþòñÿ
ðàâåíñòâà v1 = v0 = P (Sg) = ε.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1, ïî ñõåìå D ñ èñïîëüçîâàíèåì ýëåìåíòà Eg ïîñòðîèì
òàêóþ ñõåìó Φ(D), ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ f , ÷òî

P (Φ(D)) ≤ ε+ 3 · 24ε · ε+ 3(24ε)2 ≤ ε+ 1800ε2 < 2, 875ε < 3ε.

Ñõåìà Φ(D) = A � èñêîìàÿ.
1.2. Ïóñòü ôóíêöèÿ ϕ(x1, x2, x3) êîíãðóýíòíà ôóíêöèè

ϕ2(x1, x2, x3) = x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3 ⊕ x3 ⊕ a4(x1 ⊕ x2)⊕ a0.

Ïîñëå îòîæäåñòâëåíèÿ ïåðåìåííûõ x1 è x2 ïîëó÷èì ôóíêöèþ

ϕ2(x1, x1, x3) = x1 ⊕ x3 ⊕ a0.

Ïî ëåììå 2 óòâåðæäåíèå âåðíî.
2. Ïóñòü ψ(x1, x2) = x1x2 ⊕ a1x1 ⊕ a2x2 ⊕ a0, ò. å. ôóíêöèÿ ψ(x1, x2) êîí-

ãðóýíòíà îäíîé èç ôóíêöèé x̄1x̄2, x̄1 ∨ x̄2, x1x2, x1 ∨ x2, x̄1x2, x̄1 ∨ x2.
Åñëè áàçèñ B ñîäåðæèò õîòÿ áû îäíó èç ôóíêöèé x̄1x̄2, x̄1∨ x̄2, òî ïî òåîðå-

ìå 3 óòâåðæäåíèå âåðíî. Ïîýòîìó áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àè, êîãäà
ψ(x1, x2) êîíãðóýíòíà îäíîé èç ôóíêöèé x1x2, x1 ∨ x2, x̄1x2, x̄1 ∨ x2.

Ïî óñëîâèþ áàçèñ B � ïîëíûé, ïîýòîìó â íåì ñîäåðæàòñÿ ôóíêöèè f0 6∈ T0

è f1 6∈ T1, èç êîòîðûõ ïî ëåììå 3 îòîæäåñòâëåíèåì ïåðåìåííûõ ïîëó÷èì ëèáî
x̄ ∈ {f0(x, . . . , x), f1(x, . . . , x)}, ëèáî f0(x, . . . , x) ≡ 1, f1(x, . . . , x) ≡ 0.

2.1. Ïóñòü x̄ ∈ {f0(x, . . . , x), f1(x, . . . , x)}. Òîãäà èìååì ÷åòûðå ïîëíûõ áà-
çèñà {x1x2, x̄1}, {x1 ∨ x2, x̄1}, {x̄1x2, x̄1}, {x̄1 ∨ x2, x̄1}, â êàæäîì èç êîòîðûõ
ïî òåîðåìå 3 óòâåðæäåíèå âåðíî.

2.2. Ïóñòü f0(x, . . . , x) ≡ 1, f1(x, . . . , x) ≡ 0.
Â ïîëíûõ áàçèñàõ {x̄1x2, 1}, {x̄1 ∨ x2, 0} ïî òåîðåìå 3 óòâåðæäåíèå âåðíî.

Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ ψ(x1, x2) ðàâíà x1x2

èëè x1 ∨ x2.
Áàçèñ B � ïîëíûé, ïîýòîìó â íåì ñîäåðæèòñÿ íåìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ fM .

Åñëè ôóíêöèÿ fM çàâèñèò íå áîëåå ÷åì îò äâóõ ïåðåìåííûõ, òî îíà êîíãðó-
ýíòíà îäíîé èç ôóíêöèé ìíîæåñòâà M2, ãäå M2 = M0 ∪M1 ∪ {x̄1}. Äîáàâèì ê
êàæäîìó èç ìíîæåñòâ {x1x2, 0, 1}, {x1 ∨ x2, 0, 1} ëþáóþ íåìîíîòîííóþ ôóíê-
öèþ èç M2 è ïîëó÷èì ïîëíûé áàçèñ èç äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ, ê êîòîðîìó
ïðèìåíèìà òåîðåìà 3.

Ïóñòü ôóíêöèÿ fM çàâèñèò íå ìåíåå ÷åì îò òðåõ ïåðåìåííûõ. Ïî ëåììå 5
èç ôóíêöèè fM ïîäñòàíîâêîé ïåðåìåííûõ ìîæíî ïîëó÷èòü òàêóþ íåìîíîòîí-
íóþ ôóíêöèþ φ(x1, x2, x3), ÷òî φ(x1, 0, 1) = x̄1. Ïðåäñòàâèì åå ìíîãî÷ëåíîì:

φ(x1, x2, x3) = a1x1x2x3 ⊕ a2x1x2 ⊕ a3x1x3 ⊕ a4x2x3 ⊕ a5x1 ⊕ a6x2 ⊕ a7x3 ⊕ a8.
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Ïîñëå ïîäñòàíîâêè êîíñòàíò 0, 1 â ìíîãî÷ëåí ïîëó÷èì äâà ðàâåíñòâà a3⊕a5 = 1,
a7⊕a8 = 1. Ðåøàÿ ýòè óðàâíåíèÿ, ïîëó÷èì ÷åòûðå ðåøåíèÿ: 1) a3 = 1, a5 = 0,
a7 = 0, a8 = 1; 2) a3 = 0, a5 = 1, a7 = 0, a8 = 1; 3) a3 = 1, a5 = 0, a7 = 1,
a8 = 0; 4) a3 = 0, a5 = 1, a7 = 1, a8 = 0. Ïîäñòàâèì êàæäóþ èç ýòèõ ÷åòâåðîê
â ìíîãî÷ëåí è èññëåäóåì ïîëó÷åííûå ôóíêöèè.

2.2.1. Ïóñòü φ(x1, x2, x3) = a1x1x2x3 ⊕ a2x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ a4x2x3 ⊕ a6x2 ⊕ 1.
Îòîæäåñòâèì ïåðåìåííûå x1 è x3 è ïîëó÷èì

φ(x1, x2, x1) = x1x2(a1 ⊕ a2 ⊕ a4)⊕ x1 ⊕ a6x2 ⊕ 1.

Åñëè a1⊕a2⊕a4 = 0, a6 = 0, òî φ(x1, x2, x1) = x̄1; åñëè a1⊕a2⊕a4 = 0, a6 = 1,
òî φ(x1, x2, x1) = x1⊕x2⊕1; åñëè a1⊕a2⊕a4 = 1, a6 = 0, òî φ(x1, x2, x1) = x̄1∨x2;
åñëè a1 ⊕ a2 ⊕ a4 = 1, a6 = 1, òî φ(x1, x2, x1) = x̄1&x̄2. Òàêèì îáðàçîì, â êàæ-
äîì ñëó÷àå ïîëó÷àåì ïîëíûé áàçèñ èç äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ, ê êîòîðîìó
ïðèìåíèìà òåîðåìà 3.

2.2.2. Ïóñòü φ(x1, x2, x3) = a1x1x2x3 ⊕ a2x1x2 ⊕ a4x2x3 ⊕ x1 ⊕ a6x2 ⊕ 1.
Îòîæäåñòâèì ïåðåìåííûå x2 è x3 è ïîëó÷èì

φ(x1, x2, x2) = x1x2(a1 ⊕ a2 ⊕ a4)⊕ x1 ⊕ a6x2 ⊕ 1.

Äàëåå ðàññóæäàåì êàê â ï. 2.2.1.
2.2.3. Ïóñòü φ(x1, x2, x3) = a1x1x2x3 ⊕ a2x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ a4x2x3 ⊕ a6x2 ⊕ x3.

Îòîæäåñòâèì ïåðåìåííûå x1 è x2 è ïîëó÷èì

φ(x1, x1, x3) = x1x3(a1 ⊕ a4 ⊕ 1)⊕ x1(a2 ⊕ a6)⊕ x3.

1) Åñëè a1 ⊕ a4 ⊕ 1 = 0, a2 ⊕ a6 = 1, òî φ(x1, x1, x3) = x1 ⊕ x3; 2) åñëè
a1 ⊕ a4 ⊕ 1 = 1, a2 ⊕ a6 = 0, òî φ(x1, x1, x3) = x̄1&x3; 3) åñëè a1 ⊕ a4 ⊕ 1 = 0,
a2 ⊕ a6 = 0, òî φ(x1, x1, x3) = x3; 4) åñëè a1 ⊕ a4 ⊕ 1 = 1, a2 ⊕ a6 = 1, òî
φ(x1, x1, x3) = x1 ∨ x3. Â ïåðâûõ äâóõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷àåì ïîëíûé áàçèñ èç
äâóõâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ, ê êîòîðîìó ïðèìåíèìà òåîðåìà 3. Ïîäðîáíåå îñòà-
íîâèìñÿ íà äâóõ ïîñëåäíèõ ñëó÷àÿõ.

2.2.3.1. Ïóñòü a1 ⊕ a4 ⊕ 1 = 0, a2 ⊕ a6 = 0. Âîçìîæíû ÷åòûðå âàðèàíòà.
2.2.3.1.1. a1 = 0, a4 = 1, a2 = 0, a6 = 0. Òîãäà φ(x1, x2, x3) = x1x3⊕x2x3⊕x3.

Âìåñòî ïåðåìåííîé x3 ïîäñòàâèì êîíñòàíòó 1 è ïîëó÷èì ëèíåéíóþ ôóíêöèþ
φ(x1, x2, 1) = x1 ⊕ x2 ⊕ 1, êîòîðóþ, î÷åâèäíî ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé èç
äâóõ ýëåìåíòîâ. Ïî ëåììå 2 óòâåðæäåíèå âåðíî.

2.2.3.1.2. a1 = 1, a4 = 0, a2 = 0, a6 = 0. Òîãäà

φ(x1, x2, x3) = x1x2x3 ⊕ x1x3 ⊕ x3.

Ïîñêîëüêó φ(x3, x4, 1) = x̄3 ∨ x4, ôóíêöèþ

g(x1, x2, x3, x4) = φ(x1, x2, φ(x3, x4, 1)) = (x̄1 ∨ x2)(x̄3 ∨ x4) ∈ G4
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ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé Sg èç òðåõ ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó v0, v1, P (Sg) ≤ 3ε.
Ïðèìåíÿÿ ëåììó 1, ïî ñõåìå D ñ èñïîëüçîâàíèåì ñõåìû Sg ïîñòðîèì òàêóþ
ñõåìó Φ(D), ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ f , ÷òî

P (Φ(D)) ≤ 3ε+ 4 · 24ε · 3ε+ 6(24ε)2 ≤ 3ε+ 3744ε2 ≤ 6, 9ε

ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960]. Âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 1 åùå ðàç: ïî ñõåìå Φ(D) ñ èñ-
ïîëüçîâàíèåì ñõåìû Sg ïîñòðîèì òàêóþ ñõåìó Φ2(D), ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ
f , ÷òî

P (Φ2(D)) ≤ 3ε+ 4 · 6, 9ε · 3ε+ 6(6, 9ε)2 ≤ 3ε+ 368, 46ε2 ≤ 3, 4ε

ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960].
Ñõåìà Φ2(D) = A � èñêîìàÿ.
2.2.3.1.3. a1 = 0, a4 = 1, a2 = 1, a6 = 1. Òîãäà

φ(x1, x2, x3) = x1x2 ⊕ x2x3 ⊕ x1x3 ⊕ x2 ⊕ x3.

Ýòà ôóíêöèÿ � îñîáåííàÿ, îíà ðàññìîòðåíà â ï.1.1 ýòîãî äîêàçàòåëüñòâà.
2.2.3.1.4. a1 = 1, a4 = 0, a2 = 1, a6 = 1. Òîãäà

φ(x1, x2, x3) = x1x2x3 ⊕ x1x3 ⊕ x1x2 ⊕ x2 ⊕ x3.

Òîãäà ëèíåéíóþ ôóíêöèþ φ(0, x2, x3) = x2 ⊕ x3 ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé èç
äâóõ ýëåìåíòîâ. Ïî ëåììå 2 óòâåðæäåíèå âåðíî.

2.2.3.2. Ïóñòü a1⊕a4⊕1 = 1, a2⊕a6 = 1. Â ýòîì ñëó÷àå φ(x1, x2, x1) = x1∨x3.
Ñëåäîâàòåëüíî, â áàçèñå {x1&x2, 0, 1, φ(x1, x2, x3)} óòâåðæäåíèå òåîðåìû âåð-
íî. Óáåäèìñÿ â âåðíîñòè òåîðåìû äëÿ áàçèñà {x1 ∨x2, 0, 1, φ(x1, x2, x3)}, ïîëó-
÷èâ èç φ(x1, x2, x3) ïîäñòàíîâêîé x1&x2.

Äëÿ íàáîðà çíà÷åíèé a1, a4, a2, a6 âîçìîæíû ÷åòûðå âàðèàíòà.
2.2.3.2.1. a1 = 0, a4 = 0, a2 = 0, a6 = 1. Òîãäà

φ(x1, x2, x3) = x1x3 ⊕ x2 ⊕ x3.

Èç ýòîé ôóíêöèè ïðè îòîæäåñòâëåíèè ïåðåìåííûõ x2 è x3 ïîëó÷èì x1&x3.
2.2.3.2.2. a1 = 0, a4 = 0, a2 = 1, a6 = 0. Òîãäà

φ(x1, x2, x3) = x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x3.

Èç ýòîé ôóíêöèè ïðè îòîæäåñòâëåíèè ïåðåìåííûõ x1 è x3 ïîëó÷èì x1&x2.
2.2.3.2.3. a1 = 1, a4 = 1, a2 = 1, a6 = 0. Òîãäà

φ(x1, x2, x3) = x1x2x3 ⊕ x1x2 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3 ⊕ x3.

Èç ýòîé ôóíêöèè ïðè îòîæäåñòâëåíèè ïåðåìåííûõ x2 è x3 ïîëó÷èì x1&x2.
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2.2.3.2.4. a1 = 1, a4 = 1, a2 = 0, a6 = 1. Òîãäà

φ(x1, x2, x3) = x1x2x3 ⊕ x1x3 ⊕ x2x3 ⊕ x2 ⊕ x3 = x̄1x3 ∨ x2.

Òîãäà ôóíêöèþ g(x1, x2, x3, x4) = φ(x1, φ(x2, 0, x4), x3) = x̄1x3 ∨ x̄2x4 ∈ G4

ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé Sg èç òðåõ ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó v0, v1, P (Sg) ≤ 3ε.
Äàëåå ðàññóæäàåì êàê â ï. 2.2.3.1.2.
Òåîðåìà 2 äîêàçàíà.

Èçâåñòíî [9], ÷òî â îáùåì ñëó÷àå êîíñòàíòó 5 â îöåíêå íåíàäåæíîñòè ïî-
íèçèòü íåëüçÿ. Íàïðèìåð, â áàçèñàõ {x1x2, x̄1}, {x̄1 ∨ x2, 0} äëÿ ïî÷òè âñåõ
ôóíêöèé àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûå ïî íàäåæíîñòè ñõåìû ôóíêöèîíèðó-
þò ñ íåíàäåæíîñòüþ, àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíîé 5ε ïðè ε→ 0.

2. Ñâîéñòâà ôóíêöèé è ñõåì, èñïîëüçóåìûõ äëÿ ïîâûøåíèÿ
íàäåæíîñòè ñõåì

Â ýòîì ðàçäåëå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî íåèñïðàâíîñòè ýëåìåíòîâ ñõåìû ïðîèç-
âîëüíûå.

Ïóñòü áóëåâà ôóíêöèÿ m(x1, . . . , xk) (k ≥ 3) îáëàäàåò ñâîéñòâîì: íàéäåòñÿ
òàêîé íàáîð (b1, . . . , bk), ÷òî íà íåì è âñåõ ñîñåäíèõ ñ íèì íàáîðàõ ôóíêöèÿ m
ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0, à íà íàáîðå (b̄1, . . . , b̄k) è âñåõ ñîñåäíèõ ñ íèì íàáîðàõ �
çíà÷åíèå 1. Íàáîðû (b1, . . . , bk) è (b̄1, . . . , b̄k) áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèìè íàáîðàìè ôóíêöèè m(x1, . . . , xk). Îáîçíà÷èì ÷åðåçMk ìíîæåñòâî âñåõ
ôóíêöèé m(x1, . . . , xk) ñ íàçâàííûì ñâîéñòâîì.

Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî 22k−2k−1 ≤ |Mk| ≤ 22k−k−2. Çàìåòèì òàêæå, ÷òî:
1) Mk−1 ⊂Mk (k ≥ 4); 2) M3 = G1; 3) (G1 ∪G4) ⊂M4 è |M4| = 992.

Òåîðåìà 4 [2]. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ, à ñõå-
ìà S ðåàëèçóåò f ñ íåíàäåæíîñòüþ P (S) ≤ p. Ïóñòü m(x1, . . . , xk) � ôóíê-
öèÿ èç Mk, ñõåìà Sm ðåàëèçóåò åå ñ íåíàäåæíîñòüþ P (Sm) ≤ p. Ïóñòü
v1 è v0 � âåðîÿòíîñòè îøèáîê ñõåìû Sm íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàáîðàõ.
Òîãäà ôóíêöèþ f ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé A, ÷òî áóäåò âûïîë-
íåíî íåðàâåíñòâî P (A) ≤ max{v0, v1} + cp2, ãäå ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà

c ≤ kC
[k/2]
k .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ,
ñõåìà S ðåàëèçóåò f ñ íåíàäåæíîñòüþ P (S) ≤ p, à ñõåìà S0 ðåàëèçóåò ôóíê-
öèþ f̄ ñ íåíàäåæíîñòüþ P (S0) ≤ p. Ïóñòü (b1, . . . , bk) � õàðàêòåðèñòè÷åñêèé
íàáîð ôóíêöèè m(x1, . . . , xk) è m(b1, . . . , bk) = 0. Ïðåäïîëîæèì â ýòîì íàáîðå
êîìïîíåíòû bi1 , . . . , bit ðàâíû íóëþ, à îñòàëüíûå � åäèíèöå. Âîçüìåì t ýêçåì-
ïëÿðîâ ñõåìû S è k − t ýêçåìïëÿðîâ S0. Ñîåäèíèì i1-é, . . . , it-é âõîäû ñõåìû
Sm ñ âûõîäàìè ñõåì S, à îñòàëüíûå k−t âõîäîâ � ñ âûõîäàìè ñõåì S0. Ïîñòðî-
åííàÿ ñõåìà, îáîçíà÷èì åå D, ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f . Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòè
îøèáîê íà âûõîäå ñõåìû D.
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Ïóñòü âõîäíîé íàáîð ã ñõåìû S òàêîâ, ÷òî f(ã) = 0. Âåðîÿòíîñòü îøèáêè
P1(D, ã) íà âûõîäå ñõåìû D â ýòîì ñëó÷àå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

P1(D, ã) ≤ v1 + kpP (Sm) +
k∑
i=2

Cikp
i ≤ v1 + kpP (Sm) + (k − 1)C [k/2]

k p2.

Íî P (Sm) ≤ p, ïîýòîìó

P1(D, ã) ≤ v1 + kp2 + (k − 1)C [k/2]
k p2 ≤ v1 + kC

[k/2]
k p2.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî äëÿ íàáîðîâ ã, íà êîòîðûõ f(ã) = 1.
Òàêèì îáðàçîì, P (D) ≤ max{v1, v0}+ kC

[k/2]
k p2. Òåîðåìà 4 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 2 [2]. Ïóñòü áàçèñ B ñîäåðæèò ôóíêöèþ m(x1, . . . , xk) ∈Mk,
f � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ, à S � ñõåìà, åå ðåàëèçóþùàÿ ñ íåíàäåæ-
íîñòüþ P (S) ≤ 5, 2ε ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960]. Òîãäà ôóíêöèþ f ìîæíî ðåàëè-
çîâàòü òàêîé ñõåìîé A â áàçèñå B, ÷òî P (A) ≤ ε+ cε2 (c � ïîëîæèòåëüíàÿ

êîíñòàíòà, c ≤ 28kC [k/2]
k ).

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ v1 = v0 = ε è òåîðåìû 4.
Òàêèì îáðàçîì, åñëè áàçèñ B ∩Mk 6= ∅, òî áàçèñ B ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Bε.
Îêàçàëîñü, ÷òî êëàññ ôóíêöèé Mk ìîæíî ðàñøèðèòü.
Ïóñòü α̂ = (α1, . . . , αk), β̂ = (β1, . . . , βk) � íåêîòîðûå äâîè÷íûå íàáîðû

äëèíû k. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ρ(α̂, β̂) ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó íèìè, ðàâíîå

ρ(α̂, β̂) =
k∑
i=1

|αi − βi|.

Ïóñòü áóëåâà ôóíêöèÿ m(x1, . . . , xk), k ≥ 3, îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîé-
ñòâîì: ñóùåñòâóþò íàáîðû α̂, β̂ äëèíû k òàêèå, ÷òî 1) 3 ≤ ρ(α̂, β̂) = ρ ≤ k,
2) äëÿ ëþáîãî íàáîðà x̂ òàêîãî, ÷òî ρ(α̂, x̂) ≤ 1, âåðíî m(x̂) = 0, è 3) äëÿ ëþ-
áîãî íàáîðà ŷ òàêîãî, ÷òî ρ(β̂, ŷ) ≤ 1, âåðíî m(ŷ) = 1. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mk(ρ)
êëàññ ôóíêöèé ñ íàçâàííûì ñâîéñòâîì, à íàáîðû α̂, β̂ òàêæå êàê ðàíüøå áó-

äåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè. Ïîëàãàåì M̃k =
k⋃
ρ=3

Mk(ρ). Î÷åâèäíî,

÷òî 1) Mk(k) = Mk, 2) Mk ⊂ M̃k.

Òåîðåìà 5 [4]. Äîïóñòèì, ÷òî ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ ìîæíî ðåàëèçî-
âàòü ñõåìîé ñ íåíàäåæíîñòüþ íå áîëüøå p ≤ 1/2. Ïóñòü ñõåìà Sm ðåàëèçó-
åò ôóíêöèþ m(x1, . . . , xk) ∈ M̃k ñ íåíàäåæíîñòüþ P (Sm) ≤ p, ïðè÷åì v1 è v0
âåðîÿòíîñòè îøèáîê ñõåìû Sm íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàáîðàõ. Òîãäà ïðî-
èçâîëüíóþ ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé A, ÷òî

P (A) ≤ max{v1, v0}+ cp2, ãäå ïîëîæèòåëüíàÿ êîíñòàíòà c ≤ k + 2C [k/2]
k .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ m(x1, . . . , xk) ∈ M̃k èìååò õàðàêòåðè-
ñòè÷åñêèå íàáîðû α̂, β̂ òàêèå, ÷òî m(α̂) = 0 è m(β̂) = 1. Íå îãðàíè÷èâàÿ îáù-
íîñòè, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàáîðîâ α̂, β̂ âûïîëíÿþòñÿ
ñîîòíîøåíèÿ:

α1 6= β1, . . . , αd 6= βd,

α1 = α2 = . . . = αt = 0, αt+1 = αt+2 = . . . = αd = 1,
αd+1 = αd+2 = . . . = αl = βd+1 = βd+2 = . . . = βl = 0,
αl+1 = αl+2 = . . . = αk = βl+1 = βl+2 = ... = βk = 1.

Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ. Âîçüìåì t ýêçåìïëÿ-
ðîâ ñõåìû S, ðåàëèçóþùåé ôóíêöèþ f c íåíàäåæíîñòüþ P (S) ≤ p è d − t
ýêçåìïëÿðîâ ñõåìû S0, ðåàëèçóþùåé ôóíêöèþ f̄ ñ íåíàäåæíîñòüþ P (S0) ≤ p.
Ñîåäèíèì ïåðâûå t èç d âõîäîâ ñõåìû Sm ñ âûõîäàìè t ýêçåìïëÿðîâ ñõåìû S
ñîîòâåòñòâåííî, à ïîñëåäíèå d − t âõîäîâ ñõåìû Sm ñ âûõîäàìè d − t ýêçåì-
ïëÿðîâ ñõåìû S0 ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñêîëüêó ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ ìîæíî
ðåàëèçîâàòü ñõåìîé ñ íåíàäåæíîñòüþ íå áîëüøå p ≤ 1/2 , âîçüìåì l − d ýê-
çåìïëÿðîâ ñõåìû O, ðåàëèçóþùåé êîíñòàíòó 0 ñ íåíàäåæíîñòüþ P (O) ≤ p.
Ñîåäèíèì (d + 1)-é, . . . , l-é âõîäû ñõåìû Sm ñ âûõîäàìè l − d ýêçåìïëÿðîâ
ñõåìû O ñîîòâåòñòâåííî. Âîçüìåì k − l ýêçåìïëÿðîâ ñõåìû I, ðåàëèçóþùåé
êîíñòàíòó 1 ñ íåíàäåæíîñòüþ P (I) ≤ p , è ïîñëåäíèå k − l âõîäîâ ñõåìû Sm
ñîåäèíèì ñ âûõîäàìè k− l ýêçåìïëÿðîâ ñõåìû I ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñòðîåííàÿ
òàêèì îáðàçîì ñõåìà D ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f .

Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòè îøèáîê íà âûõîäå ñõåìû D. Ïóñòü âõîäíîé íàáîð ã
ñõåìû S ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì äëÿ ôóíêöèè f , ò. å. f(ã) = 0. Âåðîÿòíîñòü îøèáêè
íà âûõîäå ñõåìû D â ýòîì ñëó÷àå óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

P1(D, ã) ≤ v1 + kpP (Sm) +
k∑
i=2

Cikp
i ≤ v1 + kp2 +

k∑
i=2

Cikp
i ≤

≤ v1 + kp2 + C
[k/2]
k

k∑
i=2

pi = v1 + kp2 + C
[k/2]
k p2(1− pk−1)/(1− p) ≤

≤ v1 + p2(k + C
[k/2]
k /(1− p)) ≤ v1 + (k + 2C [k/2]

k )p2.

Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ íåðàâåíñòâî äëÿ íàáîðîâ ã, íà êîòîðûõ f(ã) = 1.
Òàêèì îáðàçîì, P (D) ≤ max{v1, v0}+ (k + 2C [k/2]

k )p2. Òåîðåìà 5 äîêàçàíà.

Ñëåäñòâèå 3 [4]. Ïóñòü ïîëíûé êîíå÷íûé áàçèñ B ñîäåðæèò ôóíêöèþ
m(x1, . . . , xk) ∈ M̃k, à áàçèñíûå ýëåìåíòû ñ âåðîÿòíîñòüþ ε ïîäâåðæåíû
èíâåðñíûì íåèñïðàâíîñòÿì íà âûõîäàõ. Òîãäà ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ ìîæíî
ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé S, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960] âåðíî íåðàâåíñòâî
P (S) ≤ ε+ cε2, ãäå c ≤ k + 2Ck[k/2].
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Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ðàâåíñòâ v1 = v0 = ε è òåîðåìû 5.

Òåîðåìà 6 [4]. |M̃k| ≤ 22k−2 − (k2 + k + 2)22k−k−3.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ôóíêöèÿ m(x1, . . . , xk) ∈ M̃k. Õàðàêòåðèñòè÷å-
ñêèé íàáîð α̂, m(α̂) = 0, ýòîé ôóíêöèè ìîæíî âûáðàòü 2k ñïîñîáàìè, òîãäà
õàðàêòåðèñòè÷åñêèé íàáîð β̂, m(β̂) = 1, ìîæíî âûáðàòü 2k−1−k−k(k−1)/2
ñïîñîáàìè, îñòàëüíûå 2k − 2k − 2 çíà÷åíèé ôóíêöèè ïðîèçâîëüíû. Ïîýòîìó
|M̃k| ≤ 2k(2k − 1 − k − k(k − 1)/2)(22k−2k−2) = 22k−2 − (k2 + k + 2)22k−k−3.
Òåîðåìà 6 äîêàçàíà.

Çàìå÷àíèå 4. Èçâåñòíî, ÷òî ÷èñëî âñåõ ôóíêöèé îò 4-õ ïåðåìåííûõ ðàâíî
224

= 65536. Â ðàáîòå [6] íàéäåíî |M̃4| = 3152.
ÊëàññMk ìû ðàñøèðèëè äî êëàññà M̃k. ßâëÿåòñÿ ëè ìíîæåñòâî M̃k èñ÷åð-

ïûâàþùèì, êðèòåðèàëüíûì? Èëè ñóùåñòâóþò äðóãèå ôóíêöèè, ïðè íàëè÷èè
êîòîðûõ ðàññìàòðèâàåìûé áàçèñ B ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Bε? Îòâåòû íà ýòè âî-
ïðîñû ïîëó÷åíû â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

3. Ñïåöèàëüíûé êëàññ ôóíêöèé

Â ýòîì ðàçäåëå ñíîâà ñ÷èòàåì, ÷òî âñå ýëåìåíòû ïîäâåðæåíû èíâåðñíûì
íåèñïðàâíîñòÿì íà âûõîäàõ.

Ïóñòü G2 � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, êîíãðóýíòíûõ îäíîé èç ôóíêöèé âèäà
xσ1

1 xσ2
2 ⊕ xσ3

3 , G3 � ìíîæåñòâî ôóíêöèé, êîíãðóýíòíûõ îäíîé èç ôóíêöèé
âèäà xσ1

1 xσ̄2
2 ∨ xσ2

2 xσ3
3 , ãäå σ1, σ2, σ3 ∈ {0, 1}. Ïîëàãàåì G = G1 ∪G2 ∪G3.

Çàìå÷àíèå 5. Ïóñòü B3 � ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé, çàâèñÿùèõ îò
ïåðåìåííûõ x1, x2 è x3. Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî |G1∩B3| = 8, |G2∩B3| = 24,
|G3 ∩B3| = 24. Òàêèì îáðàçîì, |G ∩B3| = 56.

Â ñèíòåçå ñõåì ñ èíòåðåñóþùèìè íàñ ñâîéñòâàìè îñîáîå ìåñòî áóäåò îòâå-
äåíî îïåðàöèÿì íàä ñõåìàìè.

Ïóñòü ôóíêöèÿ g ∈ G1, ò. å. g(x1, x2, x3) = xσ1
1 xσ2

2 ∨xσ1
1 xσ3

3 ∨xσ2
2 xσ3

3 . Íàïîì-
íèì, ÷òî íàáîðû (σ1, σ2, σ3), (σ̄1, σ̄2, σ̄3) äëÿ ôóíêöèè g(x1, x2, x3) ÿâëÿþòñÿ
õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè.

Îáîçíà÷èì fσ ôóíêöèþ f̄ , åñëè σ = 0 è ôóíêöèþ f , åñëè σ = 1. Âîçüìåì
ñõåìû Sσ1 , Sσ2 , Sσ3 , ðåàëèçóþùèå ôóíêöèè fσ1 , fσ2 , fσ3 ñîîòâåòñòâåííî, è ñî-
åäèíèì èõ âûõîäû ñî âõîäàìè ñõåìû Sg, ðåàëèçóþùåé ôóíêöèþ g. Ïîñòðî-
åííóþ òàêèì îáðàçîì ñõåìó îáîçíà÷èì Φ(S0, S1). Íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ÷òî
â ðåçóëüòàòå ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè Φ ê ñõåìàì S0, S1, ðåàëèçóþùèì ôóíêöèè
f̄ , f ñîîòâåòñòâåííî, ïîëó÷àåòñÿ ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f . Ðåçóëüòàò
n-êðàòíîãî ïðèìåíåíèÿ (n ∈ N) îïåðàöèè Φ ê ñõåìàì S0, S1 áóäåì îáîçíà÷àòü
Φn(S0, S1).

Ðåçóëüòàò òåîðåìû 7 èçâåñòåí è ïðèíàäëåæèò Äæ. ôîí Íåéìàíó [10]. Çäåñü
îí ïðèâîäèòñÿ äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ è îòëè÷àåòñÿ îò îðèãèíàëà [10] êîí-
ñòàíòàìè, îãðàíè÷èâàþùèìè ε è êîýôôèöèåíò ïðè ε2.
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Òåîðåìà 7. Ïóñòü áàçèñ B ñîäåðæèò ôóíêöèþ ϕ ∈ G1. Òîãäà ëþáóþ
ôóíêöèþ f â ýòîì áàçèñå ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé ñõåìîé A, ÷òî ñ ïðè
âñåõ ε ∈ (0, 1/960] âåðíî íåðàâåíñòâî P (A) ≤ ε+ 8ε2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â áàçèñå B ñîäåðæèòñÿ ôóíêöèÿ ϕ ∈ G1. Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî

ϕ(x1, x2, x3) = xσ1
1 &xσ2

2 ∨ xσ2
2 &xσ3

3 ∨ xσ1
1 &xσ3

3 ∈ G1,

ãäå σi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, 3. ßñíî, ÷òî â êà÷åñòâå ñõåìû Sg áåðåì áàçèñíûé
ýëåìåíò Eg, ðåàëèçóþùèé ôóíêöèþ xσ1

1 &xσ2
2 ∨ xσ2

2 &xσ3
3 ∨ xσ1

1 &xσ3
3 . Âåðîÿò-

íîñòè îøèáîê v1 è v0 íà õàðàêòåðèñòè÷åñêèõ íàáîðàõ α̃ = (σ̄1, σ̄2, σ̄3) è
β̃ = (σ1, σ2, σ3) ñîîòâåòñòâåííî ðàâíû v1 = ε = v0.

Âîçüìåì òðè ñõåìû Sσi (i = 1, 2, 3), êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðåàëèçóåò ôóíê-
öèþ fσi è óäîâëåòâîðÿåò òåîðåìå 2, à òàêæå ñõåìó Sg è ïîñòðîèì ñõåìó
Φ(S0, S1). Èñïîëüçóÿ ëåììó 1, îöåíèì íåíàäåæíîñòü ñõåìû Φ(S0, S1) è ïîëó-
÷èì P (Φ(S0, S1)) ≤ ε+3ε ·5, 2ε+3(5, 2ε)2 ≤ ε+97ε2 ≤ 1, 11ε ïðè ε ∈ (0, 1/960].
Ïî ñõåìå Φ(S0, S1) ïîñòðîèì ñõåìó Φ2(S0, S1). Ïî çàìå÷àíèþ 1 ïîëó÷èì
P (Φ2(S0, S1)) ≤ ε + 3ε · 1, 11ε + 3(1, 11ε)2 ≤ ε + 7, 03ε2 ≤ ε + 8ε2. Òåîðåìà
7 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 8 [9]. Ïóñòü ïîëíûé êîíå÷íûé áàçèñ B ñîäåðæèò ôóíêöèþ
ϕ ∈ G2. Òîãäà ëþáóþ ôóíêöèþ f â ýòîì áàçèñå ìîæíî ðåàëèçîâàòü òàêîé
ñõåìîé A, ÷òî ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960] âåðíî íåðàâåíñòâî P (A) ≤ ε+ 200ε2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ(x1, x2, x3) = xσ1
1 xσ2

2 ⊕ xσ3
3 ∈ G2, ãäå σi ∈ {0, 1},

i = 1, 2, 3. Ïîñêîëüêó B � ïîëíûé áàçèñ, ôóíêöèè (x1⊕x2)σ ∈ [B] (σ ∈ {0, 1}).
Ðåàëèçóåì ôóíêöèè (x1 ⊕ x2)σ̄1⊕σ3 è (x1 ⊕ x3)σ̄2⊕σ3 òàêèìè ñõåìàìè D1 è D2

ñîîòâåòñòâåííî, ÷òî P (D1) ≤ 5, 2ε è P (D2) ≤ 5, 2ε (ñì. òåîðåìó 2). Ìîäåëè-
ðóÿ ôîðìóëó ϕ((x1 ⊕ x2)σ̄1⊕σ3 , (x1 ⊕ x3)σ̄2⊕σ3 , x1) è èñïîëüçóÿ ñõåìû D1, D2

è ýëåìåíò Eϕ, ñòðîèì ñõåìó Sg, êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ

ϕ((x1 ⊕ x2)σ̄1⊕σ3 , (x1 ⊕ x3)σ̄2⊕σ3 , x1) =

= ((x1 ⊕ x2)σ̄1⊕σ3)σ1((x1 ⊕ x3)σ̄2⊕σ3)σ2 ⊕ xσ3
1 =

= ((x1 ⊕ x2)σ̄1⊕σ3 ⊕ σ̄1)((x1 ⊕ x3)σ̄2⊕σ3 ⊕ σ̄2)⊕ xσ3
1 =

= (x1 ⊕ x2 ⊕ σ̄1 ⊕ σ3 ⊕ 1⊕ σ̄1)(x1 ⊕ x3 ⊕ σ̄2 ⊕ σ3 ⊕ 1⊕ σ̄2)⊕ xσ3
1 =

= (x1 ⊕ x2 ⊕ σ̄3)(x1 ⊕ x3 ⊕ σ̄3)⊕ xσ3
1 =

= (xσ3
1 ⊕ x2)(xσ3

1 ⊕ x3)⊕ xσ3
1 = xσ3

1 x2 ∨ xσ3
1 x3 ∨ x2x3

èç ìíîæåñòâà G1.
Äëÿ ñõåìû Sg (î÷åâèäíî, P (Sg) ≤ 11, 4ε) âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòè îøèáîê

v1 è v0 íà íàáîðàõ (σ̄3, 0, 0) è (σ3, 1, 1) ñîîòâåòñòâåííî. Âåðîÿòíîñòü îøèáêè v1

óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó: v1 ≤ ε+ 2(5, 2ε)ε+ (5, 2ε)2 ≤ ε+ 37, 5ε2.
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Àíàëîãè÷íî ïîëó÷àåòñÿ 2-å íåðàâåíñòâî:

v0 ≤ ε+ 2(5, 2ε)ε+ (5, 2ε)2 ≤ ε+ 37, 5ε2.

Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ. Âîçüìåì äâà ýêçåìïëÿðà ñõåìû
S, ðåàëèçóþùåé ôóíêöèþ f , ñõåìó Sσ3 , êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ fσ3 , ïðè-
÷åì P (S) ≤ 5, 2ε, P (Sσ3) ≤ 5, 2ε (ñì. òåîðåìó 2). Èñïîëüçóÿ ñõåìó Sg, ïîñòðîèì
ñõåìó Φ(Sσ3 , S) = A. Òîãäà ïî ëåììå 1 ôóíêöèþ f ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé
A ñ íåíàäåæíîñòüþ P (A) ≤ ε+ 37, 5ε2 + 3 · 5, 2ε · 11, 4ε+ 3(5, 2ε)2 ≤ ε+ 200ε2.
Òåîðåìà 8 äîêàçàíà.

Òåîðåìà 9 [9]. Ïóñòü áàçèñ B ñîäåðæèò ôóíêöèþ ϕ ∈ G3. Òîãäà ëþáóþ
ôóíêöèþ f â ýòîì áàçèñå ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé A ñ íåíàäåæíîñòüþ
P (A) ≤ ε+ 18ε2 ïðè âñåõ ε ∈ (0, 1/960].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü â áàçèñå B ñîäåðæèòñÿ ôóíêöèÿ

ϕ(x1, x2, x3) = xσ1
1 &xσ̄2

2 ∨ xσ2
2 &xσ3

3 ∈ G3,

ãäå σi ∈ {0, 1}, i = 1, 2, 3. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî
σ2 = 1, ò. å. ϕ(x1, x2, x3) = xσ1

1 &x̄2 ∨ x2&xσ3
3 .

Ïîêàæåì, ÷òî ϕ(x1, ϕ(x1, x2, x3), x3) = xσ1
1 &x2 ∨ xσ1

1 &xσ3
3 ∨ x2&xσ3

3 .
Äåéñòâèòåëüíî,

ϕ(x1, ϕ(x1, x2, x3), x3) = ϕ(x1, (xσ1
1 x̄2 ∨ x2x

σ3
3 ), x3) =

= xσ1
1 (xσ1

1 x̄2 ∨ x2x
σ3
3 ) ∨ (xσ1

1 x̄2 ∨ x2x
σ3
3 )xσ3

3 =

= xσ1
1 ((xσ1

1 x̄2)(x2x
σ3
3 )) ∨ xσ1

1 x̄2x
σ3
3 ∨ x2x

σ3
3 =

= xσ1
1 (xσ̄1

1 ∨ x2)(x̄2 ∨ xσ̄3
3 ) ∨ (xσ1

1 x̄2 ∨ x2)xσ3
3 =

= (xσ1
1 xσ̄1

1 ∨ xσ1
1 x2)(x̄2 ∨ xσ̄3

3 ) ∨ (xσ1
1 ∨ x2)xσ3

3 =

= xσ1
1 x2x̄2 ∨ xσ1

1 x2x
σ̄3
3 ∨ xσ1

1 xσ3
3 ∨ x2x

σ3
3 =

= xσ1
1 (x2x

σ̄3
3 ∨ xσ3

3 ) ∨ x2x
σ3
3 = xσ1

1 (x2 ∨ xσ3
3 ) ∨ x2x

σ3
3 =

= xσ1
1 x2 ∨ xσ1

1 xσ3
3 ∨ x2x

σ3
3 .

Ìîäåëèðóÿ ôîðìóëó ϕ(x1, ϕ(x1, x2, x3), x3), ïîñòðîèì ñõåìó Sg èç äâóõ ýëå-
ìåíòîâ, ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ xσ1

1 x2∨xσ1
1 xσ3

3 ∨x2x
σ3
3 . Î÷åâèäíî, P (Sg) ≤ 2ε.

Âû÷èñëèì âåðîÿòíîñòè îøèáîê v1 è v0 ýòîé ñõåìû íà íàáîðàõ (σ̄1, 0, σ̄3) è
(σ1, 1, σ3) ñîîòâåòñòâåííî. Ïîëó÷àåì v1 = ε = v0.

Ïóñòü f � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ. Âîçüìåì ñõåìû S, Sσ1 , Sσ3 , ðå-
àëèçóþùèå ñîîòâåòñòâåííî ôóíêöèè f, fσ1 , fσ3 , ïðè÷åì íåíàäåæíîñòè âñåõ
òðåõ ñõåì íå áîëüøå 5, 2ε (ñì. òåîðåìó 2). Èñïîëüçóÿ ñõåìó Sg, ïîñòðîèì ñõåìó
Φ(S0, S). Òîãäà ïî ëåììå 1 ôóíêöèþ f ìîæíî ðåàëèçîâàòü ñõåìîé A ñ íåíà-
äåæíîñòüþ P (Φ(S0, S)) ≤ ε + 3 · 2ε · 5, 2ε + 3(5, 2ε)2 ≤ ε + 112, 32ε2 ≤ 1, 117ε
ïðè ε ∈ (0, 1/960]. Ïî ñõåìå Φ(S0, S) ïîñòðîèì ñõåìó Φ2(S0, S). Ïî ëåììå 1
ïîëó÷èì P (Φ2(S0, S)) ≤ ε+ 8, 2ε2 ≤ ε+ 17, 94ε2. Òåîðåìà 9 äîêàçàíà.
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Èç òåîðåì 7, 8 è 9 è çàìå÷àíèÿ 1 ïîëó÷àåì ñëåäóþùèé ðåçóëüòàò [9]: åñëè
â ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå B ñîäåðæèòñÿ ôóíêöèÿ èç ìíîæåñòâà G, òî â ýòîì
áàçèñå ëþáóþ áóëåâó ôóíêöèþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëü-
íîé ïî íàäåæíîñòè ñõåìîé, ôóíêöèîíèðóþùåé ñ íåíàäåæíîñòüþ, àñèìïòîòè-
÷åñêè ðàâíîé ε ïðè ε→ 0.

Â [9] äëÿ ïîëíûõ áàçèñîâ B ⊆ B3 äîêàçàíî, ÷òî â áàçèñå B ïî÷òè âñå
áóëåâû ôóíêöèè ìîæíî ðåàëèçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûìè ñõåìàìè
ñ íåíàäåæíîñòüþ ε (ïðè ε→ 0) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà G ∩B 6= ∅.

Ïîäîáíûé êðèòåðèé íåèçâåñòåí äëÿ ïîëíûõ áàçèñîâ, ñîäåðæàùèõ ôóíê-
öèè ÷åòûðåõ ïåðåìåííûõ. Ïóñòü T4 � ìíîæåñòâî ôóíêöèé f(x1, x2, x3, x4), èç
êîòîðûõ ïðè îòîæäåñòâëåíèè íåêîòîðûõ äâóõ ïåðåìåííûõ (ñ ïîñëåäóþùèì
ïåðåèìåíîâàíèåì ïåðåìåííûõ) ìîæíî ïîëó÷èòü ôóíêöèþ ìíîæåñòâà G. Î÷å-
âèäíî, ÷òî ïðè íàëè÷èå â áàçèñå B ôóíêöèè èç T4, îí ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Bε.

Ñ ïîìîùüþ ÏÝÂÌ [7] íàéäåíû |T4| = 46672, |T4 ∩ M̃4| = 2824. À çàòåì
ñ ïîìîùüþ ôîðìóëû âû÷èñëåíî çíà÷åíèå |T4 ∪ M̃4| = 46980. Îòìåòèì, ÷òî
224

= 65536, |T4 ∪ M̃4|/224
= 0, 7168579.

Òàêèì îáðàçîì, 1) åñëè áàçèñ ñîäåðæèò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ èç ìíîæåñòâà
M̃k ∪ T4 ∪ G2 ∪ G3 (k ≥ 3), òî îí ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì Bε, 2) ÷òîáû â çàäàííîì
áàçèñå (íå ñîäåðæàùåì ôóíêöèþ èç ìíîæåñòâà M̃k ∪ T4 ∪G2 ∪G3) ïîëó÷èòü
"õîðîøèå" âåðõíèå îöåíêè íåíàäåæíîñòè ñõåì äëÿ ïðîèçâîëüíûõ ôóíêöèé,
ñëåäóåò èñêàòü ñõåìû, ðåàëèçóþùèå ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà M̃k ∪T4 ∪G2 ∪G3

ñ íàèìåíüøèìè âîçìîæíûìè âåðîÿòíîñòÿìè îøèáîê âñåãî íà äâóõ íàáîðàõ.
Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, íîìåð ïðîåêòà 11-

01-00212à.
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1. Ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè

Ïóñòü Eq = {0, 1, . . . , q − 1}. Îáîçíà÷èì ÷åðåç Enq ìíîæåñòâî óïîðÿäî÷åí-
íûõ q-è÷íûõ íàáîðîâ (âåðøèí) äëèíû n (q-çíà÷íûé n-ìåðíûé êóá ). Ðàññòî-
ÿíèåì Õýììèíãà d(x, y) ìåæäó âåðøèíàìè x, y ∈ Enq íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ïî-
çèöèé, â êîòîðûõ íàáîðû x è y ðàçëè÷àþòñÿ. Øàðîì ðàäèóñà ρ ñ öåíòðîì
â âåðøèíå x ∈ Enq íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî Bρ(x) = {y ∈ Enq | d(x, y) ≤ ρ}.
Lρ(x) = {y ∈ Enq | d(x, y) = ρ} � ñôåðà ðàäèóñà ρ.

ρ-Ñîâåðøåííûì êîäîì â Enq íàçûâàåòñÿ òàêîå ìíîæåñòâî C, |C| ≥ 2, ÷òî1

|C ∩Bρ(x)| = 1 äëÿ ëþáîãî x ∈ Enq .
Óòâåðæäåíèå 1. Åñëè â Enq èìååòñÿ ρ-ñîâåðøåííûé êîä, òî ÷èñëî

ν(q, n) = qn

1+(q−1)(n
1)+···+(q−1)ρ(n

ρ)
öåëîå, ãäå

(
n
k

)
= n!

(n−k)!k! .

Óòâåðæäåíèå 2. Ìíîæåñòâî C ⊂ Enq ÿâëÿåòñÿ ρ-ñîâåðøåííûì êîäîì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà |C| = ν(q, n) è d(x, y) ≥ 2ρ + 1 äëÿ ëþáûõ ðàç-
ëè÷íûõ x, y ∈ C.

Çàìåòèì, ÷òî åñëè d(x, y) ≥ 2ρ + 1 äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ x, y ∈ C, òî
|C| ≤ ν(q, n).

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Enq êàê âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïîëåì GF (q),
ãäå q = ps � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà. Êîä íàçûâàåòñÿ ëèíåéíûì, åñëè îí
ÿâëÿåòñÿ àôôèííûì ïîäïðîñòðàíñòâîì â Enq .

Êîíñòðóêöèÿ êîäà Õýììèíãà [13]
Ïóñòü q = 2, n = 2t − 1. Ïóñòü βi � äâîè÷íàÿ çàïèñü äëèíû t ÷èñëà i,

i ∈ {0, . . . , 2t − 1}. Ïóñòü ìàòðèöà Dt = (β1, . . . , βn) ñîñòàâëåíà èç âåêòîðîâ

i = 1, . . . , n. Íàïðèìåð, D3 =

 1 0 1 0 1 0 1
0 1 1 0 0 1 1
0 0 0 1 1 1 1

.

Óòâåðæäåíèå 3. Ìíîæåñòâî C = {x ∈ En2 | Dtx = 0} ÿâëÿåòñÿ ëèíåé-
íûì 1-ñîâåðøåííûì êîäîì.

1 Çäåñü è äàëåå ÷åðåç |C| îáîçíà÷àåòñÿ ìîùíîñòü ìíîæåñòâà C.
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Ïîäîáíûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòðîèòü ëèíåéíûé 1-ñîâåðøåííûé êîä Õýì-
ìèíãà â Enq , ãäå q = ps � ñòåïåíü ïðîñòîãî, n = qt−1

q−1 .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè íå÷¼òíîì n ìíîæåñòâî {0, 1} ÿâëÿåòñÿ (n − 1)/2-ñîâåð-
øåííûì êîäîì â En2 . Òàêèå êîäû íàçûâàþòñÿ òðèâèàëüíûìè.

Òåîðåìà 1 (Çèíîâüåâ, Ëåîíòüåâ, 1973 [3]; Òèåòâàéíåí, 1973 [18]).
Íåòðèâèàëüíûé ñîâåðøåííûé êîä â Enq ïðè q = ps (p � ïðîñòîå) äîëæåí
èìåòü îäíè èç ñëåäóþùèõ ïàðàìåòðîâ:

1) q = ps, ρ = 1, n = qt−1
q−1 ;

2) q = 3, ρ = 2, n = 11;
3) q = 2, ρ = 2, n = 23.

Êîäû ñ ïàðàìåòðàìè 2) è 3) ïîñòðîåíû Ì. Ãîëååì [12]. Âñå êîäû ñ ïàðà-
ìåòðàìè 2) è 3) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè.

Ïðîáëåìà. Ñóùåñòâóþò ëè ñîâåðøåííûå êîäû â ãèïåðêóáå Enq , åñëè q �
íå ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà?

×åðåç |x| = x1 ⊕ x2 ⊕ · · · ⊕ xn îáîçíà÷èì ÷¼òíîñòü âåðøèíû x ∈ En2 .

Òåîðåìà 2 (Âàñèëüåâ, 1962 [2]). Ïóñòü C ⊂ Em2 � 1-ñîâåðøåííûé
êîä. Òîãäà ìíîæåñòâî Cλ = {(x, x ⊕ y, |x| ⊕ λ(y)) | x ∈ Em2 , y ∈ C}, ãäå
λ : C → {0, 1} � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ, ÿâëÿåòñÿ 1-ñîâåðøåííûì êîäîì
â E2m+1

2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ óòâåðæäåíèåì 2 äîñòàòî÷íî äîêàçàòü,
÷òî |Cλ| = 22m+1

2m+2 = |C| · 2m è d(z, z′) ≥ 3 äëÿ ëþáûõ z, z′ ∈ Cλ. Ïåðâîå ñðàçó
ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ êîäà Cλ, âòîðîå íåòðóäíî ïîëó÷èòü íåïîñðåäñòâåííîé
ïðîâåðêîé.

Èç òåîðåìû Âàñèëüåâà, ñðàâíèâ ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ôóíêöèé λ è ÷èñëî ðàç-
ëè÷íûõ àôôèííûõ ïîäïðîñòðàíñòâ, íåòðóäíî ïîëó÷èòü ñëåäóþùåå

Óòâåðæäåíèå 4. Ñóùåñòâóþò íåëèíåéíûå 1-ñîâåðøåííûå êîäû.

Äæ. Ø¼íõåéì [16] ïðåäëîæèë ïîäîáíóþ êîíñòðóêöèþ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñî-

âåðøåííûõ êîäîâ â Enq , ãäå q = ps � ñòåïåíü ïðîñòîãî, n = qt−1
q−1 .

Ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêîé êóáà Enq â k öâåòîâ íàçûâàåòñÿ îòîáðàæåíèå
Col : Enq → {1, . . . , k − 1, 0}, óäîâëåòâîðÿþùåå ñëåäóþùåìó óñëîâèþ: ìîù-
íîñòü ïåðåñå÷åíèÿ |Col−1(i) ∩ L1(x)| çàâèñèò òîëüêî îò öâåòîâ i è Col(x), íî
íå îò âåðøèíû x ∈ Enq . Êàæäîé ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêå2 ñîîòâåòñòâóåò ìàò-
ðèöà ïàðàìåòðîâ S = {sij}, ãäå sij � ÷èñëî âåðøèí öâåòà j â ñôåðå ðàäèóñà 1
ñ öåíòðîì â âåðøèíå öâåòà i.

2 Ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè â äâà öâåòà òàêæå íàçûâàþòñÿ (c0, c1)-ðåãóëÿðíûìè ôóíêöè-
ÿìè [6].
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Óòâåðæäåíèå 5. Ìíîæåñòâî C ⊂ Enq ÿâëÿåòñÿ 1-ñîâåðøåííûì êîäîì
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà χC � ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà êóáà Enq â äâà öâå-

òà3 ñ ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ

(
0 n(q − 1)
1 n(q − 1)− 1

)
.

Çàíóìåðóåì âåðøèíû êóáà Enq . Îïðåäåëèì (0, 1)-ìàòðèöó M(n, q) = {mij}
òàê: mij = 1, åñëè i-ÿ è j-ÿ âåðøèíû íàõîäÿòñÿ íà ðàññòîÿíèè 1, è mij = 0
â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. ÌàòðèöàM = M(n, q) íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ñìåæíîñòè

êóáà Enq . Íàïðèìåð, ìàòðèöà ñìåæíîñòè äëÿ E
2
2 èìååò âèä


0 1 1 0
1 0 0 1
1 0 0 1
0 1 1 0

.

Ïî ïðîèçâîëüíîé ðàñêðàñêå Col êóáà Enq â k öâåòîâ îïðåäåëèì ìàòðèöó
FCol ðàçìåðà qn × k, â êîòîðîé i-ÿ ñòðîêà ðàâíà ej , åñëè Col(i) = j. Íàîáîðîò,
ïî ëþáîé (0, 1)-ìàòðèöå ðàçìåðà qn × k ñ åäèíñòâåííîé åäèíèöåé â êàæäîé
ñòðîêå îïðåäåëÿåòñÿ ðàñêðàñêà êóáà â k öâåòîâ.

Òåîðåìà 3 (Àâãóñòèíîâè÷ [14]). 1) Åñëè Col � ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà
êóáà Enq ñ ìàòðèöåé S, òî MFCol = FColS.

2) Åñëè äëÿ íåêîòîðîé ðàñêðàñêè è ìàòðèöû S âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
MFCol = FColS, òî ðàñêðàñêà Col ñîâåðøåííàÿ.

Òåîðåìó Àâãóñòèíîâè÷à ìîæíî äîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé ðà-
âåíñòâà â ï. 1) è ïðîâåðêîé îïðåäåëåíèÿ ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè â ï. 2). Òåî-
ðåìà âåðíà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ðåãóëÿðíîãî ãðàôà.

Íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ î ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñêàõ è
ìàòðèöàõ ïàðàìåòðîâ.

Óòâåðæäåíèå 6. Ïóñòü S ìàòðèöà ïàðàìåòðîâ ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè
êóáà Enq , òîãäà n(q − 1) ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû S.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 6 äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî ñóììà ýëå-
ìåíòîâ ëþáîé ñòðîêè â ìàòðèöå S ðàâíà ìîùíîñòè ñôåðû |L1(x)| â Enq .

Óòâåðæäåíèå 7. Ïóñòü S ìàòðèöà ïàðàìåòðîâ ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè
êóáà Enq , òîãäà ñîáñòâåííûå ÷èñëà ìàòðèöû S ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ÷èñ-
ëàìè ìàòðèöû M ñìåæíîñòè êóáà Enq .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v ∈ Ck � ñîáñòâåííûé âåêòîð ìàòðèöû S. Òîãäà
Sv = λv è MFColv = FColSv = λFColv, ïðè÷¼ì FColv 6= 0, åñëè v 6= 0. Òàêèì
îáðàçîì, λ � ñîáñòâåííîå ÷èñëî ìàòðèöû M .

Óòâåðæäåíèå 8. Ïóñòü

(
a b
c d

)
� ìàòðèöà ïàðàìåòðîâ ñîâåðøåííîé

ðàñêðàñêè áóëåâà êóáà En2 . Òîãäà ÷èñëî
2nb
b+c öåëîå.

3 Çäåñü è äàëåå ÷åðåç χC îáîçíà÷àåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà C.
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Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 8 äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî êîëè÷åñòâà
âåðøèí ðàçíûõ öâåòîâ îòíîñÿòñÿ äðóã ê äðóãó êàê b/c.

Äëÿ ðàñêðàñîê â ïðîèçâîëüíîå ÷èñëî öâåòîâ óòâåðæäåíèå 8 ìîæíî îáîá-
ùèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Óòâåðæäåíèå 9. Ïóñòü S � ìàòðèöà ïàðàìåòðîâ ñîâåðøåííîé ðàñêðàñ-
êè Enq â k öâåòîâ. Òîãäà íàéä¼òñÿ öåëî÷èñëåííûé âåêòîð b ðàçìåðíîñòè k
óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì:

(1) Sb = n(q−1)b; (2)
k∑
i=1

bi = qn; (3) sijbj = sjibi äëÿ ëþáûõ i, j ∈ {1, . . . , k}.

Óòâåðæäåíèå 10. Ïóñòü

(
a b
c d

)
� ìàòðèöà ïàðàìåòðîâ ñîâåðøåí-

íîé ðàñêðàñêè áóëåâà êóáà En2 . Òîãäà ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà áó-

ëåâà êóáà En+1
2 ñ ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ

(
a+ 1 b
c d+ 1

)
.

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ 10 çàìåòèì, ÷òî åñëè f : En2 → {0, 1} �

ðàñêðàñêà ñ ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ

(
a b
c d

)
, òî ðàñêðàñêó êóáà En+1

2 ñ òðå-

áóåìîé ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ ìîæíî îïðåäåëèòü ðàâåíñòâîì

f ′(x1, . . . , xn, xn+1) = f(x1, . . . , xn).

Óòâåðæäåíèå 11 (Êîíñòðóêöèÿ óäâîåíèÿ). Ïóñòü f : En2 → E2 �

ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà áóëåâà êóáà ñ ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ S =
(
a b
c d

)
.

Òîãäà g : E2n
2 → E2, ãäå g(x, y) = f(x⊕y), åñòü ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà ñ ìàò-

ðèöåé ïàðàìåòðîâ 2S.

Äîêàçàòåëüñòâî óòâåðæäåíèÿ 11 ïîëó÷àåòñÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.
Óòâåðæäåíèå 11 ìîæíî îáîáùèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Óòâåðæäåíèå 12. Ïóñòü

(
a b
c d

)
� ìàòðèöà ïàðàìåòðîâ ñîâåðøåí-

íîé ðàñêðàñêè áóëåâà êóáà En2 . Òîãäà ñóùåñòâóåò ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà ñ

ïàðàìåòðàìè

(
ta tb
tc td

)
â Etn2 .

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà îáåñïå÷èâàåò ñâîéñòâî ìîíîòîííîñòè ðåàëèçóåìûõ ïà-
ðàìåòðîâ ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê â äâà öâåòà.

Òåîðåìà 4 (Àâãóñòèíîâè÷, Ôðèä [7]). Äëÿ ëþáîé ïàðû íàòóðàëüíûõ
÷èñåë b, c òàêèõ, ÷òî b+c

(b,c) = 2t íàéä¼òñÿ òàêîå a0 = a0(b, c), ÷òî ìàòðè-

öà

(
a b
c a+ b− c

)
ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè

áóëåâà êóáà åñëè è òîëüêî åñëè a ≥ a0.
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Òåîðåìà 5 (Øàïèðî, Çëîòíèê, 1959 [17]; Êðîòîâ, 2011 [14]). Äëÿ
ëþáîé ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêè Col : En → {1, . . . , k − 1, 0} è t ∈ N ìîùíîñòü
ïåðåñå÷åíèÿ |Col−1(i) ∩ Lt(x)| çàâèñèò òîëüêî îò öâåòîâ i è Col(x).

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ñ÷èòàåì, ÷òî x = 0. Ïóñòü
rt � ÷èñëî âåðøèí èç Lt−1(0) ñìåæíûõ ñ îäíîé âåðøèíîé èç Lt(0); lt � ÷èñëî
âåðøèí èç Lt+1(0) ñìåæíûõ ñ îäíîé âåðøèíîé èç Lt(0).

Ïóñòü Mt � ìàòðèöà ñìåæíîñòè ðàññòîÿíèé t â êóáå Enq .

MtM = Mt+1rt+1 +Mt−1lt−1,

M1 = M , M0 = E, Mt = pt(M).

MtFCol = pt(M)FCol = FColpt(S).

FCol � ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà ãðàôà ðàññòîÿíèé t ïî òåîðåìå 3.

Ïî ñóùåñòâó òåîðåìà 5 îçíà÷àåò, ÷òî ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà ïî ðàññòîÿ-
íèþ 1 âñåãäà ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêîé ïî ëþáîìó ðàññòîÿíèþ. Èç
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5 ìîæíî èçâëå÷ü áîëåå ñèëüíîå óòâåðæäåíèå.

Óòâåðæäåíèå 13. Åñëè äâå ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè ïî ðàññòîÿíèþ 1 èìå-
þò îäèíàêîâóþ ìàòðèöó ïàðàìåòðîâ S, òî îíè èìåþò îäèíàêîâûå ìàòðèöû
ïàðàìåòðîâ pt(S) êàê ðàñêðàñêè ïî ðàññòîÿíèþ t.

Ïîäìíîæåñòâî C ⊆ En2 íàçûâàåòñÿ àíòèïîäàëüíûì, åñëè èç x ∈ C ñëåäóåò,
÷òî x⊕ 1 ∈ C.

Óòâåðæäåíèå 14. Ëþáîé 1-ñîâåðøåííûé êîä C ⊆ En2 ÿâëÿåòñÿ àíòèïî-
äàëüíûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñâîéñòâî àíòèïîäàëüíîñòè îçíà÷àåò, ÷òî χC ÿâëÿåò-
ñÿ ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêîé ïî ðàññòîÿíèþ n, ïðè÷¼ì âåðøèíû, íàõîäÿùèå-
ñÿ íà ðàññòîÿíèè n, èìåþò îäèíàêîâûé öâåò. Òàêèì îáðàçîì, ïî óòâåðæäå-
íèþ 13 ñâîéñòâî àíòèïîäàëüíîñòè äîñòàòî÷íî ïðîâåðèòü äëÿ ëèíåéíîãî 1-
ñîâåðøåííîãî êîäà.

Òåîðåìà 6 (Àâãóñòèíîâè÷, 1995 [1]). Ïóñòü C1 è C2 1-ñîâåðøåííûå
êîäû â En2 . Åñëè C1 ∩ L(n−1)/2(0) = C2 ∩ L(n−1)/2(0), òî C1 = C2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óòâåðæäåíèÿ 14 ñëåäóåò, ÷òî

C1 ∩ L(n+1)/2 = C2 ∩ L(n+1)/2.

Òîãäà ìíîæåñòâî C = (C1 ∩ B(n−1)/2(0)) ∩ (C2 ∩ B(n−1)/2(1)) ÿâëÿåòñÿ 1-
ñîâåðøåííûì êîäîì ïî îïðåäåëåíèþ. Íî èç àíòèïîäàëüíîñòè ñîâåðøåííîãî
êîäà èìååì

C2 ∩B(n−1)/2(1) = C ∩B(n−1)/2(1) = C1 ∩B(n−1)/2(1),

C2 ∩B(n−1)/2(0) = C ∩B(n−1)/2(0) = C1 ∩B(n−1)/2(0).
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Àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ëþáàÿ ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà
ãèïåðêóáà En2 ïðè íå÷¼òíîì n âîññòàíàâëèâàåòñÿ ïî ðàñêðàñêå âåðøèí ñðåä-
íåãî ñëîÿ L(n−1)/2(0).

Ñðåäíèé ñëîé L(n−1)/2(0) ãèïåðêóáà è ëþáîå äðóãîå óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ òåîðåìû 6 íàçûâàåòñÿ òåñòîâûì äëÿ 1-ñîâåðøåííûõ êîäîâ.

Ïðîáëåìà. Íàéòè òåñòîâîå ìíîæåñòâî ìåíüøåé ìîùíîñòè äëÿ 1-
ñîâåðøåííûõ êîäîâ.

2. Êîððåëÿöèîííî-èììóííûå ôóíêöèè

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìíîæåñòâî Eq êàê ãðóïïó ïî mod q è êóá Enq êàê
àáåëåâó ãðóïïó Eq × · · · × Eq. Äëÿ x, y ∈ Enq îïðåäåëèì

〈x, y〉 = x1y1 + · · ·+ xnyn (mod q).

Ìíîæåñòâî ôóíêöèé f : Enq → C áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê âåêòîðíîå ïðî-
ñòðàíñòâî V íàä ïîëåì C ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(f, g) =
1
qn

∑
x∈En

q

f(x)g(x).

Ïóñòü ξ = e2πi/q. Õàðàêòåðîì ãðóïïû Enq íàçûâàåòñÿ φz ∈ V, ãäå
φz(x) = ξ〈x,z〉, z ∈ Enq . Ïðè q = 2 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü âåêòîðíîå ïðîñòðàí-
ñòâî íàä R èëè Q, ïîñêîëüêó ξ = −1.

Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ õàðàêòåðà íåòðóäíî âûâåñòè ñëåäóþùèå
ðàâåíñòâà.

Óòâåðæäåíèå 15. 1) φz · φy = φz+y;

2)
q−1∑
j=0

ξkj = 0 ïðè k 6= 0 (mod q);

3)
∑
x∈En

q

ξ〈x,z〉 = 0 ïðè z 6= 0.

Èç óòâåðæäåíèÿ 15 ïîëó÷àåì

Óòâåðæäåíèå 16. Õàðàêòåðû îáðàçóþò îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ â V.

Ïðåîáðàçîâàíèåì Ôóðüå âåêòîðà f íàçûâàåòñÿ f̂(z) = (f, φz). Òîãäà
f(x) =

∑
z∈En

q

f̂(z)φz(x).

Â ëþáîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ïàðñåâàëÿ:∑
x∈En

q

|f(x)|2 =
∑
z∈En

q

|f̂(z)|2.

Ãðàíüþ ðàçìåðíîñòè k íàçûâàåòñÿ ïîäìíîæåñòâî êóáà Enq , ñîñòîÿùåå èç
âåðøèí ñ îäèíàêîâûìè ôèêñèðîâàííûìè çíà÷åíèÿìè íåêîòîðûõ n − k êî-
îðäèíàò. Â ÷àñòíîñòè, îäíîìåðíàÿ ãðàíü íàïðàâëåíèÿ i, ïðîõîäÿùàÿ ÷åðåç
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âåðøèíó (a1, . . . , an) ∈ Enq , îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî

{(a1, . . . , ai−1, x, ai+1, . . . , an) | x ∈ Eq}.

Ôóíêöèÿ f : Enq → Eq íàçûâàåòñÿ êîððåëÿöèîííî-èììóííîé ïîðÿäêà
n − m, åñëè äëÿ ëþáîãî a ∈ Eq âåëè÷èíà |f−1(a) ∩ Γ| íå çàâèñèò îò âûáî-
ðà m-ìåðíîé ãðàíè Γ.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç cor(f) ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê èììóííîñòè ôóíêöèè f
è ÷åðåç wt(x) � ÷èñëî íåíóëåâûõ êîîðäèíàò íàáîðà x ∈ Enq .

Ïðèìåð. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) = x1 + · · ·+ xn (mod q), òîãäà cor(f) = n− 1.

Óòâåðæäåíèå 17. Åñëè f � êîððåëÿöèîííî-èììóííàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà
m, òîãäà f̂(z) = 0 ïðè 0 < wt(z) ≤ m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì z = (z′, 0), wt(z′) ≤ m.

f̂(z) =
1
qn

∑
x∈En

q

f(x)φz(x) =
1
qn

∑
x′

(ξ−〈x
′,z′〉

∑
x′′

f(x)ξ−〈x
′′,0〉) =

=
const

qn

∑
x′

ξ−〈x
′,z′〉 = 0.

Óòâåðæäåíèå 18. Åñëè f ∈ V òàêîâà, ÷òî f̂(z) = 0 ïðè 0 ≤ wt(z) ≤ m.
Òîãäà

∑
x∈Γ

f(x) = 0 äëÿ ëþáîé ãðàíè Γ ðàçìåðíîñòè n−m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî f(x) =
∑

wt(z)>m

f̂(z)φz(x). Åñëè

wt(z) > m, òî
∑
x∈Γ

φz(x) = 0 äëÿ ëþáîé ãðàíè Γ ðàçìåðíîñòè n−m.

Óòâåðæäåíèå 19. Åñëè f : Enq → {0, 1} è f̂(z) = 0 ïðè 0 < wt(z) ≤ m, òî
f � êîððåëÿöèîííî-èììóííàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà m.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç óòâåðæäåíèÿ 18 ñëåäóåò, ÷òî âåëè÷èíà
∑
x∈Γ

f(x) íå

çàâèñèò îò âûáîð ãðàíè Γ ðàçìåðíîñòè n −m. Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî åäèíèö
ôóíêöèè âî âñåõ òàêèõ ãðàíÿõ îäèíàêîâî.

Áóëåâó ôóíêöèþ f : En2 → {0, 1} íàçûâàþò óðàâíîâåøåííîé, åñëè

|f−1(0)| = |f−1(1)|.

Òåîðåìà 7 (Ôîí-Äåð-Ôëààññ, 2007 [11]). Ïóñòü f : En2 → {0, 1}, f �
íåóðàâíîâåøåííàÿ è |f−1(0)|, |f−1(1)| 6= 0. Òîãäà cor(f) < 2n

3 .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü c = |{x ∈ En2 | f(x) = 0}|, b = |{x ∈ En2 | f(x) = 1}|,
c+ b = 2n, c 6= b.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ g(x) =
{
−c, ïðè f(x) = 1,
b, ïðè f(x) = 0.

Äëÿ ëþáîãî x ∈ En2 èìååì g2(x)− (b− c)g(x)− bc = 0.
Ïóñòü f̂(z) = 0 ïðè 0 < wt(z) ≤ 2n

3 = m. Òîãäà ĝ(z) = 0 ïðè wt(z) ≤ m è ∑
wt(z)>m

ĝ(z)φz(x)

  ∑
wt(z)>m

ĝ(z)φz(x)

 = cb+ (b− c)

 ∑
wt(z)>m

ĝ(z)φz(x)

 ,

∑
z′ 6=z′′

ĝ(z′)ĝ(z′′)(−1)〈x,z
′⊕z′′〉 = (b− c)

∑
wt(z)>m

ĝ(z)(−1)〈x,z〉.

Íî wt(z′ ⊕ z′′) ≤ 2n− wt(z′)− wt(z′′) < m.

Óòâåðæäåíèå 20. Õàðàêòåðû φz(x) ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè
ìàòðèöû ñìåæíîñòè êóáà Enq ñ ñîáñòâåííûìè ÷èñëàìè (n−wt(z))(q−1)−wt(z).

Äîêàçàòåëüñòâî.

Mφz(x) =
∑

y,d(x,y)=1

ξ〈y−x,z〉+〈x,z〉 = ξ〈x,z〉
n∑
j=1

∑
k 6=0

ξkzj =

= ((n− wt(z))(q − 1)− wt(z))φz(x).

Óòâåðæäåíèå 21. Ïóñòü f : Enq → {0, 1} � ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà

ñ ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ S =
(
a b
c d

)
. Òîãäà f − b

c+b åñòü ñîáñòâåí-

íàÿ ôóíêöèÿ ìàòðèöû ñìåæíîñòè áóëåâà êóáà Enq ñ ñîáñòâåííûì ÷èñëîì
n(q − 1)− (b+ c).

Óòâåðæäåíèå 21 íåòðóäíî äîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêîé.

Óòâåðæäåíèå 22. 1) Åñëè f : Enq → {0, 1} � ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà

ñ ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ S =
(
a b
c d

)
, òî f̂(z) = 0 ïðè wt(z) 6= 0, b+cq .

2) Åñëè f̂(z) = 0 ïðè wt(z) 6= 0, s äëÿ íåêîòîðîé ôóíêöèè f : Enq → {0, 1},
òî f � ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò 1) ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèé 16, 20 è 21. Äîêà-
æåì ïóíêò 2). Ôóíêöèÿ g = f + t ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû
ñìåæíîñòè ãèïåðêóáà Enq äëÿ íåêîòîðîé êîíñòàíòû c ∈ Q. Ïóñòü g(x) = t
è b(x) = |L1(x)∩ g−1(1 + t)|. Òîãäà b(x)(1 + t) + (n(q− 1)− b(x))t = λt, ãäå λ �
ñîáñòâåííîå ÷èñëî ñîîòâåòñòâóþùåå õàðàêòåðàì φz, wt(z) = s. Òàêèì îáðàçîì,
÷èñëî b(x) íå çàâèñèò îò âûáîðà x ∈ Enq .
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Èç óòâåðæäåíèé 19 è 22 èìååì

Óòâåðæäåíèå 23. Ïóñòü f : Enq → {0, 1} � ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà

ñ ìàòðèöåé ïàðàìåòðîâ S =
(
a b
c d

)
. Òîãäà cor(f) = c+b

q − 1.

Èç äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 8 âèäíî, ÷òî åñëè íåóðàâíîâåøåííàÿ áóëåâà
ôóíêöèÿ èìååò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ êîððåëÿöèîííóþ èììóííîñòü, òî å¼
ïðåîáðàçîâàíèå Ôóðüå èìååò íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ òîëüêî â òî÷êàõ ôèêñèðî-
âàííîãî âåñà. Òîãäà, èñïîëüçóÿ óòâåðæäåíèå 22, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ òåîðå-
ìó.

Òåîðåìà 8 (Ôîí-Äåð-Ôëààññ, 2007 [11]). Ïóñòü f : En2 → {0, 1} �
êîððåëÿöèîííî-èììóííàÿ ôóíêöèÿ ïîðÿäêà cor(f) = 2n

3 − 1. Òîãäà f � ñîâåð-
øåííàÿ ðàñêðàñêà.

Ïàðàìåòðû ñîâåðøåííûõ ðàñêðàñîê äîñòèãàþùèõ ãðàíèöû Ôîí-Äåð-Ôëà-

àññà:

(
0 3
1 2

)
,

(
1 5
3 3

)
.

Ñ ïîìîùüþ êîíñòðóêöèè óäâîåíèÿ (óòâåðæäåíèå 11) ìîæíî ïîñòðîèòü ñî-
âåðøåííûå ðàñêðàñêè, äîñòèãàþùèå ãðàíèöû Ôîí-Äåð-Ôëààññà, â ãèïåðêóáàõ
ñêîëü óãîäíî áîëüøîé ðàçìåðíîñòè.

Ïóñòü f : Enq → {0, 1}, áóäåì íàçûâàòü ïëîòíîñòüþ %(f) = |{x∈En
q | f(x)=1}|
qn .

Òåîðåìà 9 (Ôðèäìàí, 1992 [10]; Áèåðáðàóýð, 1995 [8]). Äëÿ ëþáîé
ôóíêöèè f : Enq → {0, 1} ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî %(f) ≥ 1− n(q−1)

q(cor(f)+1) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü m = cor(f), λ(z) � ñîáñòâåííîå ÷èñëî, ñîîòâåò-
ñòâóþùåå õàðàêòåðó φz.

f(x) = %(f) +
∑

wt(z)>m

f̂(z)φz(x), (f, f) = %(f).

0 ≤ (Mf, f) =
∑
z′,z′′

λ(z′)f̂(z′)f̂(z′′)(φz′ , φz′′) =

= %2(f)n(q − 1) +
∑

wt(z)>m

λ(z)|f̂(z)|2 ≤

≤ %(f)n(q − 1) + ((n− (m+ 1))(q − 1)− (m+ 1))(%(f)− %2(f)). (1)

Òåîðåìà 10 (Ïîòàïîâ, 2010 [4]). Ôóíêöèÿ f : Enq → {1, 0} ÿâëÿåòñÿ
ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêîé ñ ïàðàìåòðîì s11 = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà
ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî %(f) = 1− n(q−1)

q(cor(f)+1) .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííîé ðàñêðàñêîé â äâà
öâåòà ñ ïàðàìåòðîì s11 = 0, òî (Mf, f) = 0. Èç óòâåðæäåíèé 22 è 23 â öå-
ïî÷êå íåðàâåíñòâ (1) èìååì ðàâåíñòâà. Íàîáîðîò, åñëè âûïîëíåíî ðàâåíñòâî
%(f) = 1 − n(q−1)

q(cor(f)+1) , òî â öåïî÷êå íåðàâåíñòâ (1) èìååì âñþäó ðàâåíñòâà.
Òîãäà ïî óòâåðæäåíèþ 22 ôóíêöèÿ f åñòü ñîâåðøåííàÿ ðàñêðàñêà.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ãðàíèöà Áèåðáðàóýðà �Ôðèäìàíà äîñòèãàåòñÿ íà

ñ÷¼ò÷èêå ÷¼òíîñòè S =
(

0 n
n 0

)
è 1-ñîâåðøåííîì êîäå S =

(
0 n
1 n− 1

)
.

×àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû 10 ÿâëÿåòñÿ

Òåîðåìà 11 (Äåëüñàðò, 1972 [9]; Ïóëàòîâ, 1976 [5]; Îñòåðãàðä, Ïîò-
òîíåí, Ôåëïñ, 2010 [15]). Áóëåâà ôóíêöèÿ f ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé
ôóíêöèåé 1-ñîâåðøåííîãî êîäà òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà cor(f) = n−1

2 ,
%(f) = 1

n+1 .

Ïðîáëåìà. Îáîáùèòü íà q-çíà÷íûé ãèïåðêóá òåîðåìû 7 è 8.
Ïðîáëåìà. Ñóùåñòâóþò ëè ñîâåðøåííûå ðàñêðàñêè áóëåâà êóáà ñ ìàò-

ðèöàìè ïàðàìåòðîâ

(
1 23
9 15

)
,

(
2 22
10 14

)
,

(
3 21
11 13

)
,

(
0 25
7 18

)
?
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1. Íåäîîïðåäåëåííûå ôóíêöèè

Ïóñòü P(Zm) � ìíîæåñòâî âñåõ íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Zm.
Íàáîð β = {β1, . . . , βn} íàçîâåì íåäîîïðåäåëåííûì m-è÷íûì íàáîðîì, åñëè
êàæäàÿ åãî êîìïîíåíòà βi ∈ P(Zm). Íàáîð α ∈ Znm íàçîâåì äîîïðåäåëåíèåì
íåäîîïðåäåëåííîãî íàáîðà β, åñëè αi ∈ βi äëÿ âñåõ i. Ìíîæåñòâî A ⊆ Znm
íàçîâåì äîîïðåäåëåíèåì ìíîæåñòâà B íåäîîïðåäåëåííûõ m-è÷íûõ íàáîðîâ,
åñëè äëÿ êàæäîãî íåäîîïðåäåëåííîãî íàáîðà β èç B â A íàéäåòñÿ ýëåìåíò α,
ÿâëÿþùèéñÿ åãî äîîïðåäåëåíèåì.

Íàáîð k = (k1, k2, . . . , km) íàçîâåì õàðàêòåðèñòèêîé íàáîðà β, åñëè äëÿ
êàæäîãî i ÷èñëî ki ðàâíî êîëè÷åñòâó i-ýëåìåíòíûõ êîìïîíåíò β. Íà ìíîæå-
ñòâå íåäîîïðåäåëåííûõ íàáîðîâ ââåäåì ôóíêöèþ I, ïîêàçûâàþùóþ ñòåïåíü
îïðåäåëåííîñòè íàáîðà. Äëÿ íàáîðà β ñ õàðàêòåðèñòèêîé k = (k1, k2, . . . , km)
ïîëîæèì

I(β) = log2

((m
1

)k1 (m
2

)k2
· · ·

(m
m

)km
)
,

ò. å. ÷åì ñèëüíåå îïðåäåëåí íàáîð β, òåì áîëüøå çíà÷åíèå I(β). Íåòðóäíî âè-
äåòü, ÷òî íåäîîïðåäåëåííûé m-è÷íûé íàáîð β äëèíû n ñ õàðàêòåðèñòèêîé
k = (k1, k2, . . . , km) èìååò ðîâíî

1k12k2 · · ·mkm = mn2−I(β) (1)

äîîïðåäåëåíèé.
Ôóíêöèè èç {0, 1}n â P(Zm) áóäåì íàçûâàòü n-ìåñòíûìè íåäîîïðåäåëåí-

íûìè m-è÷íûìè ôóíêöèÿìè. Ôóíêöèþ h : {0, 1}n → Zm íàçîâåì äîîïðåäåëå-
íèåì n-ìåñòíîé íåäîïðåäåëåííîé m-è÷íîé ôóíêöèè f , åñëè âåêòîð çíà÷åíèé
h ÿâëÿåòñÿ äîîïðåäåëåíèåì âåêòîðà çíà÷åíèé f . Äëÿ íåäîîïðåäåëåííîé m-
è÷íîé ôóíêöèè f ÷åðåç I(f) îáîçíà÷èì çíà÷åíèå ââåäåííîé âûøå ôóíêöèè I
íà âåêòîðå çíà÷åíèé f . Ìíîæåñòâî D(f) = {x ∈ {0, 1}n | f(x) 6= Zm} íàçîâåì
îáëàñòüþ îïðåäåëåíèÿ f . Ðàçìåð îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ f îáîçíà÷èì ÷åðåç Df .
Ëåãêî âèäåòü, ÷òî Df = k1 + · · · + km−1, ãäå k = (k1, k2, . . . , km) � õàðàêòå-
ðèñòèêà âåêòîðà çíà÷åíèé f . Äàëåå íàáîð k áóäåì íàçûâàòü õàðàêòåðèñòèêîé
ôóíêöèè f .

Êàæäîìó ýëåìåíòó èç Zm ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íàáîð èç íóëåé è åäèíèö
äëèíû dlog2me, è äàëåå ïîä ýëåìåíòàìè èç Zm áóäåì ïîíèìàòü ñîîòâåòñòâó-
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þùèå èì áóëåâû íàáîðû, à ïîä ôóíêöèÿìè èç {0, 1}n â Zm � ôóíêöèè èç
{0, 1}n â {0, 1}dlog2me. Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèé
èç {0, 1}n â P(Zm) ñõåìàìè èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â áàçèñå èç âñåõ
äâóõìåñòíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Ñëîæíîñòüþ íåäîîïðåäåëåííîé ôóíêöèè f
íàçîâåì ñëîæíîñòü ñàìîãî ïðîñòîãî åå äîîïðåäåëåíèÿ.

Äàëåå ñëîæíîñòü âû÷èñëåíèÿ íåäîîïðåäåëåííûõ ôóíêöèé ðàññìàòðèâàåò-
ñÿ â "øåííîíîâñêîé" ïîñòàíîâêå, ò. å. èçó÷àåòñÿ ñëîæíîñòü ñàìîé ñëîæíîé
ôóíêöèè ñðåäè âñåõ òåõ ôóíêöèé f , äëÿ êîòîðûõ I(f) îãðàíè÷åíà ñâåðõó íåêî-
òîðîé âåëè÷èíîé.

2. Íåìíîãî èñòîðèè

Èçó÷åíèå ñëîæíîñòè âû÷èñëåíèÿ íåäîîïðåäåëåííûõ ôóíêöèé íà÷àëîñü
â ðàáîòàõ Ý.È.Íå÷èïîðóêà [4, 5], ãäå âïåðâûå áûëà ïðèìåíåíà ïðîñòàÿ è ýô-
ôåêòèâíàÿ èäåÿ èñïîëüçîâàíèÿ óíèâåðñàëüíîãî ìíîæåñòâà, ñîäåðæàùåãî äî-
îïðåäåëåíèÿ âñåõ íåäîîïðåäåëåííûõ ôóíêöèé ñïåöèàëüíîãî âèäà. Ôàêòè÷å-
ñêè Íå÷èïîðóê ðàññìîòðåë ÷àñòíûé ñëó÷àé ñ m = 2 è I(f) ∼ n, äëÿ êîòîðîãî
ïîëó÷èë àñèìïòîòè÷åñêè íåóëó÷øàåìûé ðåçóëüòàò. Ë.À.Øîëîìîâ [8] ðàñïðî-
ñòðàíèë ýòîò ðåçóëüòàò íà ñëó÷àé m = 2 è I(f) ≥ n log1+δ

2 n, ãäå δ � ñêîëü
óãîäíî ìàëîå ïîëîæèòåëüíîå ÷èñëî. Ñäåëàíî ýòî áûëî ïðè ïîìîùè èíúåêòèâ-
íûõ è "ïî÷òè èíúåêòèâíûõ" îïåðàòîðîâ, êîòîðûå âêëàäûâàëè îáëàñòü îïðå-
äåëåíèÿ íåäîîïðåäåëåííîé áóëåâîé ôóíêöèè â áóëåâ êóá ìåíüøåé ðàçìåðíî-
ñòè, ïîñëå ÷åãî çàäà÷à ñâîäèëàñü ê ðàññìîòðåííîìó ðàíåå ñëó÷àþ ñ I(f) ∼ n.
Øîëîìîâ ðàññìàòðèâàë áóëåâû íàáîðû êàê äâîè÷íûå ÷èñåë, à â êà÷åñòâå îïå-
ðàòîðîâ èñïîëüçîâàë âû÷èñëåíèå îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ ÷èñåë íà ïîäõîäÿùèå
ïðîñòûå ÷èñëà. Èìåííî ýòèì îáñòîÿòåëüñòâîì âûçâàíî îãðàíè÷åíèå íà ðàç-
ìåð îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ ðàññìàòðèâàåìûõ èì íåäîîïðåäåëåííûõ ôóíêöèé.
Ïðîäîëæàÿ íà÷àòîå â [7] èçó÷åíèå ñëîæíîñòè ñèñòåì íåäîîïðåäåëåííûõ áóëå-
âûõ ôóíêöèé Øîëîìîâ â [9] ïîëó÷èë ðåøåíèå äëÿ ðàñòóùåãî m è I(f) ∼ n.
Â ñâîèõ ðàáîòàõ Øîëîìîâ ñóùåñòâåííûì îáðàçîì îïèðàëñÿ íà ðàçðàáîòàííûé
Î.Á.Ëóïàíîâûì [3] ìåòîä ëîêàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ. Íàêîíåö â ðàáîòàõ [1, 10]
À. Å.Àíäðååâ ïîëó÷èë îêîí÷àòåëüíûé ðåçóëüòàò (Òåîðåìà 1) ñíÿâ îãðàíè÷å-
íèÿ íà âåëè÷èíó I(f). Ýòî óäàëîñü ñäåëàòü èñïîëüçîâàâ âìåñòî îïåðàòîðîâ
Øîëîìîâà ëèíåéíûå áóëåâû îïåðàòîðû [2], èìåþùèå ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ
I(f) ëèíåéíóþ ñëîæíîñòü.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî â ñâîèõ ðàáîòàõ Øîëîìîâ è Àíäðååâ èñïîëüçîâàëè îä-
íè è òå æå ðåçóëüòàòû Íå÷èïîðóêà [5] è Ëóïàíîâà [3], èõ ìåòîäû âû÷èñëåíèÿ
íåäîîïðåäåëåííûõ ôóíêöèé ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ äðóã îò äðóãà. Ïðèâîäè-
ìûé íèæå â äîêàçàòåëüñòâå Òåîðåìû 1 ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ íåäîîïðåäåëåííûõ
ôóíêöèé ñëåäóåò â îñíîâíîì ïî ïóòè íàìå÷åííîìó Øîëîìîâûì â [8], òàê êàê
ïîäõîä Àíäðååâà [10] âûãëÿäèò áîëåå ãðîìîçäêèì è ìåíåå ïðîçðà÷íûì, òðåáóÿ
îò ÷èòàòåëÿ çíà÷èòåëüíûõ óñèëèé.
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3. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû

Òåîðåìà 1. Ïóñòü f � n-ìåñòíàÿ íåäîîïðåäåëåííàÿ m-è÷íàÿ ôóíêöèÿ,
n→∞ è log2m = o(log2 I(f)). Òîãäà

L(f) ≤ I(f)
log2 I(f)

(1 + o(1)) +O(n).

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç äîêàçûâàåìûõ íèæå ëåìì 4, 7 è 8, â êîòî-
ðûõ ðàññìàòðèâàåòñÿ âû÷èñëåíèå íåäîîïðåäåëåííûõ ôóíêöèé ñ ðàçëè÷íûìè
çíà÷åíèÿìè I(f).

Òåîðåìà 2. Ïóñòü n→∞. Ìíîæåñòâî {fi}, ñîñòîÿùåå èç âñåõ n-ìåñò-
íûõ íåäîîïðåäåëåííûõ m-è÷íûõ ôóíêöèé ñ õàðàêòåðèñòèêîé (k1, k2, . . . , km)
è I(fi) = R, ñîäåðæèò òàêóþ ôóíêöèþ f , ÷òî

L(f) ≥ R

log2R
(1 + o(1)).

Òåîðåìà 2 äîêàçûâàåòñÿ ñòàíäàðòíûì ìîùíîñòíûì ìåòîäîì [3], è åå íåðà-
âåíñòâî ëåãêî ñëåäóåò èç äîêàçûâàåìîé íèæå ëåììû 3.

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ Øåííîíà

L(n,m,R) = maxL(f),

ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì n-ìåñòíûì íåäîîïðåäåëåííûì m-è÷íûì ôóíê-
öèÿì f ñ I(f) íå ïðåâîñõîäÿùèì R. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü n→∞, R ≥ n è log2m = o(log2R). Òîãäà

L(n,m,R) =
R

log2R
(1 + o(1)) +O(n).

Ïðè R � n log2 n óòâåðæäåíèå òåîðåìû 3 ëåãêî ñëåäóåò èç òåîðåì 1 è 2.
Åñëè æå R = O(n log2 n), òî ñïðàâåäëèâîñòü òåîðåìû ñëåäóåò èç òåîðåìû 1
è òîãî ôàêòà, ÷òî ñðåäè ôóíêöèé ñ I(f) = R íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ, ñóùåñòâåííî
çàâèñÿùàÿ îò n ïåðåìåííûõ.

4. Äîîïðåäåëåíèÿ

Ëåììà 1. Ïóñòü B = {β} � ìíîæåñòâî âñåõ íåäîîïðåäåëåííûõ m-è÷íûõ
íàáîðîâ äëèíû n ñ I(β) ≤ R. Òîãäà ñóùåñòâóåò äîîïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà
B, ñîñòîÿùåå íå áîëåå ÷åì èç mn2R íàáîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîïóñòèì, ÷òî ëþáîå N -ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíî-
æåñòâà {0, 1, . . . ,m−1}n íå ÿâëÿåòñÿ äîîïðåäåëåíèåì ìíîæåñòâà B. Òîãäà äëÿ
êàæäîãî òàêîãî ïîäìíîæåñòâà ìîæíî óêàçàòü õîòÿ áû îäèí íàáîð èç B, äëÿ
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êîòîðîãî â ýòîì ïîäìíîæåñòâå íåò äîîïðåäåëåíèÿ. Ïîýòîìó ÷èñëî ïàð (β, A),
ãäå β ∈ B, à A � N -ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà {0, 1, . . . ,m − 1}n,
òàêèõ, ÷òî â A íåò äîîïðåäåëåíèÿ β, ðàâíî

(
mn

N

)
. Òàê êàê B ñîñòîèò ìåíåå ÷åì

èç 2mn ýëåìåíòîâ, òî â B íàéäåòñÿ òàêîé íàáîð β, ÷òî áîëåå(
mn

N

)/
2mn

N -ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà {0, 1, . . . ,m−1}n íå ñîäåðæàò äîîïðå-
äåëåíèå β. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ëåãêî âèäåòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íåäîîïðåäåëåí-
íîãî íàáîðà èç B íå áîëåå (ñì. (1))(

mn −mn2−R

N

)
N -ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà {0, 1, . . . ,m− 1}n íå ñîäåðæàò åãî äî-
îïðåäåëåíèå. Ïîýòîìó äîëæíî âûïîëíÿòüñÿ íåðàâåíñòâî(

mn

N

)/(
mn −mn2−R

N

)
< 2mn (2)

Îöåíèâàÿ ëåâóþ ÷àñòü (2), âèäèì, ÷òî

2mn >
mn · · · (mn −N + 1)

(mn −mn2−R) · · · (mn −mn2−R −N + 1)
≥

( mn

mn −mn2−R
)N

=

=
( 1

1− 2−R
)N

≥
(
1 + 2−R + 2−2R

)N
≥ 2N(2−R(1+2−R)).

Ïîýòîìó ëîãàðèôìèðóÿ ïîëó÷åííûå íåðàâåíñòâà, çàêëþ÷àåì, ÷òî

N < mn2R(1 + 2−R)−1 ≤ mn2R(1− 2−R−1) ≤ mn2R − 1. (3)

Òàêèì îáðàçîì, èç ïðåäïîëîæåíèÿ, ÷òî ëþáîå N -ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî
ìíîæåñòâà {0, 1, . . . ,m − 1}n íå ÿâëÿåòñÿ äîîïðåäåëåíèåì ìíîæåñòâà B, ñëå-
äóåò íåðàâåíñòâî (3). Ïîýòîìó ïðè N áîëüøèõ èëè ðàâíûõ ïðàâîé ÷àñòè (3)
ñðåäè N -ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà {0, 1, . . . ,m−1}n íàéäåòñÿ õîòÿ
áû îäíî äîîïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà B. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 2. Ïóñòü B = {β} � ìíîæåñòâî íåäîîïðåäåëåííûõ m-è÷íûõ íà-
áîðîâ äëèíû n òàêèõ, ÷òî I(β) ≥ R è I(β′) < R, ãäå β′ � íàáîð β áåç
ïîñëåäíåé êîìïîíåíòû. Òîãäà ñóùåñòâóåò äîîïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà B, ñî-
ñòîÿùåå íå áîëåå ÷åì èç nm22R íàáîðîâ.

Ñïðàâåäëèâîñòü ëåììû 2 ëåãêî ñëåäóåò èç ëåììû 1 è äâóõ î÷åâèäíûõ íåðà-
âåíñòâ 2I(β

′) < 2R è 2I(β) ≤ m2I(β
′).
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Ëåììà 3. Ïóñòü B = {β} � ìíîæåñòâî âñåõ íåäîîïðåäåëåííûõ m-è÷íûõ
íàáîðîâ äëèíû n ñ õàðàêòåðèñòèêîé k = (k1, k2, . . . , km) è I(β) = R. Òîãäà
ëþáîå äîîïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà B ñîñòîèò íå ìåíåå ÷åì èç 2R íàáîðîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàæäûé íåäîîïðåäåëåííûé íàáîð èç B èìååò (1) ðîâíî
mn2−R äîîïðåäåëåíèé. Ïîýòîìó ÷èñëî ïàð (α,β) òàêèõ, ÷òî β ∈ B è α ∈ Znm
è ÿâëÿåòñÿ äîîïðåäåëåíèåì β, ðàâíî |B|mn2−R. Òàê êàê ëþáûå äâà m-è÷íûõ
íàáîðà äëèíû n ÿâëÿþòñÿ äîîïðåäåëåíèÿìè îäíîãî è òîãî æå ÷èñëà íåäîîïðå-
äåëåííûõ íàáîðîâ îäèíàêîâîé õàðàêòåðèñòèêè k, òî êàæäûé m-è÷íûé íàáîð
äëèíû n áóäåò äîîïðåäåëåíèåì ðîâíî |B|2−R íàáîðîâ èç B. Ñëåäîâàòåëüíî,
åñëè ìíîæåñòâî A ñîñòîèò ìåíåå ÷åì èç 2R m-è÷íûõ íàáîðîâ äëèíû n, òî îíî
ñîäåðæèò äîîïðåäåëåíèÿ ìåíåå |B| íàáîðîâ è ïîýòîìó íå ìîæåò áûòü äîîïðå-
äåëåíèåì ìíîæåñòâà B. Ëåììà äîêàçàíà.

5. Ñèëüíî îïðåäåëåííûå ôóíêöèè

Ëåììà 4. Ïóñòü log2 I(f) ∼ n è log2m = o(n). Òîãäà

L(f) ≤ I(f)
log2 I(f)

(1 + o(1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ââåäåì ïàðàìåòðû R è k, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëèì
ïîçäíåå. Çíà÷åíèÿ íåäîîïðåäåëåííîé n-ìåñòíîé ôóíêöèè f çàïèøåì â òàáëèöå
Tf èç 2k ñòîëáöîâ è 2n−k ñòðîê, ïîñòàâèâ â ñîîòâåòñòâèå i-ìó ñòîëáöó òàáëè-
öû äâîè÷íûé íàáîð (σ1, . . . , σk), ÿâëÿþùèéñÿ äâîè÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ÷èñëà
i− 1, à j-é ñòðîêå � íàáîð (σk+1, . . . , σn), ÿâëÿþùèéñÿ äâîè÷íûì ïðåäñòàâëå-
íèåì ÷èñëà j − 1. Â òàáëèöå íà ïåðåñå÷åíèè i-ãî ñòîëáöà è j-é ñòðîêè ïîñòà-
âèì çíà÷åíèå f(σ1, . . . , σk, σk+1, . . . , σn). Êàæäóþ ñòðîêó òàáëèöû ïðåäñòàâèì
â âèäå ñëåäóþùèõ äðóã çà äðóãîì ýëåìåíòàðíûõ íàáîðîâ β, äëÿ êàæäîãî èç
êîòîðûõ, êðîìå áûòü ìîæåò ïîñëåäíåãî, ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà I(β) ≥ R
è I(β′) < R. Ìíîæåñòâî òàêèõ íàáîðîâ ðàçîáüåì íà êëàññû, ïîìåñòèâ â êëàññ
Pij íàáîðû, íà÷èíàþùèåñÿ â i-é è çàêàí÷èâàþùèåñÿ â j-é ïîçèöèÿõ. Íåòðóäíî
âèäåòü, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êëàññîâ íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû 22k−1.

Èç ëåììû 2 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ìíîæåñòâà ýëåìåíòàðíûõ íàáîðîâ êëàññà Pij
ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî èõ äîîïðåäåëåíèé, êîòîðîå ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç
2km22R íàáîðîâ äëèíû 2k, â êàæäîì èç êîòîðûõ ïåðâûå i−1 è ïîñëåäíèå 2k−j
êîìïîíåíò ðàâíû íóëþ. Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ìíîæåñòâà âñåõ ýëåìåíòàðíûõ
íàáîðîâ ñóùåñòâóåò ìíîæåñòâî èõ äîîïðåäåëåíèé H = {α}, êîòîðîå ñîñòîèò
íå áîëåå ÷åì èç m222k−1(2k − 1)2R íàáîðîâ äëèíû 2k. Äàëåå ïîëàãàåì, ÷òî
íóëåâîé íàáîð ïðèíàäëåæèò H.

Ïðåîáðàçóåì òàáëèöó Tf , çàìåíèâ â íåé êàæäûé ýëåìåíòàðíûé íàáîð β
êàêèì-ëèáî åãî äîîïðåäåëåíèåì α èç H. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðåîáðàçî-
âàííàÿ òàáëèöà Th áóäåò òàáëèöåé çíà÷åíèé íåêîòîðîé n-ìåñòíîé ôóíêöèè
h, ÿâëÿþùåéñÿ äîîïðåäåëåíèåì ôóíêöèè f . Ôóíêöèþ h âû÷èñëèì èñïîëüçóÿ
ìåòîä ëîêàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ Ëóïàíîâà [3].
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Ïðåæäå âñåãî îöåíèì ÷èñëî íàáîðîâ α, èç êîòîðûõ ñîñòîèò Th. Çàìåòèì,
÷òî

I(f) =
∑
α

I(α),

ãäå ñóììà áåðåòñÿ ïî âñåì íàáîðàì α, âõîäÿùèì â Th. Ïðè ýòîì ÷èñëî íàáîðîâ
c I(α) < R íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ñòðîê òàáëèöû, ò. å. íå áîëüøå ÷åì 2n−k. Òàê
êàê äëÿ êàæäîãî èç îñòàâøèõñÿ íàáîðîâ I(α) ≥ R, òî î÷åâèäíî, ÷òî èõ ÷èñëî
íå ïðåâîñõîäèò I(f)/R. Òàêèì îáðàçîì, îáùåå íàáîðîâ â Th íå ïðåâîñõîäèò

I(f)
/
R+ 2n−k. (4)

Ïåðåíóìåðóåì íàáîðû α èç H öåëûìè ÷èñëàìè îò íóëÿ äî m223k−12R − 1,
ïðèñâîèâ íóëåâîìó íàáîðó íóëåâîé íîìåð. Òåïåðü èç òàáëèöû Th ïîñòðî-
èì âåêòîð T ñëåäóþùèì îáðàçîì: â Th çàìåíèì âñå íàáîðû α èç H íà
êîòîðûå ðàçáèòû åå ñòðîêè èõ íîìåðàìè t � äâîè÷íûìè íàáîðàìè äëèíû
p = dlog2m

223k−12Re ≤ 2 log2m + 3k + R, è çàòåì íà÷èíàÿ ñ ïåðâîé ñòðî-
êè T1 âûïèøåì ñòðîêè Ti íîâîé òàáëèöû îäíó çà äðóãîé â âèäå âåêòîðà
T = T1 . . . Ti . . . T2n−k , ãäå Ti = ti1 . . . tij . . . tili . Èç (4) ñëåäóåò, ÷òî äëèíà T
óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâó

|T | ≤ (I(f)
/
R+ 2n−k)(2 log2m+ 3k +R) =

= I(f) + (2 log2m+ 3k)(I(f)
/
R+ 2n−k) + 2n−kR.

Ïðè ýòîì, òàê êàê çíà÷åíèå ôóíêöèè I íà ëþáîé ñòðîêå òàáëèöû Th íå ïðå-
âîñõîäèò 2k log2m, íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî êàæäûé âåêòîð Ti ñîñòîèò íå áîëåå
÷åì èç q = d2k log2m

/
Re íîìåðîâ, à åãî äëèíà |Ti| íå ïðåâîñõîäèò s, ãäå

s ≤ (2 log2m+ 3k +R)(2k log2m+R)
R

.

Ïîëîæèì l = (l1, . . . , li, . . . , l2n−k), ãäå li � ÷èñëî íîìåðîâ tij â âåêòî-
ðå Ti, r = (r1, . . . , ri, . . . , r2n−k), ãäå ri � íîìåð ïîçèöèè íà÷èíàÿ ñ êîòî-
ðîé â âåêòîðå T ðàñïîëàãàåòñÿ âåêòîð Ti. Äàëåå âåêòîð T áóäåì ðàññìàòðè-
âàòü êàê âåêòîð çíà÷åíèé dlog2 |T |e-ìåñòíîé áóëåâîé ôóíêöèè t, à âåêòîðà l
è r � êàê âåêòîðà çíà÷åíèé ôóíêöèè l : {0, 1}n−k → {0, 1}dlog2 qe è ôóíêöèè
r : {0, 1}n−k → {0, 1}dlog2 |T |e. Ïóñòü g : {0, 1}dlog2 pe → {0, 1}2kdlog2me � ôóíê-
öèÿ, ïðåîáðàçóþùàÿ íîìåð t â ñîîòâåòñòâóþùèé åìó âåêòîð èç H. Òåïåðü
ïîêàæåì êàê ïðè ïîìîùè ôóíêöèé t, l, r è g âû÷èñëèòü ôóíêöèþ h. Âû÷èñ-
ëÿþùóþ ôóíêöèþ h ñõåìó S ïðåäñòàâèì â âèäå ïÿòè íåçàâèñèìûõ ïîäñõåì.

1. Ïîäñõåìà S1 âû÷èñëÿåò y = l(xk+1, . . . , xn) è z = r(xk+1, . . . , xn). Ëåãêî
âèäåòü, ÷òî

L(S1) = O
(2n−k(log2 q + log2 |T |)

n− k

)
= O

(2n−k log2 |T |
n− k

)
. (5)
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2. Ïîäñõåìû S2 è S3 ïî âû÷èñëåííûì çíà÷åíèÿì y è z íàõîäÿò âåêòîð
Ti = ti1 . . . tij . . . tili . Ñíà÷àëà ïîäñõåìà S2 âû÷èñëÿåò çíà÷åíèÿ ôóíêöèè t íà
s ïîñëåäîâàòåëüíûõ íàáîðàõ íà÷èíàÿ ñ z. Çàòåì ïîäñõåìà S3 îñòàâëÿåò â âû-
÷èñëåííîì ïîäñõåìîé S2 âåêòîðå ïåðâûå y · p çíà÷åíèé, çàìåíÿÿ îñòàâøèåñÿ
íóëÿìè. Êîíñòðóêöèè ïîäîáíûõ ñõåì ïîäðîáíî ðàññìîòðåíû â [3], îòêóäà ñëå-
äóåò, ÷òî

L(S2) ≤
|T |

log2 |T |

(
1 + o(1)

)
, L(S3) ≤ O(s log2 s). (6)

3. Ïîäñõåìà S4 âû÷èñëÿåò ñóììó
∑li
j=1 g(tij) ðàçáèâàÿ âû÷èñëåííûé ïîä-

ñõåìîé S3 âåêòîð íà áëîêè äëèíû dlog2 pe, âû÷èñëÿÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè g íà
êàæäîì èç ýòèõ áëîêîâ è ñêëàäûâàÿ ïîëó÷åííûå çíà÷åíèÿ. Íåòðóäíî âèäåòü,
÷òî

L(S4) = O
(2k log2m(2k log2m

/
R+ 1)m223k−12R

log2(m223k−12R)

)
=

= O
( (log2m)2m225k2R

R(3k + 2 log2m+R)

)
= O

(
m425k2R

)
. (7)

4. Ïîäñõåìà S5 ïî çíà÷åíèÿì ïåðåìåííûõ x1, . . . , xk âûäåëÿåò èç âû÷èñëå-
íîãî ïîäñõåìîé S4 âåêòîðà

∑li
j=1 g(tij) ïîçèöèþ, ÿâëÿþùóþñÿ çíà÷åíèåì f(x).

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî

L(S5) = O
(
2k log2m

)
. (8)

Ñóììèðóÿ íåðàâåíñòâà (5)�(8), âèäèì, ÷òî

L(S) ≤ |T |
log2 |T |

(
1+o(1)

)
+O

(2n−k log2 |T |
n− k

+m425k2R+2k log2m+s log2 s
)
, (9)

ãäå

|T | ≤ I(f) + (2 log2m+ 3k)(I(f)
/
R+ 2n−k) + 2n−kR.

Ïîëîæèì

k = dn− log2 I(f) + 2 log2 log2 I(f)e,
R = blog2 I(f)− 4 log2m− 5k − 2 log2 log2 I(f)c.

Òîãäà, ó÷èòûâàÿ óñëîâèÿ log2 I(f) ∼ n è log2m = o(n), èìååì

R ∼ log2 I(f),

k = o
(
log2 I(f)

)
,

R+ 4 log2m+ 5k ≤ log2 I(f)− 2 log2 log2 I(f),
n− k ≤ log2 I(f)− 2 log2 log2 I(f),
|T | ≤ I(f)(1 + o(1)),

s = 2o(log2 I(f)).

(10)
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Ïîäñòàâëÿÿ îöåíêè èç (10) â (9), ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïîëó÷àåì
òðåáóåìóþ îöåíêó ñëîæíîñòè ñõåìû S:

L(S) ≤ I(f)
log2 I(f)

(1 + o(1)).

Ëåììà äîêàçàíà.

6. "Ïî÷òè" èíúåêòèâíûå ëèíåéíûå îïåðàòîðû

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà â {0, 1}n íàéäåòñÿ ëèíåéíûé áóëåâ
îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé íà áîëüøåé ÷àñòè ýòîãî ïîäìíîæåñòâà èíúåêòèâíî.
Çàòåì, èñïîëüçóÿ òàêèå îïåðàòîðû, îöåíèì ñëîæíîñòü ñðåäíå è ñëàáî îïðåäå-
ëåííûõ ôóíêöèé.

Ëåììà 5. Ïóñòü A ⊆ {0, 1}n, s � öåëîå. Òîãäà ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé
îïåðàòîð L : {0, 1}n → {0, 1}s òàêîé, ÷òî

|{(x,y) |x,y ∈ A,L(x) = L(y)}| < 2−s−1|A|2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç F (n, s) ìíîæåñòâî âñåõ ëèíåéíûõ îïå-
ðàòîðîâ L : {0, 1}n → {0, 1}s. Î÷åâèäíî, ÷òî |F (n, s)| = 2ns. Òàê êàê äëÿ ëþáûõ
äâóõ ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ x è y èç {0, 1}n èìååòñÿ ðîâíî 2n−1 n-ìåñòíûõ ëè-
íåéíûõ ôóíêöèé f ñ íóëåâûì ñâîáîäíûì ÷ëåíîì, çíà÷åíèÿ êîòîðûõ íà ýòèõ
íàáîðàõ ñîâïàäàþò, ò. å. f(x) = f(y), òî ïîýòîìó â F (n, s) èìååòñÿ 2ns−s ðàç-
ëè÷íûõ îïåðàòîðîâ L òàêèõ, ÷òî L(x) = L(y). Ñëåäîâàòåëüíî, âåëè÷èíà

2−ns
∑

x,y∈A
2ns−s < 2−s|A|2/2

ÿâëÿåòñÿ ñðåäíèì çíà÷åíèåì äëÿ ÷èñëà òàêèõ ïàð (x,y), íà êîòîðûõ çíà÷åíèÿ
îïåðàòîðà èç F (n, s) îäèíàêîâû. Ïîýòîìó â F (n, s) íàéäåòñÿ îïåðàòîð L, äëÿ
êîòîðîãî ðàâåíñòâî L(x) = L(y) âûïîëíÿåòñÿ ìåíåå ÷åì íà 2−s−1|A|2 ïàðàõ
(x,y), x,y ∈ A. Ëåììà äîêàçàíà.

Ëåììà 6. Ïóñòü A ⊆ {0, 1}n, s = blog2 |A| + kc, ãäå k ≥ 0. Òîãäà ñóùå-
ñòâóåò ëèíåéíûé îïåðàòîð L : {0, 1}n → {0, 1}s òàêîé, ÷òî

|{(x,y) |x,y ∈ A,L(x) = L(y)}| ≤ 1
2k
|A|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 5 ñëåäóåò, ÷òî íàéäåòñÿ òàêîé ëèíåéíûé
(n, s)-îïåðàòîð L, äëÿ êîòîðîãî ðàâåíñòâî L(x) = L(y) âûïîëíÿåòñÿ íå áî-
ëåå ÷åì íà 2−s−1|A|2 ïàðàõ (x,y) íàáîðîâ èç A. Òàê êàê 2m+1 ≥ 2k|A|, òî
2−s−1|A|2 ≤ 1

2k |A|. Ëåììà äîêàçàíà.
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7. Ñðåäíå îïðåäåëåííûå ôóíêöèè

Ëåììà 7. Ïóñòü 1
3n ≤ log2 I(f) � n è log2m = o(log2 I(f)). Òîãäà

L(f) ≤ I(f)
log2 I(f)

(1 + o(1)).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (k1, k2, . . . , km) � õàðàêòåðèñòèêà f . Ïðåæäå âñå-
ãî çàìåòèì, ÷òî òàê êàê(

m

m− 1

)Df

≤ 2I(f) =
(m

1

)k1 (m
2

)k2
· · ·

(m
m

)km

≤ mDf

è log2
m
m−1 = 1

m +O
(

1
m2

)
, òî èç íåðàâåíñòâ

log2Df + log2 log2

m

m− 1
≤ log2 I(f) ≤ log2Df + log2 log2m

è óñëîâèé ëåììû ëåãêî ñëåäóåò, ÷òî

Df = O(mI(f)), (11)

log2 I(f) ∼ log2Df , (12)

Df ≥
2n/3

log2m
. (13)

Ïîëîæèì k = 3 log2 n+log2m. Ê îáëàñòè îïðåäåëåíèÿ f ïðèìåíèì ëåììó 6.
Â ðåçóëüòàòå äëÿ s = blog2Df + 3 log2 n + log2mc íàéäåòñÿ òàêîé ëèíåéíûé
îïåðàòîð L : {0, 1}n → {0, 1}s, ÷òî ìíîæåñòâî

B = {(x,y) | x,y ∈ D(f),L(x) = L(y)}

ñîñòîèò íå áîëåå ÷åì èç Dfn
−3m−1 ïàð íàáîðîâ. Äàëåå ââåäåì íåäîîïðåäåëåí-

íóþ s-ìåñòíóþ ôóíêöèþ

g(y) =

{
f(x), åñëè ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé x ∈ D(f) òàêîé, ÷òî y = L(x),
Zm, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå,

äëÿ êîòîðîé çíà÷åíèÿ g(L(x)) íå ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè f(x) íå áîëåå ÷åì
íà 2Dfn

−3m−1 íàáîðàõ èç {0, 1}n. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî(
m

m− 1

)Df (1−2n−3m−1)

≤ 2I(g) ≤ mDf .

Ñëåäîâàòåëüíî,

log2Df + log2

(
1− 2

n3m

)
+ log2 log2

m

m− 1
≤ log2 I(g) ≤ log2Df + log2 log2m.
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Òàêèì îáðàçîì, â ñèëó óñëîâèé ëåììû è íåðàâåíñòâ (12) è (13)

log2 I(g) ∼ log2 I(f) ∼ s.

Ïîýòîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè g ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 4. Èç
ýòîé ëåììû ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå òàêîãî äîîïðåäåëåíèÿ ĝ ôóíêöèè g, ÷òî

L(ĝ) ≤ I(f)
log2 I(f)

(1 + o(1)).

Òåïåðü çàìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü ëèíåéíîãî îïåðàòîðà L íå ïðåâîñõîäèò n2,
è, ñëåäîâàòåëüíî, âû÷èñëåíèå êîìïîçèöèè ĝ ◦ L àñèìïòîòè÷åñêè íå ñëîæíåå
âû÷èñëåíèÿ ôóíêöèè ĝ:

L(ĝ ◦ L) ≤ I(f)
log2 I(f)

(1 + o(1)).

Íàêîíåö îïðåäåëèì íà {0, 1}n ïîëíîñòüþ îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ h(x) òàê,
÷òîáû ñóììà h(x) + ĝ(L(x)) áûëà äîîïðåäåëåíèåì f(x). Ïîëîæèì

h(x) =


z, åñëè x ∈ D(f), ñóùåñòâóåò y ∈ D(f) òàêîé,

÷òî L(y) = L(x) è z + ĝ(L(x) ∈ f(x),
0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî h(x) îòëè÷íà îò íóëÿ íå áîëåå ÷åì íà 2Dfn
−3m−1 íàáî-

ðàõ èç {0, 1}n. Ïîýòîìó âû÷èñëÿÿ êîìïîíåíòû h â ñîîòâåòñòâèè ñ èõ äèçúþíê-
òèâíûìè íîðìàëüíûìè ôîðìàìè è ó÷èòûâàÿ óñëîâèå log2m = o(n) ñ íåðàâåí-
ñòâîì (11), èìååì

L(h) = O
(Dfn log2m

n3m

)
= O

(I(f)nm log2m

n3m

)
= o

( I(f)
log2 I(f)

)
.

Ëåììà äîêàçàíà.

8. Ñëàáî îïðåäåëåííûå ôóíêöèè

Ëåììà 8. Ïóñòü log2 I(f) ≤ 1
2n è log2m = o(log2 I(f)). Òîãäà

L(f) ≤ I(f)
log2 I(f)

(1 + o(1)) +O(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ê îáëàñòè D(f) ïðèìåíèì ëåììó 6 ñ k = log2Df + 1.
Â ðåçóëüòàòå íàéäåòñÿ òàêîé ëèíåéíûé îïåðàòîð L : {0, 1}n → {0, 1}s, ÷òî
s = b2 log2Df + 1c è ïðè ýòîì â îáëàñòè D(f) íåò òàêèõ ýëåìåíòîâ x è y, ÷òî
L(x) = L(y). Äàëåå ââåäåì íåäîîïðåäåëåííóþ s-ìåñòíóþ ôóíêöèþ

g(y) =

{
f(x), åñëè ñóùåñòâóåò x ∈ Df òàêîé, ÷òî y = L(x),
Zm, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
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Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî f(x) = g(L(y)) è I(g) = I(f). Òàê êàê s ∼ 2 log2Df ,

log2Df + log2 log2

m

m− 1
≤ log2 I(g) ≤ log2Df + log2 log2m

è log2
m
m−1 = 1

m + O
(

1
m2

)
, òî log2 I(g) ∼ log2Df ∼ s/2 è ïðè äîñòàòî÷íî

áîëüøèõ n èìååò ìåñòî íåðàâåíñòâî log2 I(g) ≥ s/3 è, ñëåäîâàòåëüíî, ìîæíî
âîñïîëüçîâàòüñÿ ëåììîé 7. Â ñèëó ýòîé ëåììû

L(g) ≤ I(f)
log2 I(f)

(1 + o(1)). (14)

Íàêîíåö çàìåòèì (ñì. íàïðèìåð [6]), ÷òî äëÿ ñëîæíîñòè ëèíåéíîãî îïåðàòîðà
L ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

L(L) = O
(
n(s+ log2 n)

log2 n

)
= O

(
n(log2 I(f) + log2 n)

log2 n

)
. (15)

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ïðè n→∞ ñóììà ïðàâûõ ÷àñòåé íåðàâåíñòâ (14) è (15)
íå ïðåâîñõîäèò I(f)

log2 I(f) (1 + o(1)) +O(n). Ëåììà äîêàçàíà.

Ðàáîòà âûïîëíåíà ïðè ôèíàíñîâîé ïîääåðæêå ÐÔÔÈ, ïðîåêò � 11-01-
00508.
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À.Þ. ×èðêîâ

Íèæåãîðîäñêèé ãîñóäàðñòâåííûé óíèâåðñèòåò èì. Í.È.Ëîáà÷åâñêîãî

e-mail: chir7@yandex.ru

Ââåäåíèå

Ïóñòü R � ìíîæåñòâî âåùåñòâåííûõ ÷èñåë, Z � ìíîæåñòâî öåëûõ ÷èñåë,
bαc � íàèáîëüøåå öåëîå ÷èñëî, íå ïðåâîñõîäÿùåå α, dαe � íàèìåíüøåå öåëîå
÷èñëî, íå ìåíüøå ÷åì α.

Ïîä ïîëèýäðîì áóäåì ïîíèìàòü ìíîæåñòâî ðåøåíèé êîíå÷íîé ñèñòåìû
íåðàâåíñòâ P = {x |Ax ≤ b}. Åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, òî ýëåìåíòû ìàò-
ðèöû A è êîìïîíåíòû âåêòîðà b ñóòü öåëûå ÷èñëà (A ∈ Zm×d, b ∈ Zm), ðàíã A
ðàâåí d, è ïîëèýäð P � òåëåñåí (ò. å. ñîäåðæèò ìíîæåñòâî íåíóëåâîãî îáúåìà).

Ïîäìàòðèöó ìàòðèöû A, ðàñïîëîæåííóþ íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîê ñ íîìåðà-
ìè èç I è ñòîëáöîâ ñ íîìåðàìè èç J , îáîçíà÷èì ÷åðåç AIJ . Ïðè îáîçíà÷åíèè
ìíîæåñòâ ñòðîê (ñòîëáöîâ) èñïîëüçóåì ñëåäóþùèå ñîãëàøåíèÿ: ∗ � ìíîæå-
ñòâî, ñîäåðæàùåå âñå íîìåðà ñòðîê (ñòîëáöîâ); Ī � äîïîëíåíèå ìíîæåñòâà I
äî ìíîæåñòâà âñåõ íîìåðîâ ñòðîê (ñòîëáöîâ). Ìàêñèìóì èç àáñîëþòíûõ çíà-
÷åíèé ìèíîðîâ ïîðÿäêà k ìàòðèöû A îáîçíà÷èì ÷åðåç ∆k(A).

Âûïóêëóþ îáîëî÷êó òî÷åê èç ïåðåñå÷åíèÿ ïîëèýäðà P ñ öåëî÷èñëåííîé
ðåøåòêîé Zd îáîçíà÷èì ÷åðåç PI . Åñëè ïîëèýäð P îãðàíè÷åí èëè èìååò ðà-
öèîíàëüíîå îïèñàíèå, òî PI � ïîëèýäð. Âîïðîñ îïèñàíèÿ PI ÿâëÿåòñÿ îäíèì
èç îñíîâíûõ â öåëî÷èñëåííîì ëèíåéíîì ïðîãðàììèðîâàíèè. Çäåñü áóäåò ðàñ-
ñìîòðåí âîïðîñ î êîëè÷åñòâå âåðøèí PI .

×èñëî âåðøèí ïîëèýäðà P ⊂ Rd, çàäàííîãî ñèñòåìîé èç m íåðàâåíñòâ, íå

ïðåâîñõîäèò ξ(d,m) =
(
m−d d

2 e
b d

2 c

)
+

(
m−d d+1

2 e
b d−1

2 c

)
(ñì. [1]). Ïðèâåäåííàÿ îöåíêà

äîñòèãàåòñÿ íà ïîëèýäðàõ, äâîéñòâåííûõ ê öèêëè÷åñêèì (ïîëèýäð íàçûâàåò-
ñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëè âñå åãî âåðøèíû ëåæàò íà êðèâîé x1 = t, x2 = t2, . . .,
xd = td). Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî âåðøèí ïîëèýäðà îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷è-
íîé, çàâèñÿùåé òîëüêî îò m è d.

Â îòëè÷èå îò íåïðåðûâíîãî ñëó÷àÿ, êîëè÷åñòâî âåðøèí íåÿâíî çàäàííîãî
ïîëèýäðà PI íåëüçÿ îãðàíè÷èòü ôóíêöèåé òîëüêî îò êîëè÷åñòâà íåðàâåíñòâ
m è ðàçìåðíîñòè d. Îáîçíà÷èì ÷åðåç φk ÷èñëà Ôèáîíà÷÷è (φ0 = φ1 = 1,
φk = φk−1+φk−2 ïðè k ≥ 2). Â [2] ïðèâåäåí ïðèìåð òðåóãîëüíèêà T íà ïëîñêî-
ñòè, çàäàííîãî ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ φ2kx1+φ2k+1x2 ≤ φ2

2k+1−1, x1 ≥ 0, x2 ≥ 0.
Âåðøèíàìè ïîëèýäðà TI ÿâëÿþòñÿ òî÷êè (0, 0), (0, φ2k+1), è (φ2j , φ2k+1−φ2j−1),
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Êîëè÷åñòâî âåðøèí íåÿâíî çàäàííîãî ïîëèýäðà

ãäå j = 1, . . . , k + 1. Âñåãî ÷èñëî âåðøèí ïîëèýäðà TI ðàâíî k + 3.

1. Âåðõíèå îöåíêè ÷èñëà âåðøèí PI

Ïîñêîëüêó âåðøèíó ïîëèýäðà íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü ïîëóñóììîé äðóãèõ òî-
÷åê ýòîãî ïîëèýäðà, òî èç óñëîâèé x � âåðøèíà PI , à y � òàêàÿ òî÷êà, ÷òî
2x − y ∈ PI , ñëåäóåò, ÷òî x = y. Íà ýòîì çàìå÷àíèè îñíîâàíî ñëåäóþùåå ïî-
íÿòèå, ââåäåííîå â ðàáîòå [3]: ìíîæåñòâî M ⊆ {x| x ∈ Zd, x ≥ 0} îáëàäàåò
ñâîéñòâîì ðàçäåëåííîñòè, åñëè èç óñëîâèé z, y ∈ M, 2z ≥ y ñëåäóåò ðàâåí-
ñòâî z = y.

Äëÿ ìíîæåñòâà, îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì ðàçäåëåííîñòè ñïðàâåäëèâà

Ëåììà 1 [3]. Åñëè êîîðäèíàòû ëþáîé òî÷êè x ìíîæåñòâà M , îáëàäàþ-
ùåãî ñâîéñòâîì ðàçäåëåííîñòè, óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì ψi ≤ xi ≤ ωi,
i ∈ {1, 2, . . . , d− 1}, òî |M | ≤

∏d−1
i=1 dlog2

ωi+2
ψi+1e.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íàáîðà t, ñîñòàâëåííîãî èç d− 1 íåîòðèöàòåëüíûõ
öåëûõ ÷èñåë, îïðåäåëèì ìíîæåñòâî òî÷åê

K(t) = {x ∈ Rd | 2ti(ψi + 1)− 1 ≤ xi ≤ 2ti+1(ψi + 1)− 2, i = 1, . . . , d− 1}.

Ïîêàæåì, ÷òî â ìíîæåñòâå K(t) ñîäåðæèòñÿ íå áîëåå îäíîé òî÷êè èç M .
Äåéñòâèòåëüíî, äîïóñòèì, íàøëèñü x, y ∈ K(t)∩M è xd ≥ yd. Òîãäà 2xd ≥ yd,
è 2xi ≥ 2(2ti(ψi + 1)− 1) ≥ yi, ïðè i = 1, . . . , d− 1. Íåðàâåíñòâî 2x ≥ y ïðîòè-
âîðå÷èò ñâîéñòâó ðàçäåëåííîñòè M , à çíà÷èò, â ìíîæåñòâå K(t) ñîäåðæèòñÿ
íå áîëåå îäíîé òî÷êè èç M .

Öåëûå òî÷êè îòðåçêà [ψ, ω] ïîêðûâàþòñÿ ñåìåéñòâîì îòðåçêîâ âèäà

[2t(ψ + 1)− 1, 2t+1(ψ + 1)− 2],

ãäå t = 0, 1, . . . , dlog2
ω+2
ψ+1e−1. Âñå òî÷êè ìíîæåñòâàM ïîêðûâàþòñÿ ïîëîñàìè

K(t), ãäå êîìïîíåíòû íàáîðîâ t äëÿ êàæäîãî i = 1, . . . , d − 1 óäîâëåòâîðÿþò
íåðàâåíñòâó 0 ≤ ti ≤ dlog2

ωi+2
ψi+1e − 1. Êîëè÷åñòâî ïîëîñ â ïîêðûòèè ðàâíî∏d−1

i=1 dlog2
ωi+2
ψi+1e, òåì ñàìûì ëåììà äîêàçàíà.

Ìåòîä ïîëó÷åíèÿ âåðõíèõ îöåíîê ÷èñëà âåðøèí, ïðåäëîæåííûé â [3], ñî-
ñòîèò â îòîáðàæåíèè ìíîæåñòâà âåðøèí PI â îãðàíè÷åííîå ìíîæåñòâî, îá-
ëàäàþùåå ñâîéñòâîì ðàçäåëåííîñòè. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ìåòîäà,
ñëåäóÿ [3], ïîëó÷èì âåðõíèå îöåíêè êîëè÷åñòâà âåðøèí PI .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç V (T ) ìíîæåñòâî âåðøèí ïîëèýäðà T , à ÷åðåç A′ � ìàò-

ðèöó

(
A −b
0 −1

)
.

Ïîëîæèì M = {b − Ax |x ∈ V (PI)}. Òî÷êè èç M èìåþò íåîòðèöàòåëü-
íûå öåëûå êîìïîíåíòû, íå ïðåâîñõîäÿùèå d∆d+1(A′). Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ,
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÷òî ìíîæåñòâî M îáëàäàåò ñâîéñòâîì ðàçäåëåííîñòè è |M | = |V (PI)|. Ìíî-
æåñòâî M óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèÿì ëåììû 1, è, ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî |V (PI)| ≤ dlog2(2 + d∆d+1(A′))em−1.

Ïðè ïîëó÷åíèè íåðàâåíñòâà íå èñïîëüçîâàëñÿ òîò ôàêò, ÷òî àôôèííàÿ ðàç-
ìåðíîñòü ìíîæåñòâà M ðàâíà d. Ñëåäîâàòåëüíî, ñòåïåíü ëîãàðèôìà â îöåíêå
ìîæíî ïîíèçèòü. Âîçìîæíîñòü ïîíèæåíèÿ ñòåïåíè â îöåíêå ïîêàçûâàåò ñëåäó-
þùèé êîìáèíàòîðíûé ðåçóëüòàò [4] î êîëè÷åñòâå òî÷åê ìíîæåñòâà, ëåæàùåãî
íà ãèïåðïëîñêîñòè, è îáëàäàþùåãî ñâîéñòâîì ðàçäåëåííîñòè.

Ëåììà 2. Ïóñòü ìíîæåñòâî òî÷åê M îáëàäàåò ñâîéñòâîì ðàçäåëåííî-
ñòè è ëåæèò íà ãèïåðïëîñêîñòè ax = b (a ≥ 0). Åñëè êîìïîíåíòû ëþáîé
òî÷êè M ïî íå ïðåâîñõîäÿò ω, òî |M | ≤ ddlog2 de dlog2(2 + ω)ed−2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ x ∈ M íàéäåì j, ïðè êîòîðîì ajxj = maxdi=1 aixi.
Èç âûáîðà j, ðàâåíñòâà ax = b è íåîòðèöàòåëüíîñòè êîìïîíåíò âåêòîðîâ x è a
ñëåäóåò dajxj ≥ b ≥ ajxj . Èç ïîëó÷åííûõ íåðàâåíñòâ âûâîäèì d b

daj
e ≤ xj ≤ b baj

c.
Äëÿ j ∈ {1, . . . , d} îïðåäåëèì ìíîæåñòâî

M(j) = {x ∈M | d b

daj
e ≤ xj ≤ b b

aj
c}.

Î÷åâèäíî, |M | ≤
∑d
j=1 |M(j)|. ÌíîæåñòâîM(j) îáëàäàåò ñâîéñòâîì ðàçäåëåí-

íîñòè, êàê ïîäìíîæåñòâî M .
Îöåíèì êîëè÷åñòâî ýëåìåíòîâ M(j), èñïîëüçóÿ ëåììó 1, ïåðåíóìåðîâàâ

ïðåäâàðèòåëüíî êîìïîíåíòû òàê, ÷òîáû j-ÿ êîìïîíåíòà ñòàëà ïåðâîé. Ïî-

ñêîëüêó
2+b b

aj
c

1+d b
daj

e ≤ d, òî |M(j)| ≤ dlog2 de dlog2(2 + ω)ed−2, è, çíà÷èò, âûïîëíÿ-

åòñÿ íåðàâåíñòâî |M | ≤ ddlog2 de dlog2(2 +ω)ed−2, ÷òî è òðåáîâàëîñü äîêàçàòü.

Â [5] ïðåäëîæåí ñïîñîá îòîáðàæåíèÿ ìíîæåñòâà âåðøèí PI â ìíîæåñòâà
ðàçìåðíîñòè d, îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì ðàçäåëåííîñòè. Ãëàâíàÿ èäåÿ ýòîãî ñïî-
ñîáà, ïðèìåíèòåëüíî ê îãðàíè÷åííîìó ïîëèýäðó P , ñîñòîèò â ïîêðûòèè P ñèì-
ïëåêñàìè. Â îáùåì ñëó÷àå, ïîëèýäð P ïðåäñòàâèì êàê ñå÷åíèå â d+1-ìåðíîì
ïðîñòðàíñòâå êîíóñà K = {x ∈ Rd+1|A′x ≤ 0} ãèïåðïëîñêîñòüþ xd+1 = 1.

Êîíóñ, íàòÿíóòûé íà ëèíåéíî íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó âåêòîðîâ, íàçîâåì ìè-
íèýäðàëüíûì. Ïîêðîåì êîíóñ K ìèíèýäðàëüíûìè êîíóñàìè. Ñå÷åíèÿ ìèíè-
ýäðàëüíûõ êîíóñîâ ãèïåðïëîñêîñòüþ xd+1 = 1 îáðàçóþò ïîêðûòèå ïîëèýäðà
P .

Ïóñòü H � êâàäðàòíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà d. Îáîçíà÷èì
÷åðåç S(H) ïåðåñå÷åíèå ìèíèýäðàëüíîãî êîíóñà, íàòÿíóòîãî íà ñòîëáöû H,
ñ ãèïåðïëîñêîñòüþ xd = 1.

Ëåììà 3. Ïóñòü H ∈ Zd×d, detH 6= 0, è ýëåìåíòû ïîñëåäíåé ñòðîêè
ìàòèöû H ñóòü íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Òîãäà ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî
V (S(H)I) ≤ ddlog2 de dlog2(2 + |det H|)ed−2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü J � ìíîæåñòâî íîìåðîâ ñòîëáöîâ ìàòðèöû H ñ
íóëåâîé ïîñëåäíåé êîìïîíåíòîé. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî âûïîëíÿåòñÿ ðà-
âåíñòâî V (S(H)) = { 1

hdj
H∗{j}| j ∈ J̄} è êîíóñ ðåöåññèâíûõ íàïðàâëåíèé S(H)

îáðàçîâàí ñòîëáöàìè ìàòðèöû H ñ íîìåðàìè èç J . Ïóñòü v � âåðøèíà S(H)I .
Ïîñêîëüêó v ∈ S(H), òî íàéäóòñÿ òàêèå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà β1, . . . , βd,
÷òî v =

∑
j∈J̄

βj

hjd
H∗{j} +

∑
j∈J βjH∗{j} è

∑
j∈J̄ βj = 1. Ïðè j ∈ J âûïîëíåíî

íåðàâåíñòâî βj < 1, ò. ê. èíà÷å, òî÷êè v ± H∗{j} ∈ S(H)I , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò
âûáîðó v. Êîìïîíåíòû âåêòîðà H−1v ðàâíû ëèáî βj , ïðè j ∈ J , ëèáî βj

hdj
,

ïðè j ∈ J̄ . Â ëþáîì èç ýòèõ ñëó÷àåâ êîìïîíåíòû H−1v ñóòü íåîòðèöàòåëüíûå
÷èñëà íå ïðåâîñõîäÿùèå 1.

Ïîëîæèì M = {|detH| ·H−1x |x ∈ V (S(H)I)}. Ìíîæåñòâî M îáðàçîâàíî
òî÷êàìè ñ öåëûìè (ò. ê. |detH| ·H−1 ∈ Zd×d) íå îòðèöàòåëüíûìè êîìïîíåí-
òàìè, íå ïðåâîñõîäÿùèìè |detH|. Ìíîæåñòâî òî÷åê M îáëàäàåò ñâîéñòâîì
ðàçäåëåííîñòè è ëåæèò íà ãèïåðïëîñêîñòè

∑d
j=1 hdjxj = |detA|. Âîñïîëüçî-

âàâøèñü äëÿ îöåíêè |M | ëåììîé 2, ïîëó÷èì òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî.

Çàäà÷à ïîêðûòèÿ îñòðîãî êîíóñà K = {x ∈ Rd+1|A′x ≤ 0} ìèíèýä-
ðàëüíûìè êîíóñàìè ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å ïîêðûòèÿ ïîëèòîïà ñèìïëåêñàìè. Ïî-
ëîæèì h ∈ Rd+1 ðàâíûì ñóììå ñòðîê ìàòðèöû A′ è ðàññìîòðèì ïîëèýäð
P ′ = {x ∈ K |hx = −1}. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÷òî ïîëèýäð P ′ îãðàíè÷åí, è,
ñëåäîâàòåëüíî, ÿâëÿåòñÿ ïîëèòîïîì. Êàæäîìó ñèìïëåêñó S èç ïîêðûòèÿ ïî-
ëèòîïà P ′ ñîïîñòàâèì ìèíèýäðàëüíûé êîíóñ C, ÿâëÿþùèéñÿ êîíè÷åñêîé îáî-
ëî÷êîé âåðøèí S. Î÷åâèäíî, ÷òî ñîâîêóïíîñòü âñåõ ìèíèýäðàëüíûõ êîíóñîâ,
ñîîòâåòñòâóþùèõ ñèìïëåêñàì èç ïîêðûòèÿ P ′, îáðàçóåò ïîêðûòèå êîíóñà K.

Íå íàðóøàÿ îáùíîñòè ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïîëèýäðû P è P ′ èìåþò ðàçìåð-
íîñòü d. Ïóñòü v � âåðøèíà P ′, à F � ìíîæåñòâî ãðàíåé ðàçìåðíîñòè d − 1
ïîëèòîïà P ′ íå ñîäåðæàùèõ v. ×åðåç òî÷êó ïîëèòîïà P ′ ïðîõîäèò îòðåçîê,
ñîåäèíÿþùèé v ñ íåêîòîðîé òî÷êîé ãðàíè f ∈ F . Òî åñòü, ïîëèòîï P ′ ïîêðû-
âàåòñÿ ïèðàìèäàìè conv(v ∪ f), ãäå f ∈ F . Çàäà÷à ïîêðûòèÿ ñèìïëåêñàìè
ïèðàìèäû ñâîäèòñÿ ê ïîêðûòèþ ñèìïëåêñàìè ãðàíè. Äåéñòâèòåëüíî, ïîêðûâ
ãðàíü f ñèìïëåêñàìè, è äîáàâèâ ê êàæäîìó ñèìïëåêñó âåðøèíó v, ïîëó÷èì
ïîêðûòèå ñèìïëåêñàìè ïèðàìèäû. Òàêèì îáðàçîì, çàäà÷à ïîêðûòèÿ ñèìïëåê-
ñàìè ïîëèòîïà P ′ ñâåëàñü ê àíàëîãè÷íûì çàäà÷àì ìåíüøåé ðàçìåðíîñòè. Ïðè
ïîêðûòèè ñèìïëåêñàìè ãðàíè f â êà÷åñòâå v âûáåðåì ëåêñèêîãðàôè÷åñêè íàè-
ìåíüøóþ âåðøèíó, ïðèíàäëåæàùóþ f (ïîëèýäð P ′ ñ÷èòàåì ñîáñòâåííîé ãðà-
íüþ ðàçìåðíîñòè d).

Ðàññìîòðèì ñèìïëåêñ S ñ âåðøèíàìè v0, . . . , vd èç ïîêðûòèÿ P ′, ïîñòðî-
åííîãî îïèñàííûì âûøå ñïîñîáîì. Ïî ïîñòðîåíèþ, âåðøèíû vd−i, . . . , vd, ãäå
i = 0, . . . , d, ëåæàò íà i ìåðíîé ãðàíè gi ïîëèòîïà P ′, ïðè÷åì, ñïðàâåäëèâî
âêëþ÷åíèå gi ⊂ gi+1, ïðè i = 1, . . . , d− 1. Ïîñëåäíåå âêëþ÷åíèå îçíà÷àåò, ÷òî
ãðàíü gi ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïåðåñå÷åíèÿ gi+1 ñ d − 1 ìåðíîé ãðàíüþ fi
ïîëèòîïà P ′. Òåì ñàìûì, ñèìïëåêñó S ïîñòàâëåíà â ñîîòâåòñòâèå ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü d−1 ìåðíûõ ãðàíåé f1, . . . , fd. Äàííîå ñîîòâåòñòâèå èíúåêòèâíî, òàê
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êàê âåðøèíà vi ñèìïëåêñà S ÿâëÿåòñÿ ëåêñèêîãðàôè÷åñêè ìèíèìàëüíîé ñðåäè
âåðøèí ãðàíè ∩ij=1fj . Îòìåòèì ïîëåçíûé â äàëüíåéøåì ôàêò, ÷òî âåðøèíà vi
ïðèíàäëåæèò ãðàíÿì f1, . . . , fi−1.

Ïîëèòîï ðàçìåðíîñòè d íàçûâàåòñÿ ïðîñòûì, åñëè â êàæäîé åãî âåðøèíå
ïåðåñåêàåòñÿ ðîâíî d ãðàíåé ðàçìåðíîñòè d − 1. Åñëè ïîëèòîï P ′ � ïðîñòîé,
òî êîëè÷åñòâî ñèìïëåêñîâ â åãî ïîêðûòèè íå áîëüøå d!|V (P )|. Äåéñòâèòåëüíî,
ñèìïëåêñ èç ïîêðûòèÿ îïðåäåëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ d − 1 ìåðíûõ ãðà-
íåé f1, . . . , fd, ïðè÷åì âñå ãðàíè ïåðåñåêàþòñÿ â îäíîé âåðøèíå. Êîëè÷åñòâî
ðàçëè÷íûõ òàêèõ íàáîðîâ ãðàíåé (ñ òî÷íîñòüþ äî ïåðåñòàíîâîê) ñîâïàäàåò
ñ ÷èñëîì âåðøèí P ′. Ïîñêîëüêó êîëè÷åñòâî ãèïåðãðàíåé ïîëèòîïà P ′ íå ïðå-
âîñõîäèò m+1, òî ÷èñëî âåðøèí P ′ íå ïðåâîñõîäèò ξ(d,m+1). Òàêèì îáðàçîì,
êîëè÷åñòâî ñèìïëåêñîâ â ïîêðûòèè P ′ íå áîëüøå d!ξ(d,m + 1). Åñëè ïîëè-
òîï P ′ íå ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì, òî â ñïðàâåäëèâîñòè ïîñëåäíåé âåðõíåé îöåíêè
êîëè÷åñòâà ñèìïëåêñîâ â ïîêðûòèè ëåãêî óáåäèòüñÿ, ïðåäñòàâèâ ïîëèòîï P ′

êàê ïðåäåë ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïðîñòûõ ïîëèòîïîâ, ïîëó÷åííûõ èç P ′ ìàëûì
ñäâèãîì ãèïåðãðàíåé.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé îöåíêè êîëè÷åñòâà âåðøèí PI îñòàëîñü îöåíèòü
îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû H ∈ Z(d+1)×(d+1), ñòîëáöû êîòîðîé îáðàçîâàíû ðåá-
ðàìè ìèíèýäðàëüíîãî êîíóñà C èç ïîêðûòèÿ K. Ïîñêîëüêó ðåáðî h êîíóñà
C ÿâëÿåòñÿ ðåáðîì K, òî íàéäåòñÿ òàêîå d-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî J íîìåðîâ
ñòðîê ìàòðèöû A′, ÷òî rg A′

J∗ = d è A′
J∗h = 0. Âåêòîð, i-ÿ êîìïîíåíòà êîòî-

ðîãî ðàâíà (−1)idetA′
J ¯{i} ïðè i = 1, . . . , d+ 1, ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà

ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé A′
J∗x = 0, è, ñëåäîâàòåëü-

íî, ìîæíî ñ÷èòàòü ñ òî÷íîñòüþ äî çíàêà h ðàâíûì ýòîìó âåêòîðó. Ïðè òàêîì
âûáîðå h ñïðàâåäëèâî |A′

k∗h| = |detA′
J∪{k}| ≤ ∆d+1(A′).

Èç ñïîñîáà ïîñòðîåíèÿ ïîêðûòèÿ êîíóñà K âûòåêàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ìè-
íèýäðàëüíîãî êîíóñà C èç ïîêðûòèÿ K íàéäåòñÿ òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
d-ìåðíûõ ãðàíåé f1, . . . , fd êîíóñà K, ÷òî ðåáðî H∗{i} ïðèíàäëåæèò ãðàíÿì
f1, . . . , fi−1. Âîçüìåì â êà÷åñòâå fd+1 ãðàíü K, íå ñîäåðæàùóþ ðåáðî H∗{d+1}.
Ïóñòü I � ìíîæåñòâî íîìåðîâ ñòðîê ìàòðèöû A′, ñîîòâåòñòâóþùèõ ãðàíÿì
f1, . . . , fd+1. Ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö AI∗H � òðåóãîëüíàÿ ìàòðèöà, íà ãëàâ-
íîé äèàãîíàëè êîòîðîé ñòîÿò ïîëîæèòåëüíûå öåëûå ÷èñëà, íå ïðåâîñõîäÿ-
ùèå ∆d+1(A′). Ñëåäîâàòåëüíî, |det AI∗H| ≤ ∆d+1(A′)d+1. Ïîñêîëüêó îïðå-
äåëèòåëü ìàòðèöû AI∗ � öåëîå íåíóëåâîå ÷èñëî, òî |det H| ≤ ∆d+1(A′)d+1.
Ýëåìåíòû ïîñëåäíåé ñòðîêè ìàòðèöû H � íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà (ò. ê. ïðè
çàäàíèè K èñïîëüçóåòñÿ íåðàâåíñòâî xd+1 ≥ 0). Ìàòðèöà H óäîâëåòâîðÿåò
óñëîâèÿì ëåììû 3, ñëåäîâàòåëüíî,

V (S(H)I) ≤ (d+ 1)dlog2(d+ 1)e dlog2(2 + ∆d+1(A′)d+1)ed−1.

Ïîñêîëüêó ïîëèýäðû S(H) (îáùèì êîëè÷åñòâîì íå áîëåå d!ξ(d,m + 1)) îáðà-
çóþò ïîêðûòèå P , òî òåì ñàìûì äîêàçàíà

Òåîðåìà 1 [6]. Ïóñòü P = {x |Ax ≤ b}, ãäå A ∈ Zm×d, b ∈ Zm. Òîãäà
|V (PI)| ≤ (d+ 1)!dlog2(d+ 1)e ξ(d,m+ 1)dlog2(2 + ∆d+1(A′)d+1)ed−1.
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Ìàêñèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè ïîëèýäðà P íàçîâåì äèàìåòðîì
ïîëèýäðà è îáîçíà÷èì ÷åðåç d(P ). Ïîëó÷èì âåðõíèå îöåíêè ÷èñëà âåðøèí ïî-
ëèýäðà â çàâèñèìîñòè îò åãî äèàìåòðà. Äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé îöåíêè ÷èñëà
âåðøèí âûïóêëîé îáîëî÷êè ïåðåñå÷åíèÿ ïîëèýäðà ñ öåëî÷èñëåííîé ðåøåòêîé,
çàâèñÿùåé îò äèàìåòðà ïîëèòîïà, ïîòðåáóåòñÿ ëåììà îá àïïðîêñèìàöèè íåðà-
âåíñòâ.

Ëåììà 4. Ïóñòü a ∈ Rd, β ∈ R è α ∈ R+. Òîãäà íàéäóòñÿ âåêòîð c ∈ Zd
è ÷èñëî γ ∈ Z, òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîãî âåêòîðà x ñ öåëûìè êîìïîíåíòàìè,
ïî ìîäóëþ íå ïðåâîñõîäÿùèìè α,âûïîëíåíû ëèáî íåðàâåíñòâà ax ≤ β, cx ≤ γ,
ëèáî ax > β, cx > γ. Ïðè ýòîì |c| ≤ (d+ 1)d

d
2αd è |γ| ≤ (d+ 1)d

d
2αd.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

M1 = {(−x, 1) ∈ Zd+1| ax ≤ β, |xi| ≤ α, ãäå i = 1, . . . , d},
M2 = {(x,−1) ∈ Zd+1| ax > β, |xi| ≤ α, ãäå i = 1, . . . , d}.

Ïîñòðîèì êîíóñK ⊂ Rd+1, çàäàííûé ñèñòåìîé íåðàâåíñòâ xy ≥ 0, ïðè x ∈M1,
è xy > 0, ïðè x ∈ M2. Êîíóñ K íå ïóñò, òàê êàê ñîäåðæèò âåêòîð (a, β)T .
Çàìûêàíèå êîíóñà K îáîçíà÷èì ÷åðåç K̄. Î÷åâèäíî, ÷òî êîíóñ K̄ � îñòðûé
ïðè α ≥ 1.

Äëÿ ðåáðà g êîíóñà K̄ íàéäåòñÿ d ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ íåðàâåíñòâ, îáðà-
ùàþùèõñÿ íà ýòîì ðåáðå â ðàâåíñòâî. Òî åñòü, íàéäóòñÿ òàêèå òî÷êè x1, . . . , xd
èç M1 ∪M2, ÷òî gxi = 0, ãäå i = 1, ..., d. Ïîñêîëüêó âåêòîð g îáðàçóåò ôóíäà-
ìåíòàëüíóþ ñèñòåìó ðåøåíèé ñèñòåìû ëèíåéíûõ îäíîðîäíûõ óðàâíåíèé ñ öå-
ëûìè êîýôôèöèåíòàìè, íå ïðåâîñõîäÿùèìè ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå α, òî
ìîæíî ñ÷èòàòü êîìïîíåíòû g öåëûìè ÷èñëàìè, ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå
ïðåâîñõîäÿùèìè d

d
2αd (âåðõíÿÿ îöåíêà ìèíîðà ïîðÿäêà d ìàòðèöû, ñîñòàâ-

ëåííîé èç êîýôôèöèåíòîâ íåðàâåíñòâ). Âåêòîð (a, β)T ïðåäñòàâèì â âèäå êî-
íè÷åñêîé êîìáèíàöèè d+1 ðåáåð g1, . . . , gd+1 êîíóñà K̄. Ïîëîæèì c′ =

∑d+1
i=1 gi

è γ = c′d+1, c = (c′1, . . . , c
′
d). Î÷åâèäíî, ÷òî c

′ ∈ K, à çíà÷èò, âåêòîð c è ÷èñëî
γ óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèÿì ëåììû.

Ïóñòü P = {x |Ax ≤ b}, ãäå A ∈ Rm×d, b ∈ Rm, è ïîëèýäð P îãðàíè÷åí.
Ïîëó÷èì âåðõíèå îöåíêè ÷èñëà âåðøèí âûïóêëîé îáîëî÷êè PI â çàâèñèìî-
ñòè îò äèàìåòðà ïîëèýäðà. Ïóñòü y ∈ P ∩ Zd. Çàìåíèì êàæäîå íåðàâåíñòâî
ñèñòåìû Ax ≤ b−Ay íà èõ àïïðîêñèìàöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì ëåì-
ìû 4. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó íåðàâåíñòâ Fx ≤ g ñ öåëî÷èñëåííûìè
êîýôôèöèåíòàìè, ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå íå ïðåâîñõîäÿùèìè (d+1)d

d
2 d(P )d.

Ðàññìîòðèì ïîëèýäð P ′ = {x |Fx ≤ g, |xi| ≤ d(P ), ãäå i = 1, ..., d}. Ïî ïîñòðî-
åíèþ y + {P ′ ∩ Zd} = P ∩ Zd, è, ñëåäîâàòåëüíî, |V (P ′

I)| = |V (PI)|. Ïîëî-

æèì F ′ =
(
F −g
0 −1

)
. Íåòðóäíî óáåäèòüñÿ â ñïðàâåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà
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∆d+1(F ′) ≤ (d+ 1)
(d+2)2

2 d(P )d
2+d. Èç òåîðåìû 1 âûâîäèì

|V (PI)| ≤ (d+1)!dlog2(d+1)e ξ(d,m+2d+1)dlog2(2+(d+1)
(d+2)3

2 d(P )d(d+1)2)ed−1.

Ïðè ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè d, ïîëó÷åííàÿ îöåíêà èìååò âèä ïîëèíîìà
ñî ñòàðøèì ÷ëåíîì md/2 logd−1

2 d(P ).

2. Äîñòèæèìîñòü âåðõíèõ îöåíîê

Ïîëîæèì c ∈ Zd, Ec =


c1 c2 . . . cd
0 1 . . . 0

. . .
0 0 · · · 1

, e = (1, 0, . . . , 0)T . Ïóñòü

P = {x |Ax ≤ b} � ïðîñòîé ïîëèòîï, A ∈ Zm×d, b ∈ Zm, rgA = d ≤ m.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç P (c, α) ïîëèòîï, ïîëó÷àþùèéñÿ èç P àôôèííûì ïðåîáðàçî-
âàíèåì x = 1

2dδ∆d(A)2 (Ecy + αe). Íåòðóäíî ïîëó÷èòü ÿâíîå îïèñàíèå P (c, α)
êàê ìíîæåñòâà ðåøåíèé ñèñòåìû íåðàâåíñòâ AEcy ≤ 2dδ∆d(A)2b− αA∗1. Ïî-
ëîæèì b′ = 2dδ∆d(A)2b − αA∗1. Ñåìåéñòâî ïîëèòîïîâ P (c, α), ãäå 0 ≤ α < δ,
α ∈ Z, è c ∈ Zd, c1 = δ è 0 ≤ ci < δ ïðè i ≥ 2, îáîçíà÷èì ÷åðåç KP,δ. Ñðåäíèì
÷èñëîì âåðøèí íàçîâåì âåëè÷èíó σ(P, δ) = 1

|KP,δ|
∑
T∈KP,δ

|V (TI)|.
Ñ êàæäîé âåðøèíîé w ïîëèòîïà P ñâÿçàí "óãëîâîé" ïîëèýäð Pw, îáðàçî-

âàííûé íåðàâåíñòâàìè, êîòîðûå îáðàùàþòñÿ â ðàâåíñòâà â òî÷êå w. Ìíîæå-
ñòâî íîìåðîâ ýòèõ íåðàâåíñòâ îáîçíà÷èì ÷åðåç Jw (Pw = {x |AJw∗x ≤ bJw

}).
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ïîëèýäðà P (c, α) ∈ KP,δ èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

V (P (c, α)I) = ∪w∈V (P )V (Pw(c, α)I).

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü x � âåðøèíà Pw(c, α)I . Ïîëîæèì y = b′Jw
− AJw∗Ecx.

Ïîëèýäð Pw(c, α)I (â ñèëó ïðîñòîòû P ) ÿâëÿåòñÿ ìíîãîãðàííèêîì çàäà÷è
ãðóïïîâîé ìèíèìèçàöèè, è, ñëåäîâàòåëüíî, êîìïîíåíòû y íå ïðåâîñõîäÿò
|detAJwEc| = δ|detAJw |. Ïîêàæåì, ÷òî x ∈ P (c, α). Íåðàâåíñòâà ñ íîìå-
ðàìè èç Jw çàâåäîìî âûïîëíÿþòñÿ. Ïóñòü j /∈ Jw. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
b′j − Aj∗Ecx = b′j − Aj∗A

−1
Jw∗(b

′
Jw

− y). Êîìïîíåíòû âåêòîðà aj∗A
−1
Jw
y íå ïðå-

âîñõîäÿò dδ∆d(A) è b′j − Aj∗A
−1
Jw
b′Jw

= 2dδ∆d(A)2(bj − Aj∗w). Èç ïðîñòîòû
ïîëèýäðà P è óñëîâèÿ j /∈ Jw âûòåêàåò íåðàâåíñòâî bj − Aj∗w ≥ (∆d(A))−1.
Òàêèì îáðàçîì, b′j −Aj∗Ecx > dδ∆d(A) > 0, è âêëþ÷åíèå x ∈ P (c, α) óñòàíîâ-
ëåíî. Ïîñêîëüêó x � âåðøèíà Pw(c, α)I è x ∈ P (c, α), òî x � âåðøèíà P (c, α)I .
Òåì ñàìûì äîêàçàíî âêëþ÷åíèå ∪w∈V (P )V (Pw(c, α)I) ⊆ V (P (c, α)I).

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ ðàññìîòðèì âåðøèíó x ïîëèýä-
ðà P (c, α)I . Íàéäåòñÿ u ∈ Rd, ÷òî u>x > u>y ïðè âñåõ y 6= x, y ∈ P (c, α) ∩ Zd.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç w′ âåðøèíó P (c, α), â êîòîðîé äîñòèãàåòñÿ ìàêñèìóì ëèíåé-
íîé ôîðìû u>x. Ïîëîæèì w = (2dδ∆d(A)2)−1(Ecw′ + αe). Òî÷êà w ÿâëÿåòñÿ
âåðøèíîé P è x ∈ Pw(c, α). Åñëè x íå ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé Pw(c, α)I , òî íàé-
äåòñÿ âåðøèíà z ïîëèýäðà Pw(c, α)I , ÷òî u>z ≥ u>x. Ïî äîêàçàííîìó ðàíåå, z
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ÿâëÿåòñÿ âåðøèíîé P (c, α)I , ÷òî ïðîòèâîðå÷èò âûáîðó u. Ñëåäîâàòåëüíî x �
âåðøèíà âûïóêëîé îáîëî÷êè òî÷åê Pw(c, α)I è ðàâåíñòâî äîêàçàíî.

Èç ïðîâåäåííûõ ðàññóæäåíèé ñëåäóåò, ÷òî äëÿ ëþáîé âåðøèíû x ïîëèýäðà
P (c, α)I íàéäåòñÿ ðîâíî d íîìåðîâ íåðàâåíñòâ, b′j−aj∗Ecx < dδ∆d(A). Ïðè÷åì
îáðàòèâ ýòè íåðàâåíñòâà â ðàâåíñòâà, ïîëó÷èì âåðøèíó P (c, α). Ñëåäîâàòåëü-
íî, âñå ÷ëåíû â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà ïîïàðíî íå ïåðåñåêàþòñÿ, è çíà÷èò,
σ(P, δ) =

∑
w∈V (P ) σ(Pw, δ).

Ïóñòü M = {b′Jw
− AJw∗Ecx |x ∈ Pw(c, α)I}, Λ � ðåøåòêà, ïîðîæäåííàÿ

ñòîëáöàìè ìàòðèöû AJw∗. Ôîðìóëà y = b′Jw
− AJw∗Ecx óñòàíàâëèâàåò âçà-

èìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó âåðøèíàìè Pw(c, α)I è M . Îòíîñè-
òåëüíî ðåøåòêè Λ ìíîæåñòâî òî÷åê Zd ðàçáèâàåòñÿ íà |detAJw∗| ñìåæíûõ
êëàññîâ Λx = x + Λ. Åñëè p ∈ M , òî p ∈ Λb′Jw

. Îáðàòíî, åñëè p ∈ Λb′Jw
,

òî íàéäåòñÿ δd−1 íàáîðîâ c, α, ïðè êîòîðûõ p ∈ M . Åñëè p ∈ Λb′Jw
è ñèñòå-

ìà íåðàâåíñòâ −p ≤ AJw∗Ecx ≤ (d − 1)p íå èìååò öåëî÷èñëåííîãî ðåøåíèÿ,
îòëè÷íîãî îò íóëåâîãî, òî p ∈ V (M). Êîëè÷åñòâî âåêòîðîâ f ∈ Zd, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèÿì −p ≤ f ≤ (d − 1)p è f ∈ Λx, îáîçíà÷èì ÷åðåç hx(p).
Äëÿ êàæäîãî f , óäîâëåòâîðÿþùåãî −p ≤ f ≤ (d − 1)p è f ∈ Λ, êîëè÷å-
ñòâî íàáîðîâ c, ïðè êîòîðûõ ñîâìåñòíà â öåëûõ ÷èñëàõ ñèñòåìà óðàâíåíèé
f = AJw∗Ecx, ðàâíî êîëè÷åñòâó ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ c2u2 + . . .+ cdud = u1(δ),
ãäå f = AJw∗u. Ïóñòü δ � ïðîñòîå ÷èñëî è δ > |detAJw∗|. Òîãäà êîëè÷å-
ñòâî ðåøåíèé ñðàâíåíèÿ c2u2 + . . .+ cdud = u1(δ) ðàâíî δd−2. Ñëåäîâàòåëüíî,
p ∈ V (M), íå ìåíåå ÷åì ïðè δd−2(δ − h0(p)) íàáîðàõ c, α. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Hz ìíîæåñòâî òî÷åê {p ∈ Zd | p ≥ 0, p ∈ Λz, h0(p) ≤ δ/2}. Ñïðàâåäëèâî
íåðàâåíñòâî σ(Pw, δ) ≥ 1

2δ |Hb′Jw
|.

Â êàæäîì ñìåæíîì êëàññå Λz íàéäåòñÿ âåêòîð x, óäîâëåòâîðÿþùèé íåðà-
âåíñòâàì 0 ≤ x ≤ | detAJw∗|1. Ïîëîæèì H ′

z = {x ∈ Hz |x ≥ ∆d(A)1}
è U = {p | p ≥ ∆d(A)1, h0(p) ≤ δ/2}. Ïóñòü âåêòîð y ∈ Zd óäîâëåòâîðÿåò íåðà-
âåíñòâàì 0 ≤ y ≤ ∆d(A)1. Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî x ∈ H ′

z âåêòîð x−y èìååò íåîò-
ðèöàòåëüíûå êîìïîíåíòû, ïðèíàäëåæèò Λz−y è h0(x − y) ≤ h0(x). Ñëåäîâà-
òåëüíî, óñòàíîâëåíî âêëþ÷åíèå H ′

z ⊆ y+Hz−y. Äëÿ âåêòîðîâ x, z ∈ Zd íàéäåò-
ñÿ âåêòîð y ∈ Zd, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì 0 ≤ y ≤ ∆d(A)1 è x− z− y ∈ Λ,
è, çíà÷èò, âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå H ′

x ⊆ y+Hz. Äàëåå, U ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå
îáúåäèíåíèÿ H ′

x ïî âñåì ñìåæíûì êëàññàì Λ è, çíà÷èò, |U | ≤ |detAJw∗||Hz|.
Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî íåðàâåíñòâî σ(Pw, δ) ≥ 1

2δ| detAJw | |U |.
Ïóñòü z óäîâëåòâîðÿåò íåðàâåíñòâàì 0 ≤ z ≤ ∆d(A)1. Òîãäà äëÿ p ≥ ∆d(A)1

ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ h0(p − ∆d(A)1) ≤ h0(p − z) ≤ hz(p). Ñóììèðóÿ
ýòè íåðàâåíñòâà ïî âñåì ñìåæíûì êëàññàì îòíîñèòåëüíî Λ, ïîëó÷èì íåðà-
âåíñòâî |detAJw∗|h0(p − ∆d(A)1) ≤

∏d
i=1(1 + dpi), èç êîòîðîãî âûòåêàåò

h0(p) ≤ 1
| detAJw∗|

∏d
i=1(1 + dpi + d∆d(A)). Ïîëîæèì

U ′ = {p | p ≥ ∆d(A)1,
d∏
i=1

(1 + dpi + d∆d(A)) ≤ δ|detAJw ∗ |/2}.
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Î÷åâèäíî, U ′ ⊆ U , è, çíà÷èò, σ(Pw, δ) ≥ 1
2δ| detAJw∗| |U

′|.
ÏîëîæèìD = {x |x ≥ ∆d(A)1,

∏d
i=1(1+dxi+d∆d(A)+d) ≤ δ|detAJw∗|/2}.

Äëÿ ëþáîãî x ∈ D∩Zd òî÷êè êóáà {y |x ≤ y ≤ x+1} ïðèíàäëåæàò U ′, ñëåäîâà-

òåëüíî, |U ′| ≥
∫
· · ·

∫
D
∂x. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ωd(t) ìíîãî÷ëåí

∑d
i=1

(−1)i+1td−i

(d−i)! .
Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∫

· · ·
∫
D

∂x =
δ|detAJw∗|

2dd
ωd(ln δ|detAJw∗|(1 + d+ d∆d(A))−d),

èç êîòîðîãî âûâîäèì σ(Pw, δ) ≥ 0, 25d−dωd(ln(δ(1+d+d∆d(A))−d)). Òåì ñàìûì
óñòàíîâëåíî íåðàâåíñòâî

σ(P, δ) ≥ 0, 25d−d|F0(P )|ωd(ln(δ(1 + d+ d∆d(A))−d)).

Ïîëîæèì aij = mij −
∑m
k=1 k

j , bi = m, ãäå i = 1, 2, . . . ,m, j = 1, . . . , d. Ïî-
ëèòîï C = {x |Ax ≤ b} ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì ê öèêëè÷åñêîìó ïîëèòîïó,
è, çíà÷èò, ÿâëÿåòñÿ ïðîñòûì. ×èñëî âåðøèí ïîëèòîïà C ðàâíî ξ(d,m). Äà-
ëåå, ýëåìåíò i-ãî ñòîëáöà ìàòðèöû A íå ïðåâîñõîäèò ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå
mi+1, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî íåðàâåíñòâó Àäàìàðà ∆d(A) ≤ dd/2md(d+3)/2. Òåì
ñàìûì óñòàíîâëåíî íåðàâåíñòâî

σ(C, δ) ≥ 0, 25d−dξ(d,m)ωd(ln δ − d2(d+ 3) ln(dm)).

Ïðè ôèêñèðîâàííîé ðàçìåðíîñòè d è äîñòàòî÷íî áîëüøîì çíà÷åíèè δ, ïðàâàÿ
÷àñòü íåðàâåíñòâà îãðàíè÷åíà ïîëèíîìîì îò ln δ è m, ñòàðøèé ÷ëåí êîòîðîãî
ðàâåí mdd/2e lnd−1 δ.
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