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0.1 Ââåäåíèå
Â íàñòîÿùåé êíèãå èçó÷àþòñÿ ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ è ñâîéñòâà êîäîâ, êîððåêòèðóþùèõ
îøèáêè. Îíà ïðåäíàçíà÷åíà äëÿ ìàòåìàòèêîâ è ñïåöèàëèñòîâ ïî èíôîðìàöèîííûì òåõ-
íîëîãèÿì, èìåþùèõ íåêîòîðóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ïîäãîòîâêó, êîòîðûå õîòÿò äîñòàòî÷íî
ãëóáîêî èçó÷èòü îòäåëüíûå ðàçäåëû òåîðèè êîäèðîâàíèÿ è íåêîòîðûå åå ïðèëîæåíèÿ.
Âìåñòå ñ òåì íà÷àëüíûå ãëàâû êíèãè äàþò â äîñòàòî÷íî ýëåìåíòàðíîé ôîðìå ïîëíîå
ïðåäñòàâëåíèå îá îñíîâíûõ ïîíÿòèÿõ è ãëàâíûõ ðåçóëüòàòàõ â òåîðèè êîäîâ, êîððåêòèðó-
þùèõ îøèáêè. Ýòè ãëàâû ìîãóò áûòü ïîëîæåíû â îñíîâó óíèâåðñèòåòñêîãî êóðñà ëåêöèé
ïî òåîðèè êîäèðîâàíèÿ.

Â ïåðâîé ÷àñòè êíèãè äàíî ïîäðîáíîå èçëîæåíèå íåñêîëüêèõ òðàäèöèîííûõ è äàâíî
ñëîæèâøèõñÿ íàïðàâëåíèé êëàññè÷åñêîé òåîðèè êîäèðîâàíèÿ. Ê íèì îòíîñÿòñÿ ëèíåéíûå
è öèêëè÷åñêèå êîäû, îöåíêè îáúåìà êîäà, äåêîäèðîâàíèå íåêîòîðûõ êîäîâ, îïèñàíèå èí-
òåðåñíûõ â òîì èëè èíîì ñìûñëå êëàññîâ êîäîâ è ìíîãîå äðóãîå. Õîòÿ ýòèì íàïðàâëåíèÿì
óæå ïîñâÿùåíî íåñêîëüêî î÷åíü õîðîøèõ ó÷åáíèêîâ è ìîíîãðàôèé, â íàñòîÿùåé êíèãå
íàéäåòñÿ äîñòàòî÷íî ìíîãî íîâûõ è èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ, íå âîøåäøèå â ýòè èçäàíèÿ.
Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ èçëîæåíèå äàæå õîðîøî èçâåñòíûõ ðåçóëüòàòîâ äàåòñÿ ñ íîâîé òî÷êè
çðåíèÿ, êîòîðàÿ, êàê ïîëàãàåò àâòîð, ðàñøèðèò êðóãîçîð ÷èòàòåëÿ.

Âòîðàÿ, áîëüøàÿ ÷àñòü êíèãè âêëþ÷àåò â ñåáÿ èçëîæåíèå ðåçóëüòàòîâ, êîòîðûå ñëàáî
èëè âîîáùå íå çàòðàãèâàëèñü â ó÷åáíîé è ìîíîãðàôè÷åñêîé ëèòåðàòóðå ïî òåîðèè êî-
äèðîâàíèÿ. Ê òàêèì íàïðàâëåíèÿì àâòîð îòíîñèò: äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Ðèäà-Ìàëëåðà è
îò÷àñòè êîäîâ Ðèäà-Ñîëîìîíà, âåñîâîé ñïåêòð ëèíåéíîãî êîäà, êâàíòîâûå è äèçúþíêòíûå
êîäû, ïðèëîæåíèÿ òåîðèè êîäèðîâàíèÿ ê êðèïòîãðàôèè òàêèå, êàê ñîâåðøåííàÿ ñåêðåò-
íîñòü â ïîëèëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé è ñòîéêîñòü íåêîòîðûõ èçâåñòíûõ
êîäîâûõ ñèñòåì îòêðûòîãî øèôðîâàíèÿ.

Êàê ïåðâàÿ òàê è îñîáåííî âòîðàÿ ÷àñòè âêëþ÷àåò â ñåáå äîñòàòî÷íî áîëüøîå ÷èñëî
îðèãèíàëüíûõ ðåçóëüòàòîâ àâòîðà.

Èçëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî äîñòóïíûì, íà ýòî àâòîð îáðàùàë îñîáîå âíèìàíèå.
Â òî æå âðåìÿ ÷èòàòåëþ äëÿ ïîíèìàíèÿ òåêñòà íåîáõîäèìî íåêîòîðûå ýëåìåíòàðíûå è
îáùåèçâåñòíûå çíàíèÿ èç àëãåáðû (ëèíåéíàÿ àëãåáðà, êîíå÷íûå ïîëÿ, ãðóïïû, êîëüöà,
ìíîãî÷ëåíû è ò.ï.), ãåîìåòðèè (ìåòðèêà, åâêëèäîâà ñôåðà è ), à òàêæå è íà÷àëüíûå çíà-
íèÿ ïî íåêîòîðûì äðóãèì ðàçäåëàì ìàòåìàòèêè â îáúåìå ïðèìåðíî äâóõ ïåðâûõ êóðñîâ
ìàòåìàòè÷åñêîãî ôàêóëüòåòà. Ïîíÿòèÿ áîëåå ñïåöèàëüíîãî ïëàíà âñåãäà èìåþò ïîäðîáíîå
îïðåäåëåíèå è îáúÿñíåíèå. Âìåñòå ñ òåì òåêñò íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ëåãêèì äëÿ ïîíè-
ìàíèÿ. Ýòî ïðåæäå âñåãî îòíîñèòñÿ ê ðàçäåëàì, â êîòîðûõ èçó÷àþòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûå
îáúåêòû.

Àâòîð â òå÷åíèè íåñêîëüêèõ ëåò ÷èòàë ëåêöèè ïî îòäåëüíûì ðàçäåëàì òåîðèè êîäè-
ðîâàíèÿ ñòóäåíòàì è àñïèðàíòàì Ìîñêîâñêîãî ãîñóäàðñòâåííîãî óíèâåðñèòåòà èì. Ì.Â.
Ëîìîíîñîâà.

Òðàäèöèîííî ê òåîðèè êîäèðîâàíèÿ îòíîñÿò âåñüìà øèðîêèé êðóã èññëåäîâàíèé, òÿ-
ãîòåþùèõ ê äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêå. Èç ýòîãî øèðîêîãî êðóãà òîëüêî âåñüìà ìàëàÿ ÷àñòü
îòðàæåíà â äàííîé êíèãå. Â ÷àñòíîñòè, íå ðàññìàòðèâàþòñÿ íåðàâíîìåðíûå, àëãåáðî-
ãåîìåòðè÷åñêèå, ñâåðòî÷íûå è íåêîòîðûå äðóãèå êîäû. Ïî âñåì óïîìÿíóòûì êîäàì èçäàíû
ïðåêðàñíûå ìîíîãðàôèè (ñì., íàïðèìåð, [78], [83]). Åñòåñòâåííî, àâòîð âî âòîðîé ïîëîâèíå
êíèãè ïèñàë òîëüêî î òåõ íàïðàâëåíèÿõ òåîðèè êîäèðîâàíèÿ, ê êîòîðûì îí èìååò íàèáîëü-
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øèé íàó÷íûé èíòåðåñ.
Êíèãà èìååò íå î÷åíü áîëüøîå ïåðåñå÷åíèå ñ èçâåñòíûìè àâòîðó êíèãàìè ïî òåîðèè

êîäèðîâàíèÿ. Äàæå ïðåêðàñíàÿ êíèãà ÌàêÂèëüÿìñ è Ñëîàí "Òåîðèÿ êîäîâ, èñïðàâëÿþùèõ
îøèáêè", [7] ñ î÷åíü áîëüøèì îõâàòîì ìàòåðèàëà ïåðåêðûâàåòñÿ ñ ñîäåðæàíèåì äàííîé
êíèãå òîëüêî â äîñòàòî÷íî íåáîëüøîé ñòåïåíè.

Ñëåäóåò îñîáî ñêàçàòü, ÷òî òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ èìååò ìíîæåñòâî ïðèëîæåíèé ê ïðàê-
òèêå, ïðè÷åì íå òîëüêî ê òåõíèêå ïåðåäà÷è èíôîðìàöèè ïî êàíàëàì ñâÿçè ñ øóìàìè.
Èìåþòñÿ ñàìûå íåîæèäàííûå ïðèëîæåíèÿ, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ òåîðèè êîäîâ ìîæíî
ïîñòðîèòü, òàê íàçûâàåìóþ, ïîëèëèíåéíóþ ñèñòåìó ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé, ñâîéñòâà êî-
òîðîé ñ îäíîé ñòîðîíû ïîõîæè íà ñâîéñòâà ñèñòåìû Äèôôè-Õåëëìàíà, à ñ äðóãîé îáåñïå-
÷èâàþò ñîâåðøåííóþ ñåêðåòíîñòü êëþ÷à, ÷òî íå ïðèñóùå ñèñòåìå Äèôôè-Õåëëìàíà. Îá
ýòîì ïîäðîáíî íàïèñàíî â ãëàâå 13.

Ïî ïðåäñòàâëåíèÿì àâòîðà, òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ îäíèì íåìíîãèõ èíêóáàòî-
ðîâ, â êîòîðîì âîçíèêàþò íîâûå ñîäåðæàòåëüíûå ìàòåìàòè÷åñêèå çàäà÷è â íåñêîëüêèõ
äîñòàòî÷íî àáñòðàêòíûõ íàïðàâëåíèÿõ ìàòåìàòèêè: àëãåáðû, òåîðèè ÷èñåë è ãåîìåòðèè.
Ê ïðèìåðó àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû, êîòîðûå áûëè îòêðûòû â êîíöå 70-õ ãîäîâ ïðî-
øëîãî ñòîëåòèÿ îòå÷åñòâåííûì ó÷åíûì Â.Ä. Ãîïïîé (ñì. íàïðèìåð, [25]), ê íàñòîÿùåìó
âðåìåíè ïðåâðàòèëîñü â êðóïíîå íàïðàâëåíèå ìàòåìàòèêè, ðàçâèâàþùååñÿ íà ñòûêå àë-
ãåáðàè÷åñêîé ãåîìåòðèè è òåîðèè êîäèðîâàíèÿ [5].
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Ãëàâà 1

Áàçîâûå ïîíÿòèÿ

Òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ â óçêîì ñìûñëå èçó÷àåò ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê â ðàçëè÷íûõ ìåòðè-
÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ. Ïîýòîìó èçëîæåíèå ñîáñòâåííî òåîðèè êîäèðîâàíèÿ åñòåñòâåííî
íà÷àòü ñ äîñòàòî÷íî ïîäðîáíîãî îïèñàíèÿ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, êîòîðûå íàèáîëåå
÷àñòî â íåé èçó÷àþòñÿ.

1.1 Ïðîñòðàíñòâî Õåììèíãà
1.1.1 Ìåòðèêà Õåììèíãà
Ìû ðàññìàòðèâàåì êîíå÷íîå q− ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî X = {a0, . . . , aq−1} . Ìíîæåñòâî
Xn ñîñòîèò èç âñåõ n− îê (n−ìåðíûõ âåêòîðîâ) ñ êîîðäèíàòàìè èç ìíîæåñòâà X . Î÷å-
âèäíî, |Xn| = qn . Ýëåìåíòû Xn áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëóæèðíûìè íà÷àëüíûìè áóêâàìè
ëàòèíñêîãî àëôàâèòà: a = (a0, . . . , an), b = (b0, . . . , bn) è ò.ä.

Íà ìíîæåñòâå Xn ìû îïðåäåëèì ìåòðèêó Õåììèíãà d(·, ·) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

d(a, b) = ÷èñëó ÷èñåë j , äëÿ êîòîðûõ aj 6= bj . (1.1.1)

Êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, ôóíêöèÿ d(·, ·) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé â îáû÷íîì
ïîíèìàíèè ýòîãî òåðìèíà. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íå¼ âûïîëíåíî "íåðàâåíñòâî òðåóãîëüíèêà":
d(a, b) ≤ d(a, c) + d(c, b) äëÿ âñåõ c ∈ Xn . (Óïðàæíåíèå)

Ïðîñòðàíñòâî Xn âìåñòå ñ ìåòðèêîé d áóäåì íàçûâàòü ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì
Õåììèíãà. Îíî ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñòàíäàðòíûõ ïðîñòðàíñòâ, íà êîòîðîì ðàññìàòðèâàåòñÿ
òåîðèÿ êîäîâ, êîððåêòèðóþùèõ îøèáêè.

Êîäîâîå ðàññòîÿíèå
Êîäîì K íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà
Xn .

Îïðåäåëåíèå 1.1.1 Êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d = d(K) êîäà K íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå ìåæäó äâóìÿ ðàçëè÷íûìè ýëåìåíòàìè (âåêòîðàìè) êîäà K :

d(K) = min
a,b∈K

a6=b
d(a, b) (1.1.2)
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1.1.2 Ëèíåéíûé êîä
Îáû÷íî â êà÷åñòâå X ðàññìàòðèâàåòñÿ ìíîæåñòâî ñ êàêîé-ëèáî àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòó-
ðîé. Â ÷àñòíîñòè, â êà÷åñòâå X áåð¼òñÿ êîíå÷íîå ïîëå èëè êîíå÷íîå êîëüöî. Ýòà ñòðóêòóðà
íåîáõîäèìà äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñîäåðæàòåëüíîé òåîðèè òåîðèè êîäèðîâàíèÿ íà ïðîñòðàíñòâå
Xn .

Ìû íà÷íåì èçó÷åíèå, ïðåäïîëîæèâ, ÷òî X � êîíå÷íîå ïîëå Fq, q = pl , ãäå p �
ïðîñòðîå ÷èñëî. Â ýòîì ñëó÷àå Xn ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê n−ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî
íàä ïîëåì Fq . Åãî ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Fn

q .
Èíòåðåñíûì ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àé q = 2 . Â ýòîì ñëó÷àå ïðîñòðàíñòâî Xn íàçûâàåòñÿ

äâîè÷íûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì Õåììèíãà.
Â òî æå âðåìÿ åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü è áîëåå îáùèé ñëó÷àé: X � ýòî êîíå÷íàÿ

ãðóïïà èëè êîíå÷íîå êîëüöî. Â ÷àñòíîñòè, íàèáîëåå øèðîêî ðàññìàòðèâàëñÿ ñëó÷àé, â
êîòîðîì X � êîëüöî âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 4 èëè â íåñêîëêî áîëåå îáùåì ñëó÷àå X �
êîëüöî Ãàëóà. Çàìåòèì, ÷òî ïî÷òè âñå ðàññìàòðèâàåìûå äàëåå îïðåäåëåíèÿ (ëèíåéíûé è
äâîéñòâåííûé êîäû, âåñ è ìíîãèå äðóãèå), î÷åâèäíûì îáðàçîì ìîãóò áûòü ââåäåíû è â
ïîäîáíûõ ïðîñòðàíñòâàõ X èäè Xn .
Îïðåäåëåíèå 1.1.2 Ïðîèçâîëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Fn

q íàçûâàåì ëèíåé-
íûì êîäîì. Äëÿ íåãî ìû îñòàâëÿåì ïðåæíåå îáîçíà÷åíèå K .

×åðåç k = dim K ìû îáîçíà÷àåì ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî êîäà K . Ïóñòü ω = {ω1, . . . , ωk}
� áàçèñ ïðîñòðàíñòâà K . Â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü ìàòðèöó A = A(K) ,
ñòðîêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû {ω1, . . . , ωk} , ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé êîäà K .

Ëþáîé âåêòîð x êîäà K ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå
x = zA, (1.1.3)

ãäå z � k−ìåðíûé âåêòîð ïðîñòðàíñòâà Fk
q .

Åñëè ìàòðèöà A âûïèñàíà â ÿâíîì âèäå, òî ìû ãîâîðèì, ÷òî êîä K çàäàí ïîðîæäàþ-
ùåé ìàòðèöåé A .
Îïðåäåëåíèå 1.1.3 Ôóíêöèÿ

wt(a) = ÷èñëî êîîðäèíàò ó âåêòîðà a , îòëè÷íûõ îò íóëÿ, (1.1.4)
íàçûâàåòñÿ âåñîì Õåììèíãà èëè ïðîñòî âåñîì âåêòîðà a .

Ôóíêöèÿ wt(a) ÿâëÿåòñÿ ÷àñòî èñïîëüçóåìîé â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ ôóíêöèåé. Íà-
ïðèìåð, ñ åå ïîìîùüþ óïðîùàåòñÿ âû÷èñëåíèå êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ äëÿ ëèíåéíûõ êîäîâ
K ⊂ Fn

q .
Ëåììà 1.1.1 Êîäîâîå ðàññòîÿíèå ëèíåéíîãî êîäà K ⊂ Fn

q ðàâíî ìèíèìàëüíîìó âåñó âåê-
òîðà â ëèíåéíîì ïîäïðîñòðàíñòâå K . Äðóãèìè ñëîâàìè,

d(K) = min
a∈K,a6=0

wt(a). (1.1.5)

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà d(a, b) = wt(c) ,
ãäå c = a− b ∈ K . ¤

Òàêèì îáðàçîì, âìåñòî èçó÷åíèÿ ñîâîêóïíîñòè âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó ïàðàìè
âåêòîðîâ a, b (ôóíêöèè îò äâóõ àðãóìåíòîâ) ëèíåéíîãî êîäà äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñî-
âîêóïíîñòü âåñîâ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ëèíåéíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà K (ôóíêöèè îäíîãî
àðãóìåíòà).
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1.1.3 Äâîéñòâåííûé êîä

Â ýòîì ðàçäåëå ìû èçó÷àåì ëèíåéíûå êîäû K ⊆ Fn
q íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq, q = pl.

Ñêàëÿðíîå 〈x,y〉 ïðîèçâåäåíèå â ïîëå Fq âåêòîðîâ x = (x1, . . . , xn) è y = (y1, . . . , yn)
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà Fn

q ìû îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì

〈x,y〉 = x1y1 + · · ·+ xnyn. (âñå îïåðàöèè â ïîëå Fq ) (1.1.6)
Äâà âåêòîðà x, y íàçûâàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè, åñëè 〈x,y〉 = 0 .

Îïðåäåëåíèå 1.1.4 (Äâîéñòâåííûé êîä) Êîä K⊥ îáðàçîâàííûé âñåìè âåêòîðàìè, êî-
òîðûå ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè êî âñåì âåêòîðàì êîäà K , íàçûâàåòñÿ äâîéñòâåííûì
ê êîäó K .

Î÷åâèäíî, ÷òî K⊥ ⊥ = K .

Ëåììà 1.1.2 Êîä K⊥ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì êîäîì íàä ïîëåì Fq è èìååò ðàçìåðíîñòü
n− k , ãäå k = dim K .

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè âåêòîðû x,y îðòîãîíàëüíû âåêòîðó a , òî èõ
ñóììà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Fq òàêæå îðòîãîíàëüíà a . Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî
êîä K⊥ ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ x , êîòîðûå îðòîãîíàëüíû êàæäîé ñòðîêå ïðîâåðî÷íîé
ìàòðèöû A êîäà K .

Äðóãèìè ñëîâàìè, âåêòîðû x ∈ K⊥ ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèÿìè ëèíåéíîé ñîñòåìû îäíîðîä-
íûõ óðàâíåíèé

xAT = 0, (1.1.7)
ãäå AT � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà A .

Êàê õîðîøî èçâåñòíî [40], ìíîæåñòâî ðåøåíèé îäíîðîäíîé ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíå-
íèé ñ n íåèçâåñòíûìè (êîîðäèíàòû âåêòîðà x ) è k óðàâíåíèÿìè (1.1.7) ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè n− k′ , åñëè k′ � ðàíã ìàòðèöû A . Ðàíã ìàò-
ðèöû k × n−ìàòðèöû A ðàâåí k , èáî åå ñòðîêàìè, ïî îïðåäåëåíèþ, ÿâëÿþòñÿ áàçèñíûå
âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà K . ¤

Îïðåäåëåíèå 1.1.5 (Ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû êîäà K ) Ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà (n−
k)× n−ìàòðèöà B êîäà K⊥ íàçûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé êîäà K .

Ïîäîáíîå íàçâàíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî äëÿ êàæäîãî âåêòîðà x êîäà K âûïîëíåíî

xBT = 0. (1.1.8)

Â ÷àñòíîñòè, ïðîèçâåäåíèå A ·BT ÿâëÿåòñÿ íóëåâîé k × k−ìàòðèöåé.
Ñîîòíîøåíèå (1.1.8) â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ ïðèíÿòî ðàññìàòðèâàòü êàê íàáîð èç n− k

ïðîâåðîê íàëîæåííûõ íà êîîðäèíàòû âåêòîðà x . Êàæäàÿ ïðîâåðêà, îïðåäåëÿåìàÿ îäíîé
èç ñòðîê ìàòðèöû B , ÿâëÿåòñÿ îäíîðîäíûì ëèíåéíûì óðàâíåíèåì, ñâÿçûâàþùèõ êîîð-
äèíàòû âåêòîðà x .

Ìíîæåñòâî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (1.1.8) ñîâïàäàåò ñ êîäîì K . Èìåÿ â âèäó ýòîò ôàêò,
ãîâîðÿò, ÷òî êîä K îïðåäåëÿåòñÿ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé B .
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Òåîðåìà 1.1.1 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ëþáûå d − 1 ñòîëáöîâ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû B

ëèíåéíî-íåçàâèñèìû íàä ïîëåì Fq .
Òîãäà êîäîâîå ðàññòîÿíèå d(K) êîäà K , îïðåäåëÿåìîãî ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé B , íå

ìåíüøå, ÷åì d .
Åñëè â äîïîëíåíèå âûøå âûñêçàííîãî óñëîâèÿ ñóùåñòâóåò ëèíåéíî-çàâèñèìûé êîì-

ïëåêò èç d ñòîëáöîâ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû B , òî d(K) = d .
Íàîáîðîò. Åñëè êîä èìååò êîäîâîå ðàññòîÿíèå íå ìåíüøå, ÷åì d , òî ëþáûå d − 1

ñòîëáöîâ åãî ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû B ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â âèäó ëåììû 1.1.5 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âåñ ëþáîãî íåíóëåâîãî
âåêòîðà x êîäà K íå ìåíüøå d .

Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, ò.å. ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñóùåñòâóåò êîäîâûé âåêòîð x , âåñ êî-
òîðîãî ìåíüøå d . Òàê êàê xBT = 0 , òî êîìïëåêò ñòîëáöîâ ìàòðèöû K , íîìåðà êîòîðûõ
ñîâïàäàþò ñ íîìåðàìè íåíóëåâûõ êîîðäèíàò âåêòîðà x , ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî-çàâèñèìûì.
Ýòî ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû. Ïîýòîìó d(K) ≥ d .

Ïðåäïîñëåäíåå è ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû î÷åâèäíû.
¤
Ýòà ïðîñòàÿ òåîðåìà î÷åíü øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ. Îáû÷íî ìîë÷àëèâî ïðåäïîëàãàåò-

ñÿ, èìåÿ â âèäó òåîðåìó 1.1.1, ÷òî äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîãî êîäà äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü
ìàòðèöó, ó êîòîðîé êàæäûé êîìïëåêò èç d− 1 ñòîëáöîâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûì.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ òåîðåìû 1.1.1 ðàññìîòðèì äâîè÷íûé ëèíåéíûé êîä
Õåììèíãà. Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà BH ýòîãî êîäà èìååò ðàçìåðû m× 2m− 1 è îáðàçîâàíà
âñåìè íåíóëåâûìè ñòîëáöàìè aT , a ∈ Fm

2 , âûñîòû m ñ êîîðäèíàòàìè èç ìîëÿ F2 . ×èñëî
òàêèõ ñòîëáöîâ, î÷åâèäíî, ðàâíî 2m − 1 .

Ëåììà 1.1.3 Êîäîâîå ðàññòîÿíèå äâîè÷íîãî ëèíåéíîãî êîäà Õåììèíãà BH ñ ÷èñëîì ýëå-
ìåíòîâ 2n−m = 2n−log2(n+1) (ñì. ëåììó 1.1.2) äëèíû 2m − 1 ðàâíî 3 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ëþáûå äâà ñòîëáöà ìàòðèöû BH ðàçëè÷íû, òî îíè ëèíåéíî-
íåçàâèñèìû íàä ïîëåì F2 . Çàìåòèì, ÷òî ýòî óòâåðæäåíèå íå âåðíî äëÿ ïîëåé ñ ÷èñëîì
ýëåìåíòîâ áîëåå, ÷åì 2 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñóììà ëþáûõ äâóõ ñòîëáöîâ BH ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ñòîëáöîâ BH .
Ñëåäîâàòåëüíî, ýòè òðè ñòîëáöà ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-çàâèñèìûìè.

Èç òåîðåìû 1.1.1 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. ¤
Êîä Õåììèíãà îáëàäàåò ðÿäîì çàìå÷àòåëüíûõ ñâîéñòâ, íåêîòîðûå èç êîòîðûõ ìû áó-

äåì ðàññìàòðèâàòü íèæå.
Êðîìå êîäà Õåììèíãà ìû ðàññìîòðèì ðàñøèðåííûé êîä Õåììèíãà äëèíû 2m ñ ïðî-

âåðêîé íà ÷åòíîñòü. Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà ýòîãî êîäà îáðàçîâàíà ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé
êîäà Õåììèíãà, ê êîòîðîé äîáàâëåí íóëåâîé ñòîëáåö, à çàòåì è ñòðîêà, ñîñòîÿùàÿ èç åäè-
íèö. Ýòîò êîä, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, èìååò êîäîâîå ðàññòîÿíèå 4 , äëèíó 2m è ÷èñëî
èíôîðìàöèîííûõ ðàçðÿäîâ 2m −m− 1 . (Óïðàæíåíèå)

1.1.4 Ïðîñòðàíñòâî, îáðàçîâàííîå ðàâíîâåñíûìè äâîè÷íûìè âåê-
òîðàìè
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Îáû÷íî ïðîñòðàíñòâî èç çàãîëîâêà íàçûâàþò ïðîñòðàíñòâîì Äæîíñîíà è îáîçíà÷àþò
ñèìâîëîì Jw,n , ãäå w � âåñ êàæäîãî âåêòîðà äëèíû n ýòîãî ïðîñòðàíñòâà. Êîäîâîå
ðàññòîÿíèå Õåììèíãà ìåæäó âåêòîðàìè a è b èç Jw,n âñåãäà ÷åòíîå è, î÷åâèäíî, ðàâíî

d(a, b) = 2w − 2u, (1.1.9)
ãäå u � ÷èñëî j òàêèõ, ÷òî aj = bj = 1 . Ôóíêöèþ j(a, b) = 1

2
d(a, b) íàçûâàþò ðàññòîÿ-

íèåì Äæîíñîíà ìåæäó âåêòîðàìè a, b ∈ Jw,n .
Â ïðîñòðàíñòâå Äæîíñîíà èçó÷àþòñÿ ïðèìåðíî òå æå çàäà÷è, ÷òî è ïðîñòðàíñòâå Õåì-

ìèíãà.

1.2 Ñôåðà Sn−1

Äðóãèì ñòàíäàðòíûì ìåòðè÷åñêèì ïðîñòðàíñòâîì, êîòîðûé ìû áóäåì ïîäðîáíî èçó-
÷àòü â íàñòîÿùåé êíèãå, ÿâëÿåòñÿ n− 1−ìåðíàÿ ñôåðà Sn−1 â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
Rn . ×òîáû îõàðàêòåðèçîâàòü êðóã ðàññìàòðèâàåìûõ äàëåå çàäà÷, íåîáõîäèìî êîðîòêîå
ââåäåíèå. Ê íåìó ìû è ïåðåõîäèì.

1.2.1 Ìåòðèêà íà ñôåðå
Ðàññìîòðèì n−ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî Rn ñî ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì

(x,y) = x1y1 + · · ·+ xnyn. (1.2.1)

Íîðìîé |x| (èëè äëèíîé) âåêòîðà x = (x1, . . . , xn) ∈ Rn íàçûâàåòñÿ ÷èñëî |x| =√
x2

0 + · · ·+ x2
n =

√
(x,x) . Åâêëèäîâà ìåòðèêà λ(a, b) íà Rn ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî

ïðîèçâåäåíèÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê îáû÷íî:

λ(x,y) = |x− y, x− y| =
√

(x1 − y1)2 + · · ·+ (xn − yn)2. (1.2.2)

Î÷åâèäíî, åñëè x,y ∈ Sn−1 , òî

λ(x, y) = 2− 2(x, y). (1.2.3)

Ìíîæåñòâî òî÷åê åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà Rn , íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèå r îò
íà÷àëà êîîðäèíàò, íàçûâàåòñÿ (n − 1)−ìåðíîé åâêëèäîâîé ñôåðîé ðàäèóñà r . Äëÿ åå
îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë Sn−1(r) . Ñôåðó ðàäèóñà r = 1 îáîçíà÷àåì ÷åðåç Sn−1 .

Î÷åíü ïîõîæèì îáðàçîì îïðåäåëÿåòñÿ (n−1)−ìåðíàÿ óíèòàðíàÿ ñôåðà Un−1(r) ðàäè-
óñà r â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå Cn . Âìåñòî (1.2.1) â êà÷åñòâå áèëèíåéíîé ôîðìû (x,y)
íà Cn èñïîëüçóåòñÿ ôîðìà

(x,y)C = (x,y) = x1y1 + · · ·+ xnyn, (1.2.4)
ãäå "÷åðòà"îáîçíà÷àåò ñîïðÿæåíèå â C , ò.å. a + ia′ = a− ia′, a, a′ ∈ R , ãäå i =

√−1 .
Íîðìîé |x| (èëè äëèíîé) âåêòîðà x = (x1, . . . , xn) ∈ Cn íàçûâàåòñÿ ÷èñëî |x| =√
|x0|2 + · · ·+ |xn|2 =

√
(x,x)C , ãäå xj = x′j + ix′′j è |xj| =

√
x′j

2 + x′′j
2 .
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Óíèòàðíàÿ ìåòðèêà λC îïðåäåëÿåòñÿ òî÷íî òàêæå êàê ìåòðèêà λ (ñì. ïåðâîå ðàâåí-
ñòâî â (1.2.2)). Óíèòàðíàÿ ñôåðà Un−1(r) ðàäèóñà r � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê ïðîñòðàíñòâà
Cn , îòñòîÿùèõ â ìåòðèêå λC îò íà÷àëà êîîðäèíàò íà ðàññòîÿíèå r . Òàêèì îáðàçîì,

Un−1(r) = {x ; |x| = λC(0, x) = r}. (1.2.5)
Åñëè x,y ∈ Un−1(r) , òî ðàññòîÿíèå λC(x,y) ìåæäó òî÷êàìè x, y ìîæåò áûòü âûðà-

æåíà ÷åðåç èõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x,y)C ñëåäóþùèì îáðàçîì

λC(x,y) =
√

2r2 − 2< (x,y)C , (1.2.6)
ãäå < z � äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà z . Äåéñòâèòåëüíî,

λ2
C(x,y) = (x− y,x− y) = |x|2 + |y|2 − (x,y)C − (y,x)C = 2r2 − 2< (x,y)C , (1.2.7)

Êàê ëåãêî óáåäèòüñÿ, ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Cn èçîìåòðè÷åñêè âêëàäûâàåòñÿ â
åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî R2n óäâîåííîé ðàçìåðíîñòè ñ ïîìîùüþ ïîêîîðäèíàòíîãî îòîá-
ðàæåíèÿ (îâåùåñòâëåíèÿ) x′ + ix′′ → (x′, x′′) åãî òî÷åê â òî÷êè R2n . È íàîáîðîò, åâêëè-
äîâî ïðîñòðàíñòâî R2n ÷åòíîé ðàçìåðíîñòè èçîìåòðè÷åñêè âêëàäûâàåòñÿ â óíèòàðíîå
ïðîñòðàíñòâî Cn ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ (x′, x′′) → x′ + ix′′ ïàð êîîðäèíàò R2n â îò-
äåëüíûå êîîðäèíàòû ïðîñòðàíñòâà Cn . Òàêèì îáðàçîì, ñôåðû Un−1 è S2n−1 � ÿâëÿþòñÿ
ìåòðè÷åñêè îäèíàêîâûìè ïðîñòðàíñòâàìè.

1.2.2 Îðòîãîíàëüíûå è óíèòàðíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ
Ìàòðèöà A (ñì. [39], ñòð. 162), ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé (óíèòàðíîé), òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà âûïîëíåíî ñëåäþùåå ñîîòíîøåíèå

AT A = E, (îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà), U∗U = E (óíèòàðíàÿ ìàòðèöà), (1.2.8)

ãäå AT � òðàíñïîðòèðîâàííàÿ ìàòðèöà A , U∗ = U
T � ñîïðÿæåííàÿ è òðàíñïîðòèðîâàí-

íàÿ ìàòðèöà U è E � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà. Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (1.2.8) îçíà÷àåò, ÷òî
ñòðîêè ìàòðèö A è U èìåþò íîðìó ðàâíóþ 1 è îðòîãîíàëüíû îòíîñèòåëüíî ñêàëÿðíîãî
ïðîèçâåäåíèÿ åâêëèäîâà è óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâ, ñîîòâåòñòâåííî.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü äåéñòâèå íà ñôåðàõ Sn−1 è Un−1 îðòîãîíàëüíûõ è óíèòàð-
íûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðîñòðàíñòâ Rn è Cn , êîòîðûå ðåàëèçóþòñÿ ñ ïîìîùüþ îðòîãî-
íàëüíûõ è óíèòàðíûõ ìàòðèö A è U . Âàæíåéøèì ñâîéñòâîì ïîäîáíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ÿâëÿåòñÿ "ñîõðàíåíèå"(èíâàðèàíòíîñòü) åâêëèäîâîé èëè óíèòàðíîé ìåòðèêè λ îòíîñè-
òåëüíî èõ äåéñòâèÿ. À èìåííî, åñëè A (U ) � îðòîãîíàëüíàÿ (óíèòàðíàÿ) ìàòðèöà, òî

λ(x,y) = λ(xA, yA) (λC(x,y) = λC(xU, yU)). (1.2.9)

Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ïðîèçâåäåíèå îðòîãîíàëüíûõ (óíèòàðíûõ) ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ îð-
òîãîíàëüíîé (óíèòàðíîé) ìàòðèöåé, ò.å. ìíîæåñòâî âñåõ îðòîãîíàëüíûõ èëè óíèòàðíûõ
ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, îáîçíà÷àåìîé ÷åðåç O(n) è U(n) , ñîîòâåòñòâåííî.

Ýëåìåíòû óíèòàðíîé ãðóïïû U(n) ìîæíî ïðåîáðàçîâàòü (îòîáðàçèòü) â îðòîãîíàëü-
íûå ìàòðèöû óäâîåííîé ðàçìåðíîñòè (îâåùåñòâèòü) ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ïðèåìà.
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Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå ϕ ýëåìåíòîâ ïîëÿ C â ãðóïïó ìàòðèö âèäà
(

a b
−b a

)
:

ϕ : a + ib →
(

a b
−b a

)
. (1.2.10)

Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå ϕ ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôìîì ìåæäó ïîëåì C è ïîëåì,
îáðàçîâàííûì ìàòðèöàìè âèäà

(
a b
−b a

)
. À èìåííî,

ϕ(ab) = ϕ(a)ϕ(b), ϕ(a + b) = ϕ(a) + ϕ(b), a, b ∈ C. (1.2.11)

Ïóñòü U = (ai,j)i,j=1,...,n � óíèòàðíàÿ ìàòðèöà. Îòîáðàçèì êàæäûé åå ýëåìåíò ai,j â
2× 2−ìàòðèöó ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ ϕ . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì 2n× 2n−ìàòðèöó Û ,
êîòîðàÿ, êàê íåòðóäíî óáåäèòüñÿ, ÿâëÿåòñÿ îðòîãîíàëüíîé. (Óïðàæíåíèå)

Î÷åâèäíî, Û Û ′ = ÛU ′ . Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå ϕ : U → Û ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì
ãðóïïû U(n) â ãðóïïó O(2n) . Â ÷àñòíîñòè, îáðàç ϕ(U(n)) ãðóïïû U(n) ÿâëÿåòñÿ ïîä-
ãðóïïîé ãðóïïû O(2n) .

Áîëåå òîãî, ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî ϕ(U(n)) 6= O(2n) ïðè n > 1 , ò.å. ãðóïïà O(2n)
"áîãà÷å"ãðóïïû ϕ(U(n)) .

1.2.3 Îðáèòíûé êîä
Âîçâðàùàåìñÿ ê îáçîðó òåîðåòèêî-êîäîâûõ çàäà÷, ðàññìàòðèâàåìûì â êíèãå.

Êîäîì K íà åäèíè÷íîé ñôåðå Sn−1 íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîå ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàñïî-
ëîæåííûõ íà Sn−1 . Ðàññòîÿíèåì ìåæäó òî÷êàìè x,y ∈ Sn−1 ÿâëÿåòñÿ åâêëèäîâî ðàñ-
ñòîÿíèå, îïðåäåëåííîå â (1.2.2). Êîäîâîå ðàññòîÿíèå λ(K) êîäà K � ýòî ìèíèìàëüíîå
ðàññòîÿíèå ìåæäó ïàðàìè åãî òî÷åê:

λ(K) = min
x,y∈K,x6=y

λ(x,y). (1.2.12)

Ïóñòü G � ïîäãðóïïà ãðóïïû O(n) , âîçìîæíî, áåñêîíå÷íàÿ è a � òî÷êà íà ñôåðå
Sn−1 òàêàÿ, ÷òî ìíîæåñòâî K = {ag|g ∈ G} ⊂ Sn−1 èìååò êîíå÷íîå ÷èñäî ýëåìåíòîâ.
Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå ñâîéñòâî âûïîëíåíî, åñëè G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà.

Îïðåäåëåíèå 1.2.1 Îðáèòíûì êîäîì K = K(G,a) ñ íà÷àëüíîé òî÷êîé a íàçûâàåò-
ñÿ ìíîæåñòâî K = {ag|g ∈ G} ⊂ Sn−1 òî÷åê íà O(n) . Ò.å. K(G,a) � ýòî îðáèòà,
ïîðîæäåííàÿ äåéñòâèÿìè ýëåìåíòîâ ãðóïïû G íà íà÷àëüíóþ òî÷êó a .

Îòìåòèì, ÷òî â êà÷åñòâå íà÷àëüíîé òî÷êè îðáèòíîãî êîäà K(G,a) ìîæíî âçÿòü ëþáîé
åãî ýëåìåíò. Äðóãèìè ñëîâàìè, K(G, a) = K(G, b) , åñëè b ∈ K(G,a) . (Óïðàæíåíèå)

Ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç Sta ñòàáèëèçàòîð òî÷êè a â ãðóïïå G , ò.å. Sta = {g|(g ∈
G)&(ag = a)} . Î÷åâèäíî, ÷òî Sta � ïîäãðóïïà ãðóïïû G è Stb = g−1Stag , åñëè b = ag .
Òàêèì îáðàçîì, âñå ïîäãðóïïû Stb, b ∈ K, ñîïðÿæåíû â ãðóïïå G .

Åñëè ãðóïïà G � êîíå÷íàÿ, òî êàê ëåãêî óñòàíîâèòü, (Óïðàæíåíèå)

|K| = |G|
|Sta| . (1.2.13)

Îðáèòíûé êîä ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ëèíåéíîãî êîäà (ñì. ðàçäåë 1.1.2). Â ÷àñòíîñòè, äëÿ
âåñîâîé ôóíêöèè wt(x) (ñì. (1.1.3)) èìååòñÿ åãî àíàëîã � ôóíêöèÿ $(x) .
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Îïðåäåëåíèå 1.2.2 Âåñîâîé ôóíêöèåé îðáèòíîãî êîäà K(G, a) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ

$a(x) = $(x) = λ(a,x), x ∈ K(G,a). (1.2.14)

Òàêæå êàê â ñëó÷å ëèíåéíîãî êîäà ðàññòîÿíèå ìåæäó òî÷êàìè x = ag, y = ag′, g, g′ ∈
G , ìîæíî âûðàçèòü ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè $ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

λ(x, y) = λ(ag, y) = λ(a,yg−1) = $(yg−1) = $(ag′g−1). (1.2.15)

Ëåììà 1.2.1 Êîäîâîå ðàññòîÿíèå îðáèòíîãî êîäà K = K(G, a) ðàâíî ìèíèìàëüíîìó
íåíóëåâîìó âåñó êîäîâîãî âåêòîðà $(x),x ∈ K , îòëè÷íîãî îò a . Äðóãèìè ñëîâàìè,

λ(K) = min
x∈K,x6=a

$(x). (1.2.16)

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç (1.2.15). ¤
Ñëåäîâàòåëüíî, âìåñòî ðàññìîòðåíèÿ ñîâîêóïíîñòè âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé ìåæäó ïà-

ðàìè âåêòîðîâ a, b (ôóíêöèè îò äâóõ àðãóìåíòîâ) äîñòàòî÷íî ðàññìîòðåòü ñîâîêóïíîñòü
âåñîâ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ îðáèòíîãî êîäà K (ôóíêöèè îäíîãî àðãóìåíòà).

1.3 Ìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå êîäà â ïðîñòðàíñòâå Õåì-
ìèíãà íà åäèíè÷íóþ ñôåðó åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà

Ëèíåéíûé êîä K ⊂ Fn
p â ïðîñòðàíñòâå Õåììèãà ìîæíî ïðåâðàòèòü â îðáèòíûé, îòîáðà-

æàÿ âñå åãî ýëåìåíòû íà åäèíè÷íóþ ñôåðó Sn′−1 ñ ïîäõîäÿùèì çíà÷åíèåì n′ . Îñíîâíàÿ
ïðîáëåìà, êîòîðàÿ âîçíèêàåò ïðè ýòîì, ñîñòîèò â ñîãëàñîâàíèè ìåòðèêè íà Sn′−1 ñ ìåò-
ðèêîé Õåììèíãà íà Fn

p è ñîõðàíåíèå àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû êîäà K (åãî ëèíåéíîñòè)
ñ íåêîòîðîé íîâîé îïåðàöèåé ñëîæåíèÿ òî÷åê îáðàçà êîäà K , êîòîðàÿ äåéñòâóåò íà Sn′−1 .
Ýòó íîâàÿ îïåðàöèÿ äîëæíà áûòü ðåàëèçîâàíà ñ ïîìîùüþ äåéñòâèÿ íà îáðàçå K íåêîòîðîé
ãðóïïû G îòîáðàæåíèé ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

Îïðåäåëåíèå 1.3.1 [Èçîìîðôíîå âëîæåíèå êîäà K ≤ G = Xn â îðáèòíûé êîä]
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðîñòðàíñòâî Õåììèíãà Xn ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé G ñ ãðóïïîâîé

îïåðàöèåé, êîòîðóþ ìû îáîçíà÷àåì ñèìâîëîì · , è åäèíè÷íûì ýëåìåíòîì e . Ïóñòü K �
ïîäãðóïïà ãðóïïû (K ≤ Xn ). Íàïðèìåð, åñëè Xn � n−ìåðíîå ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî
íàä ïîëåì Fp (â äàííîì ñëó÷àå ãðóïïîâîé îïåðàöèåé · â G ÿâëÿåòñÿ ïîêîîðäèíàòíîå
ñëîæåíèå åå âåêòîðîâ), òîãäà K � îáû÷íûé ëèíåéíûé íàä Fp êîä.

Ïóñòü π � âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ïðîñòðàíñòâà Xn íà ñôåðó Sn′−1 .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîæåñòâî π(K) ⊂ Sn′−1 ÿâëÿåòñÿ îðáèòíûì êîäîì, ò.å. π(K)

� îðáèòà ñ íà÷àëüíûì âåêòîðîì π(e) ∈ Sn′−1 , ïîðîæäåííàÿ íåêîòîðîé ãðóïïîé G (íå
îáÿçàòåëüíî êîíå÷íîé) îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ñôåðû Sn′−1 â ñåáÿ (ñì. îïðåäåëå-
íèå 1.2.1).

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ñòàáèëèçàòîð Ste òî÷êè e â ãðóïïå G ÿâëÿåòñÿ íîðìàëüíîé
ïîäãðóïïîé ãðóïïû G . Ïóñòü π(x) = π(e)g , π(y) = π(e)g′ è π(x · y) = π(e)g′′ .

Åñëè äëÿ âñåõ x,y ∈ G ãðóïïà G îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì

g · g′ ∈ Ste g′′, (1.3.1)
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òîãäà ìû ãîâîðèì, ÷òî îðáèòíûé êîä π(K) ðåàëèçóåò èçîìîðôíîå âëîæåíèåì ïîäãðóïïû
K ãðóïïû G = Xn íà åäèíè÷íóþ ñôåðó Sn′−1 .

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ñòàáèëèçàòîð Ste òî÷êè e â ãðóïïå G òðèâèàëüíûé, òî ñîîòíî-
øåíèå (1.3.1) ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî g · g′ = g′′ . Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå îïðåäåëÿåò
èçîìîðôèçì τ ãðóïïû G è ãðóïïû ïðåîáðàçîâàíèé G ñëåäóþùèì îáðàçîì

τ : x ↔ g, åñëè π(x) = π(e)g . (1.3.2)

Åñëè æå ñòàáèëèçàòîð Ste E G íå ÿâëÿåòñÿ òðèâèàëüíûì, òî, êàê íåòðóäíî óâèäåòü,
îòîáðàæåíèå (1.3.2) îïðåäåëÿåò èçîìîðôèçì ãðóïï K è ôàêòîðãðóïïû G/Ste (Óïðàæíå-
íèå).

Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå (1.3.1) ïðåâðàùàåò ãðóïïîâîé êîä π(K) â ãðóïïó, èçî-
ìîðôíóþ ãðóïïå G/Ste . Ýòî ñâîéñòâî îáúÿñíÿåò íàçâàíèå èçîìîðôíîå âëîæåíèå ãðóïïû
K â îðáèòíûé êîä π(K) , ðàñïîëîæåííûé íà íà åäèíè÷íîé ñôåðå.

Îïðåäåëåíèå 1.3.2 (Ìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå êîäà K ⊆ Xn (ïîäìíîæåñòâà ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà Õåììèíãà) íà åäèíè÷íóþ åâêëèäîâó ñôåðó Sn′−1 .)

Ìíîæåñòâî òî÷åê K̂ ⊂ Sn′−1, |K̂| = |K|, (âîîáùå ãîâîðÿ, n′ 6= n , îáû÷íî n′ êðàòíî n )
íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêèì âëîæåíèåì êîäà K ⊆ Xn íà åäèíè÷íóþ åâêëèäîâó ñôåðó Sn′−1 ,
åñëè ñóùåñòâóþò âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå f : K → K̂ è ñòðîãî âîçðàñòàþùàÿ
ôóíêöèÿ ρ òàêèå, ÷òî

λ(f(x), f(y)) = ρ(d(x, y)), (1.3.3)

ãäå d(·, ·) è λ(·, ·) � ðàññòîÿíèÿ Õåììèíãà íà Xn è åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå íà Sn′−1 ,
ñîîòâåòñòâåííî.

Ñîâåðøåííî òàêæå ìû îïðåäåëèì ìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå êîäà K ⊆ Xn (ïîäìíîæå-
ñòâà ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà Õåììèíãà) íà åäèíè÷íóþ óíèòàðíóþ ñôåðó Un′−1 .

Ìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå ìû íàçûâàåì èçîìåòðè÷åñêèì, åñëè â ðàâåíñòâå (1.3.3) ôóíêöèÿ
ρ èìååò âèä ρ(x) = cx, c > 0 .

Îïðåäåëåíèå 1.3.3 (Èçîìîðôíîå ìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå êîäà K ⊆ Xn íà åäèíè÷íóþ
åâêëèäîâó ñôåðó Sn′−1 .)

Êàê è â îïðåäåëåíèè 1.3.1, ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîä K ⊆ G = Xn ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé
ãðóïïû G . Ìíîæåñòâî òî÷åê K̂ = π(K), |K̂| = |K|, ñôåðû Sn′−1 íàçûâàåòñÿ èçîìîðô-
íûì ìåòðè÷åñêèì âëîæåíèå ãðóïïû G íà ñôåðó Sn′−1 , åñëè îíî îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ
ìåòðè÷åñêèì âëîæåíèåì è îðáèòíûì êîäîì, êîòîðûé ðåàëèçóåò èçîìîðôíîå âëîæåíèå
ãðóïïû G íà ñôåðó Sn′−1 .

Èçîìîðôíîå ìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå ãðóïïû G íà ñôåðó Sn′−1 K̂ íàçûâàåòñÿ èçî-
ìîðôíûì èçîìåòðè÷åñêèì âëîæåíèåì, åñëè îíî ÿâëÿåòñÿ íå òîëüêî èçîìîðôíûì, íî è
èçîìåòðè÷åñêèì âëîæåíèåì êîäà K .

Çàìåòèì, ÷òî â îïðåäåëåíèè 1.3.2 âìåñòî êîäà K ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî
Õåììèíãà Xn , ò.å. çàìåíèòü â 1.3.2 ìíîæåñòâî K íà ìíîæåñòâî Xn . Â ýòîì ñëó÷àå ðå÷ü
èäåò î ìåòðè÷åêîì âëîæåíèå íà åâêëèäîâó ñôåðó ïðîñòðàíñòâà Õåììèíãà Xn .
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Òàêèì îáðàçîì, ìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà Õåììèíãà Xn , îáîçí÷àåìîå äàëåå
ñèìâîëîì Y , îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: d(x,y) = d(x′, y′) òîãäà è òîëüêî òîãäà, êî-
ãäà λ(π(x), π(y)) = λ(π(x′), π(y′)) è íàîáîðîò. Ýòî ñâîéñòâî, íå ñîâñåì òî÷íî âûðàæàÿñü,
ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî âçàèìíûå ðàñïîëîæåíèÿ òî÷åê â ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâàõ
Xn è X̂n ÿâëÿþòñÿ ïîäîáíûìè.

Åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü òàêèå âëîæåíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ðàçìåðíîñòü n′ = n′(n) áûëà
áû ìèíèìàëüíîé.

Êðîìå òîãî äëÿ íåêîòîðûõ n′ , à èìåííî, òåõ çíà÷åíèé n′ , äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò
ìåòðè÷åñêèå âëîæåíèÿ Xn íà åäèíè÷íóþ ñôåðó Sn′−1 , åñòåñòâåííî ðàññìàòðåòü òå ìåò-
ðè÷åñêèå âëîæåíèÿ, êîòîðûå ìàêñèìèçèðóþò åâêëèäëîâî ðàññòîÿíèå λ(f(x), f(y)) ìåæäó
îáðàçàìè π(x), π(y) áëèæàéøèõ âåêòîðîâ x, y èç Xn . Äðóãèìè ñëîâàìè, ìû ðàññìàò-
ðèâàåì ÷èñëî

λn(n′) = max λ(π(x), π(y)) (1.3.4)

ãäå d(x,y) = 1 è ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ìåòðè÷åñêèì âëîæåíèÿì Y ïðîñòðàíñòâà
Õåììèíãà Xn íà åäèíè÷íóþ ñôåðó Sn′−1 . ×èñëî λn(Y) = λ(π(x), π(y)), d(x, y) = 1, äëÿ
çàäàííîãî âëîæåíèÿ Y áóäåì íàçûâàòü äèàìåòðîì èçîìåòðè÷åñêîãî âëîæåíèÿ Y ïðî-
ñòðàíñòâà Fn

q íà ñôåðó Sn′−1 .
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïîíÿòèå ìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî åñòåñòâåí-

íûì ñ ôèçè÷åñêîé òî÷êè çðåíèÿ, èáî, â êîíå÷íîì èòîãå, â ôèçè÷åñêîì ìèðå ëþáîå ìàêðî-
ñîáûòèå ïðîèñõîäèò â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, êîòîðîå â áîëüøåíñòâå ñëó÷àÿõ ñ÷èòàþò
åâêëèäîâûì. Òàêèì îáðàçîì, ïî íàøåìó ìíåíèþ ëþáîå ïðîñòðàíñòâî Õåììèíãà, â êîíå÷-
íîì èòîãå, â ôèçè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå ðåàëèçóåòñÿ êàê íåêîòîðîå ìíîæåñòâî âåêòîðîâ
(ñèãíàëîâ) åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Ê ýòîìó ñòîèò äîáàâèòü, ÷òî èñïîëüçîâàíèå ìåòðè÷åñêîãî âëîæåíèÿ ïîçâîëÿåò ïîëó-
÷àòü è íåêîòîðûå ïîëåçíûå ðåçóëüòàòû, îòíîñÿùèåñÿ ê ïðîñòðàíñòâó Õåììèíãà, â ÷àñòíî-
ñòè, ïîçâîëÿåò ðàññìàòðèâàòü åãî êàê êîä ïà ñôåðå Sn′−1 . Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò,
íàïðèìåð, ïîëó÷àòü îöåíêè îáúåìà êîäîâ â ïðîñòðàíñòâå Õåììèíãà, ðàññìàòðèâàÿ èõ êàê
êîäû íà ñôåðå Sn′−1 ñ åâêëèäîâîé ìåòðèêîé.

Âëîæåíèÿ îäíîìåðíûå ïðîñòðàíñòâà Õåììèíãà íà åâêëèäîâó ñôåðó

Ïîñòðîèì ôóíêöèþ π , êîòîðàÿ ðåàëèçóåò îäíî èç âîçìîæíûõ èçîìåòðè÷åñêèõ âëîæå-
íèé Y1 îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Õåììèíãà X = {0, . . . , q − 1} íà óíèòàðíóþ ñôåðó
Un′−1, n′ = q − 1 . Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X áóäåì òðàêòîâàòü êàê ýëåìåíòû êîëüöà Zq

âû÷åòîâ ïî mod q .
Êàæäîìó ýëåìåíòó a ∈ X ñîïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå q − 1−ìåðíûé âåêòîð

π(a) =
1√

q − 1

(
exp

(
2π i a

q

)
, exp

(
2π i 2a

q

)
, . . . , exp

(
2π i (q − 1)a

q

))
(1.3.5)

íà óíèòàðíîé ñôåðå U q−2 ⊂ Cp−1 .
Î÷åâèäíî,

(π(a), π(b)) =
1

q − 1

p−1∑

k=1

exp

(
2π i (a− b)k

q

)
=

{ −1
q−1

, åñëè a 6= b;

1, åñëè a = b,
(1.3.6)
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Ñëåäîâàòåëüíî,

λ2(π(a), π(b)) = |a− b, a− b|2 = 2− 2< (a, b) =

{ 2q
q−1

, åñëè a 6= b;
0, åñëè a = b. (1.3.7)

ãäå < x � âåùåñòâåííàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà x .
Òàêèì îáðàçîì, åñëè â êà÷åñòâå ôóíêöèè ρ â (1.3.3) âçÿòü ôóíêöèþ ρ(x) = q−1

2q
x , òî

ìû ïîëó÷èì èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Õåììèíãà íà óíèòàðíóþ
ñôåðó U q−2 q − 1−ìåðíîãî óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà (n′ = q − 1 ).

Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëà 1.2.1, ýòî èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå îäíîìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà Õåììèíãà íà óíèòàðíóþ ñôåðó U q−2 îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷å-
ñêèì âëîæåíèåì Y1 îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Õåììèíãà íà 2(q− 1)−ìåðíóþ åâêëèäîâó
ñôåðó S2q−3 . Äèàìåòð ýòîãî âëîæåíèÿ ðàâåí λ1(Y1) =

√
2q

q−1
(ñì. (1.3.7)).

Òàêèì îáðàçîì, â îäíîìåðíîì ñëó÷àå ðàññìîòðåííîå èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå, îáîçíà-
÷àåìîå ÷åðåç Y1 , ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî Õåììèíãà X, q > 2,
êàê ïðîñòðàíñòâî, îáðàçîâàííîå q òî÷êàìè, êîòîðûå ðàñïîëîæåíû íà åäèíè÷íîé ñôåðå â
óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè q − 1 èëè, ÷òî ýêâèâàëåíòíî, êàê ìíîæåñòâî òî÷åê
íà íà åäèíè÷íîé ñôåðå 2(q − 1)−ìåðíîãî åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà. Ýòîò âèä âëîæåíèÿ,
êàê áóäåò âèäíî íèæå, õîòÿ è íå îáåñïå÷èâàåò ìèíèìàëüíóþ ðàçìåðíîñòü åâêëèäîâîãî ïðî-
ñòðàíñòâà, â êîòîðîå ïðîèçâîäèòñÿ âëîæåíèå, íî èìååò ðÿä ïîëåçíûõ ñâîéñòâ. Â ÷àñòíîñòè,
â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ (X � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà) îí ïîçâîëÿåò ðåàëèçîâàòü èçîìîðôíîå
èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Õåììèíãà X íà îðáèíûé êîä X̂ .

Â êà÷åñòâå, óïîìÿíóòîãî âûøå, îðáèòíîãî êîäà X̂ , ðåàëèçóþùåãî èçîìåòðè÷åñêîå âëî-
æåíèå, âîçüìåì îðáèòíûé êîä K(G,a) , ïîðîæäåííûé ãðóïïîé G , ñîñòîÿùåé èç âñåõ äèà-
ãîíàëüíûõ ìàòðèö âèäà

ga = diag

(
exp

(
2π i a

q

)
, exp

(
2π i 2a

q

)
, . . . , exp

(
2π i (q − 1)a

q

))
, a ∈ Zq.

Â êà÷åñòâå íà÷àëüíîãî âåêòîðà a âîçüìåì âåêòîð a = 1√
q−1

(1, . . . , 1) ∈ U q−2 . Î÷åâèäíî,
îðáèòíûé êîä K(G, a) îáåñïå÷èâàåò òðåáóåìîå èçîìîðôíîå ìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå äëÿ
âñåõ öåëûõ ÷èñåë q .

Åñëè X � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà, òî ðàññìîòðåííîå âûøå âëîæåíèå Y1 , î÷åâèäíî, ÿâëÿ-
åòñÿ ìåòðè÷åñêèì èçîìîðôíûì âëîæåíèåì ãðóïïû X íà ïîâåðõíîñòü óíèòàðíîé ñôåðû
U q−2 .

Îòîáðàçèì òåïåðü óíèòàðíîå ïðîñòðàíñòâî Cq−1 â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî óäâîåííîé
ðàçìåðíîñòè ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ ϕ (ñì. (1.2.10)). Êàê áûëî ïîêàçàíî â ðàçäåëå 1.2.2
îòîáðàæåíèå ϕ ïîçâîëÿåò èçîìîðôíî îòîáðàçèòü ãðóïïó G â ãðóïïó G′ îðòîãîíàëüíûõ
2(q − 1) × 2(q − 1)−ìàòðèö. Ãðóïïà G′ è íà÷àëüíûé âåêòîð a′ = 1√

q−1
(ϕ(1), . . . , ϕ(1)) =

1√
q−1

(1, 0, 1, 0, . . . , 1, 0) ∈ S2(q−1)−1 îïðåäåëÿþò îðáèòíûé êîä K(G′,a′) íà åäèíè÷íîé åâêëè-
äîâîé ñôåðå S2(q−1)−1 . Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïà G′ ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö,
íà äèàãîíàëè êîòîðûõ ðàñïîëîæåíû 2× 2−ìàòðèöû âèäà ϕ(exp

(
2π i ab

q

)
), a, b ∈ Zq .

Òàê êàê ãðóïïû G è G′ èçîìîðôíû, à îòáðàæåíèå ϕ ñîõðàíÿåò ìåòðèêó, òî îðáèòíûå
êîäû K(G,a) ⊂ U q−2 è K(G′, a′) ⊂ S2(q−1)−1 åêâèâàëåíòíû â åñòåñòâåííîì ïîíèìàíèè
ýòîãî òåðìèíà, ò.å. êîä K(G′,a′) ðåàëèçóåò èçîìîðôíîå ìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå öèêëè÷å-
ñêîé ãðóïïû X , íà êîòîðîé çàäàíà ìåòðèêà Õåììèíãà, íà ïîâåðõíîñòü åäèíè÷íîé ñôåðû
S2(q−1)−1 .
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Â äâîè÷íîì ñëó÷àå ( p = 2 ) âëîæåíèå Y1 ïîçâîëÿåò âëîæèòü ïðîñòðàíñòâî Õåììèí-
ãà F2 íà ñôåðó îäíîìåðíîãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà, èáî êîðíÿìè âòîðîé ñòåïåíè èç
åäèíèöû ÿâëÿþòñÿ âåùåñòâåííûå ÷èñëà.

Óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá âëîæåíèÿ îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Õåììèíãà
Îòìåòèì, ÷òî ñóùåñòâóþò óíèâåðñàëüíûé ñïîñîá, îáîçíà÷àåìûé äàëåå ÷åðåç Y , ìåòðè-
÷åñêîãî âëîæåíèÿ îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Õåììèíãà X, |X| = q, íà åäèíè÷íóþ ñôåðó
Sq−2 q − 1−ìåðíîãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà.

Â êà÷åñòâå îáðàçîâ π(x) òî÷åê x ∈ X âîçüìåì âåðøèíû ïðàâèëüíîãî ñèìïëåêñà, âïè-
ñàííîãî â åäèíè÷íóþ ñôåðó q − 1−ìåðíîãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Íàïðèìåð, â êà-
÷åñòâå âåðøèí ñèìïëåêñà ìîæíî âçÿòü òî÷êè âèäà aj = ej − 1

q

∑q
s=1 es, j = 1, . . . , q , ãäå

ej = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) ∈ Rq (åäèíèöà íà j− îì ìåñòå). Ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê, ðàñïîëî-
æåíî íà q − 1−ìåðíîé ãèïåðïëîñêîñòè x1 + · · · + xq = 0 , ò.å. åãî ýëåìåíòû ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê òî÷êè, ëåæàùèå â q − 1− ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Î÷åâèäíî,
äëèíû âñåõ âåêòîðîâ aj îäèíàêîâû. Îäèíàêîâû è åâêëèäîâû ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïàðàìè
ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà {a1, . . . , aq} . Ïîýòîìó òî÷êè ýòîãî ìíîæåñòâà ïîñëå èõ íîðìèðîâà-
íèÿ è ñäâèãà ìîæíî âçÿòü â êà÷åñòâå âåðøèí ïðàâèëüíîãî ñèìïëåêñà, ðàñïîëîæåííîãî â
øàðå ñ öåíòðîì â íóëåâîé òî÷êå åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà Rq−1 . Ýòî âëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ
èçîìåòðè÷åñêèì âëîæåíèåì ïðîñòðàíñòâà X íà åäèíè÷íóþ ñôåðó Sq−1 q − 1−ìåðíîãî
åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà. Ýòî âëîæåíèå ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Y .

Ó ìåòðè÷åñêîãî âëîæåíèÿ Y îòñóòñòâóåò êàêàÿ-ëèáî àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà. Âìå-
ñòå ñ òåì äîâîëüíî ïðîñòî íàéòè êîíå÷íóþ ãðóïïó G îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé, ñ
ïîìîùüþ êîòîðîé ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî èçîìîðôíîå èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå ïðîèç-
âîëüíîé ãðóïïû X íà ñôåðó Sq−2 , ò.å. èçîìåòðè÷åñêè îòîáðàçèòü ãðóïïó X â îðáèòíûé
êîä π(X) .

Òåîðåìà 1.3.1 Ïðåäïîëîæèì, ÷òî îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Õåììèíãà X ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íîé ãðóïïîé G ïîðÿäêà q ñ ãðóïïîâîé îïåðàöèåé + (ñëîæåíèå).

Òîãäà ñóùåñòâóåò èçîìîðôíîå èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå π ïðîñòðàíñòâà Õåììèíãà
X íà åâêëèäîâó ñôåðó Sq−2 (ñì. îïðåäåëåíèÿ 1.3.1 è 1.3.3).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì îðòîíîðìèðîâàííûé áàçèñ ω = {ω1, . . . , ωq} q− ìåðíî-
ãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà Rq , ãäå ω1 = 1√

q
(1, . . . , 1) . Íà îñòàëüíûå âåêòîðû ωj, j > 1,

áàçèñà ìû íå íàêëàäûâàåòñÿ íèêàêèõ îãðàíè÷åíèé. Ïóñòü

Rq = L1 ⊕ Lq−1 (1.3.8)
� ðàçëîæåíèå q−ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Rq â ïðÿìóþ ñóììó îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
L1 , íàòÿíóòîãî íà âåêòîð e1+· · · eq =

√
qω1 , è q−1−ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Lq−1 ñ áàçèñîì

ω2, . . . , ωq .
Â áàçèñå ω , î÷åâèäíî, âåêòîðû aj áóäóò èìåòü âèä α′j = (0, α

(j)
2 , . . . , α

(j)
q ) = ajA , ãäå

A � îðòîãîíàëüíàÿ ìàòðèöà ïåðåõîäà îò îðòîíîðìèðîâàííîãî áàçèñà e = {e1, . . . , eq} ê
îðòîíîðìèðîâàííîìó áàçèñó ω .

Ïóñòü αj = (α
(j)
2 , . . . , α

(j)
q ) . Î÷åâèäíî, ÷òî (aj, aj) = (αj, αj) = q−1

q
. Ïîýòîìó âñå q −

1−ìåðíûå âåêòîðû αj ëåæàò íà åâêëèäîâîé ñôåðå ðàäèóñà
√

q−1
q

, à âñå âåêòîðû
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bj =

√
q

q − 1
αj (1.3.9)

� íà åäèíè÷íîé ñôåðå Sq−2 . Î÷åâèäíî, (bi, bj) = q
q−1

(αi, αj) = q
q−1

(ei, ej) = − 1
q−1

. Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå λ(bi, bj) =

√
(bi − bj, bi − bj) =

√
2− 2(bi, bj) ìåæäó

âåêòîðàìè bi, bj, i 6= j, ðàâíî
√

2q
q−1

.
Òàêèì îáðàçîì, ìû ïðåäñòàâèëè â ÿâíîì âèäå ýêâèäèñòàíòíîå ìíîæåñòâî B = {b1, . . . , bq}

òî÷åê ñôåðû Sq−2 , êîòîðûé ðåàëèçóåò èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå ïðîñòðàíñòâà Õåììèíãà
X . Äëÿ òîãî ÷òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïðåäñòàâèòü B â âèäå
îðáèòíîãî êîäà.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà îðòîãîíàëüíûõ ìàòðèö, äåéñòâóþùèõ íà
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rq è g ∈ G è L1 è Lq−1 � åå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà
ðàçìåðíîñòè 1 è q− 1 , ñîîòâåòñòâåííî. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî åñëè a ∈ Lj, j = 1, q− 1 ,
òî ag ∈ Lj äëÿ âñåõ g ∈ G .

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî G ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì íåêîòîðîé àáñòðàêòíîé ãðóï-
ïû G . Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðåäñòàâëåíèå G ÿâëÿåòñÿ ïðèâîäèìûì. Èç îáùåé òåî-
ðèè ñëåäóåò (ñì. íàïðèìåð, [15]), ÷òî â íåêîòîðîì îðòîãîíàëüíîì áàçèñå ω = {ω1, . . . , ωq}
êàæäóþ ìàòðèöó g ∈ G ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

g(g) =

(
g1(g) 0

0 gq−1(g)

)
, (1.3.10)

ãäå g1 � 1× 1−ìàòðèöà, à gq−1 � q− 1× q− 1−ìàòðèöà ñ âåùåñòâåííûìè ýëåìåíòàìè,
êîòîðûå äåéñòâóþò íà ïðîñòðàíñòâàõ L1 è Lq−1 . Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Gq−1 ãðóïïó
q − 1× q − 1−ìàòðèö, ïîðîæäåííóþ ìàòðèöàìè âñåìè gq−1 � q − 1× q − 1−ìàòðèöàìè
gq−1 . Â äàëüíåéøåì ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî Gq−1 � òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû G íà
ïðîñòðàíñòâå Lq−1 .

Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà q ñ ãðóïïîâîé îïåðàöèåé + è G = {g(g)|g ∈ G}
� åå ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå. Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî êàæäàÿ g(g) = g ∈ G ÿâëÿåòñÿ
ïîäñòàíîâî÷íîé q × q−ìàòðèöåé, ñòðîêè è ñòîëáöû êîòîðîé èíäåêñèðîâàíû ýëåìåíòàìè
ãðóïïû G , è êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ïåðåñòàíîâêó σg , äåéñòâóþùóþ íà ìíîæåñòâå åäèíè÷íûõ
âåêòîðîâ E = {eh|h ∈ G} ïðîñòðàíñòâà Rq , ñëåäóþùèì îáðàçîì:

ehg(g) = eh+g. (1.3.11)

Ýëåìåíòû G ïåðåñòàâëÿþò ýëåìåíòû ìíîæåñòâà E è, áîëåå òîãî, äåéñòâóåò íà E òðàí-
çèòèâíî.

Áîëåå ïîäðîáíî î ïðåäñòàâëåíèÿõ ãðóïï, â ÷àñòíîñòè, î ñâîéñòâàõ ðåãóëÿðíûõ ïðåä-
ñòàâëåíèÿõ ìîæíî îçíàêîìèòñÿ ïî êíèãàì [14] èëè [15].

Î÷åâèäíî, îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî L1 , íàòÿíóòîå íà âåêòîð e1 =
∑

h∈G eh = (1, 1, . . . , 1)
∈ Rq , ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû G íà åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå Rq . Áîëåå òîãî, e1g(g) = e1 .

Îðòîãîíàëüíîå ê L1 ïðîñòðàíñòâî Lq−1 ðàçìåðíîñòè q − 1 òàêæå ÿâëÿåòñÿ èíâàðè-
àíòíûì îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ G . Òàêèì îáðàçîì, ïðîñòðàíñòâî Rq ìû ïðåäñòàâèëè â
âèäå ïðÿìîé ñóììû èíâàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ: Rq = L1 ⊕ Lq−1 .
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Çàìåòèì, ÷òî ãðóïïà Gq−1 , ïîðîæäåííàÿ âñåìè ìàòðèöàìè gq−1 = gq−1(g) èç (1.3.10),
ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû G íà q− 1−ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå.
Ýòè óòâåðæäåíèÿ ÿâëÿþòñÿ î÷åâèäíûìè è êëþ÷åâûìè äëÿ äàëüíåéøåî èçëîæåíèÿ.

Ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé G îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî âåêòîðîâ A = {a1, . . . , aq} , ãäå aj =
ej − 1

q

∑q
s=1 es, j = 1, . . . , q , ïî åãî ïîñòðîåíèþ â ñåáÿ. Àíàëîãè÷íî òîìó êàê ýòî ñäåëàíî

äëÿ ìíîæåñòâà E , ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A áóäåì èíäåêñèðîâàòü ýëåìåíòàìè ãðóïïû G .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòû ãðóïïû Gq−1 òàêæå îòîáðàæàþò ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

B = {b1, . . . , bq} ⊂ Lq−1 â ñåáÿ. Åãî ýëåìåíòû òàêæå êàê ýëåìåíòû A áóäåì èíäåêñèðîâàòü
ýëåìåíòàìè ãðóïïû G òàêèì îáðàçîì, ÷òî bhgq−1(g) = bh+g .

Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî B ÿâëÿåòñÿ îðáèòíûì êîäîì, ïîðîæäåííûì ãðóïïîé Gq−1

ñëåäóþùèì îáðàçîì: B = {b1h|h ∈ Gq−1} .
Ïîëîæèì π(h) = bh = b1ĝ(h), h ∈ G = X . Èç îïðåäåëåíèÿ âåêòîðà bh âûòåêàåò,

÷òî îòîáðàæåíèå π ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôíûì èçîìåòðè÷åñêèì âëîæåíèåì îäíîìåðíîãî ïðî-
ñòðàíñòâà X = G íà ñôåðó Sq−2 . Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äîêàçàííóþ òåîðåìó íàäî ðàññìàòðèâàòü êàê ìàòåìàòè÷åñêèé
ôîëüêë¼ð, èáî åå äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò òîëüêî îáùåèçâåñòíûå ðåçóëüòàòû èç òåîðèè
ëèíåéíûõ ïðåäñòàâëåíèé êîíå÷íûõ ãðóïï.

Î÷åíü èíòåðåñíî, ÷òî â ñëó÷àå q = p = 4t + 1 (ïðîñòîå ÷èñëî) ìîæíî äîâîëüíî ïðî-
ñòî ÿâíî óêàçàòü èçîìîðôíîå èçîìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå Y3 îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
Õåììèíãà X = (Fp, +), p > 2, , ÿâëÿþùååñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé ïîðÿäêà p , íà åäèíè÷-
íóþ ñôåðó p−1

2
−ìåðíîãî óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà, êîòîðîå ñîõðàíÿåò ãðóïïîâóþ ñòðóê-

òóðó Fp . Äðóãèìè ñëîâàìè, íà îáðàçå π(Fp) ⊂ U
p−3
2 îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Õåììèíãà

Fp, p > 2, ìîæíî ïîñòðîèòü êîíå÷íóþ ãðóïïó G ëèíåéíûõ óíèòàðíûõ ïðåîáðàçîâàíèé
ïðîñòðàíñòâà C

p−1
2 , îòíîñèòåëüíî êîòîðîé ìíîæåñòâî π(Fp) ÿâëÿåòñÿ îðáèòíûì êîäîì è

âûïîëíåí èçîìîðôèçì (1.3.2).
Êàê ñëåäóåò èç ðåçóëüòàòîâ ðàçäåëà 1.2.2 è ýòî óæå îáñóæäàëîñü âûøå, ãðóïïó G

ìîæíî ðåàëèçîâàòü êàê ãðóïïó îðòîãîíàëüíûõ ïðåîáðàçîâàíèé â åâêëèäîâîì ïðîñòðàí-
ñòâå óäâîåííîé ðàçìåðíîñòè. Òåì ñàìûì â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ìû ìîæåì èçîìîðôíî
è èçîìåòðè÷åñêè îòîáðàçèòü ïðîñòðàíñòâî Õåììèíãà Fp â îðáèòíûé êîä â p− 1−ìåðíîì
åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ñ ñîõðàíåíèåì åãî àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû. Â îòëè÷èå îò òåî-
ðåìû 1.3.1 â äàííîì ñëó÷àå ãðóïïó G , êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, îáðàçóþò äèàãîíàëüíûå
ìàòðèöû, íà äèàãîíàëè êîòîðîé íàõîäÿòñÿ 2× 2−ìàòðèöû.

Äëÿ ïîñòðîåíèÿ óêàçàííîãî âëîæåíèÿ Y3 äîñòàòî÷íî â êà÷åñòâå π(a) (ñì. (1.3.5)) âçÿòü
ôóíêöèþ

π(a) =

(
p− 1

2

)− 1
2

(
exp

(
2π i z1 a

p

)
, exp

(
2π i z2 a

p

)
, . . . , exp

(
2π i z p−1

2
a

p

))
, (1.3.12)

ãäå {z1, . . . , z p−1
2
} � ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ïîëÿ Fp .

Ëåãêî ïîêàçàòü, èñïîëüçóÿ èçâåñòíûå çíà÷åíèÿ ñóìì Ãàóññà, ÷òî ïðè a 6= b ðåàëüíàÿ
÷àñòü ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (π(a), π(b)) ðàâíà −1

p−1
. Ïîýòîìó, êàê ñëåäóåò èç (1.2.6),

λ(π(a), π(b)) =

√
2p

p− 1
. (1.3.13)

Îðáèòíûé êîä K(G,a) , ïîðîæäåííûé ãðóïïîé äèàãîíàëüíûõ p−1
2
× p−1

2
−ìàòðèö
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ga = diag (exp

(
2π i z1 a

p

)
, exp

(
2π i z2 a

p

)
, . . . , exp

(
2π i z p−1

2
a

p

)
), a ∈ Fp, (1.3.14)

ãäå {z1, . . . , z p−1
2
} � ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ êâàäðàòè÷íûõ âû÷åòîâ ïîëÿ Fp è íà-

÷àëüíûì p−1
2
−ìåðíûì âåêòîðîì a =

(
p−1
2

)− 1
2 (1, . . . , 1), î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò ñ π(Fp) �

îáðàçîì îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Fp .

Ìåòðè÷åñêèå âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà Õåììèíãà Xn íà åâêëèäîâó ñôåðó â ìíî-
ãîìåðíîì ñëó÷àå (n ≥ 1 )
.

Ïóñòü a = (a1, . . . , an) ∈ Xn è π � ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ îñóùåñòâëÿåò ìåòðè÷åñêîå âëî-
æåíèå Yi, i = 1, 2, 3, îäíîìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Õåììèíãà X, |X| = q, íà åâêëèäîâó (èëè
óíèòàðíóþ) ñôåðó Sn′ (Un′ ), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (1.3.3). Î÷åâèäíî,
ôóíêöèÿ

π(a) =
1√
n

(π(a1), . . . , π(an)) ∈ Sn′n−1, (Un′n−1) (1.3.15)

îñóùåñòâëÿåò ìåòðè÷åñêîå ïîêîîðäèíàòíîå âëîæåíèå âñåãî ïðîñòðàíñòâà Õåììèíãà Xn

íà ñôåðó Sn′n−1. Äåéñòâèòåëüíî, èç ñîîòíîøåíèÿ (1.2.6) ñëåäóåò, ÷òî

λ2(π(a), π(b)) = 2− 2

n
<{(π(a1), π(b1))C + · · ·+ (π(an), π(bn))C} =

1

n
(λ2(π(a1), π(b1)) + · · ·+ λ2(π(an), π(bn)) =

1

n
d(a, b),

(1.3.16)

ãäå (·, ·)C � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå Cn′ è <x � äåéñòâè-
òåëüíàÿ ÷àñòü êîìïëåêñíîãî ÷èñëà x .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè n > 1 ïîêîîðäèíàòíîå ìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå (1.3.12), âîîáùå ãîâîðÿ,
íå ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðèñêì, åñëè äàæå âëîæåíèå êàæäîé êîîðäèíàòû è ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè-
÷åñêèì. Âìåñòå ñ òåì îòîáðàæåíèå (1.3.12) ðåàëèçóåò âëîæåíèå ëþáîãî êîäà K ⊆ Fn

q íà
ñôåðó Sn′n−1 . Â îáùåì ñëó÷àå ïðè òàêîì âëîæåíèè àëãåáðàè÷åñêàÿ ñòðóêòóðà ïðîñòðàí-
ñòâà Fn

q íå ñîõðàíÿåòñÿ.
Êëàññ ïîêîðäèíàòíûõ âëîæåíèé êîäà K ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå åñòåòåñòâåííûì è î÷åâèä-

íûì êëàññîì ìåòðè÷åñêîãî âëîæåíèÿ. Âëîæåíèÿ ýòîãî êëàññà ïðèìåíèìû äëÿ ëþáîãî êîäà
K ∈ Xn . Âìåñòå ñ òåì îíè ðåàëèçóåòñÿ òîëüêî â åâêëèäîâûõ ïðîñòðàíñòâàõ, ðàçìåðíîñòü
êîòîðûõ ðàâíà n · n′ . Åñòåñòâåííî ïîïûòàòüñÿ ìåòðè÷åñêè âëàäûâàòü êîäû â åâêëèäîâîå
ïðîñòðàíñòâî, ðàçìåðíîñòü êîòîðûõ ìåíüøå, ÷åì n ·n′ . Ýòîò âîïðñ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè
ìàëî ïðîðàáîòàòàí, õîòÿ èçâåñòíåí, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí êëàññ êîäîâ, êîòîðûå ìîæíî
ìåòðè÷åñêè âëîæèòü â åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè ìåíüøêé n · n′ .

Ýòèì êëàññîì ÿâëÿåòñÿ ýêâèäèñòàíòíûå êîäû K ∈ Xn (êîäû, ó êîòîðûõ ðàññòîÿíèÿ
Õåììèíãà ìåæäó ïàðàìè ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ îäèíàêîâû). Êîä èç ýòîãî êëàññà ìîæíî
èçîìåòðè÷åñè âëîæèòü íà åâêëèäîâó ñôåðó Sm−2 â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rm−1 , ãäå
m = |K| .
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Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü aj, j = 1, . . . , m � âåðøèíû ïðàâèëüíîãî ñèìïëåêñà, âïèñàí-
íîãî â åäèíè÷íóþ ñôåðó ïðîñòðàíñòâà Rm−1 . Ôóíêöèÿ π(x) ñîïîñòàâëÿåò ïðîèçâîëü-
íûì îáðàçîì ýëåìåíòû êîäà |K| âåðøèíàì ñèìïëåêñà aj, j = 1, 2, . . . , m . Î÷åâèëíî,
d(x, y) = cλ(π(x), π(y)) , ò.å. âëîæåíèå êîäà K ÿâëÿåòñÿ èçîìåòðè÷åñêèì.

Îòìåòèì, ÷òî ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî |K| ≤ n + 1 äëÿ q− è÷íîãî ýêâèäèñòàíòíîãî êîäà
|K| äëèíû n ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d < n . Êàê íåòðóäíî óâèäåòü, åñëè n > 1 è q > 2 , òî
÷èñëî |K| ìåíüøå ÷èñëà (q−1)n � ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà îäíîìåðíîãî âëîæåíèÿ, ò.å.
â ýòîì ñëó÷àå ðàññìàòðèâàåìîå âëîæåíèå êîäà íà åâêëèäîâóþ ñôåðó "ëó÷øå"îäíîìåðíîãî
âëîæåíèÿ.

Åñëè ýêâèäèñòàíòíûé êîä K ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé G , íàïðèìåð, K � ëèíåéíûé êîä, òî
òåîðåìà (1.3.1) ïîçâîëÿåò èçîìîðôíî è èçîìåòðè÷åñè âëîæèòü åãî íà ñôåðó Sm−2 ⊂ Rm−1 .
Î÷åâèäíî, äëÿ ýòîãî, äîñòàòî÷íî òðàêòîâàòü âåêòîð x ∈ K êàê îäíîìåðíûé ýëåìåíò ãðóï-
ïû G .

Âîçâðàòèìñÿ îïÿòü ê ðàññìîòðåíèþ îäíîìåðíûõ âëîæåíèé. Åñëè ìåòðè÷åñêîå âëîæå-
íèå Y êàæäîé êîîðäèíàòû âåêòîðà ëèíåéíîãî êîäà K ⊆ Fn

q ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ π

(ñì. (1.3.12)) ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôíûì, ò.å. îñóùåòâëÿåòñÿ ñ ïîìîùüþ íåêîòîðîãî îðáèòíîãî
êîäà K(Fq,a) ñ íà÷àëüíûì âåêòîðîì a , òî ìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå Yn âñåãî êîäà K ñ
ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ π , î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôíûì âëîäåíèåì. Ýòî î÷åíü âàæíîå
ñâîéñòâî âñåõ ïîêîîðäèíàíòíûõ èçîìîðôíûõ ìåòðè÷åñêèõ âëîæåíèé.

Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.3.1, ëþáîé ëèíåéíûé êîä K ⊆ Fn
q ìîæíî èçîìîðôíî è ìåò-

ðè÷åñêè âëîæèòü ñ ïîìîùüþ ïîêîîðäèíàòíîãî èçîìîðôíîãî è ìåòðè÷åñêîãî îòîáðàæåíèÿ
π íà åâêëèäîâó ñôåðó Sn′n−1 ñ ñîõðàíàíèåì åãî àëãåáðàè÷åñêîé ñòðóêòóðû.

Âîïðîñ î ñóùåñòâîâàíèè ìåòðè÷åñêèõ âëîæåíèé äëÿ êàêîãî-ëèáî ïðîñòðàíñòâà Õåì-
ìèíãà Xn, n > 1, íà ñôåðó SN−1 â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå ðàçìåðíîñòè N , ìåíüøåé,
÷åì n′n , ãäå n′ � ðàçìåðíîñòü îäíîìåðíîãî ìåòðè÷åñêîãî âëîæåíèÿ ïðîñòðàíñòâà X , ÿâ-
ëÿåòñÿ îòêðûòûì. Ýòî æå ñàìîå ñïðàâåäëèâî è äëÿ èçîìîðôíûõ ìåòðè÷åñêèõ âëîæåíèé.

1.3.1 Âëîæåíèå äâîè÷íîãî ïðîñòðàíñòâà Äæîíñîíà íà åâêëèäîâó
ñôåðó

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì ïîêîîðäèíàòíîå ìåòðè÷åñêîå âëîæåíèå (ñì.
ðàçäåë 1.3, îïðåäåëåíèå 1.3.2) ïðîñòðàíñòâà Äæîíñîíà Jw,n íà åäèíè÷íóþ åâêëèäîâó ñôå-
ðó, îïðåäåëÿåìûå ïàðàìåòðàìè a è b . Çàòåì âûáåðåì çíà÷åíèÿ ýòèõ ïàðàìåòðîâ òàê, ÷îáû
ìèíèìàëüíîå ðàññòîÿíèå ìåæäó îáðàçàìè òî÷åê ñôåðå ïðîñòðàíñòâà Jw,n áûëî ìàêñèìè-
ìàëüíûì. Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå n′ = n (ñì. îïðåäåëåíèå 1.3.2).

Òî÷êè ïðîñòðàíñòâà Äæîíñîíà Jw,n, 0 < 2w ≤ n, îòîáðàçèì íà ïîâåðõíîñòü åäèíè÷íîé
åâêëèäîâîé ñôåðû ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü a, b � äåéñòâèòåëüíûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî wa2 + (n − w)b2 = 1
è x ∈ Jw,n . Îòîáðàæåíèå π : x → π(x) , ñîñòîÿùåå â çàìåíå êàæäîé íóëåâîé êîîðäèíà-
òû âåêòîðà x ÷èñëîì −b , à åäèíè÷íîé � ÷èñëîì a , îòîáðàæàåò ïðîñòðàíñòâî Jw,n â
ìíîæåñòâî òî÷åê π(Jw,n) , ïðèíàäëåæàùåå åäèíè÷íîé ñôåðå Sn−1 .

Ïóñòü x, y ∈ Jw,n . Èç îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ π ñëåäóåò, ÷òî

(π(x), π(y)) = (w− d(x,y)

2
)a2+(n−w− d(x,y)

2
)b2−d(x,y)ab = 1− d(x,y)

2
(a+b)2. (1.3.17)
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Îòñþäà, èìåÿ â âèäó ðàâåíñòâî (1.2.3), ïîëó÷èì

λ(π(x), π(y)) = d(x,y)(a + b)2 = 2j(x, y)(a + b)2, (1.3.18)

ãäå j(x, y) � ðàññòîÿíèå Äæîíñîíà.
Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ôóêíêöèÿ (a + b)2 ïðè óñëîâèè wa2 + (n− w)b2 = 1 ïðèíèìàåò

ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå, ðàâíîå n
w(n−w)

, åñëè a =
√

n−w
wn

è b =
√

w
n(n−w)

. (Óïðàæíåíèå)
Îòîáðàæåíèå π áóäåì âñåãäà èñïîëüçîâàòü ïðè óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðîâ a, b ,

êîòîðûå ìàêñèìèçèðóþò ôóêöèþ (a + b)2 .

Ëåììà 1.3.1 Åñëè K ⊆ Jw,n � êîä ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì j â ìåòðèêå Äæîíñîíà,
òîãäà π(K) � êîä íà åäèíè÷íîé åâêëèäîâîé ñôåðå ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 2jn

w(n−w)
.

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î÷åâèäíî. ¤
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Ãëàâà 2

Îöåíêè

Â íà÷àëå ýòîãî ðàçäåëà ìû ðàññìàòðèâàåì îöåíêè ÷èñëà ýëåìåíòîâ êîäà ñ çàäàííûì êîäî-
âûì ðàññòîÿíèåì â ïðîñòðàíñòâå Õåììèíãà. Òàêæå õîðîøî èçâåñòíû (ñì. íàïðèìåð, [84],
[37], [16]), ïîäîáíûå îöåíêè äëÿ ÷èñëà ýëåìåíòîâ êîäà íà åâêëèäîâîé ñôåðå, íî îíè íå
áóäóò ïðåäñòàâëåíû â äàííîì èçäàíèè êíèãè.

Â ýòîé ãëàâå ìû ðàññìàòðèâàåì îòíîñèòåëüíî ïðîñòûå è äàâíî èçâåñòíûå îöåíêè. Íåêî-
òîðûå èç íèõ (îöåíêà Âàðøàìîâà-Ãèëáåðòà â äâîè÷íîì ñëó÷àå) íå óëó÷øåíû äî ñèõ ïîð. Â
òî âðåìÿ êàê äðóãèå (îöåíêà Õåììèíãà) ñóùåñòâåííî óñèëåíû â îïðåäåëåííûõ îáëàñòÿõ èç-
ìåíåíèÿ ïàðàìåòðîâ. Àñèìïòîòè÷åñêèé àíàëèç ðàññìàòðèâàåìûõ îöåíîê ïðîâîäèòñÿ òîëü-
êî â ïðîñòåéøèõ ñëó÷àÿõ.

Îöåíêà ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ èçëîæåíà â íîâîé àâòîðñêîé òðàêòîâêå â ãëàâå
4 êíèãè.

2.0.2 Îöåíêà Õåììèíãà (Ãðàíèöà ñôåðè÷åñêîé óïàêîâêè)

Ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç Mq(n, d) ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ q− çíà÷íîãî êîäà K ⊆
Xn, |X| = q, äëèíû n ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d .

Øàð â ïðîñòðàíñòâå Õåììèíãà

Øàðîì Vt,n(x) ðàäèóñà t ñ öåíòðîì â òî÷êå x â ïðîñòðàíñòâå Õåììèíãà Xn íàçûâà-
åòñÿ ìíîæåñòâî òî÷åê îòñòîÿùèõ îò x íà ðàññòîÿíèå íå áîëüøåå, ÷åì t .

Êàê ëåãêî âû÷èñëèòü,

|Vt,n(x)| =
t∑

s=0

(q − 1)s

(
n

s

)
. (2.0.1)

(Óïðàæíåíèå)
Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ øàðà Vt,n(x) íå çàâèñèò îò ðàñïîëîæåíèÿ åãî öåíòðà.

Çàìåòèì, ÷òî ýòî ñâîéñòâî âûïîëíÿåòñÿ íå äëÿ âñåõ ìåòðè÷åñêèõ ïðîñòðàíñòâ, ðàññìàò-
ðèâàåìûõ â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ.

Îöåíêà Õåììèíãà
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Òåîðåìà 2.0.2 (Îöåíêà Õåììèíãà) Äëÿ íå÷åòíîãî d = 2t + 1 ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Mq(n, d) ≤ qn

|Vt,n(x)| =
qn

∑t
s=0(q − 1)s

(
n
s

) . (2.0.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d(x,x′) ≥ 2t + 1, x,x′ ∈ Xn . Òîãäà øàðû Vt,n(x) è Vt,n(x′)
íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ýòî óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà òðåóãîëüíèêà,
êîòîðîå ñïðàâåäëèâî äëÿ ìåòðèêè Õåììèíãà d .

Ïóñòü K = {x1, . . . , xM} � êîä ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d = 2t + 1 . Òîãäà ñ îäíîé
ñòîðîíû øàðû Vt,n(xi) è Vt,n(xj), i 6= j, íå ïåðåñåêàþòñÿ, à ñ äðóãîé �

M⋃
s=1

Vt,n(xs) ⊆ Xn. (2.0.3)

Îòñþäà ñëåäóåò
M∑

s=1

|Vt,n(xs)| = M |Vt,n(xs)| ≤ |Xn| = qn, (2.0.4)

÷òî äîêàçûâàåò îöåíêó (2.0.2). ¤
Êîä K , íà êîòîðîì äîñòèãàåòñÿ îöåíêà (2.0.3), íàçûâàåòñÿ ñîâåðøåííûì.
Ñîâåðøåííûé êîä îáëàäàåò ñëåäóþùèì çàìå÷àòåëüíûì ñâîéñòâîì: øàðû ðàäèóñà t ñ

öåíòðàìè â êîäîâûõ òî÷êàõ ñîâåðøåííîãî êîäà íå ïåðåñåêàþòñÿ è îäíîâðåìåííî çàïîëíÿþò
âñ¼ ïðîñòðàíñòâî Õåììèíãà Xn . Ýòî óòâåðæäåíå âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ (2.0.4), êîòîðîå
äëÿ ñîâåðøåííîãî êîäà îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî. Çàìåòèì, ÷òî â åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå
ïîäîáíûõ ðàñïîëîæåíèé òî÷åê áûòü íå ìîæåò.

Ïðèìåð. Â ñëó÷àå d = 3, q = 2 , ïðàâàÿ ÷àñòü (2.0.2), î÷åâèäíî, ðàâíà Un = 2n

n+1
. Åñëè

n = 2m − 1 , òî Un = 2n−log2(n+1) ðàâíî ÷èñëó ýëåìåíòîâ êîäà Õåììèíãà (ñì. ëåììó 1.1.2)
äëèíû n . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîä Õåììèíãà ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì.

Êðîìå ðàññìîòðåííîãî ëèíåéíîãî êîäà Õåììèíãà èçâåñòíî åùå äîâîëüíî áîëüøîå ÷èñëî
íåëèíåéíûõ ñîâåðøåííûõ êîäîâ ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 3 . Âñå îíè èìåþò òó æå äëèíó è
òî æå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ÷òî è êîä Õåììèíãà, íî îáëàäàþò íåêîòîðûìè äîïîëíèòåëüíûìè
ñâîéñòâàìè. Èññëåäîâàèÿì ñîâåðøåííûõ êîäîâ ïîñâÿùåíû ìíîãîëåòíèå ðàáîòû íîâîñè-
áèðñêèõ ìàòåìàòèêîâ (ñì. []).

Êîäû ÷åòíîé äëèíû, êîòîðûå ñîñòîÿò èç äâóõ âåêòîðîâ � íóëåâîãî (0, . . . , 0) è åäè-
íè÷íîãî (1, . . . , 1) , òàêæå ÿâëÿþòñÿ ñîâåðøåííûìè.

Èçâåñòåíû (ñì., íàïðèìåð, [7]) òàêæå äâà òàêæå î÷åíü èíòåðåñíûõ ñîâåðøåííûõ êîäîâ:
ïåðâûé � äâîè÷íûé êîä äëèíû 23 ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 7 è ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ 212

è âòîðîé � òðîè÷íûé êîä äëèíû 11 ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 5 è ÷èñëîì ýëåìåíòîâ 36 ,
êîòîðûå íîñÿò íàçâàíèå äâîè÷íîãî è òðîè÷íîãî êîäîâ Ãîëåÿ.

Çàìåòèì, ÷òî øàðû V3,23(x) è V2,11(x) ðàäèóñîâ 3 è 2 â äâîè÷íîì è òðîè÷íûì ïðî-
ñòðàíñòâå èìåþò îáúåì 211 = 1+

(
23
1

)
+

(
23
2

)
+

(
23
3

)
è 35 = 1+2

(
11
1

)
+22

(
11
2

)
, ñîîòâåòñòâåííî.

Ýòè êîäû ÿâëÿþòñÿ ñïîðàäè÷åñêèì: â èõ "îêðåñíîñòè"íåò êîäîâ ïîõîæèõ èëè ðîäñòâåí-
íûõ èì. Äâîè÷íûé êîä Ãîëåÿ èìååò î÷åíü èíòåðåñíûé êîìáèíàòîðíûå ñâîéñòâà. Èçó÷åíèå
ýòèõ ñâîéñòâ âûïàäàåò èç ñîäåðæàíèÿ äàííîé êíèãè.

Äâîè÷íûå ñîâåðøåííûå êîäû Õåììèíãà ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 3 , êîäû ñ äâóìÿ àí-
òèïîäïëüíûì êîäîâûìè âåêòîðàìè è äâîè÷íûé êîä Ãîëåÿ îáðàçóþò ñåìåéñòâî âñåõ ñîâåð-
øåííûõ äâîè÷íûõ êîäîâ. Äðóãèõ äâîè÷íûõ ñîâåðøåííûõ êîäîâ íå ñóùåñòâóåò.
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2.0.3 Îöåíêè ñâåðõó äëÿ ÷èñëà ýëåìåíòîâ ðàâíîâåñíûõ êîäîâ

Ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ðàâíîâåñíîãî äâîè÷íîãî êîäà K ⊆ Jw,n ñ êîäîâûì
ðàññòîÿíèåì Äæîíñîíà j, 2j = d, ãäå d = d(K) � êîäîâîå ðàññòîÿíèå Õåììèíãà êîäà K ,
ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç A(n, j, w) .

Îöåíêè ñâåðõó äëÿ ôóíêöèè A(n, j, w) èíòåðåñíû ñàìè ïî ñåáå, à òàêæå îíè èñïîëüçó-
þòñÿ ïðè ïîëó÷åíèè íåêîòîðûõ îöåíîê M2(n, d) � ìàêñèìàëüíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ äâî-
è÷íîãî êîäà ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d .

Òåîðåìà 2.0.3 (Îöåíêà Äæîíñîíà) Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

A(n, d, w) ≤ jn

jn− w(n− w)
, (2.0.5)

åñëè jn− w(n− w) > 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâíîâåñíûé êîä K íà ïðîñòðàíñòâå Äæîíñîíà Jw,n ñ ìåòðèêîé
Äæîíñîíà j(x,y) = d(x,y)

2
(ñì. ðàçäåë 1.1.4), îòîáðàçèì íà ïîâåðõíîñòü åäèíè÷íîé åâêëè-

äîâîé ñôåðû ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ π (ñì. ðàçäåë 1.3.1).
Ïóñòü x, y ∈ Jw,n . Èç ðàâåíñòâà (1.3.17) ñëåäóåò, ÷òî

(π(x), π(y)) = 1− j(x,y)n

w(n− w)
≤ 1− jn

w(n− w)
. (2.0.6)

Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî âûòåêàåò èç ñîîòíîøååíèÿ j(x,y) ≥ j è èç ñîîòíîøååíèÿ 1 −
jn

w(n−w)
< 0 , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èç óñëîâèÿ òåîðåìû.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû èìååì

∑

x,y∈K

(π(x), π(y)) =
n∑

s=1

∑

x,y∈K

x̂sŷs =

(∑

x∈K

x̂s

)2

≥ 0, (2.0.7)

ãäå x̂s è ŷs s− àÿ êîîðäèíàòà âåêòîðîâ π(x) è π(y) .
Èç íåðàâåíñòâà (2.0.7) è íåðàâåíñòâà (2.0.6) ñëåäóåò, ÷òî

0 ≤
∑

x,y∈K

(π(x), π(y)) ≤ |K|+ |K|(|K| − 1)(1− jn

w(n− w)
), (2.0.8)

èáî (π(x), π(y)) = 1 , åñëè x = y , è (π(x), π(y)) ≥ 1− jn
w(n−w)

, åñëè x 6= y .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

|K| ≤ jn

jn− w(n− w)
. (2.0.9)

Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤
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2.0.4 Îöåíêà Ýëàéñà-Áàññàëûãî
Òåîðåìà 2.0.4 (Áàññàëûãî Ë.À., [34]) Èìååò ìåñòî îöåíêà

M2(n, d) ≤ 2nA(n, d, w)(
n
w

) . (2.0.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K ⊂ Fn
2 � äâîè÷íûé êîä ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì Õåììèíãà d .

Îïèøåì âîêðóã êàæäîé òî÷êè K ñôåðó ðàäèóñà w . Ïóñòü χ(x) � êðàòíîñòü, ñ êîòî-
ðîé ïîêðûòà òî÷êà x ∈ Fn

2 óêàçàííûìè ñôåðàìè. Êàê ëåãêî óâèäåòü, χ(x) � ýòî ÷èñëî
êîäîâûõ òî÷åê y ∈ K , íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè w îò x . (Óïðàæíåíèå)

Î÷åâèäíî, χ(x) ≤ A(n, d, w) . Îòñþäà |K|(n
w

)
=

∑
y∈K

(
n
w

)
=

∑
x∈Fn

2
χ(x) ≤ A(n, d, w)2n ,

÷òî äîêàçûâàåò ñîîòíîøåíèå (2.0.10). ¤

2.0.5 Îöåíêà Ïëîòêèíà è ìàòðèöû Àäàìàðà

Îöåíêà Ïëîòêèíà
Ðàññìàòðèâàåìàÿ îöåíêà ñïðàâåäëèâà äëÿ äâîè÷íûõ êîäîâ ñ "áîëüøèì"êîäîâûì ðàññòîÿ-
íèåì d ≥ n

2
.

Òåîðåìà 2.0.5 (Îöåíêà Ïëîòêèíà) Åñëè d ≥ n
2
, òî

M2(n, d) ≤
{

2d
2d−n

, åñëè 2d− n > 0

4d, åñëè n− 2d = 0
. (2.0.11)

Åñëè íåêîòîðûé äâîè÷íûé êîä K ëåæèò íà âòîðîé ãðàíèöå â (2.0.11), òî âñå êîäîâûê
ðàññòîÿíèÿ d(x,y), x,y ∈ K, ïðèíèìàþò ïðè x 6= y îäíî èç äâóõ çíà÷åíèé: n è d = n

2
.

Äîêàçàòåëüñòâî ïîõîæå íà äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.0.3. Ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå φ :
x → φ(x) , ñîñòîÿùåå â çàìåíå êàæäîé íóëåâîé êîîðäèíàòû âåêòîðà x ∈ Fn

2 ÷èñëîì − 1√
n
,

à åäèíè÷íîé � ÷èñëîì 1√
n
. Îòîáðàæåíèå φ îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî Fn

2 â ìíîæåñòâî òî÷åê
φ(Fn

2 ) , ïðèíàäëåæàùåå åäèíè÷íîé ñôåðå Sn−1 åâêëèäîâà ïðîñòðàíñòâà Rn , èáî, î÷åâèäíî,
(φ(x), φ(x)) = |φ(x)|2 = 1 .

Ïóñòü x, y ∈ Fn
2 , òîãäà, êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, (Óïðàæíåíèå)

(φ(x), φ(y)) =
1

n
(n− 2d(x, y)). (2.0.12)

Ïóñòü K ⊆ Fn
2 � êîä ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d ≥ n

2
. Ñ îäíîé ñòîðîíû èìååì,

∑

x,y∈K

(φ(x), φ(y)) =
n∑

s=1

∑

x,y∈K

x̂sŷs =
n∑

s=1

(∑

x∈K

x̂s

)2

≥ 0, (2.0.13)

ãäå x̂s � s− àÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà φ(x) .
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Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
∑

x,y∈K

(φ(x), φ(y)) = |K|+
∑

x,y∈K,x6=y
(φ(x), φ(y)) ≤ |K|+ |K|(|K| − 1)

n− 2d

n
, (2.0.14)

èáî (φ(x), φ(y)) = 1 , åñëè x = y , è, êàê ñëåäóåò èç (2.0.12), (φ(x), φ(y)) = 1
n
(n −

2d(x, y)) ≤ 1
n
(n− 2d) , åñëè x 6= y .

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé âûòåêàåò, ÷òî

|K|+ |K|(|K| − 1)
n− 2d

n
≥ 0. (2.0.15)

Åñëè 2d−n > 0 , òî ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî ýêâèâàëåíòíî ïåðâîìó íåðàâåíñòâó â (2.0.11).
Åñëè æå n−2d = 0 , òî ðàññìîòðèì êîä K′ , ïîëó÷åííûé èç êîäà K ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ÷èñëî âåêòîðîâ êîäà K , ó êîòîðûõ 1 ÿâëÿåòñÿ ïåðâîé êîîðäèíàòîé
áîëüøå èëè ðàâíî |K|

2
. Åñëè ýòî íå òàê, òî èíâåðòèðóåì âñå êîîðäèíàòû âåêòîðîâ êîäà

K è ïîëó÷èì êîä K′ ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì è ñ òåì æå êîäîâûì ðàññòîÿíèåì è òåì æå
÷èñëîì ýëåìåíòîâ, ÷òî è êîä K .

Â êà÷åñòâå âñïîìîãàòåëüíîãî êîäà âîçüìåì âñå âåêòîðû êîäà K′ ñ åäèíè÷íîé ïåðâîé
êîîðäèíàòîé, à â êà÷åñòâå êîäà K′′ � âñå âåêòîðû âñïîìîãàòåëüíîãî êîäà, ó êîòîðûõ
âûáðîøåíà ïåðâàÿ êîîðäèíàòà. Î÷åâèäíî, êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîäà K′′ ðàâíî d , à åãî
äëèíà ðàâíà n′′ = n− 1 , ò.å. 2d− n′′ > 0 .

Ê êîäó K′′ ïðèìåíèì ïåðâóþ îöåíêó â (2.0.11). Â ðåçóëüòàòå ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ
|K| ≤ 2|K′′| ïîëó÷èì âòîðóþ îöåíêó â (2.0.11).

Ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. Òàê êàê êîä K ëåæèò íà
âòîðîé ãðàíèöå (2.0.11), òî êîä K′′ äëèíû n′′ = n − 1 ëåæèò íà ïåðâîé ãðàíèöå (2.0.11),
ò.å. äëÿ íåãî ñîîíîøåíèå (2.0.15) îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî, ò.å.

|K′′| − |K′′|(|K′′| − 1)
n′′ − 2d

n′′
= 0, (2.0.16)

ò.å. |K′′| = |K|
2

= n .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, èç ñîîòíîøåíèÿ, êîòîðîå â äàííîì ñëó÷àå îáðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî,

è ñîîòíîøåíèÿ (2.0.14) âûòåêàåò, ÷òî

∑

x,y∈K′′
(φ(x), φ(y)) = n +

∑

x,y∈K′′,x6=y
(φ(x), φ(y)) = n− n(n− 1)

1

n− 1
= 0. (2.0.17)

Òàê êàê (φ(x), φ(y)) ≤ 0 , òî èç (2.0.17) ñëåäóåò, ÷òî (φ(x), φ(y)) = 0 äëÿ âñåõ x, y ∈
K′′, x 6= y. ¤

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà êîäà, ëåæàùåãî íà ïåðâîé ãðàíèöå (2.0.11), ðàññìîòðèì äâîè÷íûé
ëèíåéíûé êîä K ðàçìåðíîñòè m è äëèíû n = 2m − 1 , äâîéñòâåííûé ê êîäó Õåììèíãà.
Äðóãèìè ñëîâàìè, ðàññìîòðèì êîä ñ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé BH (ñì. ðàçäåë 1.1.3). Ýòîò
êîä, êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, èìååò êîäîâîå ðàññòîÿíèå 2m−1 , ò.å. ëåæèò íà ãðàíèöå
Ïëîòêèíà. Ìåæäó ïðî÷èì, ïðèâåäåííîå óòâåðæäåíèå î êîäîâîì ðàññòîÿíèè êîäà K ñîâñåì
íåòðóäíî äîêàçàòü íåïîñðåäñòâåííî. (Óïðàæíåíèå)
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Ìàòðèöû Àäàìàðà

Êðîìå óêàçàííîãî êîäà, èçâåñòíî åùå î÷åíü ìíîãî êëàññîâ êîäîâ ñ ïàðàìåòðàìè, ëåæàùè-
ìè íà ãðàíèöå (2.0.11). Âàæíåéøèå èç íèõ ýòî êîäû ñ ïàðàìåòðàìè n = 4t, d = n

2
,M = 2n .

Ýòè êîäû ýêâèâàëåíòíû òàêîìó ïîíÿòèþ êàê ìàòðèöû Àäàìàðà :

Îïðåäåëåíèå 2.0.4 Îðòîãîíàëüíàÿ n×n−ìàòðèöà A ñ ýëåìåíòàìè ±1 ∈ R íàçûâà-
åòñÿ ìàòðèöåé Àäàìàðà.

Ðàññìîòðèì êîä K̂ äëèíû n , îáðàçîâàííûé âñåìè ñòðîêàìè ìàòðèöû A è èõ îáðàùå-
íèÿìè, ò.å. ñòðîêàìè A , óìíîæåííûìè íà −1 . Â âèäó òîãî, ÷òî äëÿ ëþáûõ x̂, ŷ ∈ K̂, x̂ 6=
ŷ, ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå (x̂, ŷ) ïðèíèìàåò îäíî èç äâóõ çíà÷åíèé 0 , êîãäà x̂ 6= −ŷ , è
−n , êîãäà x̂ = −ŷ , êîä K̂ èìååò êîäîâîå ðàññòîÿíèå d = n

2
, ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ðàâíîå 2n ,

ò.å. îí ëåæèò íà ãðàíèöå (2.0.5). Òàêèì îáðàçîì, èç ñóùåñòâîâàíèÿ n× n−ìàòðèöû Àäà-
ìàðà A ñëåäóåò ñóùåñòâîâàíèå äâîè÷íîãî êîäà äëèíû n ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d = n

2
,

ëåæàùèå íà ãðàíèöå (2.0.11).
Ëîêàæåì òåïåðü, ÷òî äâîè÷íûé êîä K äëèíû n ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d = n

2
, ëåæà-

ùèé íà ãðàíèöå (2.0.11), îïðåäåëÿåò n× n−ìàòðèöó Àäàìàðà A .
Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ K̂ = {φ(x)|x ∈ K}, |K̂| = 2n, äëèíû n ñ

êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d = n
2
è ÷èñëîì ýëåìåíòîâ 2n . Êàê ñëåäóåò èç âòîðîãî óòâåðæäåíèÿ

òåîðåìû 2.0.5 è åãî äîêàçàòåëüñòâà, ìàòðèöà A(K) , îáðàçîâàííàÿ âñåìè âåêòîðàìè èç K̂′′

ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Àäàìàðà, èáî (φ(x), φ(y)) = 2−2d(x,y)
n

= 0, x 6= y.

Ëåììà 2.0.2 Íåîáõîäèìûì óñëîâèåì ñóùåñòâîâàíèÿ ìàòðèöû Àäàìàðà ðàçìåðíîñòè
n > 2 ÿâëÿåòñÿ óñëîâèå n = 4t .

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ìàòðèö Àäàìàðà íå÷åòíîé ðàçìåðíîñòè íå ñóùåñòâóåò.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî n = 4t+2 > 2 , è äîêàæåì, ÷òî ìàòðèö Àäàìàðà òàêîé ðàçìåðíîñòè

íå ñóùåñòâóåò.
Ïóñòü a, b, c � òðè ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ñòðîê ìàòðèöû A . Âåêòîðû a, b îðòîãîíàëü-

íû, ïîýòîìó âåêòîð a+b èìååò íå÷åòíîå ÷èñëî, ðàâíîå n
2

= 2t+1 , íåíóëåâûõ êîîðäèíàò,
ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå ±2 . (Óïðàæíåíèå)

Î÷åâèäíî, ñ îäíîé ñòîðîíû (a + b, c) = (a, c) + (b, c) = 0 , à ñ äðóãîé � (a + b, c) 6= 0 ,
èáî âåêòîð a + b ñîäåðæèò íå÷åòíîå ÷èñëî íåíóëåâûõ êîîðäèíàò ñ îäèíàêîâûì ìîäóëåì.
¤

Ìàòðèöû Àäàìàðà ïðåäïîëîæèòåëüíî ñóùåñòâóþò äëÿ âñåõ çíà÷åíèé n = 4t âèäà , õî-
òÿ â äåéñòâèòåëüíîñòè îíè ïîñòðîåíû òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ çíà÷åíèé t , â ÷èñëî êîòîðûõ
âõîäÿò è íåñêîëüêî áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñòâ t .

Èìååòñÿ ìíîãî÷èñëåííàÿ ëèòåðàòóðà, îïèñûâàþùàÿ ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö Àäà-
ìàðà èëè, ÷òî îäíî è òîæå, êîäîâ, ëåæàùèõ íà ãðàíèöå Ïëîòêèíà.

Äâà èç òàêèõ áåñêîíå÷íûõ ñåìåéñâ ìàòðèö Àäàìàðà ðàçìåðíîñòè n = 4t = p + 1 , ãäå
p � ïðîñòîå ÷èñëî âèäà p = 4t − 1 , è n = 2m ðàññìîòðåíî â ïàðàãðàôå 8.5 (ðàçäåëû
"Ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà"è "Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïî-
ëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ ñèìâîëîâ Ëåæàíäðà"). Åøå îäíî ñåìåéñòâî ñòðîèòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì.
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Îïðåäåëåíèå 2.0.5 Òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì A ⊗ B ìàòðèö A = (ai,j)i,j=1,...,n è B

ðàçìåðîâ n è m , ñîîòâåòñòâåííî, íàçûâàåòñÿ ìàòðèöà

A⊗B =




a1,1B a1,2B · · · a1,nB
a2,1B a2,2B · · · a2,nB
... ... ... ...

an,1B an,2B · · · an,nB


 . (2.0.18)

Ëåììà 2.0.3 Åñëè A è A′ � ìàòðèöû Àäàìàðà ðàçìåðíîñòåé n è n′ , ñîîòâåòñòâåí-
íî, òî A⊗ A′ � òàêæå ìàòðèöà Àäàìàðà ðàçìåðíîñòè n · n′ .

Äîêàçàòåëüñòâî. (Óïðàæíåíèå)
Ëåììà 2.0.3 ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü ìàòðèöó A⊗n

1 = A1 ⊗ · · · ⊗ A1 (n ðàç) Àäàìàðà
ðàçìåðíîñòè 2n , èñõîäÿ èç 2× 2−ìàòðèöû Àäàìàðà

A1 =

(
1 1
1 −1

)
. (2.0.19)

Áûñòðîå óìíîæåíèå âåêòîðà íà ìàòðèöó Àäàìàðà

Àëãîðèòìû áûñòðîãî óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ìàòðèöó Àäàìàðà íàõîäÿò øèðîêîå ïðè-
ìåíåíèå ïðè îáðàáîòêå ñèãíàëîâ, à òàêæå èñïîëüçóþòñÿ â íåêîòîðûõ ðàçäåëàõ êðèïòîãðà-
ôèè.

Âíóòðåíåå ïðîèçâåäåíèå 〈x,y〉 ìåæäó âåêòîðàìè x = (x1, . . . , xm) and y = (y1, . . . , ym)
ïðîñòðàíñòâà Fm

2 îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì

〈x,y〉 =
m∑

i=1

xiyi, (2.0.20)

ãäå ñëîæåíèå è óìíîæåíèå âûïîëíÿþòñÿ â ïîëå F2 .
Äàëåå ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû B ñ äåéñòâèòåëüíûìè ýëåìåíòïìè áóäåì èíäåêñè-

ðîâàòü ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà Fm
2 . Òàêèì îáðàçîì ýëåìåíò vx,y, x,y ∈ Fm

2 ìàòðèöû
B = ‖vx,y‖ ðàñïîëîæåí íà ïåðåñå÷åíèè ñòðîêè, èíäåêñèðîâàííîé ýëåìåíòîì x , è ñòîëáöà
èíäåêñèðîâàííûì ýëåìåíòîì y .

Ëåììà 2.0.4 Ìàòðèöà
Am = ‖(−1)〈x,y〉‖. (2.0.21)

ðàçìåðà 2m × 2m− ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé Àäàìàðà.

Äîêàçàòåëüñòâî. (Óïðàæíåíèå)
Ëåììà 2.0.4 äîñòàâëÿåò åùå îäèí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìàòðèöû Àäàìàðà ðàçìåðà 2m ×

2m .
Î÷åâèäíî, ïðîñòðàíñòâî Fm

2 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå Fm
2 = {(x1, . . . , xm−1, 0)|(x1, . . . , xm−1) ∈

Fm−1
2 } ∪ {(x1, . . . , xm−1, 1)|(x1, . . . , xm−1) ∈ Fm−1

2 } . Ïîýòîìó ìàòðèöó ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå
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Am =

(
Am−1 Am−1

Am−1 −Am−1

)
. (2.0.22)

Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ðàâåíñòâî
(

Am−1 Am−1

Am−1 −Am−1

)
=

(
Am−1 0

0 Am−1

)
·
(

Im−1 Im−1

Im−1 −Im−1

)
, (2.0.23)

ãäå Ij � åäèíè÷íàÿ 2j × 2j−ìàòðèöà.
Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò, ÷òî

Am = I1 ⊗ Am−1 · A1 ⊗ Im−1 (2.0.24)
ãäå ÷åðåç⊗ îáîçíà÷åíî òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö.

Èñïîëüçóÿ (2.0.24), ïðåäñòàâèì ìàòðèöó Am−1 â âèäå (2.0.24). Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

Am = I2 ⊗ Am−2 · I1 ⊗ A1 ⊗ Im−2 · A1 ⊗ Im−1 (2.0.25)
Ïðîäîæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ïîëó÷èì

Am = Im−1 ⊗ A1 · Im−2 ⊗ A1 ⊗ I1 · · · Im−j ⊗ A1 ⊗ Ij−1 · · · I1 ⊗ A1 ⊗ Im−2 · A1 ⊗ Im−1

m∏
j=1

Im−j ⊗ A1 ⊗ Ij−1.
(2.0.26)

Î÷åâèäíî, êàæäàÿ ìàòðèöà Bj = Im−j⊗A1⊗Ij−1 ñîäåðæèò â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì
ñòîëáöå òîëüêî äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà ±1 . Ïîýòîìó ðàâåíñòâî (2.0.26) ìîæíî ðàññìàò-
ðèâàòü êàê ðàçëîæåíèå ìàòðèöû Am â ïðîèçâåäåíèå ðàçðåæåííûõ ìàòðèö Bj , êàæäàÿ
èç êîòîðûõ èìååò â êàæäîé ñòðîêå è êàæäîì ñòîëáöå äâà íåíóëåâûõ ýëåìåíòà ±1 .

Ïîäîáíîå ðàçëîæåíèå ïîçâîëÿåò ñóùåñòâåííî óìåíüøèòü ÷èñëî óìíîæåíèé è ñëîæå-
íèé, òðåáóåìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðà a ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîîðäèíà-
òàìè íà ìàòðèöó Àäàìàðà Am .

Äåéñòâèòåëüíî, ÷òîáû óìíîæèòü âåêòîð a íà ìàòðèöó Am îáû÷íûì ñïîñîáîì íåîá-
õîäèìî ïîðÿäêà n2 = 22m îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë,
ãäå n = 2m � ðàçìåðíîñòü ìàòðèöû Am .

Åñëè âû÷èñëÿòü aAm êàê m ïîñëåäîâàòåëüíûõ óìíîæåíèé aBm·Bm−1 · · ·B1 , òî ÷èñëî
îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ â ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë áóäåò ðàâíûì ïî ïîðÿäêó
÷èñëó m2m = log2 n · n îïåðàöèé, â âèäó òîãî, ÷òî óìíîæåíèå âåêòîðà íà ìàòðèöó Bj

òðåáóåò 2m îïåðàöèé óìíîæåíèÿ è 2m − 1 îïåðàöèè ñëîæåíèÿ â ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ
÷èñåë.

2.0.6 Îöåíêè Ñèíãëòîíà è Ãðàéñìåðà
Îöåíêà Ñèíãëòîíà
Òåîðåìà 2.0.6 (Îöåíêà Ñèíãëòîíà) Äëÿ ëèíåéíîãî êîäà K ⊆ Fn

q äëèíû n , ðàçìåð-
íîñòè k è ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d èìååò ìåñòî îöåíêà

d ≤ n− k + 1. (2.0.27)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü A � ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîäà K . Òàê êàê k = dim K , òî â
A íàéäåòñÿ k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ. (Óïðàæíåíèå). Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè,
áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ýòî ïåðâûå k ñòîëáöîâ ìàòðèöû A .

Òàê êàê ïåðâûå k ñòîëáöîâ A ëèíåéíî íåçàâèñèìû, òî íàéäåòñÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ
a ñòðîê ìàòðèöû A , ó êîòîðîé â ïåðâûõ k êîîðäèíàòàõ íàõîäèòñÿ ëþáîé íàïåðåä çàäàí-
íûé k−ìåðíûé âåêòîð. Â êà÷åñòâå òàêîãî âåêòîðà âîçüìåì âåêòîð, ó êîòîðîãî òîëüêî
îäíà êîîðäèíàòà ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé.

Î÷åâèäíî, êîäîâûé âåêòîð a ñ óêàçàííûì íà÷àëîì èìååò âåñ wt(a) ≤ 1 + n − k , ÷òî
äîêàçûâàåò ëåììó. ¤

Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ïðè áîëüøîì k îöåíêà Ñèíãëòîíà äîñòèãàåòñÿ òîëüêî ïðè áîëü-
øèõ çíà÷åíèÿõ çëà÷íîñòè êîäà q . Êîäû, äëÿ êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ îöåíêà (8.6.3) íàçûâà-
þòñÿ MDR-êîäàìè (àíãëèéñêàÿ òðàíñêðèïöèÿ. Ïåðåâîä: ðàçäåëèìûé êîä ñ ìàêñèìàëüíûì
ðàññòîÿíèåì).

Èçâåñòíî ìíîãî êîíñòðóêöèé MDR-êîäîâ. Â ÷àñòíîñòè, q− çíà÷íûå êîäû Ðèäà-Ñîëîìîíà,
î êîòîðûõ ðå÷ü ïîéäåò íèæå, ÿâëÿþòñÿ MDR-êîäàìè.

Îñíîâíàÿ çàäà÷à ýòîãî íàïðàâëåíèÿ òåîðèè: ïðè çàäàííûõ d è q íàéòè MDR-êîä
ìàêñèìàëüíîé äëèíû. Ïðåäïîëîæèòåëüíî, n ≤ q + 1 ïðè 2 ≤ k ≤ q , íî ïðè q = 2l è
d = 2, n− 2 , n = q + 2 .

MDR-êîäû èìåþò ãëóáîêóþ ñâÿçü ñ íåêîòîðûìè êîìáèíàòîðíûìè êîíñòðóêöèÿìè: êî-
íå÷íûìè ïðîåêòèâíûìè ãåîìåòðèÿìè, îðòîãîíàëüíûìè òàáëèöàìè (äèçàéíàìè) è äð.

Îöåíêà Ãðàéñìåðà

Ðàññìàòðèâàåìàÿ îöåíêà ïîêàçûâàåò, ÷òî äâîè÷íûé ëèíåéíûé êîä ñ êîäîâûì ðàññòîÿ-
íèåì d íå ìîæåò áûòü ñëèøêîì êîðîòêèì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(k, d) ìèíèìàëüíóþ äëèíó ëèíåéíîãî äâîè÷íîãî êîäà ðàçìåðíîñòè
k ñ ìèíèìàëüíûì êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d .

Òåîðåìà 2.0.7 (Îöåíêà Ãðàéñìåðà)

N(k, d) ≥
⌉

d

2k−1

⌈
+ · · ·+

⌉
d

2

⌈
+ d, (2.0.28)

ãäå exd � íàèìåíüøåå öåëîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî x ≤exd .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � äâîè÷íûé ëèíåéíûé êîä äëèíû n ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì
d . Ïîêàæåì, ÷òî

n ≥ d + N

(
k − 1,

⌉
d

2

⌈)
. (2.0.29)

Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìû ïîëàãàåì, ÷òî ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà A êîäà K èìååò
âèä

A =

(
0 0 · · · 0 1 1 · · · 1

A1 B1

)
, (2.0.30)

ãäå A1 � ìàòðèöà ñ n− d ñòîëáöàìè è k − 1 ñòðîêàìè è B1 � ìàòðèöà ñ d ñòîëáöàìè
è k − 1 ñòðîêàìè.
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Ðàíã ìàòðèöû A1 ðàâåí k − 1 . Åñëè îí ìåíüøå, òî ìû ïóòåì ñëîæåíèÿ ñòðîê A1

îáðàòèì åå ïåðâóþ ñòðîêó â íóëåâóþ. Â ýòîì ñëó÷àå âòîðàÿ ñòðîêà ìàòðèöû A áóäåò
èìåòü âåñ ìåíüøèé, ÷åì d , ÷òî íåâîçìîæíî â âèäó òîãî, ÷òî åå ñóììà ñ ïåðâîé ñòðîêîé
áóäåò, î÷åâèäíî, èìåòü âåñ ìåíüøèé, ÷åì d .

Ìàòðèöà A1 ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé êîäà K1 äëèíû n − d è íåêîòîðûì
êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d1 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî v ∈ K1 è âåêòîð (v|u) ∈ K ( (v|u) � êîí-
êàòåíàöèÿ âåêòîðîâ v è u ∈ Fd

2 ).
Â âèäó òîãî, ÷òî (v|u) = (v|u)+a , ãäå u � âåêòîð u ñ èíâåðòèðîâàíûìè êîîðäèíàìè

è a � ïåðâàÿ ñòðîêà ìàòðèöû A ), ìû èìååì

d1 + wt(u) ≥ d

d1 + u = d1 + d− wt(u) ≥ d.
(2.0.31)

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî 2d1 ≥ d èëè d1 ≥
⌉

d
2

⌈
. Ñëåäîâàòåëüíî,

n− d ≥ N

(
k − 1,

⌉
d

2

⌈)
, (2.0.32)

÷òî äîêàçûâàåò íåðàâåíñòâî (2.0.29)
Çàìåòèì, ÷òî

⌉
e d

2s d
2

⌈
=

⌉
d

2s+1

⌈
. Îòñþäà, ìíîãîêðàòíî ïðèìåíÿÿ íåðàâåíñòâî (2.0.32),

ïîëó÷èì (2.0.28). ¤
Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ïðèâåäåííîå äîêàçàòåëüñòâî íåçíà÷èòåëüíî îòëè÷àåòñÿ îò äîêà-

çàòåëüñòâà ñîîòâåòñòâóþùåé òåîðåìû èç êíèãè [7].
Â êà÷åñòâå ïðèìåðà, ðàññìîòðèì êîä ðàçìåðíîñòè m è äëèíû n = 2m − 1 ñ êîäîâûì

ðàññòîÿíèåì 2m−1 , äâîéñòâåííûé ê êîäó Õåììèíãà.
Èç òåîðåìû 2.0.7 âûòåêàåò, ÷òî

N(m, 2m−1) ≥ 2m−1 + 2m−2 + · · ·+ 2 + 1 = 2m − 1, (2.0.33)

ò.å. ýòîò êîä ëåæèò íå òîëüêî íà ãðàíèöå Ïëîòêèíà, íî è íà ãðàíèöå Ãðàéñìåðà.

2.0.7 Îöåíêà äëÿ ÷èñëà ýëåìåíòîâ àíòèïîäàëüíîãî êîäà

Äâîè÷íûé êîä K íàçûâàåòñÿ àíòèïîäàëüíûì, åñëè îí óäîâëåòâîðÿåò ñëåäóþùåìó ñâîé-
ñòâó: åñëè x ∈ K , òî àíòèïîäàëüíûé âåêòîð x = x+(1, 1, . . . , 1) òàêæå ïðèíàäëåæèò êîäó
K . Î÷åâèäíî, êîäîâîå ðàññòîÿíèå ëþáîãî àíòèïîäàëüíîãî êîäà íå âûøå n

2
.

Ðàññòîÿíèå ìåæäó ðàçëè÷íûìè âåêòîðàìè x,y àíòèïîäàëüíîãî êîäà ñ êîäîâûì ðàñ-
ñòîÿíèåì d ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç èíòåðâàëà [d, n− d] , ëèáî îíî ðàâíî n (â òîì ñëó÷àå,
êîãäà y = x) .

Òàê êàê âçàèìíûå ðàññòîÿíèÿ àíòèïîäàëüíîãî êîäà äîëæíû ïðèíàäëåæàòü îãðàíè÷åí-
íîìó ìíîæåñòâó çíà÷åíèé ïî ñðàâíåíèþ ñ îáùèì ñëó÷àåì, òî âåðõíèè îöåíêè èõ îáúåìà,
âîîáùå ãîâîðÿ, äîëæíû áûòü ñèëüíåå îöåíîê äëÿ îáùåãî ñëó÷àÿ. Êàê áóäåò âèäíî íèæå,
ýòî äåéñòâèòåëüíî òàê.

Áóäåì îáîçíà÷àòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ äâîè÷íîãî àíòèïîäàëüíîãî êîäà äëè-
íû n ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d ÷åðåç MA(n, d) .
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Òåîðåìà 2.0.8 (Ñèäåëüíèêîâ, 1971, [35, 66]) Ñïðàâåäëèâà îöåíêà

MA(n, d) ≤ 2n3 − 2n(n− 2d)2

3n− (n− 2d)2 − 2
, (2.0.34)

åñëè 3n− (n− 2d)2 − 2 > 0 è n ≥ 4 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K � àíòèïîäàëüíûé êîä ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d è x, y ∈ K

è ïóñòü φ : K → Sn−1 � îòîáðàæåíèå, îïðåäåëåííîå â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 2.0.5.
Î÷åâèäíî,

|(π(x), π(y))| = |n− 2d(x,y)| ≤ n− 2d, (2.0.35)

åñëè x 6= y; y 6= x . Åñëè æå x = y , ëèáî y = x , òî |(π(x), π(y))| = n . Çàìåòèì, ÷òî
ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî â (2.0.35) äëÿ êîäà K , íå ÿâëÿþùåãîñÿ àíòèïîäàëüíûì, ìîæåò áûòü
íå âûïîëíåííûì.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
∑

x,y∈K

(π(x), π(y))4 = 2n4|K|+
∑

x,y∈K;x6=y;y 6=x
(π(x), π(y))4 ≤

2n4|K|+ (n− 2d)2
∑

x,y∈K;x6=y;y 6=x
(π(x), π(y))2 =

2n4|K| − 2(n− 2d)2n2|K|+ (n− 2d)2
∑

x,y∈K

(π(x), π(y))2.

(2.0.36)

Ïóñòü n ≥ 4 è P4(x) � ìíîãî÷ëåí Êðàâ÷óêà ñòåïåíè 4 (îí îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì
(3.2.13), â êîòîðîì p = 2 ). Ìíîãî÷ëåí P4(x) äàëåå â ðàáîòå òàêæå èìååò äðóãîå îáîçíà÷å-
íèå: K

(2,n)
4 (x) . Íåòðóäíî âû÷èñëèòü (àâòîð âû÷èñëÿë ñ ïîìîùüþ ïðîãðàììûMathematica5),

÷òî

P4(x) =
1

24
((n− 2x)4 + (8− 6n)(n− 2x)2 + 3n(n− 2)) (2.0.37)

Êàê ñëåäóåò èç ñëåäñòâèÿ 4.1.1 (ðàâåíñòâî (4.1.10))
1

|K|2
∑

x,y∈K

P4(x)(d(x,y)) =
1

|K|2
∑

x,y∈K

P4(x)

(
n− (π(x), π(y))

2

)
=

1

|K|2
∑

x,y∈K

1

24

(
(π(x), π(y))4 + (8− 6n)(π(x), π(y))2 + 3n(n− 2)

) ≥ 0,

(2.0.38)

äëÿ ëþáîãî êîäà K ⊂ Fn
p .

Ïîëîæèì T (K) = 1
|K|2

∑
x,y∈K(π(x), π(y))2 . Òàê êàê K

(2,n)
2 (x) = 1

2
((n− 2x)2 − n) , òî èç

Ñëåäñòâèÿ 4.1.1 (íåðàâåíñòâî (4.1.10)) ñëåäóåò, ÷òî T (K) ≥ n äëÿ ëþáîãî êîäà K .
Èç ñîîòíîøåíèé (2.0.36), (2.0.38) è òîãî, ÷òî T (K) ≥ n , âûòåêàåò

0 ≤ 2n4

|K| −
2n2(n− 2d)2

|K| + (n− 2d)2T (K) + (8− 6n)T (K) + 3n(n− 2) ≤
2n4

|K| −
2n2(n− 2d)2

|K| + (n− 2d)2n + 2n− 3n2

(2.0.39)
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ïðè (n− 2d)2 + (8− 6n) ≤ 0. Ïîñëåäíÿÿ îöåíêà ýêâèâàëåíòíà îöåíêå (2.0.34). ¤
Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî îöåíêà (9.2.3) äîñòèãàåòñÿ íà êîäå Êåðäîêà (ñì. ïàðàãðàô 8.2) è

íà íåêîòîðûõ äðóãèõ, íàïðèìåð, àíòèïîäàëüíîì ëèíåéíîì êîäå K òåîðåìû 8.4.1 (ïàðà-
ãðàô 8.4). Ïîñëåäíèé êîä èìååò ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: n = 2m (m � íå÷åòíîå), ÷èñëî
ýëåìåíòîâ 22m+1 = 2n2 è êîäîâîå ðàññòîÿíèå d = 2m−1 − 2

1
2
(m+1) = 1

2
(n−√2n) .

Àíòèïîäàëüíûé êîä Êåðäîêà KKer ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç ñàìûõ çàìå÷àòåëüíûõ êîíñòðóê-
öèé òåîðèè êîäèðîâàíèÿ. Îí èìååò ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû: n = 22m, |KKer| = n2 = 24m è
d = 1

2
(n−√n) = 22m−1 − 2m−1 .

Ïîñëå íåáîëüøîãî ðàçìûøëåíèÿ, ìîæíî óñòàíîâèòü, ÷òî îöåíêà (9.2.3) ìîæåò äîñòè-
ãàòüñÿ òîëüêî íà êîäàõ K , ó êîòîðûõ ìíîæåñòâî çíà÷åíèé ðàññòîÿíèé d(x,y), x,y ∈ K,

(ñïåêòð êîäà) ñîñòîèò èç ïÿòè ýëåìåíòîâ: 0, n
2
, 1

2
(n ± √

rn), 0 < r < 3 . Ïðè r = 1 (êîä
Êåðäîêà) è r = 2 èçâåñòíû êîäû, íà êîòîðûõ äîñòèãàåòñÿ îöåíêà (2.0.34) (ñì. ðàçäåë 8.4,
òåîðåìà (8.4.1)).

2.0.8 Îöåíêà Âàðøàìîâà-Ãèëáåðòà
Â îòëè÷èå îò âåðõíèõ îöåíîê ÷èñëà ýëåìåíòîâ êîäà, ðàññìàòðèâàåìàÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ
îöåíêîé ñóùåñòâîâàíèÿ, à èìåííî îíà óñòàíàâëèâàåò ãðàíèöû äëÿ ÷èñåë n, d, M , â ïðåäå-
ëàõ êîòîðûõ çàâåäîìî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé êîä ñ ýòèì ïàðàìåòðàìè.

Òåîðåìà 2.0.9 Ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé êîä íàä ïîëåì Fq äëèíû n , ñ êîäîâûì ðàññòîÿ-
íèåì d è ðàçìåðíîñòüþ k = n− r , åñëè ïàðàìåòðû n, d, r óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþùåìó
óñëîâèþ

d−1∑
s=1

(q − 1)s

(
n− 1

s

)
≤ qr − 1. (2.0.40)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.1.1, íàì íàäî ïîñòðîèòü ìàòðèöó B ñ r

ñòðî÷êàìè è n ñòîëáöàìè, ó êîòîðîé ëþáîé êîìïëåêò èç d−1 ñòîëáöîâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî
íåçàâèñèìûì.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû ïîñòðîèëè ìàòðèöó B′ ñ r ñòðî÷êàìè è n′ ñòîëáöàìè, ó êîòî-
ðîé ëþáîé êîìïëåêò èç d − 1 ñòîëáöîâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûì. Â êàêîì ñëó÷àå
ìû ê ìàòðèöå B′ ñìîæåì äîáàâèòü åù¼ îäèí íåíóëåâîé ñòîëáåö, ñîõðàíÿÿ ñâîéñòâî íåçà-
âèñèìîñòè ñòîëáöîâ?

Äëÿ îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ B , êàæäûé èç êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ ñóììîé íå áîëåå, ÷åì èç d − 1 ñòîëáöîâ ìàòðèöû B′ . Åñëè ÷èñëî ýëåìåíòîâ â
B ìåíüøå, ÷åì qr − 1 , òî â ïðîñòðàíñòâå Fr

q \B íàéäåòñÿ íåíóëåâîé ýëåìåíò (ñòîëáåö),
êîòîðûé ìîæåò áûòü äîáàâëåí ê ìàòðèöå B′ ñ ñîõðàíåíèåì ñâîéñòâà íåçàâèñèìîñòè.

Îöåíèì ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà B . Î÷åâèäíî, ýëåìåíòû, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñóì-
ìàìè ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè ñòîëáöîâ îïðåäåëåííîãî êîìïëåêòà ñ s, 1 ≤ s ≤ d−1
èç ñòîëáöîâ ïîðîæäàþò (q−1)s íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ (ñòîëáöîâ) ìíîæåñòâà B . Çàìåòèì,
÷òî ðàçëè÷íûå êîìïëåêòû ñòîëáöîâ ìîãóò ïîðîæäàòü ïåðåñåêàþùèåñÿ ïîäìíîæåñòâà ìíî-
æåñòâà B .

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

|B| ≤
d−1∑
s=1

(q − 1)s

(
n′

s

)
. (2.0.41)
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Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè

d−1∑
s=1

(q − 1)s

(
n′

s

)
< qr − 1, (2.0.42)

òî â r−ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå Fr
q ñóùåñòâóåò ýëåìåíò, êîòîðûé ìîæåò áûòü äîáàâëåí ê

ìàòðèöå B′ ñ ñîõðàíåíèåì ñâîéñòâà íåçàâèñèìîñòè êîìïëåêòîâ èç d− 1 ñòîëáöîâ.
Òàêèì îáðàçîì, ñóùåñòâóåò êîä äëèíû n , åñëè âûïîëíåíî óñëîâèå (2.0.40). ¤

2.0.9 Àñèìïòîòè÷åñêèå ãðàíèöû
Ìû ïîëó÷èì àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ (n → ∞ ) ïðàâûõ ÷àñòåé îöåíîê (2.0.2) è
(2.0.10) â äâîè÷íîì ñëó÷àå.

Íàì äàëåå ïîíàäîáÿòñÿ îöåíêè áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ
(

n
j

)
. Ýòè îöåíêè âêëþ-

÷àþò ôóíêöèþ ýíòðîïèè H2(x) , îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì

H2(x) = −x log2 x− (1− x) log(1− x), 0 < x < 1. (2.0.43)

Ýòà øèðîêî èçâåñòíàÿ ôóíêöèÿ èñïîëüçóåòñÿ â òåîðèè èíôîðìàöèè êàê ìåðà íåîïðå-
äåëåííîñòè âåðîÿòíîñòíîãî èñòî÷íèêà èíôîðìàöèè. Íàì îíà ïîíàäîáèòñÿ êàê ôóíêöèÿ, ñ
ïîìîùüþ êîòîðîé ïðèáëèæàþòñÿ áèíîìèàëüíûå êîýôôèöèåíòû.

Ëåììà 2.0.5 (Îöåíêà áèíîìèàëüíîãî êîýôôèöèåíòà [7]) Ïóñòü λn � öåëîå ÷èñ-
ëî, ãäå 0 < λ < 1 � ôóíêöèÿ ýíòðîïèè. Òîãäà

1√
8nλ(1− λ)

2nH2(λ) ≤
(

n

λn

)
≤ 1√

2 πnλ(1− λ)
2nH2(λ) (2.0.44)

Äîêàçàòåëüñòâî îñíîâàíî íà ôîðìóëå Ñòèðëèíãà äëÿ n! , êîòîðàÿ øèðîêî èñïîëüçó-
åòñÿ âî ìíîãèõ äðóãèõ çàäà÷àõ ïî âû÷èñëåíèþ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïîâåäåíèÿ êîìáèíàòîð-
íûõ ôóíêöèé.

√
2 πnn+ 1

2 e−n+ 1
12n

− 1
360n3 < n! <

√
2 πnn+ 1

2 e−n+ 1
12n (2.0.45)

Ñëåäîâàòåëüíî, (
n

λn

)
=

n!

λn!(n− λn)!
=

1√
2 πnλ(1− λ)

2nH2(λ) (2.0.46)

Îòñþäà ñëåäóåò ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâà â ëåâîé ÷àñòè (2.0.44). Äîêàçàòåëüñòâî ñïðà-
âåäëèâîñòè íåðàâåíñòâà â ïðàâîé ÷àñòè ïðîèçâîäèòñÿ àíàëîãè÷íî. ¤

Ñëåäñòâèå 2.0.1 Â óñëîâèÿõ ëåììû 2.0.5
(

n

[λn]

)
=

1√
2 πnλ(1− λ)

2nH2(λ)(1+εn), n →∞, εn → 0. (2.0.47)
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×èñëî
R(n, d) =

1

n
log2 M2(n, d) (2.0.48)

íàçûâàåòñÿ ñêîðîñòüþ ïåðåäà÷è ñ ïîìîùüþ êîäà äëèíû n ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d .
Îáîñíîâàíèå ýòîãî òåðìèíà ñëåäóþùåå.

Äâîè÷íûé êîä ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ M(n, d) ≥ 2 "ïåðåíîñèò"èíôîðìàöèþ, êîòîðàÿ
ìîæåò áûòü çàêîäèðîâàíèÿ ñ ïîìîùüþ log2 M(n, d) èíôîðìàöèîííûõ áèòîâ. Êàæäûé èí-
ôîðìàöèîííûé áèò èñõîäíîé èíôîðìàöèè ïðè ïåðåäà÷è åãî ïî êàíàëó ñâÿçè ñ ïîìîùüþ
êîäà èñïîëüçóåò â ñðåäíåì n

log2 M(n,d)
êîäîâûõ ñèìâîëîâ êîäà. Ïîýòîìó ñêîðîñòüþ ïåðåäà÷è

îäíîãî áèòà èñõîäíîé èíôîðìàöèè åñòåñòâåííî íàçâàòü âåëè÷èíó, îáðàòíóþ ê óêàçàííîé.
Ïóñòü n, d, w ñòðåìÿòñÿ ê áåñêîíå÷íîñòè òàêèì îáðàçîì, ÷òî

d

n
→ δ, n →∞,

w

n
→ ω, n →∞, 0 < δ, ω <

1

2
,

ãäå δ è ω � ïîñòîÿííûå âåëè÷èíû.
Âåëè÷èíû δ è ω íàçûâàþòñÿ îòíîñèòåëüíûì êîäîâûì ðàññòîÿíèåì è îòíîñèòåëü-

íûì âåñîì.
Ôóíêöèÿ

R(δ) = limn→∞, d
n
→δR(n, d), (2.0.49)

ãäå lim � âåðõíèé ïðåäåë, íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ ïåðåäà÷è ñ ïîìîùüþ
êîäà ñ îòíîñèòåëüíûì êîäîâûì ðàññòîÿíèåì δ .

Ëåììà 2.0.6 (Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îöåíîê (2.0.2) è (2.0.10)) Èìåþò ìåñòî
îöåíêè

R(δ) ≤ 1−H2

(
δ

2

)
(îöåíêà Õåììèíãà) (2.0.50)

è
R(δ) ≤ 1−H2

(
1

2
− 1

2

√
1− 2δ

)
(îöåíêà Áàññàëûãè-Ýëàéñà) (2.0.51)

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ëåìì 2.0.2 è 2.0.4 è ïîëó÷åííûõ âûøå
àñèìïòîòè÷åñêèõ âûðàæåíèé äëÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ. ¤

Êàê ëåãêî óñòàíîâèòü, ôóíêöèÿ 1 − H2

(
δ
2

)
íà èíòåðâàëå 0 < δ ≤ 1

2
âñåãäà áîëüøå

ôóíêöèè 1−H2

(
1
2
− 1

2

√
1− 2δ

)
. Ïîýòîìó îöåíêà Õåììèíãà ïðè "áîëüùèõ"çíà÷åíèÿõ êî-

äîâîãî ðàññòîÿíèÿ d ñëàáåå îöåíêè Ýëàéñà-Áàññàëûãè. Áîëåå òîãî, ïðè δ = 1
2

ïðàâàÿ
÷àñòü (2.0.51) îáðàùàåòñÿ â íóëü â òî âðåìÿ, êàê ïðàâÿ ÷àñòü (2.0.50), ðàâíàÿ 1−H2

(
1
4

)
,

áîëüøå íóëÿ. Â "çàùèòó"îöåíêè Õåììèíãà ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî îíà, â îòëè÷èå îò îöåíêè
Ýëàéñà-Áàññàëûãè, äîñòèãàåòñÿ èëè ïî÷òè äîñòèãàåòñÿ ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ d .

Ñëåäóåò òàêæå çàìåòèòü, ÷òî ðàññìàòðèâàÿ íèæå îöåíêà ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâà-
íèÿ, ïîçâîëÿåò óñèëèòü îöåíêó Ýëàéñà-Áàññàëûãè (2.0.51) íà âñåì èíòåðâàëå 0 < δ < 1

2

èçìåíåíèÿ δ .

Ëåììà 2.0.7 (Àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå îöåíêè Âàðøàìîâà-Ãèëáåðòà) Èìåþò
ìåñòî îöåíêè

R(δ) ≥ 1−H2 (δ) (îöåíêà Âàðøàìîâà-Ãèëáåðòà) (2.0.52)
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Êàê íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ðàçíîñòü ìåæäó ôóíêöèåé 1 − H2 (δ) è ôóíêöèåé 1 −
H2

(
1
2
− 1

2

√
1− 2δ

)
(îöåíêà Áàññàëûãè) âñåãäà ïîëîæèòåëüíà, ò.å. èìååòñÿ ñóùåñòâåííûé

çàçîð ìåæäó âåðõíåé è íèæíåé îöåíêàìè ñêîðîñòè êîäà ñ äàííûì îòíîñèòåëüíûì êîäî-
âûì ðàññòîÿíèåì. Ñóæåíèå ýòîãî çàçîðà ìåæäó âåðõíèìè è íèæíèìè îöåíêàìè ÿâëÿåòñÿ
îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ òåîðèè êîäèðîâàíèÿ.

Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî îöåíêà ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ íåñêîëüêî ññóæàåò óêàçàí-
íûé çàçîð, íî íå ñâîäèò åãî ê íóëþ íè â îäíîé òî÷êå èíòåðâàëà (0, 1

2
) èçìåíåíèÿ δ .

Çàìåòèì, ÷òî âûïèñàòü îöåíêó ïîäîáíóþ (2.0.7) äëÿ ëèíåéíûõ q− çíà÷íûõ êîäîâ òàêæå
äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Î÷åíü èíòåðåñíî, ÷òî ýòà îöåíêà ïðè q > 7 ìîæåò áûòü óñèëåíà ñ
ïîìîùüþ ïîñòðîåíèÿ õîðîøèõ àëãåáðî-ãåîìåòðèñêèå êîäîâ. Îáñóæäåíèå ýòîãî âîïðîñà
âûõîäèò çà ðàìêè ýòîé êíèãè. (ñì. [])

2.0.10 Îñíîâíûå çàäà÷è òåîðèè êîäèðîâàíèÿ
Â çàêëþ÷åííå ââîäíîé ÷àñòè ìû ñêàæåì íåñêîëüêî îáùèõ ñëîâ î çàäà÷àõ ðåøàåìûõ â
òåîðèè êîäîâ, êîððåêòèðóþùèõ îøèáêè.

Ïðîñòðàíñòâî, íà êîòîðîì åñòåñòâåííî ñòðîèòü è èçó÷àòü êîäû, êîððåêòèðóþùèå îøèá-
êè, îáÿçàòåëüíî äîëæíî áûòü êîìïàêòíûì. Èáî â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïðîñòðàíñòâî íåêîì-
ïàêòíî, íà íåì ìîãóò ñóùåñòâîâàòü êîäû ñ áåñêîíå÷íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ, ÷òî íå î÷åíü
åñòåñòâåííî äëÿ èõ ôèçè÷åñêîé ðåàëèçàöèè.

Íàïðèìåð, åñëè ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîäà â Rn ñ îãðàíè÷åííûì ñíèçó åâêëèäîâûì êîäî-
âûì ðàññòîÿíèåì ÿâëÿåòñÿ áåñêîíå÷íûì, òî ôèçè÷åñêèå ñèãíàëû, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò
êîäîâûì ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì, äîëæíû èìåòü ëèáî ïðîèçâîëüíî âûñîêóþ ýíåðãèþ ëèáî/è
áåñêîíå÷íóþ äëèòåëüíîñòü.

Âìåñòå ñ òåì "òåîðèÿ êîäèðîâàíèÿ"íà íåêîòîðûå íåêîìïàêòíûõ ïðîñòðàíñòâàõ äàâíî
è î÷åíü ïëîäîòâîðíî èçó÷àåòñÿ â ðàìêàõ äðóãèõ íàïðàâëåíèé ìàòåìàòèêè. Íàïðèìåð,
èçó÷åíèå ïðîòíåéøèõ óïàêîâîê øàðîâ â n−ìåðíîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå (êîòîðîå íå
ÿâëÿåòñÿ êîìïàêòíûì) ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç îñíîâíûõ çàäà÷ ãåîìåòðèè (ñì. [70]).

Ìû ðàññìàòðèâàåì êîäû, êîððåêòèðóþùèå îøèáêè, íà êîìïàêòíîì ìåòðè÷åñêîì ïðî-
ñòðàíñòâå R c ìåòðèêîé λ . Îäíîé èç ãëàâíûõ çàäà÷ â òåîðèè ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ
êîäà K ⊂ R ñ çàäàííûì êîäîâûì ðàññòîÿíèåì λ(K) , êîòîðûé èìååò íàèáîëüøåå ÷èñëî
ýëåìåíòîâ.

Ýòó çàäà÷ó ìîæíî ñôîðìóëèðîâàòü è íåñêîëüêî èíà÷å: ïîñòðîèòü êîä K ñ çàäàííûì
÷èñëîì ýëåìåíòîâ M , êîòîðûé èìååò íàèáîëüøåå êîäîâîå ðàññòîÿíèå λ(K) .

Ýòà çàäà÷à ÷àñòî óòî÷íÿòüñÿ. Íàïðèìåð, òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü êîä, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíûì, ãðóïïîâûì èëè èìåòü ëåãêîå äåêîäèðîâàíèå è ò.ï.

Êîäû èìåþò îïðåäåëåííîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, îïðåäåëÿåìîå àëãîðèòìîì èõ ïîñòðîåíèÿ.
Âîïðîñ î òîì íàñêîëüêî ýòî ÷èñëî áëèçêî ê ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîìó âåñüìà íå ïðîñò.
Ñòàíäàðòíûì ñïîñîáîì îòâåòà íà ýòîò âîïðîñ ÿâëÿþòñÿ îöåíêè ñâåðõó ÷èñëà ýëåìåíòîâ
êîäà ñ çàäàííûì êîäîâûì ðàññòîÿíèåì.

Â íåêîòîðûõ ðåäêèõ ñëó÷àÿõ îöåíêà è ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîíêðåòíîãî êîäà ñîâïàäàþò,
ò.å. â ýòèõ ñëó÷àÿõ ìû óñòàíàâëèâàåì, ÷òî ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîäà ìàêñèìàëüíî. Â îáùåì
æå ñëó÷àå îáû÷íî íàáëþäàåòñÿ ðàñõîæäåíèå ìåæäó ÷èñëîì ýëåìåíòîâ êîäà è âåðõíåé
îöåíêîé. Íî è â ýòîì ñëó÷àå ýòî íàáëþäåíèå èìååò îïðåäåëåííóþ öåííîñòü.
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Ïåðå÷èñëèì íåêîòîðûå âàæíåéøèå çàäà÷è îáùåãî ïëàíà òåîðèè êîäîâ, êîððåêòèðóþ-
ùèõ îøèáêè.

• Ðàçðàáîòêà ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ êîäîâ íà ðàçëè÷íûõ êîìïàêòíûõ ìåòðè÷åñêèõ ïðî-
ñòðàíñòâàõ.

• Ðàçðàáîòêà ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ êîäîâ, êîððåêòèðóþùèõ îøèá-
êè.

• Âû÷èñëåíèå îòäåëüíûõ ïàðàìåòðîâ è ñâîéñòâ êîíêðåòíûõ êîäîâ, êîððåêòèðóþùèõ
îøèáêè. Íàïðèìåð, âû÷èñëåíèå ñïåêòðà ëèíåéíîãî êîäà èëè åãî ãðóïïû àâòîìîð-
ôèçìîâ è ò.ï.

• Ïîëó÷åíèå îöåíîê (êàê âåðõíèõ òàê è íèæíèõ) ÷èñëà ýëåìåíòîâ êîäîâ, êîððåêòèðó-
þùèõ îøèáêè. Â ÷àñòíîñòè, áûëî áû èíòåðåñíî ñîêðàèòü çàçîð ìåæäó àñèìïòîòè÷å-
ñêèìè íèæíåé îöåíêîé ñêîðîñòè ïåðåäà÷è è íàèëóøåé èçâåñòíîé åå âåðõíåé îöåíêîé.
Â íàñòîÿùåå âðåìåìÿ ýòèìè îöåíêàìè ÿâëÿþòñÿ îöåíêà Âàðøàìîâà-Ãèëáåðòà è îöåí-
êà ëèíåéíîãî ïðîãðàìèðîâàíèÿ.

Áåç ñîìíåíèÿ, âûøåïðèâåäåííûé ïåðå÷åíü çàäà÷ òåîðèè êîäèðîâàíèÿ ìîæåò áûòü ðàñ-
øèðåí.
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Ãëàâà 3

Öåíòðàëüíûå ôóíêöèè íà ëèíåéíîì
ïðîñòðàíñòâå Õåììèíãà

3.1 Ñïåöèàëüíûå ôóíêöèè
3.1.1 Õàðàêòåðû

Ìû ðàññìàòðèâàåì êîíå÷íóþ ãðóïïó G . Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå â áîëüøåíñòâå ñëó÷àÿõ
G � àáåëåâà ãðóïïà. Â íà÷àëå ýòîãî ðàçäåëà, êîãäà ìû åùå íå êîíêðåòèçèðîâàëè ãðóïïó
G , ñ êîòîðîé ìû ðàáîòàåì, â êà÷åñòâå ãðóïïîâîé îïåðàöèè ìû ðàññìàòðèâàåì óìíîæåíèå
· ýëåìåíòîâ. Â êîíöå ðàçäåëà, êîãäà ìû ðàáîòàåì ñ êîíêðåòíûìè ãðóïïàìè, íàïðèìåð
ñ ãðóïïîé Fl

q ( l−ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq ), â êà÷åñòâå ãðóïïîâîé
îïåðàöèè ìû, ñëåäóÿ òðàäèöèè, èñïîëüçóåì îïåðàöèþ + (ñëîæåíèå).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç S ìíîæåñòâî òî÷åê óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà C ñ íîðìîé ðàâíîé
1 . Ïî äðóãîìó, S � îêðóæíîñòü ðàäèóñà 1 â êîìïëåêñíîì ïðîñòðàíñòâå C . Ìíîæåñòâî
S , î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, â êîòîðîé ãðóïïîâîé îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ óìíîæåíèå êîì-
ïëåêñíûõ ÷èñåë.

Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà. Ôóíêöèÿ $ : G → S íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðîì ãðóïïû G ,
åñëè äëÿ íåå âûïîëíåíî ñëåäóþùåå ñâîéñòâî

$(gh) = $(g)$(h) äëÿ âñåõ g, h ∈ G. (3.1.1)
Ïðîèçâåäåíèå äâóõ õàðàêòåðîâ $ , $′ , ò.å. ôóíêöèÿ $(g)$′(g) , î÷åâèäíî òàêæå ÿâëÿ-

åòñÿ õàðàêòåðîì ãðóïïû G . Ïîýòîìó ìíîæåñòâî G̃ âñåõ õàðàêòåðîâ ãðóïïû G ÿâëÿåòñÿ
àáåëåâîé ãðóïïîé, â êîòîðîé ãðóïïîâîé îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ óìíîæåíèå ôóíêöèé.

Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ãðóïïû G è G̃ ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè [41].
Ïóñòü h � ýëåìåíò G , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðîîáðàçîì ýëåìåíòà $(g) ∈ G̃ ïðè íåêî-

òîðîì èçîìîðôíîì îòîáðàæåíèè G̃ â G . Â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíò $(g) áóäåì îáîçíà÷àòü
÷åðåç $h(g) .

Ëåììà 3.1.1 Ïóñòü G � àáåëåâà ãðóïïà. Â ýòîì ñëó÷àå ñóùåñòâóåò èçîìîðôèçì %

ãðóïïû G â ãðóïïó õàðàêòåðîâ G̃ òàêîé, ÷òî

$h(g) = $g(h). (3.1.2)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäñòàâèì òðåáóåìûé èçîìîðôèçì % â ÿâíîì âèäå.
Õîðîøî èçâåñòíî [41], ÷òî ëþáóþ êîíå÷íóþ àáåëåâó ãðóïïó G ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê

ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå öèêëè÷åñêèõ ãðóïï G1, . . . , Gk ïîðÿäêîâ r1, . . . , rk , ñîîòâåòñòâåííî.
Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíò g ∈ G ìîæíî çàïèñàòü êàê g = g1 · · · gk , ãäå gj ∈ Gj . Êàæäàÿ
öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà Gj ïîðÿäêà rj èçîìîðôíà ãðóïïå (Zrj

, +) (ãðóïïà âû÷åòîâ ïî mod
rj ). Ïîýòîìó ìû ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî Gj = (Zrj

, +) .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ëþáîé õàðàêòåð $(g) ∈ G̃ èìååò âèä $(g) = $(1)(g1) · · ·$(k)(gk) ,

ãäå $(j) � õàðàêòåð Gj . Êàæäûé õàðàêòåð $(j) öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Gj ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü êàê

$(j)(gj) = $
(j)
hj

(gj) = exp

(
2π i gjhj

rj

)
, gj, hj ∈ Zrj

, (3.1.3)

ñ íåêîòîðûì ýëåìåíòîì hj ∈ (Zrj
, +) . Äëÿ èçîìîðôèçìà % , ðåàëèçóþùåãî îòîáðàæåíèå

% : h1 · · · hk → $(g) = $(1)(g1) · · ·$(k)(gk) èç G̃ â G , î÷åâèäíî, âûïîëíåíî (3.1.2). ¤

3.1.2 Àâòîìîðôèçìû ãðóïïû G

Ïóñòü σ � ýíäîìîðôèçì ãðóïïû G , ò.å. σ � îòîáðàæåíèå G â ñåáÿ, äëÿ êîòîðîãî âû-
ïîëíåíî

(gh)σ = gσhσ äëÿ âñåõ g, h ∈ G . (3.1.4)

Íà ìíîæåñòâå End(G) âñåõ ýíäîìîðôèçìîâ èìååòñÿ åñòåñòâåííàÿ ïîëóãðóïïîâàÿ îïå-
ðàöèÿ: ñóïåðïîçèöèÿ äâóõ ýíäîìîðôèçìîâ. Òàêèì îáðàçîì, End(G) ÿâëÿåòñÿ ïîëóãðóï-
ïîé, êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ïîëóãðóïïîé ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïïû G .

Ïîäãðóïïà End(G) , ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ âçàèìíî îäíîçíà÷íûõ ôóíêöèé ñî ñâîéñòâîì
(3.1.4), íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû G è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç Aut(G) . Îò-
ìåòèì, ÷òî åäèíèöåé ãðóïïû Aut(G) ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííîå îòîáðàæåíèå σ0 .

Ïðèìåðîì àâòîìîðôèçìà ÿâëÿåòñÿ îòîáðàæåíèå σ : g → h−1gh , êîòîðîå íàçûâàåòñÿ
âíóòðåííèì àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû G . Åñëè G � íåêîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà, äëÿ íåêî-
òîðûõ h àâòîìîðôèçì σ íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííûì îòîáðàæåíèåì, ò.å. â ýòîì ñëó÷àå
ãðóïïà Inn(G) , ïîðîæäåííàÿ óêàçàííûìè àâòîìîðôèçìàìè, ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé (ñî-
ñòîèò èç áîëåå, ÷åì îäíîãî ýëåìåíòà). Ãðóïïà Inn(G) íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé âíóòðåííèõ àâ-
òîìîðôèçìîâ. Äëÿ àáåëåâîé ãðóïïû G ãðóïïà Inn(G) ñîñòîèò èç îäíîãî òîæäåñòâåííîãî
îòîáðàæåíèÿ. Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî îáû÷íî ãðóïïà Inn(G) íå èñ÷åðïûâàåò âñå àâòîìîð-
ôèçìû äàæå äëÿ íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïû G . Â êîììóòàòèâíîì æå ñëó÷àå ýòî çàâåäîìî
òàê.

Îòîáðàæåíèå σ : g → gr ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì äëÿ àáåëåâîé ãðóïïû G . Åñëè ÷èñëî
r âçàèìíî ïðîñòî ñ ïîðÿäêîì |G| ãðóïïû G , òî îòîáðàæåíèå σ ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì
G . Áîëåå òîãî, åñëè G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà N , òî ðàññìîòðåííûå îòîáðàæåíèÿ
σ èñ÷åðïûâàþò âñå å¼ àâòîìîðôèçìû, ò.å. â ýòîì ñëó÷àå |Aut(G)| = ϕ(|G|) , ãäå ϕ(N) �
ôóíêöèÿ Ýéëåðà (÷èñëî ÷èñåë r, 1 ≤ r ≤ N, âçàèìíî ïðîñòûõ ñ N ).

Àâòîìîðôèçìû ãðóïïû õàðàêòåðîâ G̃ , èíäóöèðóåìûå àâòîìîðôèçìàìè àáåëå-
âîé ãðóïïû G
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Ïóñòü σ ∈ Aut(G). Îòîáðàæåíèå

σ̃ : $(g) → $(gσ) = $eσ(g), (3.1.5)

î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû õàðàêòåðîâ G̃ . Îòîáðàæåíèå σ̃ áóäåì íàçû-
âàòü àâòîìîðôèçìîì ãðóïïû G̃ , èíäóöèðîâàííîì àâòîìîðôèçìîì σ ãðóïïû G .

Åñëè H � ïîäãðóïïà Aut(G) , òî ÷åðåç H̃ áóäåì îáîçíà÷àòü ïîäãðóïïó Aut(G̃) , ñî-
ñòîÿùóþ èç âñåõ σ̃ , îïðåäåëåííûõ ñîîòíîøåíèåì (3.1.5), äëÿ êîòîðûõ σ ∈ H . Èç ëåììû
3.1.1 ñëåäóåò, ÷òî H è H̃ � èçîìîðôíûå ãðóïïû.

Äàëåå ìû äëÿ ïðîñòîòû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî äâóõ òèïîâ àáåëåâûõ ãðóïï
G :

• i. G � ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà.

• ii. G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà.

Èçó÷åíèå äðóãèõ àáåëåâûõ ãðóïï â êîíå÷íîì èòîãå ñâîäèòñÿ ê èçó÷åíèþ âûøåóêàçàí-
íûõ òèïîâ ãðóïï.

3.1.3 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
Ýëåìåíòû àáåëåâîé G è ãðóïïû åå õàðàêòåðîâ G̃ ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç g è $ = $h , ãäå
h � ýëåìåíò G , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îáðàçîì ýëåìåíòà $(g) ∈ G̃ ïðè íåêîòîðîì ôèêñèðî-
âàííîì èçîìîðôíîì îòîáðàæåíèè G̃ â G .

Ïóñòü f1(g) è f2(g) � ôóíêöèè, îïðåäåëåííûå íà ãðóïïå G ñî çíà÷åíèÿìè â óíèòàð-
íîì ïðîñòðàíñòâå C . Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå ôóíêöèé f1(g) , f2(g) îïðåäåëèì ñîîòíî-
øåíèåì

(f1, f2) =
1

|G|
∑

g∈G

f1(g)f2(g), (3.1.6)

ãäå a, a ∈ C, � ÷èñëî, êîìïëåêñíî ñîïðÿæåííîå ÷èñëî ñ ÷èñëîì a .

Ëåììà 3.1.2 Ïóñòü
fD(g) =

∑
$∈D

$(g), (3.1.7)

ãäå D � ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû G̃n .
Òîãäà

(fD, fD′) = |D ∩D′|. (3.1.8)
Â ÷àñòíîñòè, åñëè D ∩ D′ = ∅ , òî ôóíêöèè fD, fD′ ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè:

(fD, fD′) = 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, õàðàêòåðû $ è $′ ÿâëÿþòñÿ îðòîíîðìèðî-
âàííûìè ôóíêöèÿìè, ò.å. ($, $′) = 0 , åñëè $ 6= $′ , è ($, $) = 1 . Îòñþäà íåïîñðåä-
ñòâåííî ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (3.1.8). ¤

Â äàëüíåéøåì èçëîæåíèè â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâ D ⊂ G̃ áóäåì ðàññìàòðèâàòü êëàññû
ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ïî íåêîòîðûì ïîäãðóïïàì H̃ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Aut(G̃) .
Îáúÿñíèì, ÷òî ýòî òàêîå.
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3.1.4 Êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ

Îïðåäåëåíèå 3.1.1 Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Aut(G) è g ∈ G .
Ìíîæåñòâî Ag = {gσ|σ ∈ H} íàçûâàåòñÿ êëàññîì ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ îòíîñè-

òåëüíî ïîäãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ H .
Ëþáîé ýëåìåíò g′ ∈ Ag íàçûâàåòñÿ ïðåäñòàâèòåëåì êëàññà Ag .

Î÷åâèäíî êëàññû Ag è Ag′ ëèáî ñîâïàäàþò, ëèáî íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ãðóïïà G ðàñïàäàåòñÿ íà 1 + m ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ

ýëåìåíòîâ îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ H , ò.å. G = ∪m
s=0Ags , ãäå gs, s =

0, . . . ,m, � ïðåäñòàâèòåëè ðàçëè÷íûõ êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ. Çàíóìåðåì êàêèì-
ëèáî îáðàçîì ÷èñëàìè 0, . . . , m ýòè êëàññû, ò.å ïîëîæèì Ags = As . Óñëîâèìñÿ êëàññó Ae ,
ñîñòîÿùåìó èç îäíîãî ýëåìåíòà e (åäèíèöà ãðóïïû G ) ñîïîñòàâëÿòü ÷èñëî 0 .

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ãðóïïû G è G̃ ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè. Ïîýòîìó èçîìîðô-
íû èõ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Aut(G) è Aut(G̃) . Çàôèêñèðóåì êàêîé-ëèáî èçîìîðôèçì
ρ̃ : Aut(G) → Aut(G̃) . Òîãäà ïîäãðóïïå H áóäåò ñîîòâåòñòâîâàòü ïîäãðóïïà H̃ = ρ̃(H)
ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Aut(G̃) .

Ãðóïïà õàðàêòåðîâ G̃ ðàñïàäàåòñÿ íà 1 + m êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ Ãs =
ρ̃(Aw), w ∈ {0, . . . , m}, îòíîñèòåëüíî ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ H̃ . Ïðåäñòàâèòåëÿ êëàññà
Ãw, w ∈ {0, . . . , m}, áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç $w . Òàêèì îáðàçîì, Ãw = Ã$w , ãäå $w �
ïðåäñòàâèòåëü êëàññà Ãw .

3.1.5 Öåíòðàëüíûå ôóíêöèè îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû H ãðóïïû
Aut(G)

Ðàññìîòðèì ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî W (G) ôóíêöèé f(x) : G → C .
Î÷åâèäíî, ñ îäíîé ñòîðîíû ðàçìåðíîñòü ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà W (G) íàä C ðàâíà

|G| òàê êàê êàæäàÿ ôóíêöèÿ èç W (G) îäíîçíà÷íî çàäàåòñÿ ñâîèì çíà÷åíèåì íà êàæäîì
ýëåìåíòå G .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ôóíêöèè $ èç ãðóïïû õàðàêòåðîâ G̃, |G̃| = |G|, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-
íåçàâèñèìûìè, èáî îíè, êàê õîðîøî èçâåñòíî, ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûìè. Ïîýòî-
ìó â êà÷åñòâå áàçèñà ïðîñòðàíñòâà W (G) ìîæíî âçÿòü âñå ýëåìåíòû (õàðàêòåðû) ãðóïïû
G̃ .

Òàêèì îáðàçîì, ëþáóþ ôóíêöèþ f(x) ∈ W (G) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(x) =
∑

$∈fGl

a$$(x), a$ ∈ C. (3.1.9)

Òàê êàê õàðàêòåðû $(x) ÿâëÿþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûìè ôóíêöèÿìè, òî êîýôôèöè-
åíòû a$ îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèåì (Óïðàæíåíèå)

a$ = (f(x),$(x)). (3.1.10)
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Îïðåäåëåíèå 3.1.2 Ïóñòü H � ïîäãðóïïà ãðóïïû Aut(G) . Ôóíêöèÿ f(x), f(x) ∈ W (Gn),
íàçûâàåòñÿ öåíòðàëüíîé îòíîñèòåëüíî ãðóïïû H , åñëè f(x) = f(x’) äëÿ âñåõ ϕ ∈ H è
âñåõ x ∈ G .

Äðóãèìè ñëîâàìè, ïóñòü Ag = {g’|ϕ ∈ H} � êëàññ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû
Gn îòíîñèòåëüíî ãðóïïû H ñ ïðåäñòàâèòåëåì g ∈ Gl è ïóñòü Ag = As . Ïî îïðåäåëåíèþ,
ôóíêööèÿ f ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îíà ïðèíèìàåò îäíî è òî
æå çíà÷åíèå íà âñåõ ýëåìåíòàõ êàæäîãî ñìåæíîãî êëàññà As, s = 0, . . . , m .

Ïðèìåð. Ïóñòü G = Fl
p � l−ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä ïðîñòûì ïîëåì Fp (ãðóïïîâîé

îïåðàöèåéÿ â ýòîé ãðóïïå ÿâëÿåòñÿ ñëîæåíèå) è H = Aut(G) . Íàïîìíèì, ÷òî äåéñòâèÿ
ýëåìåíòîâ èç Aut(G) ìîãóò áûòü ðåàëèçîâàíû êàê óìíîæåíèå âåêòîðîâ èç Fl

p íà ìàòðèöû
èç Ml(Fp) (ãðóïïà íåâûðîæäåííûõ l×l−ìàòðèö, â êîòîðîé ãðóïïîâîé îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ
óìíîæåíèå ìàòðèö). Ãðóïïà Fl

p îòíîñèòåëüíî ãðóïïû âñåõ åå àâòîìîðôèçìîâ Aut(Fl
p)

ðàçáèâàåòñÿ íà äâà êëàññà ñîïðÿæåííûûõ ýëåìåíòîâ: A0 = {0} è A1 = Fl
p r {0} , ò.å.

m = 1 . (Óïðàæíåíèå)
Ïðîäîëæèì ýòîò ïðèìåð. Äëÿ òîãî, ÷òîáû àääèòèâíàÿ ãðóïïà Fl

p ðàçáèâàëàñü íà äâà
êëàññà ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ A0 è A1 ñîâñåì íå îáÿçàòåëüíî èñïîëüçîâàòü âñþ ãðóïïó
àâòîìîðôèçìîâ Aut(Fl

p) . Ìîæíî èñïîëüçîâàòü åå ïîäðóïïó. Íàïðèìåð, óêàçàííîå ðàçáèå-
íèå ðåàëèçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ïîäãðóïïû F∗q ãðóïïû Aut(Fl

p) . Ãðóïïà F∗q îáðàçîâàíà âñåìè
àâòîìîðôèçìàìè âèäà x → ax, a ∈ F ∗

q , ãäå íåíóëåâûå âåêòîðû x è a òðàêòóþòñÿ êàê
ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ïîëÿ Fpl (ðàñøèðåíèÿ ñòåïåíè l ïîëÿ Fp ). Ýòà ïîäãðóïïà èìååò q−1
ýëåìåíòîâ è èçîìîðôíà ìóëüòïëèêàòèâíîé ãðóïïå F∗q ïîëÿ Fq .

Ëåãêî òàêæå óñòàíîâèòü, ÷òî êëàññû Ãw ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ îòíîñèòåëüíî ãðóï-
ïû õàðàêòåðîâ H̃ = F̃l

p èìåþò âèä Ã0 = {1} (õàðàêòåð òîæäåñòâåííî ðàâíûé 1 íà Gl ,
êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé ãðóïïû F̃l

p ) è Ã1 = F̃l
p r {1} . (Óïðàæíåíèå) Ýòà òåìà áî-

ëåå ïîäðîáíî áóäåò ðàññìîòðåíà â ðàçäåëå 3.2.1. Ïåðåõîäèì ê èçëîæåíèþ íåîáõîäèìûõ
ðåçóëüòàòîâ â îáùåì ñëó÷àå.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ ΦH(x,$) ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

ΦH(x,$) :=
∑
’∈H

$(x’) (3.1.11)

Ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî (Óïðàæíåíèå)

ΦH(x,$) = |St(x)|
∑
y∈As

$(y), åñëè x ∈ As , (3.1.12)

ãäå St(x) � ñòàáèëèçàòîð ýëåìåíòà x â ãðóïïå H , ò.å. St(x) � ïîäãðóïïà H , ýëåìåíòû
êîòîðîé îñòàâëÿþò íà ìåñòå ýëåìåíò x . Îòìåòèì, ÷òî St(x) = St(y) , åñëè x è y ïðèíàä-
ëåæàò îäíîìó è òîìó æå êëàññó ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ As . (Óïðàæíåíèå)

Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ ΦH(x,$) îò ïåðåìåííîãî x ïðè ëþáîì $ ∈ G̃ ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëü-
íîé îòíîñèòåëüíî ãðóïïû H . Ýòî î÷åâèäíûé è âàæíûé ôàêò.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî $ ∈ Ãw è x ∈ As, w, s ∈ {0, . . . , m} , $ eϕ(x) = $(xϕ) � õàðàêòåð,
èíäóöèðîâàííûé àâòîìîðôèçìîì ϕ ∈ H (ñì. ðàçäåë 3.1.2), è H̃ = ρ̃(H) (ñì. ðàçäåë 3.1.4).
Êàê ñëåäóåò èç (3.1.11) ôóíêöèþ ΦH(x, $) (ñì. (3.1.11) è (3.1.12)) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â
âèäå

ΦH(x, $) =
∑
ϕ∈H

$(xϕ) = |St(x)|
∑
y∈As

$(y) =
∑

eϕ∈ eH
$ eϕ(x) = |St($)|

∑

$′∈ eAw

$′(x), (3.1.13)
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ãäå St(x) � ñòàáèëèçàòîð ýëåìåíòà x â ãðóïïå H è St($) � ñòàáèëèçàòîð ýëåìåíòà $

â ãðóïïå H̃ .
Êàê íåòðóäíî óñòàíîâèòü (Óïðàæíåíèå), çíà÷åíèå ôóíêöèè ΨH(s,$) =

∑
y∈As

$(y)

çàâèñèò òîëüêî îò êëàññà ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ Ãw , ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò õàðàê-
òåð $ , à çíà÷åíèå |St(x)| � òîëüêî îò êëàññà ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ As , ê êîòîðîìó
ïðèíàäëåæèò ýëåìåíò x . Ýòè çíà÷åíèÿ ôóíêöèé ΨH(s,$) è |St(x)| ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç
PH(s, w) =

∑
y∈As

$(y) è SH(s) , ñîîòâåòñòâåííî. Îòñþäà è èç (3.1.13) âûòåêàåò

ΦH(x, $) = SH(s)PH(s, w) = S̃ eH(w)P̃ eH(w, s), åñëè x ∈ As, $ ∈ Ãw , (3.1.14)

ãäå ôóíêöèè P̃ eH(w, s) è S̃ eH(w) , çàäàííûå ãðóïïìè G̃ è H̃ , îïðåäåëÿþòñÿ òàêæå êàê è
ôóíêöèè PH(s, w) è SH(s) : P̃ eH(w, s) =

∑
$∈ eAw

$(x) , åñëè x ∈ Ãw , è S̃ eH(w) = |St($)| .
Çàìåòèì, ÷òî |H| = SH(s)||As| = |S̃ eH(w)||Ãw| . (Óïðàæíåíèå) Îòñþäà è (3.1.14) íåïî-

ñðåäñòâåííî ñëåäóåò

Ëåììà 3.1.3 Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

|Ãw|PH(s, w) = |As|P̃ eH(w, s). (3.1.15)

Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç sH(x) öåëîçíà÷íóþ ôóíêöèþ, ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèå s ∈
{0, . . . , m} , åñëè x ∈ As , à ÷åðåç w eH($) � ôóíêöèþ, ïðèíèìàþùóþ çíà÷åíèå w ∈
{0, . . . , m} , åñëè $ ∈ Ãw , òî ðàâåíñòâî (3.1.13) ñ ïðîèçâîëüíûìè x ∈ G, $ ∈ G̃ ìîæ-
íî ïðåäñòàâèòü â âèäå

ΦH(x,$) = SH(sH(x))PH(sH(x), w eH($)) = S̃ eH(w eH($))P̃ eH(w eH($), sH(x)), (3.1.16)

à ôóíêöèþ
Yw(x) =

∑

$∈ eAw

$(x) (3.1.17)

â âèäå
Yw(x) = P̃ eH(w, sH(x)). (3.1.18)

Îòìåòèì, ÷òî ïðè ëþáîì w ôóíêöèÿ Yw(x) ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé îòíîñèòåëüíî ïîä-
ãóïïû àâòîìîðôèçìîâ H , ò.å. ïðèíèìàåò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ íà êàæäîì êëàññå ñîïðÿ-
æåííûõ ýëìåíòîâ As .

Òåîðåìà 3.1.1

i. Ôóíêöèè P̃ eH(w, s), w = 0, . . . , m, ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ñ âåñàìè |As| , ãäå
As, s = 0, . . . ,m, � êëàññ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G îòíîñèòåëüíî ãðóïïû
åå àâòîìîðôèçìîâ H , ò.å.

1

|G|
m∑

s=0

|As|P̃ eH(w, s)P̃ eH(w′, s) =

{
0, åñëè w 6= w′

|Ãw|, åñëè w = w′,
(3.1.19)

.
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ii. Êàæäàÿ öåíòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ f(x) îòíîñèòåëüíî ãðóïïû H ìîæåò áûòü çàïè-
ñàíà â âèäå

f(x) =
m∑

w=0

bwP̃ eH(w, s), bw ∈ C, åñëè x ∈ As . (3.1.20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òîãî, ÷òî ôóíêöèÿ Yw(x) ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé îòíîñèòåëüíî
ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ H , èç îïðåäåëåíèÿ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ (f(x), f ′(x)) ôóíê-
öèé f(x) = Yw(x) è f ′(x) = Yw′(x) , èç ñîîòíîøåíèÿ (3.1.18) è èç ðàâåíñòâà G = ∪m

s=0As �
ðàçáèåíèÿ ãðóïïû G íà êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ, ñëåäóþò ñîîòíîøåíèÿ

(Yw(x), Yw′(x)) =
1

|G|
∑

x∈G

Yw(x)Yw′(x) =
1

|G|
m∑

s=0

∑
x∈As

Yw(x)Yw′(x) =
1

|G|
m∑

s=0

|As|P̃ eH(w, s)P̃ eH(w′, s).

(3.1.21)
Åñëè w 6= w′ , òî Ãw ∩ Ã ew′ = ∅ . Ïîýòîìó èç ëåììû 3.1.2 è ñîîòíîøåíèÿ (3.1.17) âûòå-

êàåò, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå (Yw(x), Yw′(x)) = 0 . Òàêèì îáðàçîì, ìû äîêàçàëè ñïðàâåäëèâîñòü
ïåðâîãîãî ðàâåíñòâà â (3.1.19).

Âòîðîå ðàâåíñòâî â (3.1.19) âûòåêàåò òàêæå èç ëåììû 3.1.2, èáî

(Yw(x), Yw(x)) = (
∑

$∈ eAw

$(x),
∑

$∈ eAw

$(x)) = |Ãw|. (3.1.22)

Ïóíêò ii. òåîðåìû î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ (3.1.9). ¤
Ñâîéñòâà ôóíêöèé P eH(w, s) ìîãóò áûòü äîïîëíèòåëüíî êîíêðåòèçèðîâàíû äëÿ íåêîòî-

ðûõ ãðóïï H . Â ÷àñòíîñòè, äëÿ ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ãðóïïû G è íåêîòîðûõ ïîäãðóïï
H ãðóïïû Aut(G̃) ôóíêöèÿ P eH(w, s) ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà â ÿâíîì âèäå. Ïðè ñîîòâåò-
ñòâóþùåé íóìåðàöèè ñìåæíûõ êëàññîâ Ãw ôóíêöèÿ P eH(w, s) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì îò
îäíîãî èëè íåñêîëüêèõ ïåðåìåííûõ ñòåïåíè w . Ýòè âîïðîñû áóäóò ðàññìîòðåíâ â ñëåäó-
þùèõ ðàçäåëàõ.

3.2 Îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû
3.2.1 Ýëåìåíòàðíàÿ àáåëåâà ãðóïïà

Ýëåìåíòàìè ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ãðóïïû Gl = (Fl
p, +) ÿâëÿþòñÿ l−ìåðíûå âåêòîðû

a = (a1, . . . , al) ∈ Fl
p . Ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ � ïîêîîðäèíàòíîå ñëîæåíèå ïî mod p , ãäå p

� ïðîñòîå ÷èñëî.
Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ Aut(G) ãðóïïû (Fl

p, +) îáðàçóþò ãðóï-
ïà íåâûðîæäåííûõ ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé. Å¼ ýëåìåíòàìè $ ∈ Aut(G) ÿâëÿþòñÿ ëè-
íåéíûå ôóíêöèè $ : a → aA, A ∈ Ml(Fp) , ãäå Ml(Fp) � ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà
íåâûðîæäåííûõ l× l−ìàòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ Fp . Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà Aut(Gl)
äëÿ ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ãðóïïû èçîìîðôíà ãðóïïå íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö Ml(Fp) .
Îòìåòèì, ÷òî ïðè l > 1 Aut(Gl) � íåêîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà.

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäîáíî ðàññìàòðèâàòü íå âñþ ãðóïïó Aut(Gl) , à åå êîììóòà-
òèâíóþ ïîäãðóïïó F(Gl) , ýëåìåíòû êîòîðîé ðåàëèçóþò óìíîæåíèå ýëåìåíòîâ a ∈ Fl

p íà
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íåíóëåâûå ýëåìåíòû êîíå÷íîãî ïîëÿ Fpl . Çàìåòèì, ÷òî Fl
p è Fpl � ðàçíûå îáúåêòû: ïå-

ðûé � ëèíåéíîå ïðîñòðàíâòâî, à âòîðîé � êîíå÷íîå ïîëå, àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîòîðîãî
ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì Fpl .

Ïîÿñíèì ýòî ïîäðîáíåå. Ìû ðàññìàòðèâàåì ýëåìåíò a = (a1, . . . , al) ∈ Fl
p êàê ýëå-

ìåíò â ïîëÿ Fq, q = pl, êîòîðûé èìååò ïðåäñòàâëåíèå â =
∑l

i=1 aiωi â íåêîòîðîì áàçèñå
Ω = {ω1, . . . , ωl} ïîëÿ Fq íàä ïîëåì Fp . Â ýòîì áàçèñå ïðîèçâåäåíèþ αâ, α ∈ F∗q , î÷åâèä-
íî, ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð aAα , êîîðäèíàòàìè êîòîðîãî ÿâëþòñÿ êîîðäèíàòû ïðåäñòàâëå-
íèÿ ýëåìåíòà αâ â áàçèñå Ω , ãäå Aα � íåêîòîðàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà. Ïîäãðóïïà
F(Gl) îáðàçîâàíà âñåìè ìàòðèöàìè Aα, α ∈ Fq, α 6= 0 . Î÷åâèäíî, F(Gl) ∼ F∗pl (ìóëüòè-
ïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîëÿ Fpl ) è, ñëåäîâàòåëüíî, |F(Gl)| = pl − 1.

Îòìåòèì, ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ F(Gl) äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ
ïðîñòðàíñòâà Gl = Fl

p òðàíçèòèâíî, ò.å. äëÿ ëþâûõ äâóõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ a, b â ãðóïïå
F(Gl) íàéäåòñÿ ýëåìåíò σ , êîòîðûé ïåðåâîäèò a â b : σ : a → b . Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè,
ñëåäóåò, ÷òî ãðóïïà Gl ðàáèâàåòñÿ íà äâà êëàññà ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ: A0 = {0} è
A1 = Gl r {0} îòíîñèòåëüíî ãðóïïû F(Gl) .

Ðàññìàòðèì ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèÿ Gn
l n ãðóïï Gl . Î÷åâèäíî, ýòî òîæå ýëåìåíòàð-

íàÿ àáåëåâà. Åå ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû x = (x1, . . . , xn), xs ∈ Gl, äëèíû ln ñ
êîîðäèíàòàìè èç ïîëÿ Fp . Âìåñòå ñ òåì ãðóïïó Gn

l ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê ïðÿìîå
ïðîèçâåäåíèå n ýêçåìïëÿðîâ àääèòèâíîé ãðóïïû êîíå÷íîãî ïîëÿ Fq, q = pl .

Íà ãðóïïå Gn
l ðàññìîòðèì îòîáðàæåíèå

σ : (x1, . . . , xn) → (xi1α1, . . . , xinαn), αs ∈ Fq r {0}, (3.2.1)

ãäå

λ =

(
1 2 · · · n− 1 n
i1 i2 · · · in−1 in

)
(3.2.2)

� ïåðåñòàíîâêà, äåéñòâóþùàÿ íà ìíîæåñòâå èíäåêñîâ âåêòîðîâ èç Fn
q . Çàìåòèì, ÷òî â

íèæíåé ñòðîêå λ âñå ýëåìåíòû is ∈ {1, 2, . . . , n} ðàçëè÷íû. Ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåñòàíîâîê
îáðàçóåò íåêîììóòàòèâíóþ ãðóïïó, â êîòîðîé ãðóïïîâîé îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ, îïðåäåëåí-
íîå î÷åâèäíûì îáðàçîì, óìíîæåíèå äâóõ ïåðåñòàíîâîê. Ýòà ãðóïïà, îáîçíà÷àåìàÿ ÷åðåç
Sn , è íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé. Åå ïîðÿäîê ðàâåí n! .

Ýëåìåíòû Sn ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå ìíîæåñòâà
{1, 2, . . . , n} â ñåáÿ. Î÷åâèäíî, ãðóïïà Sn r− -òðàíçèòèâíà, ò.å. äëÿ ëþáûõ äâóõ íàáîðîâ
i1, . . . , ir è j1, . . . , jr êàæäûé ñ ðàçëè÷íûìè ýëåìåíòàìè ñóùåñòâóåò â Sn ýëåìåíò, êîòîðûé
ïåðåâîäèò îäèí íàáîð â äðóãîé.

Îòîáðàæåíèå σ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî è íåñêîëüêî èíûì îáðàçîì:

σ : x → xΛ, (3.2.3)

ãäå Λ = Γ ·D è D � íåâûðîæäåííàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, íà äèàãîíàëè êîòîðîé íàõî-
äÿòñÿ íåíóëåâûå ýëåìåíòû αs ïîëÿ Fq , à Γ � ïåðåñòàíîâî÷íàÿ n × n−ìàòðèöà, ðåàëè-
çóþøàÿ ïåðåñòàíîâêó λ , ò.å. ìàòðèöà, ïåðåñòàâëÿþùàÿ êîîðäèíàòû âåêòîðà x . Äðóãèìè
ñëîâàìè, Λ � ìàòðèöà, ó êîòîðûõ â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì ñòîëáöå èìååòñÿ òîëüêî
îäèí íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ Fq .
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Ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö Λ ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïîé, êîòîðàÿ îáîçíà÷àåòñÿ
äàëåå ÷åðåç Mn(Fq) . Îíà íîñèò íàçâàíèå ìîíîìèàëüíîé è, êàê íåòðóäíî óñòàîâèòü, èìååò
ïîðÿäîê n!(q − 1)n .

Î÷åâèäíî, ãðóïïà Mn(Fq) ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé ãðóïïû Aut(Gn
l ) .

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ F(Gl) äåéñòâóåò íà ìíîæåñòâå íåíó-
ëåâûõ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà Gl = Fl

p òðàíçèòèâíî. Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ
r− òðàíçèòèâíîé ïðè ëþáîì r, 0 < r ≤ n . Èç ýòèõ äâóõ óòâåðæäåíèé íåïîñðåäñòâåííî
âûòåêàåò

Ëåììà 3.2.1 Ìíîæåñòâî As , ñîñòîÿùåå èç âñåõ âåêòîðîâ a ∈ Fn
q âåñà s , ÿâëÿåòñÿ

êëàññîì ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Mn(Fq) . ×èñëî ýëåìåíòîâ êëàñ-
ñà As ðàâíî |As| =

(
n
s

)
(q − 1)s .

Õàðàêòåðû ãðóïïû Gn
l

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì õàðàêòåðû ãðóïïû Gl . Ýëåìåíòû Gl áóäåì çàïèñûâàòü â âèäå
l−ìåðíîãî âåêòîðà ñ êîîðäèíàòàìè èç ïîëÿ Fp , îáîçíà÷àåìîãî ïîëóæèðíûìè áóêâàìè
èç ïåðâîãî èëè ïîñëåäíåíãî ðåãèñòðà ëàòèíñêîãî àëôàâèòà, íàïðèìåð, x = (x1, . . . , xl) .
Ýëåìåíòû äâîéñòâåííîãî ïðîñòðàíñòâà G̃l áóäåì îáîçíà÷àòü ïîëóæèðíûìè ãðå÷åñêèìè
áóêâàìè.

Î÷åâèäíî, ôóíêöèÿ

$a(x) = exp

(
2π i 〈a,x〉

p

)
, a ∈ Gl, (3.2.4)

ãäå 〈a, x〉 =
∑l

k=1 akxk � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïîëå Fp , ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðîì ãðóïïû
Gl . Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî âñå õàðàêòåðû èñ÷åðïûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè, óêàçàííîãî âèäà.

Åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü (÷òî è ìû áóäåì äåëàòü âñþäó äàëåå) â êà÷åñòâå èçîìîð-
ôèçìà ìåæäó Gl è G̃l èçîìîðôèçì ρ , êîòîðûé ñîïîñòàâëÿåò ýëåìåíòó a ∈ Gl õàðàêòåð
$a(x) .

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ òàê îïðåäåëåííûõ õàðàêòåðîâ âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (3.1.2).
Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå àâòîìîðôèçì σ èç ãðóïïû F(Gl) ⊂ Aut(Gl) äåéñòâóþò íà

ýëåìåíòàõ a ∈ Gl ñïîñîáîì, óêàçàííûì â ñîîòíîøåíèè (3.2.1).
Äëÿ ëþáîãî ϕ ∈ Aut(Gl)

$a(x
’) = exp

(
2π i 〈a,x’〉

p

)
= exp

(
2π i 〈a’T

,x〉
p

)
= $a′(x), (3.2.5)

ãäå ϕT ñîïðÿæåííûé ê ϕ àâòîìîðôèçì è a′ = a’
T . Åñëè ϕ : x → xA , ãäå A �

íåâûðîæäåííàÿ l × l−ìàòðèöà íàä Fp , òî, êàê íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ϕT : x → xAT , ãäå
AT � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà A .

Â êà÷åñòâå óïîìÿíóòîãî â ðàçäåëå 3.1.4 èçîìîðôèçìà ρ̃ ìåæäó Gl è G̃l äàëåå áóäåì
ðàññìàòðèâàòü èçîìîðôèçì, êîòîðûé ñîïîñòàâëÿåò àâòîìîðôèçìó ϕ ∈ Aut(Gl) àâòîìîð-
ôèçì ϕ̃ : $a(x) → $

aϕT (x) = $a′(x) = $ eϕ
a(x) ãðóïïû G̃ , ãäå a′ = aϕT . Î÷åâèäíî,

àâòîìîðôèçì ϕ̃ ðåàëèçóåòñÿ òàêæå è ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ $a(x) → $a(x
ϕ) .

Õàðàêòåðû ãðóïïû Gn
l . Î÷åâèäíî, õàðàêòåðàìè Gn

l ÿâëÿþòñÿ âñå ôóíêöèè âèäà
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$a(x) = exp

(
2π i 〈a,x〉

p

)
, a ∈ Gn

l , (3.2.6)

ãäå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈a, x〉, a,x ∈ Gn
l ,a = (a1, . . . , an), â ïîëå Fp óäîáíî çàïè-

ñàòü â ñëåäóþùåì âèäå: 〈a,x〉 = 〈a1,x1〉 + · · · + 〈an,xn〉 , ãäå ñëàãàåìûå � ñêàëÿðíûå
ïðîèçâåäåíèÿ âåêòîðîâ èç ãðóïïû Gl .

Ýëåìåíò Λ = Γ ·D ìîíîìèàëüíîé ãðóïïû Mn(Fp) äåéñòâóåò íà Gn
l , ñïîñîáîì óêàçàí-

íûì â ñîîòíîøåíèè 3.2.1, ãäå ïîä σ ïîíèìàåòñÿ îòîáðàæåíèå σ : x → xΛ .
Îòìåòèì, ÷òî õàðàêòåð $a(x

σ) = $a′(x) , èíäóöèðîâàííûé àâòîìîðôèçìîì σ , ïî-
ðîæäàåòñÿ âåêòîðîì a′ = aΛ . (Óïðàæíåíèå)

Ëåììà 3.2.2 Ìíîæåñòâî Ãw , ñîñòîÿùåå èç èç âñåõ õàðàêòåðîâ $a(x) , ó êîòîðûõ
wt(a) = w , ÿâëÿåòñÿ êëàññîì ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ (îðáèòîé) îòíîñèòåëüíî ïîä-
ãðóïïû M̃n(Fq) ãðóïïû Aut(Gl) , ãäå M̃n(Fq) � èçîìîðôíûé îáðàç ìîíîìèàëüíîé ãðóïïû
Mn(Fq) â ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû õàðàêòåðîâ G̃n .

Êëàññ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ Ãw èìååò |Ãw| =
(

n
w

)
(q − 1)w ýëåìåíòîâ.

3.2.2 Ïðèìàðíàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà p l

Ïðèìàðíàÿ ãðóïïà
Ïðèìàðíàÿ ãðóïïà Pl îïðåäåëÿåòñÿ êàê àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîëüöà Zpl âû÷åòîâ ïî mod
p l , ãäå p � ïðîñòîå. ×èñëî âèäà p l íàçûâàåòñÿ ïðèìàðíûì. Ãðóïïà Pl = (Zpl , +) èìååò
l−1 íåòðèâèàëüíûõ ïîäãðóïï, îáðàçîâàííûõ ýëåìåíòàìè êðàòíûìè ÷èñëó ps, s = 1, . . . , l−
1 . Ñîîòâåòñòâåííî, ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü n− óþ ñòåïåíü ãðóïïû Pl : Pn

l == (Zn
pl , +) .

Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Aut(Pl) ãðóïïû Pl , î÷åâèäíî, îáðàçîâàíà îòîáðàæåíèÿìè

σ : x → ax, ãäå a ∈ Pl è (a, p) = 1 . (3.2.7)

Òàêèì îáðàçîì, |Aut(Pl)| = ϕ(p l) = p l−1(p− 1) , ãäå ϕ � ôóíêöèÿ Ýéëåðà.
Ãðóïïà Pl ðàçáèâàåòñÿ íà 1 + l êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ As, s = 0, . . . , l

îòíîñèòåëüíî ãðóïïû åå àâòîìîðôèçìîâ Aut(Pl) . Êàæäûé êëàññ As ñîñòîèò èç ÷èñåë
a ∈ Zpl , êîòîðûå äåëÿòñÿ íà pl−s , íî íå äåëÿòñÿ íà pl−s+1 . Î÷åâèäíî, |As| = ϕ(p s) .
(Óïðàæíåíèå)

Ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ Aut(Pn
l ), n > 1, ãðóïïû Pn

l = (Zn
pl , +) ìû ðàññìàòðèâàòü íå

áóäåì, õîòÿ ýòî ñäåëàòü è íå î÷åíü òðóäíî. Ìû áóäåì ðàáîòàòü òîëüêî ñ åå ïîäãðóïïîé
Mn(Pl) , êîòîðàÿ ïîõîæà íà ïîäãðóïïó Mn(Gl) èç ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà.

À èìåííî, ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Mn(Pl) ñîñòîèò èç âñåõ îòîáðàæåíèé âèäà

σ : (x1, . . . , xn) → (xσ1
i1

, . . . , xσn
in

), σs ∈ Aut(Pl), xj ∈ Pl, (3.2.8)
ãäå

λ =

(
1 2 · · · n− 1 n
i1 i2 · · · in−1 in

)
(3.2.9)

� ïåðåñòàíîâêà, äåéñòâóþùàÿ íà ìíîæåñòâå èíäåêñîâ âåêòîðîâ ñ êîîðäèíàòàìè èç ãðóïïû
Pl . Î÷åâèäíî, |Mn(Pl)| = (p− 1)pl−1n! .
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç cs(x), x ∈ Pn
l , ÷èñëî êîîðäèíàò âåêòîðà x , êîòîðûå ïðèíàäëåæàò

êëàññó ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ As è ÷åðåç c(x) � l + 1−ìåðíûé âåêòîð c(x) =
(c0, c1(x), . . . , cl(x)) .

Ëåììà 3.2.3 Ïóñòü c = (c0, . . . , cl), c0 + · · ·+ cl = n, � l + 1−ìåðíûé âåêòîð ñ öåëûìè
êîîðäèíàòàìè. Ìíîæåñòâî Ac , ñîñòîÿùåå èç âñåõ âåêòîðîâ a ∈ Pn

l , ó êîòîðûõ c(x) =
c , ÿâëÿåòñÿ êëàññîì ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Mn(Pn

l ) . Îðáèòà
(êëàññ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ) Ac èìååò |Ac| =

(
n

c0,...,cl

)|A0|c0 · · · |Al|cl ýëåìåíòîâ, ãäå(
n

c0,...,cl

)
= n!

c0!···cl!
.

Äîêàçàòåëüñòâî î÷åâèäíî.
Îòìåòèì, ÷òî |A0| = 1 , ïîýòîìó |Ac| =

(
n

c0,...,cl

)|A1|c1 · · · |Al|cl .

Õàðàêòåðû ãðóïïû
Êàæäûé õàðàêòåð $ ïðèìàðíîé ãðóïïû Pl èìååò âèä

$a(x) = exp

(
2π i a · x

pl

)
, a ∈ Pl. (3.2.10)

Ãðóïïó õàðàêòåðîâ ãðóïïû Pl ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç P̃l .
Èç (3.2.10) âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ

$a(x) = exp

(
2π i 〈a,x〉

p

)
, a ∈ Pn

l , (3.2.11)

ãäå 〈a,x〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â êîëüöå Zpl , ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðîì ãðóïïû Pn
l .

Äëÿ ãðóïïû P̃l , èçîìîðôíîé ãðóïïå Pl , ñïðàâåäëèâà ëåììà, àíàëîãè÷íàÿ ëåììå 3.2.3.
Ýòó ëåììó ìû âûïèñûâàòü íå áóäåì. Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ
ãðóïïû õàðàêòåðîâ P̃l , áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì Ãw, w = (w0, . . . , wl) .

Â ïîñëåäóþùèõ òðåõ ðàçäåëàõ äëÿ íåêîòîðûõ ïðîñòðàíñòâ è èõ ïîäãðóïï àâòîìîðôèç-
ìîâ H ìû âûïèøåì â ÿâíîì âèäå îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû P̃ eH(w, s) , îïðåäåëåííûå â
ðàçäåëå 3.1.5.

3.2.3 Ìíîãî÷ëåíû Êðàâ÷óêà è ìîíîìèàëüíàÿ ãðóïïà

Â ýòîì ðàçäåëå ìû â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû H ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Aut(Gn), G = Fq,

ðàññìàòðèâàåì ãðóïïó Mn(Fq) .
Êàê íåòðóäíî óâèäåòü, ôóíêöèÿ

f(x) = wt(x) � âåñ Õåììèíãà âåêòîðà x, x ∈ Fn
q . (3.2.12)

ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé îòíîñèòåëüíî ìîíîìèàëüíîé ãðóïïû Mn(Fq) . Ïîýòîìó îíà ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå (3.1.20). Âû÷èñëèì äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ â ðàâåíñòâå (3.1.20) â ÿâíîì
âèäå ôóíêöèè P̃ eH(w, s) , à çàòåì è êîýôôèöèåíòû bw .

Ëåììà 3.2.1 è ðàâåíñòâà (3.1.13) è (3.1.14) ïîçâîëÿþåò äëÿ ãðóïïû Mn(Fp) âûïèñàòü
â ÿâíîì âèäå ôóíêöèþ P̃ eH(w, x) : (Óïðàæíåíèå)
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P̃ eH(w, s) =
w∑

j=0

(
s

j

)(
n− s

w − j

)
(−1)s(q − 1)w−j. (3.2.13)

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî, èñõîäÿ èç îïðåäåëåíèÿ P̃ eH(w, s) =
∑

$∈ eAw
$(x) , ãäå x ∈ As,

(ñì. (3.1.13)), ïðîâåñòè ïðîñòûå âûêëàäêè, èñïîëüçóÿ ëåãêî äîêàçûâåìîå, ñîîòíîøåíèå
(Óïðàæíåíèå)

∑

a∈Fl
p,a6=0

exp

(
2π i 〈a, b〉

p

)
=

{
−1, åñëè b 6= 0

q − 1, åñëè b 6= 0
. (3.2.14)

Êàê ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî (Óïðàæíåíèå)

P̃ eH(w, x) = coeffxsyn−s(y − x)w(x + (q − 1)y)n−w. (3.2.15)

Ñîâåðøåííî òàêæå ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ÿâíîì âèäå ôóíêöèþ PH(s, w) =
∑
y∈As

$(y),

ãäå $ ∈ Ãw . Îíà èìååò âèä

PH(w, s) =
s∑

j=0

(
w

j

)(
n− w

s− j

)
(−1)j(q − 1)s−j = P̃ eH(s, w). (3.2.16)

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ P̃ eH(w, x) , î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòå-
ïåíè w îò öåëî÷èñëåííîé ïåðåìåííîé x . Ýòè ìíîãî÷ëåíû P̃ eH(w, x) íàçûâàþòñÿ ìíîãî-
÷ëåíàìè Êðàâ÷óêà. Ðàâåíñòâî (3.2.13) îáû÷íî ðàññìàòðèâàåòñÿ êàê èõ îïðåäåëåíèå. Ìíî-
ãî÷ëåíû Êðàâ÷óêà P̃ eH(w, x) îáû÷íî îáîçíà÷àþòñÿ ÷åðåç K

(q,n)
w (x) .

Èç òåîðåìû 3.1.1 è ëåììû 3.2.1 ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè
n∑

x=0

(
n

x

)
(q − 1)uK(q,n)

w (x)K
(q,n)
w′ (x) =

{
0, åñëè w 6= w′
(

n
w

)
(q − 1)w, åñëè w = w′ . (3.2.17)

Ñóùåñòâóåò èíòåðåñíîå è ïîëåçíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó çíà÷åíèÿìè ìíîãî÷ëåíîâ K
(q,n)
w (s)

è K
(q,n)
s (w) , êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì ëåììû 3.1.3 è ñîîòíîøåíèÿ (3.1.14):

Ñëåäñòâèå 3.2.1 Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

ΦH(x,$) = (q − 1)s

(
n

s

)
K(q,n)

w (s) = S̃ eH(w)K(q,n)
s (w) = (q − 1)w

(
n

w

)
K(q,n)

s (w), (3.2.18)

Îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû Êðàâ÷óêà áûëè îòêðûòû â 30-õ ãîäàõ ïðîøëîãî ñòîëå-
òèÿ óêðàèíñêèì ìàòåìàòèêîì è îáùåñòâåííûì äåÿòåëåì Ì.Ô. Êðàâ÷óêîì. Îíè ÿâëÿþòñÿ
÷àñòíûì ñëó÷àåì î÷åíü îáøèðíîãî êëàññà îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ äèñêðåòíîãî ïåðå-
ìåííîãî. Âñå îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû îáëàäàþò ìíîãèìè çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè.
Èõ èçó÷åíèþ ïîñâÿùåíà îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà (ñì., íàïðèìåð, [28]). Îòìåòèì òàêæå, ÷òî
çíàìåíèòûå ðóññêèå ó÷åíûå Ï.Ë. ×åáûøåâ è À.À. Ìàðêîâ âíåñëè çàìåòíûé âêëàä â èññëå-
äîâàíèå ñâîéñòâ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ, ñâÿçàííûõ ñ èõ ïðèëîæåíèÿìè ê ìåõàíèêå.
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Â êà÷åñòâå íåñêîëüêèõ ïðèìåðîâ èçâåñòíûõ ñâîéñòâ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ ïðè-
âåäåì ñëåäóþùèå: ïåðåìåæàåìîñòü êîðíåé ñîñåäíèõ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ; ðåêóð-
ðåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùèå ìíîãî÷ëåíû K

(p,n)
w−1 (x), K

(p,n)
w (x), K

(p,n)
w+1 (x) , è ìíîãèå

äðóãèå. Èçâåñòíû àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ íàèìåíüøèõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà
K

(p,n)
w (x) , êîãäà n → ∞ . Ýòè àñèìïòîòè÷åñêèå ôîðìóëû ïðè p = 2 áóäåò èñïîëüçîâàíû

(áåç äîêàçàòåëüñòâà) â ðàçäåëå 5.1.2 ïðè âûâîäå "îöåíêè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ".
Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ñîîòíîøåíèå îðòîãîíàëüíîñòè (3.2.17) äîñòàòî÷íî ïðîñòî äîêà-

çàòü, èñïîëüçóÿ ÿâíûé âèä (3.2.13) ìíîãî÷ëåíà K
(q,n)
w (x) . Ìû èçáðàëè äðóãîé áîëåå ñëîæ-

íûé ñïîñîá åå äîêàçàòåëüñòâà â âèäó òîãî, ÷òî îí ïðèìåíèì è äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ ïîäãðóïï
H ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû Aut(Fn

q) .
Ñëåäóåò òàêæå çàìåòèòü, ÷òî ñóùåñòâóþò ïîäãðóïïû H < Aut(Fq) , êîòîðûå, â îòëè-

÷èå îò ãðóïïû M1(Fp) , ðàçáèâàþò àääèòèâíóþ ãðóïïó (Fq, +) ïîëÿ Fq áîëåå, ÷åì íà äâà
êëàññà ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ. Îäíîé èç òàêèõ ïîäãðóïï ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïà Φ ïîðÿäêà
q−1
2

, îáðàçîâàííàÿ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè ïîëÿ Fq , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòè÷íûìè
âû÷åòàìè. Ýòà ïîäãðóïïà, î÷åâèäíî, ðàçáèâàåò ïîëå Fq íà òðè êëàññà ñîïðÿæåííûõ ýëå-
ìåíòîâ.

Çàìåòèì, ÷òî â ñëåäóþùåì ðàçäåëå â êà÷åñòâå H ðàññìàòðèâàåòñÿ òðèâèàëüíàÿ ïîä-
ãðóïïà E, |E| − 1, ãðóïïû F∗q , êîòîðàÿ ðàçáèâàåò ïîëå Fq íà q êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ
ýëåìåíòîâ. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî ãðóïïà Φ çàíèìàåò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå ìåæäó
ãðóïïàìè E è F∗q .

Âûïèøåì äâà ïåðâûõ ìíîãî÷ëåíà K
(p,n)
w (x) :

K
(q,n)
1 (x) = (q − 1)n− qx ,

K
(q,n)
2 (x) = 1

2
((q − 1)2(n2 − n)− (2nq(q − 1)− q(q − 2))x + q2x2) .

Èìååòñÿ ãëóáîêàÿ àíàëîãèÿ ìåæäó ôóíêöèÿìè PH(w, s), c, w ∈ {0, . . . , m} è ñïåöèàëü-
íûìè ôóíêöèÿìè êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà.

3.2.4 Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà â êà÷åñòâå ãðóïïû H è ïîëíàÿ âå-
ñîâà ôóíêöèÿ êîäà

Ìû ðàññìàòðèâàåì ãðóïïó Gn
l = Fn

q è ñèììåòðè÷åñêóþ ãðóïïó Sn â êà÷åñòâå ïîäãðóï-
ïû H ãðóïïû Aut(Gn

l ) .
Íàéäåì êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ Aw ⊂ Fn

q îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ãðóïïû àâ-
òîìîðôèçìîâ H .

Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷âàé n = 1 . Â ýòîì ñëó÷àå ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ H ãðóïïû
Fq ñîñòîèò èç îäíîãî òîæäåñòâåííîãî àâòîìîðôèçìà. Ïîýòîìó êàæäûé êëàññ ñîïðÿæåííûõ
ýëåìåíòîâ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû H ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà b ∈ Fq . Ýòîò êëàññ ìû
îáîçíà÷èì ÷åðåç Ab .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç cb(x), x ∈ Gn
l , b ∈ Gl, ôóíêöèþ, ðàâíóþ ÷èñëó êîîðäèíàò âåêòîðà

x ∈ Fn
q , êîòîðûå ïðèíàäëåæàò êëàññó ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ Ab èëè, ïðîùå ãîâîðÿ,

ðàâíûõ b . Âåêòîð c(x) = (cb0(x), . . . , cbq−1(x)) , ãäå Fq = {b0, . . . , bq−1} , íàçûâàåòñÿ êîì-
ïîçèöèåé âåêòîðà x èëè ïîëíîé âåñîâîé ôóíêöèåé âåêòîðà x .

Ëåììà 3.2.4 Ïóñòü c = (cb0 , . . . , cbq−1), cb0 + · · ·+cbq−1 = n, � âåêòîð ñ öåëî÷èñëåííûìè
êîìïîíåíòàìè è a ∈ Fq � âåêòîð, äëÿ êîòîðîãî c(a) = c .
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Ìíîæåñòâî Ac , ñîñòîÿùåå èç âñåõ âåêòîðîâ x ∈ Fn
q òàêèõ, ÷òî c(x) = c , ÿâëÿåòñÿ

êëàññîì ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Fn
q îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ñèììåòðè÷åñêîé

ãðóïïû Sn (îðáèòîé äåéñòâèÿ ãðóïïû Sn íà âåêòîð a , ó êîòîðîãî c(a) = c ). Âåêòîð
a ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðåäñòàâèòåëåé îðáèòû Ac .

Ìíîæåñòâî Ãc , ñîñòîÿùåå èç âñåõ õàðàêòåðîâ $b(x) (îïðåäåëåíèå (3.2.4)), ó êî-
òîðûõ c(b) = c , ÿâëÿåòñÿ êëàññîì ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ (îðáèòîé) îòíîñèòåëüíî
ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn . Õàðàêòåð $ = $a(x) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ïðåäñòàâèòåëåé
îðáèòû Ãc .

Ëåììà î÷åâèäíà. ¤
Ëåãêî âû÷èñëèòü, ÷òî |Ac| = |Ãc| =

(
n

c0,...,cq−1

)
= n!

c0!···cq−1!
, ãäå ïîëîæåíî cj = cbj

.
Äàëåå äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé q = p ( l =

1 ). Â ýòîì ñëó÷àå ìû èíäåêñèðóåì êëàññû Ac è Ãw ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Gn
1

è ãðóïïû õàðàêòåðîâ G̃n
1 ñ ïîìîùüþ âåêòîðîâ c = (c0, . . . , cp−1), c0 + · · · + cp−1 = n, è

w = (w0, . . . , wp−1), w0 + · · ·+ wp−1 = n, ñ öåëûìè êîîðäèíàòàìè.
Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (3.1.14), íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè x ∈ Ac , òî

P̃ eH(w, c) =
∑

$∈ eAw

$(x) =

∑ (
c0

w0,0, . . . , w0,p−1

)
· · ·

(
cp−1

wp−1,0, . . . , wp−1,p−1

)
exp

(
2π i (

∑p−1
k=0

∑p−1
s=0 ckwk,s)

p

)
,

(3.2.19)

ãäå ñóììèðîâàíèå â ñóììå
∑

ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì âåêòîðàì (wk,0, . . . , wk,p−1),
k = 0, . . . , p−1, òàêèì, ÷òî

∑p−1
k=0 wk,s = cs, s = 0, . . . , p−1,

∑p−1
s=0 wk,s = wk, k = 0, . . . , p−1.

Ýòî óòâåðæäåíèå õîòÿ è ÿâëÿåòñÿ ãðîìîçñêèì, íî äîêàçàòåëüñòâî åãî ÿâëÿåòñÿ íå îñîáåííî
ñëîæíûì.

Ìíîãî÷ëåíû P̃ eH(w, x) îò n ïåðåìåííûõ ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè ñ
âåñàìè

(
n

c0,...,cp−1

)
(òåîðåìà 3.1.1), ò.å. äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî

∑
c0+···+cp−1=n

(
n

c0, . . . , cp−1

)
P̃ eH(w, c)P̃ eH(w′, c) =

{
0, åñëè w 6= w′
(

n
w0,...,wp−1

)
, åñëè w = w′ . (3.2.20)

Ñîîòíîøåíèå (3.2.20) áóäåò èñïîëüçîâàíî ïðè âûâîäå, òàê íàçûâàåìîãî, ñîîòíîøåíèÿ
ÌàêÂèëüÿìñ äëÿ ïîëíîé âåñîâîé ôóíêöèè ëèíåéíîãî êîäà.

3.2.5 Îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû äëÿ ïðèìàðíîãî êîëüöà âû÷å-
òîâ

Ìû ðàññìàòðèâàåì ãðóïïó Pn
l = (Zn

pl , +) è ãðóïïó M(Pn
l ) â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû H

ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Aut(Pn
l ) . Ãðóïïà M(Pn

l ) îïðåäåëåíà â ðàçäåëå 3.2.2. Ñíà÷àëà
ðàññìîòðèì ñëó÷àé n = 1 . Îïðåäåëèì ñòðóêòóðíûå ïîñòîÿííûå rt,k ãðóïïû M(Pn

l ) ñ
ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

rw,s =
∑

x∈Aw

exp

(
2π i ax

pl

)
, ãäå a ∈ As . (3.2.21)
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Î÷åâèäíî, çíà÷åíèå ïðàâîé ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íå çàâèñèò îò âûáîðà êîíêðåòíîãî
ïðåäñòàâèòåëÿ a â êëàññå At .

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì ñëó÷àé l = 2 . Â ýòîì ïðèìåðå ìàòðèöà ñòðóêòóðíûõ
êîíñòàíò RH = ‖rw,s‖ èìååò âèä (Óïðàæíåíèå)

RH =

∥∥∥∥∥∥

1 1 1
p− 1 p− 1 −1

p(p− 1) −p 0

∥∥∥∥∥∥
, (3.2.22)

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî
∑2

s=0 |As|rw,srw′,s = 0, åñëè w 6= w′ , ãäå |A0| = 1, |A1| = p −
1, |A2| = p(p− 1) .

Èç ðàâåíñòâà (3.1.16) è (3.1.17) ñëåäóåò, ÷òî ïðè n = 1 â îáùåì ñëó÷àå l ≥ 1

P̃ eH(w, s) = rw,s. (3.2.23)
Èñïîëüçóÿ ðàâåíñòâî (3.1.14), íåòðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè x ∈ Ac, c = (c0, . . . , cl), c0 +

· · ·+ cl = n , òî

P̃ eH(w, c) =
∑

$∈ eAw

$(x) =

∑ (
c0

w0,0, . . . , w0,l

)
· · ·

(
cl

wl,0, . . . , wl,l

) ∏

0≤j,s≤l

r
wj,s

j,s ,
(3.2.24)

ãäå ñóììèðîâàíèå â ñóììå
∑

ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì âåêòîðàì (wk,0, . . . , wk,l),
k = 0, . . . , l, òàêèì, ÷òî

∑p−1
s=0 wk,s = ck, s = 0, . . . , l,

∑l−1
k=0 wk,s = ws, k = 0, . . . , l. Ýòî

óòâåðæäåíèå õîòÿ è ÿâëÿåòñÿ ãðîìîçñêèì, íî äîêàçàòåëüñòâî åãî ÿâëÿåòñÿ íå îñîáåííî
ñëîæíûì.

Ìíîãî÷ëåíû P̃ eH(w,x) îò l ïåðåìåííûõ ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ìíîãî÷ëåíàìè ñ
âåñàìè |A0|c0 · · · |Al|cl , ò.å. äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî

∑
c0+···+cp−1=n

(
n

c0, . . . , cl

)
|A0|c0 · · · |Al|clP̃ eH(w, c)P̃ eH(w′, c) =

=

{
0, åñëè w 6= w′
(

n
w0,...,wl

)|A0|w0 · · · |Al|wl , åñëè w = w′ = (w0, . . . , wl)
.

(3.2.25)

Îòìåòèì, ÷òî öåëî÷èñëåííûå ïåðåìåííûå x = (x0, . . . , xl) � àðãóìåíòû ìíîãî÷ëåíà
P̃ eH(w, x) , ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì x0 + · · · + xl = n , ò.å. P̃ eH(w,x) ôàêòè÷åñêè ÿâëÿåòñÿ
ìíîãî÷ëåíîì îò l öåëî÷èñëåííûõ ïåðåìåííûõ. x1, . . . , xl, x1 + · · ·+xl ≤ n . Îáùàÿ ñòåïåíü
íå P̃ eH(w,x) ïðåâîñõîäèò w1 + · · ·+ wl . (Óïðàæíåíèå)

3.2.6 Ìíîãî÷ëåíû Êðàâ÷óêà, êàê çîíàëüíûå ñôåðè÷åñêèå ôóíê-
öèè

Â òîì èëè èíîì âèäå èäåè, èçëàãàåìûå â ýòîì ðàçäåëå, îáùåèçâåñòíû. Â ÷àñòíîñòè, â
òåêñòå ýòîãî ðàçäåëà èñïîëüçîâàëèñü ìàòåðèàëû èç ãëàâû I, � 2 êíèãè [28].
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Ìíîãî÷ëåíû Êðàâ÷óêà ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì, òàê íàçûâàåìûõ, çîíàëüíûõ ñôå-
ðè÷åñêèõ ôóíêöèé, îïðåäåëåíûõ íà ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå M , íà êîòîðîì äåéñòâóåò
íåêîòîðàÿ ãðóïïà ïðåîáðàçîâàíèé G . Â êà÷åñòâå M ÷àñòî ðàññìàòðèâàþò ñôåðó â åâ-
êëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå Rn èëè äèñêðåòíîå ïðîñòðàíñòâî Õåììèíãà Fn

q .
Çîíàëüíàÿ ôóíêöèÿ � ýòî ôóíêöèÿ ϕ(x), x ∈ M , êîòîðàÿ èíâàðèàíòíà íà ñìåæíûõ

êëàññàõ , ïîðîæäåííîé ïîäãðóïïîé H ≤ G , ò.å. ϕ(x) = ϕ(xh) äëÿ âñåõ h ∈ H . Â ñëó-
÷àå M = Fn

q è H � ìîíîìèàëüíàÿ ãðóïïà ñìåæíûé êëàññ � ýòî ìíîæåñòâî òî÷åê x

ïðîñòðàíñòâà Fn
q , âåñ êîòîðûõ ðàâåí s . Ïîÿñíèì âñ¼ ýòî ïîäðîáíåå íà ïðèìåðå M = Fn

q .
Ïóñòü Yn � qn−ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî ôóíêöèé, îòîáðàæàþùèõ Fn

q â C . Êàê óæå
áûëî îòìå÷åíî âûøå, ôóíêöèè (õàðàêòåðû) $a(x),a ∈ Fn

q (ñì. (3.2.4)) ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì
ïðîñòðàíñòâà Yn .

Ïóñòü ϕ ∈ Aut(Fn
q ) . Îòîáðàæåíèå Tϕ : f → Tϕ(f) , îïðåäåëÿåìîå åãî äåéñòâèÿìè

Tϕ : $a(x) → $ϕ(a)(x). (3.2.26)

íà áàçèñíûõ ýëåìåíòàõ ïðîñòðàíñòâà Yn , î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèå ïðî-
ñòðàíñòâà Yn â ñåáÿ. Êðîìå òîãî, TϕTϕ′ = Tϕ(ϕ′) , ò.å. ìíîæåñòâî ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé
Tϕ, ϕ ∈ Aut(Fn

q ), ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, îáîçíà÷àåìîé äàëåå ÷åðåç T(Fn
q ) . Î÷åâèäíî, ãðóï-

ïó T(Fn
q ) , ýëåìåíòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ óíèòàðíûå qn × qn−ìàòðèöû íàä C , ìîæíî

ðàññìàòðèâàòü êàê óíèòàðíîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû Aut(Fn
q ) íà âåêòîðíîì ïðîñòðàíñòâå

Cqn .
Ðàññìîòðèì ïîäãóïïó T(H) ãðóïïû T(Fn

q ) , îáðàçîâàííóþ âñåìè ýëåìåíòàìè Tϕ, , ó êî-
òîðûõ ϕ ∈ H . Î÷åâèäíî, ýëåìåíò ΦH(x,a) =

∑
ϕ∈H aϕ(a)(x) ∈ Yn, $ = $a(x), ÿâëÿåòñÿ

èíâàðèàíòíûì îòíîñèòåëüíî ãðóïïû T(H) , ò.å.

ΦH(x,a)Tϕ = ΦH(x,a). (3.2.27)

Â ìàòåìàòè÷åñêîì àíàëèçå ïðè ëþáîì ôèêñèðîâàííîì âåêòîðå f(x) ∈ Yn ôóíêöèþ

Φ$(ϕ) = (f(x)Tϕ, ΦH(x,$)), (3.2.28)

(·, ·) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå, íàçûâàþò çîíàëüíîé ñôåðè÷åñêîé ôóíêöèåé, ñîîòâåò-
ñòâóþùåé èíâàðèàíòíîìó (îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû H ) âåêòîðó ΦH(x,$) .

Êàê ñëåäóåò èç (3.2.27), çîíàëüíàÿ ñôåðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ Φ$(ϕ) èíâàðèàíòíà îòíîñè-
òåëüíî ïîäãðóïïû H , ò.å. åñëè ϕ′ ∈ H , òî Φ(ϕ) = Φ(ϕ′ϕ) .

Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ Φ$(ϕ) îïðåäåëåíà íà ñìåæíûõ êëàññàõ ãðóïïû Aut(Fn
q )

ïî åå ïîäãðóïïå H , ò.å. íà ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ϕH , ãäå ϕ ∈ Aut(Fn
q ) .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ϕ ïåðåâîäèò íåíóëåâîé âåêòîð a ∈ Fn
q â âåêòîð b = ϕ(a) . Â ýòîì

ñëó÷àå äëÿ ìîíîìèàëüíîé ãðóïïû H êëàññ ϕH ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âåñîì âåêòîðà b .
Ïîýòîìó ôóíêöèÿ Φ$(ϕ) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ âåñîì âåêòîðà b , â êîòîðûé ïåðåõîäèò
ôèêñèðîâàííûé âåêòîð a ïîä äåéñòâèåì îòîáðàæåíèÿ ϕ , ò.å. çíà÷åíèå Φ$(ϕ) ñîâïàäàåò
ñî çíà÷åíèåì ôóíêöèè P$(t) , ãäå t = wt(ϕ(a)) .

Íåñëîæíûé ïîäñ÷åò ïîêàçûâàåò, ÷òî ôóíêöèÿ P$(t) , â òîì ñëó÷àå, êîãäà H � ìîíî-
ìèàëüíàÿ ãðóïïà, ïðîïîðöèîíàëüíà ïîëèíîìó Êðàâ÷óêà K

(p,n)
w (x), w = wt(h), ãäå ýëåìåíò

h ∈ Fn
p îïðåäåëÿåò õàðàêòåð $ = $a(x) . Åñëè H � äðóãàÿ ãðóïïà, òî ìû ïîëó÷èì è

äðóãèå îðòîãîíàëüãûå ìíîãî÷ëåíû. Íåêîòîðûå èç íèõ âûïèñàíû â ðàçäåëàõ 3.2.4 è 3.2.5.

60



Öåííîñòü ýòèõ äîñòàòî÷íî àáñòðàêòíûõ è ïðîñòðàííûõ ðàññóæäåíèé ýòîãî ðàçäåëà î
òðàêòîâêå ìíîãî÷ëåíîâ Êðàâ÷óêà êàê çîíàëüíûõ ñôåðè÷åñêèõ ôóíêöèé, ñîñòîèò â òîì.
÷òî îíè ïðèìåíèìû ê î÷åíü øèðîêîìó êëàññó ïðîñòðàíñòâ M è ãðóïï G îòîáðàæåíèé,
äåéñòâóþùèõ íà íèõ. Ïî÷òè âñå èçâåñòíûå îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû âîçíèêàþò óêàçàí-
íûì ñïîñîáîì äëÿ ïîäõîäÿùèõ ìíîæåñòâ M è èõ ãðóïï îòîáðàæåíèé.

Íàïðèìåð, ìíîãî÷ëåíû Ãåãåíáàóåðà âîçíèêàþò â òîì ñëó÷àå, êîãäà â êà÷åñòâå ìíîæå-
ñòâà M âçÿòà åäèíè÷íàÿ ñôåðàó Sn−1 , â êà÷åñòâå ãðóïïû G � ãðóïïà SO(n) âðàùåíèé
n−ìåðíîãî åâêëèäîâîãî ïðîñòðàíñòâà è, íàêîíåö, â êà÷åñòâå H � ïîäãðóïïà SO(n) ,
êîòîðàÿ îñòàâëÿåò íåïîäâèæíîé âûäåëåííóþ òî÷êó a ñôåðû Sn−1 .

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå â êà÷åñòâå M ìû áóäåì ðàññìîòðèâàòü ïðîñòðàíñòâî Fn
q .
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Ãëàâà 4

Îöåíêà ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

4.1 Ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ôóíêöèè

Îïðåäåëåíèå 4.1.1 Ïóñòü K � ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ àáåëåâîé ãðóïïû Gn ñ ãðóï-
ïîâîé îïåðàöèåé + . Ôóíêöèÿ g : (x,y) → R, x, y ∈ Gn, íàçûâàåòñÿ ïîëîæèòåëüíî
îïðåäåëåííîé, åñëè äëÿ ëþáîãî ïîäìíîæåñòâà K ⊆ Gn ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

T (K) =
1

|K|2
∑

x,y∈K

g(x,y) ≥ 1

|Gn|2
∑

x,y∈Gn

g(x,y). (4.1.1)

Çàìåòèì, ÷òî åñëè g(x,y) è g′(x,y) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííûå ôóíêöèè è a, b ≥
0 , òî ag(x, y) + bg′(x,y) � òàêæå ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ.

Ëåììà 4.1.1 Ôóíêöèÿ

g(x,y) = <

 ∑

$∈eGn

a$$(x− y)


 , a$ ∈ R, (4.1.2)

ãäå G̃n � ìíîæåñòâî õàðàêòåðîâ ãðóïïû Gn è <(z) � äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü êîì-
ïðåêñíîãî ÷èñëû z , ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, åñëè âñå êîýôôèöèåíòû a$,
ó êîòîðûõ õàðàêòåð $ íå ðàâåí òîæäåñòâåííî 1 , ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòìåòèì, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïðè ëþáîì K ⊆ Fn
q è

a$ ∈ R âåëè÷èíà T ′(K) =
∑
$∈eFn

q
a$$(x − y) ÿâëÿåòñÿ äåéñâèòåëüíûì ÷èñëîì. Ýòî

ñëåäóåò òîãî, ÷òî

T ′(K) =
∑

x,y∈Gn

∑

$∈eGn

a$$(x− y) =
∑

x,y∈Gn

∑

$∈eGn

a$$(y − x) = T ′(K). (4.1.3)

Ñëåäîâàòåëüíî, ìû ìîæåì îòáðîñèòü ñèìâîë < â ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (4.1.2).
Ñ îäíîé ñòîðîíû,

T$(K) =
1

|K|2
∑

x,y∈K

$(x− y) =
1

|K|2

∣∣∣∣∣
∑

x∈K

$(x)

∣∣∣∣∣

2

≥ 0, (4.1.4)
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åñëè $ íå ðàâíî òîæäåñòâåííî 1, è T$0(K) = 1 , åñëè $0(x) � õàðàêòåð òîæäåñòâåííî
ðàâíûé 1 ïðè âñåõ x ∈ Fn

q .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, T$(Gn) = 0 , åñëè $ � õàðàêòåð íå òîæäåñòâåííî ðàâíûé
1, è T$0(G

n) = 1 . Îòñþäà ñëåäóåò íåðàâåíñòâî (4.1.1), åñëè âñå êîýôôèöèåíòû a$, $ ∈
G̃n \ {$0}, ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè ÷èñëàìè. ¤

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî åñëè G = Fq è Fq � ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2 , òî íåîáõîäèìûå
óñëîâèÿ ëåììû 4.1.1 ÿâëÿþòñÿ è äîñòàòî÷íûìè. Åñëè æå ýòî íå òàê, ò.å. õàðàêòåðèñòèêà
ïîëÿ Fq íå÷åòíà, òî íåîáõîäèìûå óñëîâèÿ ñèëüíåå äîñòàòî÷íûõ óñëîâèé, ïðè êîòîðûõ
ëåììà 4.1.1 ñïðàâåäëèâà.

Íàïðèìåð, åñëè q = p, p ≥ 3 , Gn = Fn
p è

g(x,y) = exp

(
2π i〈a, x− y〉

p

)
− a exp

(−2π i〈a,x− y〉
p

)
=

= (1− a) cos

(
2π 〈a,x− y〉

p

)
, 1 > a > 0, a ∈ Fn

p ,

(4.1.5)

òî, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ôóíêöèÿ g(x, y) ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé, íî
äëÿ íåå íå âûïîëíåíî óñëîâèå ëåììû 4.1.1. (Óïðàæíåíèå)

Áåç ñîìíåíèÿ, ëåììà 4.1.1 ìîæåò áûòü îáîáùåíà íà ìíîãèå äðóãèå ïðîñòðàíñòâà. Ýòèì
ìû çàíèìàòüñÿ íå áóäåì.

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ g(x,y) ìîæåò áûòü ïðåäñòâ-
ëåíà â âèäå (4.1.2), íåïîñðåäñòâåííî èç íåðàâåíñòâà (4.1.1) âûòåêàåò
Ñëåäñòâèå 4.1.1 Åñëè g(x,y) � ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ìî-
æåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå (4.1.2), òî äëÿ ëþáîãî êîäà K ⊆ Gn âûïîëíåíî

1

|K|2
∑

x,y∈K

g(x,y) ≥ a$0 , (4.1.6)

ãäå $0 � ãðàâíûé õàðàêòåð ãðóïïû Gn , ò.å. $0 � õàðàêòåð, ïðèíèìàþùèé çíà÷åíèå
1 íà âñåõ ýëåìåíòàõ ãðóïïû Gn .

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ 4.1.1 è î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà

1

|Gn|2
∑

x,y∈Gn

$(x− y) =

{
0, åñëè $ 6= $0

a$0 , åñëè $ = $0

. (4.1.7)

¤
Ñëåäñòâèå 4.1.2 (èç ëåìì 4.1.1 è 4.1.1) . Ïóñòü õàðàêòåð $ íå ðàâåí òîæäåñòâåí-
íî 1 è K ⊆ Gn � ïðîèçâîëüíûé êîä. Ôóíêöèÿ g(x,y) = Φ$(x−y)

|St($)| = P̃ eH(w, s) , åñëè $ ∈ Ãw

è x − y ∈ As (ñì. (3.1.13) è (3.1.14)), ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíî îïðåäåëåííîé è äëÿ íå¼
âûïîëíåíî

Ψ$(K) =
1

|K|2
∑

x,y∈K

Φ$(x− y)

|St($)| =
1

|K|2
∑

x,y∈K

P̃ eH(w, sH(x− y)) =
1

|K|2
m∑

s=0

DsP̃ eH(w, s) ≥

1

|Gn|2
∑

x,y∈Gn

Φ$(x− y)

|St($)| =
1

|Gn|2
m∑

s=0

|As|P̃ eH(w, s) = 0,

(4.1.8)

64



ãäå Ds � ÷èñëî ïàð x,y ∈ K òàêèõ, ÷òî sH(x− y) = s èëè, ÷òî îäíî è òî æå, Ds �
÷èñëî ïàð x, y ∈ K òàêèõ, ÷òî x− y ∈ As .

Åñëè æå õàðàêòåð $ ðàâåí òîæäåñòâåííî 1 , òî

Ψ$(K) =
1

|K|2
∑

x,y∈K

Φ$(x− y)

|St($)| =
1

|K|2
∑

x,y∈K

P̃ eH(w, sH(x− y)) =
1

|K|2
m∑

s=0

DsP̃ eH(w, s) = 1

(4.1.9)
Â ÷àñòíîñòè, åñëè Gn = Fn

q è H � ìîíîìèàëüíàÿ ãðóïïà Mn(Fn
q ) , òî Ds � ÷èñëî

ïàð x,y ∈ K òàêèõ, ÷òî d(x,y) = s , è

1

|K|2
∑

x,y∈K

K(q,n)
w (d(x,y)) ≥ 0, åñëè w 6= 0 è 1

|K|2
∑

x,y∈K

K
(q,n)
0 (d(x, y)) = 1, (4.1.10)

äëÿ ëþáîãî êîäà K ⊂ Fn
p , ãäå d(x,y) = wt(x−y) ðàññòîÿíèå Õåììèíãà ìåæäó âåêòîðàìè

x,y ∈ Fn
q .

4.2 Îöåíêà ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ

4.2.1 Îöåíêà Äåëüñàðòà
Ïóñòü V � íåêîòîðîå ïîäìíîæåñòâî âñåõ êëàññîâ {A0, . . . , Am} ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ
ãðóïïû Gn îòíîñèòåëüíî ïîäãóïïû H åå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ.

Êîä K ⊆ Gn íàçûâàåì V− êîäîì, åñëè äëÿ ëþáûõ x, y ∈ K ðàçíîñòü x − y íå
ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó êëàññó ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ As , êîòîðûé â ñâîþ î÷åðåäü
ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó V . Äðóãèìè ñëîâàìè, äëÿ V− êîäà K , åñëè x, y ∈ K è As ∈ V ,
òî x− y 6∈ As . Âñåãäà ïîëàãàåì, ÷òî A0 6∈ V .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
fK(s) =

∑

x,y∈K;x−y∈As

g(x, y). (4.2.1)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ôóíêöèÿ g(x,y), x, y ∈ Gn, îáëàäàåò ñëåäóþùèìè äâóìÿ ñâîé-
ñòâàìè

a. fK(s) ≤ 0, åñëè As 6∈ V è s 6= 0 .

b. Êîýôôèöèåíòû a$, $ ∈ G̃n, â ïðåäñòàâëåíèè (4.1.2) ôóíêöèè g(x,y) íåîòðèöà-
òåëüíû. Ïðè ýòîì a0 = a$0 > 0 , ãäå $0 � ãðàâíûé õàðàêòåð ãðóïïû Gn .

Òåîðåìà 4.2.1 Ïóñòü K � V− êîä è ôóíêöèÿ g(x,y) îáëàäàþò ñâîéñòâìè a. è b.
Òîãäà

|K| ≤ fK(0)

a0

. (4.2.2)

65



Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû èç ñâîéñòâà a. ôóíêöèè g(x,y)
âûòåêàåò, ÷òî

∑

x,y∈K

g(x, y) =
n∑

s=0

DsfK(s) = |K|fK(0) +
∑
s∈v

DsfK(s) ≤ |K|f(0), (4.2.3)

ãäå Ds � ÷èñëî ïàð âåêòîðîâ x,y ∈ K òàêèõ, ÷òî (x,y) ∈ As è v � ìíîæåñòâî ÷èñåë
j, j 6= 0, òàêèõ. ÷òî j 6∈ V .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç ñëåäñòâèÿ 4.1.1 âûòåêàåò íåðàâåíñòâî
∑

x,y∈K

g(x,y) ≥ |K|2a$0 = |K|2a0. (4.2.4)

Èç ïîñëåäíèõ äâóõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. ¤
Â òîì ñëó÷àå, êîãäà Gn = Fn

q è H � ìîíîìèàëüíàÿ ãðóïïà Mn(Fp) àâòîìîðôèçìîâ,
äåéñòâóþùàÿ íà ïðîñòðàíñòâå Fn

q , ò.å â ñëó÷àå, êîãäà êëàññàìè ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ
ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâà âåêòîðîì ïðîñòðàíñòâà Fn

q îïðåäåëåííîãî âåñà, ïðåäóäóùàÿ òåîðåìà
ìîæåò áûòü óòî÷íåíà ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü f(x) � ìíîãî÷ëåí ñ âåùåñòâåííûìè êîýôôèöèåíòàìè, êîòîðûé ìû ðàññìàòðè-
âàåì íà ìíîæåñòâå öåëûõ ÷èñåë {0, 1, . . . , n} è êîòîðûé îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:

i. f(x) ≤ 0, åñëè x ∈ {d, . . . , n} .
ii. Êîýôôèöèåíòû aw, w = 0, 1, . . . , n, â ïðåäñòàâëåíèè

f(x) =
n∑

w=0

akK
(p,n)
w (x) (4.2.5)

÷åðåç îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû K
(q,n)
w (x) ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè è a0 > 0 .

Òåîðåìà 4.2.2 Ïóñòü K êîä ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d è f(x) � ìíîãî÷ëåí, äëÿ êî-
òîðîãî âûïîëíåíû ñâîéñòâà i. è ii. Òîãäà

|K| ≤ f(0)

a0

, (4.2.6)

ãäå a0 � ñâîáîäíûé ÷ëåí â ïðåäñòàâëåíèè (4.2.5).

Äîêàçàòåëüñòâî. Äåéñòâèòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû èç ñâîéñòâà i. ôóíêöèè f(x) âû-
òåêàåò, ÷òî

∑

x,y∈K

f(d(x,y)) =
n∑

s=0

Dsf(s) ≤ |K|f(0), (4.2.7)

ãäå Ds � ÷èñëî ïàð âåêòîðîâ x,y ∈ K òàêèõ, ÷òî d(x,y) = s .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ñëåäóåò èç ñëåäñòâèÿ 4.1.2, ôóíêöèÿ f(d(x,y)) ÿâëÿåòñÿ ïîëî-

æèòåëüíî îïðåäåëåííîé ôóíêöèåé. Îòñþäà è èç íåðàâåíñòâà (4.1.10) âûòåêàåò ñîîòíîøå-
íèå ∑

x,y∈K

f(d(x,y)) =
n∑

s=0

f(s)Ds =
n∑

s=0

n∑
w=0

awK(p,n)
w (s)Ds ≥ a0|K|2. (4.2.8)
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Èç ïîñëåäíèõ äâóõ íåðàâåíñòâ ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. ¤
Îöåíêà (4.2.6) íàçûâàåòñÿ îöåíêîé Äåëüñàðòà äëÿ q− çíà÷íîãî êîäà äëèíû n . Îöåí-

êà (4.2.2) ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé Äåëüñàðòà äëÿ áîëåå îáùåãî ñëó÷àÿ ïðîñòðàíñòâ Gn è áîëåå
îáùåãî ñëó÷àÿ ïîäãðóïïû H ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ Aut(Gn) . Êàê ïðåäñòàâëÿåòñÿ àâòî-
ðó, îöåíêà (4.2.2) ÿâëÿåòñÿ íîâîé. Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå Gn òîëüêî
ïðîñòðàíñòâà Õåììèíãà Fn

q .
Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâíîé îöåíêè |K| íåîáõîäèìî ÿâíî óêàçàòü ìíî-

ãî÷ëåí f(x) , êîòîðûé îáëàäàåò ñâîéñòâàìè i. è ii. Âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ âûáîð "õîðîøå-
ãî"ìíîãî÷ëåíà f(x) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíîé çàäà÷åé.

Ïóñòü

Ωq(n, d) = min
f(0)

a0

, (4.2.9)

ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ìíîãî÷ëåíàì, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ñâîéñòâà i. è ii. (Äðó-
ãàÿ ôîðìà îöåíêè Äåëüñàðòà.) Âû÷èñëåíèå ïðè êîíêðåòíûõ çíà÷åíèÿõ n è d ýêñòðå-
ìàëüíîãî çíà÷åíèÿ Ω(n, d) îòíîøåíèÿ f(0)

a0
ÿâëÿåòñÿ çàäà÷åé ëèíåéíîãî ïðîãðàìèðîâàíèÿ.

Ïîýòîìó îöåíêà
Mq(n, d) ≤ Ωq(n, d), (4.2.10)

ãäå Mq(n, d) � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî âåêòîðîâ q− çíà÷íîãî êîäà äëèíû n ñ êîäîâûì ðàñ-
ñòîÿíèåì d (êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì îöåíêè Äåëüñàðòà (4.2.6)), íàçûâàåòñÿ îöåíêîé
ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ.

Ê ñîæàëåíèþ, ÿâíî âû÷èñëèòü ÷èñëî Ω(n, d) óäàåòñÿ òîëüêî â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ. Ïîýòîìó
ìû îãðàíè÷èìñÿ âû÷èñëåíèåì äðóãîé ôóíêöèè Ω

(r)
q (n, d) , êîòîðàÿ îòëè÷àåòñÿ îò Ωq(n, d)

òåì, ÷òî ìèíèìóì â (4.2.9) áåðåòñÿ íå ïî âñåì ìíîãî÷ëåíàì, à òîëüêî ïî ìíîãî÷ëåíàì,
ñòåïåíü êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò r .

4.2.2 Âûáîð ìíîãî÷ëåíà â îöåíêå (4.2.6)

Íà÷íåì ñî ñëåäóþùåãî óòâåðæäåíèÿ.

Ëåììà 4.2.1 Âñå êîýôôèöèêíòû as â ñîîòíîøåíèè

K(q,n)
w (x)K

(q,n)
w′ (x) =

w+w′∑
s=0

asK
(q,n)
s (x) (4.2.11)

ÿâëÿþòñÿ íåîòðèöàòåëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èìåÿ â âèäó ñîîòíîøåíèÿ (3.1.17) è (3.1.18), ïðîèçâåäåíèå
K

(q,n)
w (s)K

(q,n)
w′ (s) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

K(q,n)
w (s)K

(q,n)
w′ (s) = Yw(x)Yw′(x) =

∑

wt(y)=w, wt(y′)=w′
$y+y0(x), (4.2.12)

ãäå x � ëþáîé ýëåìåíò êëàññà ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ As .
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Î÷åâèäíî, êàæäûé õàðàêòåð $y+y0(x) , ó êîòîðîãî wt(y + y′) = r , ò.å. õàðàêòåð, ïðè-
íàäëåæàùèé ñìåæíîìó êëàññó Ãr , âõîäèò â ëåâóþ ÷àñòü (4.2.12) ñ êðàòíîñòüþ, êîòîðàÿ
ðàâíà ÷èñëó ðåøåíèé N

(r)
w,w′ îòíîñèòåëüíî ïåðåìåííûõ y è y′ ñèñòåìû èç òðåõ óðàâíåíèé

wt(y + y′) = r, wt(y) = w, wt(y′) = w′. (4.2.13)

Òàêèì îáðàçîì ñîîòíîøåíèå (4.2.12) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Yw(x)Yw′(x) =
w+w′∑

r=|w−w′|
N

(r)
w,w′Yr(x). (4.2.14)

Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëî N
(r)
w,w′ äîñòàòî÷íî ïðîñòî âû÷èñëèòü â ÿâíîì âèäå. (Óïðàæíåíèå)

Íàïðèìåð, åñëè q = 2 è r = w + w′ − 2u , òî N
(r)
w,w′ =

(
n
w

)(
w
u

)(
n−w
w′−u

)
.

Ðàâåíñòâî (4.2.12) äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ëåììû, èáî N
(r)
w,w′ ≥ 0 . ¤

Äàëåå äëÿ óïðîùåíèÿ èçëîæåíèÿ ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî äâîè÷íûé ñëó÷àé, ò.å. ñëó-
÷àé q = 2 .

Ïðèâåäåì íåêîòîðûå ñâîéñòâà îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ K
(2,n)
s , êîòîðûå ïîíàäîáÿò-

ñÿ äàëåå (ñì. [?]), êîòîðûå, âïðî÷åì, ñïðàâåëèâû äëÿ âñåõ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ.
(a) ìíîãî÷ëåí K

(2,n)
s (x) íà èíòåðâàëå (0, n) èìååò s ðàçëè÷íûõ äåéñòâèòåëüíûõ êîð-

íåé;
(b) åñëè xs−1

1 < · · · < xs−1
s−1 � êîðíè K

(2,n)
s−1 (x) , òî â êàæäîì èíòåðâàëå (0, xs−1

1 ), (xs−1
1 , xs−1

2 )

, . . . , (xs−1
s−1, n) èìååòñÿ ðîâíî îäèí êîðåíü ìíîãî÷ëåíà K

(2,n)
s (x) .

Ñâîéñòâî (b) íàçûâàåòñÿ ñâîéñòâîì ïðåìåæàåìîñòè êîðíåé ñîñåäíèõ ìíîãî÷ëåíîâ
K

(2,n)
s (x) è K

(2,n)
s−1 (x) . Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, îíî ñïðàâåäëèâî íå òîëüêî äëÿ ìíîãî÷ëå-

íîâ Êðàâ÷óêà, íî è äëÿ âñåõ ñèñòåì îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Çàìåòèì, ÷òî âû÷èñ-
ëèòü àñèìïòîòè÷åñêèå çíà÷åíèå, íå ãîâîðÿ óæå î òî÷íîì, ìèíèìàëüíîãî êîðíÿ ìíîãî÷ëå-
íà Êðàâ÷óêà � âåñüìà íåòðèâèàëüíàÿ çàäà÷à ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà. Âìåñòå ñ òåì ýòî
àñèìïòîòè÷åñêîå çíà÷åíèå íàì ïîíàäîáèòñÿ ïðè âûâîäå îöåíêè ëèíåéíîãî ïðîãðàìèðîâà-
íèÿ.

Èç ñâîéñòâà (b) òàêæå ñëåäóåò, ÷òî íàèìåíüøèé êîðåíü xs
1 ìíîãî÷ëåíà K

(2,n)
s (x) âñåãäà

ìåíüøå âñåõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà K
(2,n)
r (x) , åñëè r < s . Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå K

(2,n)
r (xs

1)

âñåãäà ïîëîæèòåëüíî, åñëè r < s , â âèäó òîãî, ÷òî çíàê ÷èñëà K
(2,n)
r (xs

1) â ýòîì ñëó÷àå,
î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ÷èñëà K

(2,n)
r (0) =

(
n
r

)
.

Èç ñâîéñòâà (b) ñëåäóåò, ÷òî èíòåðâàë (xs
1, x

s−1
1 ) íå ïóñò. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç cs

÷èñëî, ïðèíàäëåæàùåå ýòîìó èíòåðâàëó, êîòîðîå îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì

−K(2,n)
s (cs) = K

(2,n)
s−1 (cs). (4.2.15)

Òàêîå ÷èñëî cs âñåãäà ñóùåñòâóåò, èáî ïðè äâèæåíèè ïåðåìåííîé x îò òî÷êè xs
1 äî òî÷êè

xs−1
1 íåïðåðûâíàÿ ôóíêöèÿ K

(2,n)
s−1 (x) + K

(2,n)
s (x) ïðèíèìàåò â òî÷êå xs

1 ïîëîæèòåëüíîå
çíàñåíèå K

(2,n)
s−1 (xs

1) , à â òî÷êå xs−1
1 � îòðèöàòåëüíîå çíà÷åíèå K

(2,n)
s (xs

1) . Îòñþäà ñëåäó-
åò, ÷òî ýòà ôóíêöèÿ íà èíòåðâàëå (xs

1, x
s−1
1 ) èìååòñÿ òî÷êà cs , äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî

ðàâåíñòâî (4.2.15).

Ëåììà 4.2.2 Ïóñòü xs íàèìåíüøèé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà Êðàâ÷óêà K
(2,n)
s (x) .
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Òîãäà â ïðåäñòàâëåíèè

F (x) =
K

(2,n)
s (x)K

(2,n)
s−1 (cs)−K

(2,n)
s−1 (x)K

(2,n)
s (cs)

xs − x
=

s−1∑
r=0

brK
(2,n)
r (x) (4.2.16)

ìíîãî÷ëåíà F (x) âñå êîýôôèöèåíòû br íåîòðèöàòåëüíû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Øèðîêî èçâåñòíàÿ ôîðìóëà Êðèñòîôåëÿ-Äàðáó [?] äëÿ ìíîãî÷ëå-
íîâ Êðàâ÷óêà èìååò âèä

K
(2,n)
s (x)K

(2,n)
s−1 (y)−K

(q,n)
s (y)K

(2,n)
s−1 (x)

y − x
=

2

s

(
n

s− 1

) s−1∑
r=0

K
(2,n)
r (x)K

(2,n)
r (y)(

n
r

) . (4.2.17)

Ýòó ôîðìóëó äîñòàòî÷íî ïðîñòî äîêàçàòü ñ ïîìîùüþ, òàê íàçûâàåìîãî, ðåêóððåíòíî-
ãî ñîîòíîøåíèÿ, ñâÿçûâàþùåãî ìíîãî÷ëåíû K

(2,n)
s+1 (x), K

(2,n)
s (x), K

(2,n)
s−11(x) . Ýòî, ìåæäó ïðî-

÷èì, ñäåëàíî â ðàçäåëå 6.2.6 äëÿ äðóãèõ îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ. Çàèíòåðåñîâàííûé
÷èòàòåëü ìîæåò èñïîëüçîâàòü ýòè íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðàâåíñòâà
(4.2.17).

Ïîëîæèì òåïåðü â ðàâåíñòâå (4.2.17) y = cs . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

F (x) =
2

s

(
n

s− 1

) s−1∑
r=0

K
(2,n)
r (x)K

(2,n)
r (cs)(

n
r

) . (4.2.18)

Èç ñâîéñòâà ïåðåìåæàåìîñòè êîðíåé ñëåäóåò, ÷òî íàèìåíüøèé êîðåíü xs
1 âñåãäà ìåíüøå

âñåõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà K
(2,n)
r (x) , åñëè r < s . Ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå K

(2,n)
r (xs

1) âñåãäà
ïîëîæèòåëüíî, åñëè r < s , èáî çíàê ÷èñëà K

(2,n)
r (xs

1) , î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò ñî çíàêîì ÷èñëà
K

(2,n)
r (0) =

(
n
r

)
.

Èç ýòîãî çàìå÷àíèÿ è (4.2.18) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. ¤

Ëåììà 4.2.3 Ïóñòü cs ≤ d . Òîãäà ìíîãî÷ëåí

f(x) =

(
K

(2,n)
s (x)K

(2,n)
s−1 (cs)−K

(2,n)
s−1 (x)K

(2,n)
s (cs)

)2

cs − x
(4.2.19)

ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì, êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâàì i. è ii. (ñì. ðàçäåë 4.2.1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîãî÷ëåí f(x) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó i., èáî ôóíêöèÿ cs − x ìå-
íÿåò çíàê â òî÷êå cs .

Òî, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) óäîâëåòâîðÿåò ñâîéñòâó ii. ñëåäóåò èç ëåìì 4.2.1 è 4.2.2, èáî

f(x) = F (x)
(
K(2,n)

s (x)K
(2,n)
s−1 (cs)−K

(2,n)
s−1 (x)K(2,n)

s (cs)
)

(4.2.20)

è íåðàâåíñòâ K
(2,n)
s−1 (cs) > 0, K

(2,n)
s (cs) < 0 , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèÿ

(4.2.15). ¤
Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóþùåé ëåììû ìîæíî íàéòè â [7], ñòð. 543.
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Ëåììà 4.2.4 (Áåç äîêàçàòåëüñòâà) Ïóñòü xs
1 � íàèìåíüøèé êîðåíü ìíîãî÷ëåíà K

(2,n)
s (x) ,

s
n
→ λ, n →∞ , è ξ = limn→∞

xs
1

n
.

Òîãäà
ξ =

1

2
−

√
λ(1− λ). (4.2.21)

Òåîðåìà 4.2.3 (Îöåíêà Ìàñ-Ýëèñà-Ðîäåìè÷à-Ðàìñåÿ-Âåë÷à) Ïóñòü d
n
→ δ, n →

∞, R(δ) = limn→∞
log2 M(n,d)

n
. Òîãäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

R(δ) ≤ H2

(
1

2
−

√
δ(1− δ)

)
. (4.2.22)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x) =
∑2s−1

j=0 αjK
(2,n)
j (x) � ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííàÿ ñîîòíîøå-

íèåì 4.2.19. Î÷åâèäíî,

α0 =
1

2n

n∑
j=0

(
n

j

)
f(j). (4.2.23)

Îòñþäà è (4.2.20) âûòåêàåò, ÷òî

α0 =
1

2n

n∑
j=0

2

s

(
n

s− 1

) (
K(2,n)

s (j)K
(2,n)
s−1 (cs)−K

(2,n)
s−1 (x)K(2,n)

s (cs)
) s−1∑

r=0

K
(2,n)
r (j)K

(2,n)
r (cs)(

n
r

)

=
1

2n

n∑
j=0

2

s

(
−K

(2,n)
s−1 (j)K(2,n)

s (cs)
)

K
(2,n)
s−1 (j)K

(2,n)
s−1 (cs) = −2

s

(
n

s− 1

)
K(2,n)

s (cs)K
(2,n)
s−1 (cs).

(4.2.24)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

f(0) =

((
n
s

)
K

(2,n)
s−1 (cs)−

(
n

s−1

)
K

(2,n)
s (cs)

)2

cs

, (4.2.25)

èáî K
(2,n)
s (0) =

(
n
s

)
.

Ó÷èòûâàÿ ñîîòíîøåíèå (4.2.15) è ðàâåíñòâà (4.2.24) è (9.1.16), ìû ïîëó÷èì ñîîòíîøå-
íèÿ

f(0)

α0

=
s
((

n
s

)
+

(
n

s−1

))2

2cs

(
n

s−1

) ≤ (n− s + 1)
(

n
s

)

2xs
1

. (4.2.26)

Â êà÷åñòâå s âûáåðåì íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, äëÿ êîòîðîãî xs
1 ≤ d . Ñîãëàñíî ëåììå

4.2.3 â êà÷åñòâå λ, 0 < λ < 1
2
, íàäî âûáðàòü íàèìåíüøåå çíà÷åíèå, äëÿ êîòîðîãî

δ ≥
√

λ(1− λ) (4.2.27)

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè ïîëîæèòü λ = 1
2
−

√
δ(1− δ) , òî íåðàâåíñòâî (4.2.27) áóäåò âûïîë-

íåíî. Îòñþäà, èç òåîðåìû 4.2.2 è (2.0.36) âûòåêàåò òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå (4.2.22), åñëè
èñïîëüçîâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå âûðàæåíèå äëÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ (ñîîòíîøå-
íèå (2.0.47)). ¤
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Êîìåíòàðèè. Ìîæíî ïðîâåðèòü, ÷òî H2

(
1
2
−

√
δ(1− δ)

)
< 1 − H2

(
1
2
− 1

2

√
2δ

)
, åñëè

δ ∈ (0, 1
2
) . Ïîýòîìó îöåíêà Ìàñ-Ýëèñà-Ðîäåìè÷à-Ðàìñåÿ-Âåë÷à ñèëüíåå îöåíêè Áàññàëûãè-

Ýëàéñà (2.0.51) íà èíòåðâàëå (0, 1
2
) .

Îöåíêà Ýëàéñà-Áàññàëûãè (ÝÁ-îöåíêà) áûëà ïîëó÷åíà â 1965 ãîäó. Ñ òåõ ïîð îíà íåîä-
íîêðàòíî óëó÷øàëàñü. Â 1971 ã. Â.Ì. Ñèäåëüíèêîâ [35] (òåîðåìà 2) (ñì. òàêæå [36], [37],
[38]) óñèëèë ÝÁ-îöåíêó íà íåêîòîðîì èíòåðâàëå (δ0,

1
2
), 0 < δ0 < 1

2
.

Çàìåòíûì ñîáûòèåì ñòàëî ïîÿâëåíèå â îöåíêè Äåëüñàðòà [72], èñïîëüçóÿ êîòîðóþ Ìàñ-
Ýëèñ, Ðîäåìè÷, Ðàìñåé è Âåë÷ [79], ïîëó÷èëè îöåíêó (4.2.22). Ýòó îöåíêó ñ ïîìîùüþ èäåè,
êîòîðàÿ áûëà èñïîëüçîâàíà ïðè ïîëó÷åíèè îöåíêè Áàññàëûãè-Ýëàéñà, ìîæíî íåìíîãî óñè-
ëèòü. Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî ýòîé óñèëåííîé îöåíêè î÷åíü ãðîìîçäêî è ïîêà íå îïóáëè-
êîâàíî â äîñòàòî÷íî ñòðîãîì èçëîæåíèè. Âìåñòå ñ òåì ðåçóëüòàò íå âûçûâàåò ñîìíåíèé.
Èòîãîâàÿ ãðàíèöà Ìàñ-Ýëèñà, Ðîäåìè÷à, Ðàìñåÿ è Âåë÷à äî ñèõ ïîð (2006 ã.) íå óëó÷øåíà.

Êàê óæå ãîâîðèëîñü, èìååòñÿ çàçîð ìåæäó âåðõíåé ãðàíèöåé Ìàñ-Ýëèñà, Ðîäåìè÷à,
Ðàìñåÿ è Âåë÷à è íèæíåé ãðàíèöåé Ýëàéñà-Áàññàëûãè (2.0.51) äëÿ âñåõ δ , ïðèíàäëåæà-
ùèõ èíòåðâàëó (0, 1

2
) . Ñîêðàùåíèå ýòîãî çàçîðà ÿâëÿåòñÿ âàæíîé è èíòåðåñíîé çàäà÷åé

òåîðèè êîäèðîâàíèÿ.
Áîëåå òîãî, äî ñèõ ïîð íå ïîíÿòíî ÿâëÿåòñÿ ëè íèæíÿÿ àñèìïòîòè÷åñêàÿ îöåíêà

Âàðøàìîâà-Ãèëáåðòà ñêîðîñòè ïåðåäà÷è ñ ïîìîùüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äâîè÷íûõ êîäîâ
ñ îòíîñèòåëüíûì êîäîâûì ðàññòîÿíèåì δ îäíîâðåìåííî è âåõíåé îöåíêîé ýòîé ñêîðî-
ñòè. Äðóãèìè ñëîâàìè, íå ÿñíî ìîæíî ëè óñèëèòü îöåíêó Ìàñ-Ýëèñà, Ðîäåìè÷à, Ðàìñåÿ
è Âåë÷à òàê, ÷òîáû îíà ñîâïàäàëà ñ íèæíåé îöåíêîé Âàðøàìîâà-Ãèëáåðòà íà íåêîòîðîì
èíòåðâàëå èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà δ .

Âåñüìà åñòåñòâåíåí òàêæå âîïðîñ: âîçìîæíî ëè óñèëèòü àñèìïòîè÷åñêóþ îöåíêó Âàðøàìîâà-
Ãèëáåðòà â äâîè÷íîì ñëó÷àå. Àâòîð è ìíîãèå äðóãèå ó÷åíûå ïðåäïîëàãàþò, ÷òî ýòîãî ñäå-
ëàòü íåëüçÿ.
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Ãëàâà 5

Êîäû Ðèäà-Ñîëîìîíà è Á×Õ-êîäû

Óïîìÿíóòûå â íàçâàíèè ýòîãî ðàçäåëà êîäû ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç îñíîâíûõ êëàññîâ êîäîâ,
èçó÷àåìû â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ 40 ëåò. Ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî
ïî÷òè âñå èçâåñòíûå ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè êîäû òàê èëè èíà÷å ÿâëÿþòñÿ îáîáùåíèåì
êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà. Ðàññìàòðèâàåìûå êîäû ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè, íî âìåñòå
ñ òåì âàæíûìè îáúåêòàìè, çíàêîìñòâî ñ êîòîðûìè ñîâåðøåííî íåîáõîäèìî ÷èòàòåëþ,
èçó÷àþùåìó òåîðèþ êîäèðîâàíèÿ.

Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî â äàííîé êíèãå ìû èçó÷àåì ëèøü âåñüìà íåáîëüøóþ ÷àñòü êîäîâ,
èçâåñòíûõ â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ. Ìû íå ðàññìàòðèâàåì àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû,
ñâåðòî÷íûå êîäû, êàñêàäíûå êîäû è ìíîãèå äðóãèå. Äëÿ îçíàêîìëåíèÿ ñ íèìè çàèíòå-
ðåñîâàííûé ÷èòàòåëü ìîæåò îáðàòèòüñÿ ê ìîíîãðàôèÿì ïî îòäåëüíûì âîïðîñàì òåîðèè
êîäèðîâàíèÿ. Íåêîòîðûå èç ïîäîáíûõ êíèã ïðèâåäåííû â áèáëèîãðàôèè ñì., íàïðèìåð,
[5], [9] è ìíîãèå äðóãèå èçäàíèÿ.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, â ýòîì ðàçäåëå ìû çàòðàãèâàåì âîïðîñû, îòíîñÿùèåñÿ ê Á×Õ-êîäàì,
êîòîðûå ðåäêî èëè íèêîãäà íå çàòðàãèâàëèñü â ó÷åáíûõ èçäàíèÿõ ïî òåîðèè êîäèðîâàíèÿ.
Âìåñòå ñ îíè èìåþò áîëüøîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå. Ê òàêèì âîïðîñàì îòíîñÿòñÿ âû÷èñ-
ëåíèå â ÿâíîì âèäå ðàçìåðíîñòè Á×Õ-êîäà ïðè íåêîòîðîì îãðàíè÷åíèè íà âåëè÷èíó åãî
ãàðàíòèðîâàííîãî êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ d , ïðåäñòàâëåíèå öèêëè÷åñêîãî Á×Õ-êîäà â âèäå
ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, à òàêæå â âèäå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè çíà÷åíèé ôóíê-
öèè "ñëåä". Êðîìå òîãî, íàéäåíû íîâûå ìåòîäîëîãè÷åñêèå ïîäõîäû ê èçó÷åíèþ ãðóïïû
àâòîìîðôèçìîâ êîäà, â òîì ÷èñëå è êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà.

5.0.3 Îïðåäåëåíèå êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà

Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 1.1.1, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ëèíåéíîãî êîäà K íàä ïîëåì Fq ñ êî-
äîâûì ðàññòîÿíèåì íå ìåíüøå d äîñòàòî÷íî ïîñòðîèòü åãî ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó B , ó
êîòîðîé ëþáîé êîìïëåêò èç d − 1 ðàçëè÷íûõ ñòîëáöîâ ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûì.
Ýòîò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ðàñïðàíåííûì.

Âìåñòå ñ òåì íå íàäî äóìàòü, ÷òî çàäàíèå ëèíåéíîãî êîäà ñ ïîìîùüþ åãî ïðîâåðî÷-
íîé ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåíî âîçìîæíûì. Äëÿ ìíîãèõ êîäîâ, íàïðèìåð, äëÿ êîäà
Ðèäà-Ñîëîìîíà åñòåñòâåííûì ÿâëÿåòñÿ òàêæå çàäàíèå êîäà ñ ïîìîùüþ åãî ïîðîæäàþùåé
ìàòðèöû èëè êàê èäåàëà íåêîòîðîãî êîëüöà. ×àñòî ïîäîáíûå ñïîñîáû çàäàíèÿ óïðîùà-
þò èññëåäîâàíèÿ òîíêèõ ñâîéñòâ ýòîãî êîäà ïî ñðàâíåíèþ ñ ïðåäñòàâëåíèåì ñòàíäàðòíîãî
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âèäà. Îá ýòîì áóäåò ñêàçàíî áîëåå ïîäðîáíî íèæå.
Íàèáîëåå èçâåñòíûìè ìàòðèöàìè B , ó êîòîðûõ ëþáîé êîìïëåêò èç d − 1 ñòîëáöîâ

ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûì, ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà

B = B
(d)
A =




α0
1 α0

2 · · · α0
n

α1 α2 · · · αn

α2
1 α2

2 · · · α2
n... ... · · · ...

αd−2
1 αd−2

2 · · · αd−2
n




, d > 2, (5.0.1)

ãäå n ≤ q è A = {α1, α1, . . . , αn} � ðàçëè÷íûå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ Fq . Ìû ïîëàãàåì,
÷òî α0 = 1 ïðè âñåõ α ∈ Fq â òîì ÷èñëå è ïðè α = 0 .

Ñòîëáöû ëþáîãî êîìïëåêòà èç d−1 ñòîëáöîâ ìàòðèöû B ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñè-
ìûìè. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî îïðåäåëèòåëü

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

β0
1 β0

2 · · · β0
d−1

β1 β2 · · · βd−1

β2
1 β2

2 · · · β2
d−1‘... ... · · · ...

βd−2
1 βd−2

2 · · · βd−2
d−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, βj ∈ {α1, α2, . . . , αn}, (5.0.2)

ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè βj ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëåì Âàíäåðìîíäà, êîòîðûé, êàê õîðî-
øî èçâåñòíî, îòëè÷åí îò 0 . Ýòî êàê ðàç è îçíà÷àåò, ÷òî ñòîëáöû (β0

1 , β1, . . . , β
d−2
1 )T , . . . ,

(β0
d−1, βd−1, . . . , β

d−2
d−1)

T ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè.
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî êîäîâîå ðàññòîÿíèå d(K) êîäà K ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé B

(d)
A

íå ìåíüøå d (Òåîðåìà 1.1.1). Â äåéñòâèòåëüíîñòè, d(K) = d , èáî ëþáîé êîìïëåêò èç d

d − 1−ìåðíûõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû B
(d)
A ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî-çàâèñèìûì íàä ïîëåì Fq , ò.å.

êîä ñîäåðæèò âåêòîð âåñà d .
Êîä ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé B

(d)
A áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç K(B

(d)
A ) .

Ìíîæåñòâî A ÷àñòî ðàñøèðÿþò, à èìåííî, äîáàâëÿþò ê íåìó ýëåìåíòû 0 ∈ Fq è îñî-
áûé ýëåìåíò ∞ . Ìû äàëåå áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ìàòðèöà B â (1.2.2) îïðåäåëåíà èìåííî
äëÿ òàêîãî ðàñøèðåííîãî ìíîæåñòâà A . Î ïîäðîáíîñòÿõ òàêîãî ðàñøèðåíèÿ ìû ðàññêà-
æåì íèæå â ðàçäåëå 5.0.4.

Íóìåðàöèþ ñòîëáöîâ ìàòðèöû B áóäåì ïðîèçâîäèòü ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà
A . Òàê ñòîëáåö ñ íîìåðîì α ∈ A ÿâëÿåòñÿ j−ûì ñòîëáöîì, åñëè α = αj . Ñîâåðøåííî
àíàëîãè÷íî ïîñòóïàåì ñ êîîðäèíàòàìè âåêòîðà x = (xα1 , xα2 , . . . , xαn) ∈ Fn

q , èõ òàêæå
èíäåêñèðóåì ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà A , êîòîðûå çàïèñàíû â îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå.

5.0.4 Êîäû Ðèäà-Ñîëîìîíà.

Ìû ðàññìîòðèì òðè âèäà êîäîâ Ðèäà-Ñîëîìîíà äëèí n = q− 1, q, q +1 , ñîîòâåòñòâåí-
íî. Âñå îíè èìåþò â êà÷åñòâå ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöó âèäà (5.0.1), íî ðàçëè÷íûå ìíîæåñòâà
A . Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî âñå ðàññìàòðèâàåìûå íèæå êîäû Ðèäà-Ñîëîìîíà ñ êîäîâûì ðàñ-
ñòîÿíèåì d , î÷åâèäíî, èìåþò ðàçìåðíîñòü k = n− d + 1 , èáî ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà
ñòðîê ìàòðèöû B

(d)
A íàä ïîëåì Fq , î÷åâèäíî, ðàâíà d − 1 . Âñå êîäû ëåæàò íà ãðàíèöå

Ñèíãëòîíà (îöåíêà (2.0.27)), ò.å. îíè ÿâëÿþòñÿ MDR-êîäàìè (ñì. ðàçäåë 2.0.6).
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Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùèå òðè òèïà êîäîâ Ðèäà-Ñîëîìîíà:

Òèï 1. n = q − 1 . Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ
Fq .

Òèï 2. n = q . Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ Fq . Ñëåäóåò
ñêàçàòü, ÷òî ñòîëáåö (α0

j , αj, . . . , α
d−2
j )T , ó êîòîðîãî αj = 0 , èìååò ïî îïðåäåëåíèþ

âèä (1, 0, . . . , 0)T .

Òèï 3. n = q + 1, d > 3 . Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî A ñîñòîèò èç âñåõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ Fq

è åùå îäíîãî ýëåìåíòà ∞ (áåñêîíå÷íîñòè), ò.å. A = Fq ∪ {∞} . Ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî
ýëåìåíò ∞ îáëàäàåò åñòåñòâåííûìè ñâîéñòâàìè ýòîãî ïîíÿòèÿ. Íàïðèìåð, a∞ =
∞, a 6= 0, a

∞ = 0 è ò.ï. Ñòîëáåö α(∞) = (α0
j , αj, . . . , α

d−2
j )T , ó êîòîðîãî αj = ∞ , ïî

îïðåäåëåíèþ èìååò âèä (0, 0, . . . , 1)T .

Ðàññìîòðèì íåñêîëüêî áîëåå îáùóþ ñèòóàöèþ. Ìû áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çíà÷åíèå ìíîãî-
÷ëåíà f(x) =

∑d−2
s=0 fsx

s ñòåïåíè íå âûøå d−2 â òî÷êå ∞ ðàâíî êîýôôèöèåíòó fd−2 ïðè
åãî ñòàðøåì ÷ëåíå. Â ÷àñòíîñòè, f(∞) = 0 , åñëè ñòåïåíü f(x) ìåíüøå d− 2 . Â ýòîì ñëó-
÷àå ìû ãîâîðèì, ÷òî f(x) èìååò êîðåíü ∞ . Ñëåäîâàòåëüíî, α(∞) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
çíà÷åíèé â òî÷êå ∞ ìíîãî÷ëåíîâ 1, x, x2, . . . , xd−2 .

Áîëåå òîãî, ñîãëàøåíèå îòíîñèòåëüíî çíà÷åíèÿ f(∞) ïîçâîëÿåò ñ÷èòàòü, ÷òî êàæäàÿ
ñòðîêà ìàòðèöû BA êîäîâ òèïà 3 òàêæå, êàê è â ñëó÷àå êîäîâ òèïîâ 1 è 2, ÿâëÿåòñÿ
çíà÷åíèåì ìíîãî÷ëåíà xj, 0 ≤ j ≤ d− 2, â òî÷êàõ ìíîæåñòâà A .

Çàìåòèì, ÷òî êîäû òèïà 3 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû,
îïðåäåëåííûå íà êðèâîé ðîäà 0 . Áîëåå îá ýòîì ìû ðàñïðîñòðàíÿòüñÿ íå áóäåì.

Êîäû Ðèäà-Ñîëîìîíà âñåõ òèïîâ áóäåì îáîçíà÷àòü îäíèì ñèìâîëîì RSq(n, d) . Âñå îíè
ëåæàò íà ãðàíèöå Ñèíãëòîíà (ñì. ñåêöèþ 2.0.6) è èìåþò ïàðàìåòðû [n, n− d + 1, d]q . Ýòè
êîäû ÿâëÿþòñÿ, òàê íàçûâàåìûì, q− çíà÷íûìè MDR-êîäàìè (îïðåäåëåíèå ñì. â ñåêöèè
2.0.6), à èìåííî êîäàìè, êîòîðûå èìåþò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ ðàçìåðíîñòü n − d + 1
ïðè çàäàííûõ n è d .

Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî êîäû òèïà 3, â íåêîòîðîì ñìûñëå, ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå èíòåðåñíûì
ñðåäè, îïðåäåëåííûõ ðàíåå òðåõ òèïîâ êîäîâ Ðèäà-Ñîëîìîíà. Â ÷àñòíîñòè, îíè èìåþò
ïðè çàäàííîì êîäîâîì ðàññòîÿíèè d íàèáîëüøåå çíà÷åíèå ñêîðîñòè ïåðåäà÷è (îòíîøåíèå
ðàçìåðíîñòè êîäà ê åãî äëèíå). Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ (îïðåäåëåíèå � íèæå) ýòèõ êîäîâ
ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå ìîùíîé â êëàññå êîäîâ RSq(n, d) âñåõ òèïîâ.

Îäíà èç ìîäèôèêàöèé êîäà òèïà 3 (äëèíû n = q + 1 ) áóäåò äàëåå èñïîëüçîâàíà êàê
îñíîâà äëÿ ïîñòðîåíèÿ "ñèñòåìû îòêðûòîãî øèôðîâàíèÿ", êîòîðóþ ìû áóäåì ïîäðîáíî
èçó÷àòü. Â ÷àñòíîñòè, ìû ïîäðîáíî èçó÷èì ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ ýòîãî êîäà. Ýòà ãðóïïà
àâòîìîðôèçìîâ èìååò íàèáîëåå ñëîæíîå ñòðîåíèå ïî ñðàâíåíèþ ñ ãðóïïàìè àâòîìîðôèç-
ìîâ êîäîâ òèïîâ 1. è 2. Ìû ñíà÷àëà èçó÷èì ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ êîäîâ òèïà 2., à çàòåì
ðàññìîòðèì ñâîéñòâà ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ êîäà òèïà 3.

Êàê áóäåò ïîêàçàíî äàëåå, êîäû òèïà 1 è 3 ïðè íåêîòîðîì óïîðÿäî÷èâàíèè ìíîæå-
ñòâà A ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè (äëÿ êîäà òèïà 2 ýòî íå âñåãäà òàê). Îíè ìîãóò áûòü
çàäàíû (îïðåäåëåíû) è ìíîãèìè äðóãèìè ñïîñîáàìè. Íàïðèìåð, êîä òèïà 1 ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí êàê èäåàë îïðåäåëåííîãî âèäà â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ ïî mod xn−1, n|q−1 .
Ïåðåõîäèì ê èçó÷åíèþ ñâîéñòâ êîäîâ RSq(n, d) .
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Òåîðåìà 5.0.4 Êîäîì, äâîéñòâåííûì ê êîäó RSq(n, d) òèïà 2, ÿâëÿåòñÿ êîä RSq(n, n−
d + 2) , à êîäîì, äâîéñòâåííûì ê êîäó RSq(n, d) òèïà 3, ÿâëÿåòñÿ êîä RSq(n, n− d + 3) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ äâîéñòâåííîãî êîäà (ñì. ñåêöèþ 1.1.3),
êîäîì, äâîéñòâåííîì ê RSq(n, d) , ÿâëÿåòñÿ êîä RS⊥q (n, d) , íàòÿíóòûé íà ñòðîêè ìàòðèöû
BA . Ïðîâåðèì, ÷òî êîä RS⊥q (n, d) òèïà 2 èëè 3 ñîâïàäàåò ñ êîäîì RSq(n, n− d + 2) èëè
RSq(n, n− d + 3) , ñîîòâåòñòâåííî.

Çàìåòèì, ÷òî

∑

x∈Fq

xs =

{
0, åñëè 0 ≤ s < q − 1

−1, åñëè s = q − 1
. (5.0.3)

Èç ïåðâîãî ðàâåíñòâà â (5.0.3) ñëåäóåò, ÷òî ñòðîêè ìàòðèö B
(d)
A è B

(n−d+2)
A (ñì. (5.0.1))

ïðè A = Fq îðòîãîíàëüíû. Êðîìå òîãî, dim RS⊥q (n, d) = dim RSq(n, n− d + 2) = n− d + 1
Ïîýòîìó RS⊥q (n, d) = RSq(n, n− d + 2) , ÷òî äîêàçûâàåò òåîðåìó äëÿ êîäà òèïà 2.

Äëÿ êîäà òèïà 3, î÷åâèäíî, ÷òî ñòðîêè ìàòðèö B
(d)
A è B

(n−d+3)
A çà èñêëþ÷åíèåì ïî-

ñëåäíèõ ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè. Èç âòîðîãî ðàâåíñòâà â (5.0.3) ñëåäóåò, ÷òî ïîñëåäíèå
ñòðîêè ýòèõ ìàòðèö ïðè A = Fq∪{∞} òàêæå îðòîãîíàëüíû, ÷òî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå
òåîðåìû. ¤

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî äëÿ êîäîâ RSq(n, d) òèïà 1 òåîðåìà 5.0.4 íå âåðíà: ïåðâûå
ñòðîêè ìàòðèö B

(d)
A è B

(d′)
A ïðè A = Fq\{0} íå îðòîãîíàëüíû ïðè ëþáîì d′ .

Âåêòîðû êîäà RSq(n, d) òèïà 2 è 3 óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü êàê âåêòîð

af = (f(α1), f(α2), . . . , f(αn)), {α1, . . . , αn} = A, (5.0.4)

çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà f(x) = f0 + f1x + · · ·+ fkx
k ñòåïåíè íå âûøå k = n− d + 1 â ïåðâîì

ñëó÷àå (òèï 2) è k = n− d + 2 âî âòîðîì ñëó÷àå (òèï 3), ãäå f(α) = fk , åñëè α = ∞ .

Ñëåäñòâèå 5.0.1 Êîäîì, äâîéñòâåííûì ê êîäó RSq(n, d) òèïà 2, ÿâëÿåòñÿ êîä îáðàçî-
âàííûé âñåìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè af , ó êîòîðûõ deg f ≤ n− d , à êîäîì, äâîéñòâåí-
íûì ê êîäó RSq(n, d) òèïà 3, ÿâëÿåòñÿ êîä îáðàçîâàííûé âñåìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè
af , ó êîòîðûõ deg f ≤ n− d + 1 .

5.1 Öèêëè÷åñêèå êîäû
Ïóñòü a = (a0, a1, . . . , an−1) ∈ Fn

q . Âåêòîð a(1) = (a1, . . . , an−1, a0) íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì
ñäâèãîì âåêòîðà a íà îäèí ðàçðÿä âëåâî. Öèêëè÷åñêèé ñäâèã âåêòîðà a íà j ðàçðÿäîâ
âëåâî îïðåäåëèì èíóêòèâíûì îáðàçîì: a(j) = (a(j−1))(1) , ãäå a(0) = a .

Î÷åâèäíî, öèêëè÷åñêèé ñäâèã âåêòîðà a íà j ðàçðÿäîâ âëåâî ñîâïàäàåò ñ öèêëè÷åñêèì
ñäâèãîì âåêòîðà a íà n− j ðàçðÿäîâ âïðàâî.

Îïðåäåëåíèå 5.1.1 Êîä K íàçûâàåòñÿ öèêëè÷åñêèì, åñëè äëÿ ëþáîãî a ∈ K âåêòîð
a(1) òàêæå ïðèíàäëåæèò K .

Î÷åâèäíî, öèêëè÷åñêèé êîä ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì îòíîñèòåëüíî öèêëè÷åñêèõ ñäâèãîâ
íà ëþáîå ÷èñëî ðàçðÿäîâ êàê âëåâî òàê è âïðàâî.
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Öèêëè÷íîñòü êîäà ÷àñòî áûâàåò ïîëåçíîé ïðè åãî ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè. Êðîìå
òîãî öèêëè÷åñêèå êîäû èìåþò è èíòåðåñíûå àëãåáðàè÷åñêèå ñâîéñòâà. Ïîýòîìó èõ èçó÷å-
íèþ óäåëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ìíîãî âíèìàíèÿ.

Ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç Fq[x]/xn−1 êîëüöî âû÷åòîâ ìíîãî÷ëåíîâ ïî mod xn−1 ñ êîýô-
ôèöèåíòàìè èç ïîëÿ Fq . Êàæäîìó âåêòîðó a = (a0, . . . , an−1) ∈ Fn

q ñîïîñòàâèì ìíîãî÷ëåí
a(x) = a0+a1x+ · · ·+an−1x

n−1 ∈ Fq[x]/ mod xn−1 . È íàîáîðîò, êàæäîìó ìíîãî÷ëåíó a(x)
ñîïîñòàâèì âåêòîð a . Òàêèì îáðàçîì, êàæäîìó ëèíåéíîìó êîäó K ∈ Fn

q ìû ñîïîñòàâëÿåì
ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî K(x) ìíîãî÷ëåíîâ èç Fq[x]/ mod xn − 1 è íàîáîðîò.

Îïðåäåëåíèå 5.1.2 Êîäû K è K(x) ìû íàçûâàåì ýêâèâàëåíòíûìè.

×èñëî w(a(x)) íåíóëåâûõ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà a(x) áóäåì íàçûâàòü âåñîì ýòî-
ãî ìíîãî÷ëåíà. Î÷åâèäíî, w(a) = w(a(x)) . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî êîäû K è K(x) èìåþò
îäèíàêîâûé âåñîâîé ñïåêòð. Â ÷àñòíîñòè, ó ýêâèâàëåíòíûõ êîäîâ K è K(x) ñîâïàäàþò
êîäîâûå ðàññòîÿíèÿ: d(K) = d(K(x)) .

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ Rq = R
(n)
q = Fq[x]/ mod xn − 1 ÿâëÿåòñÿ

êîëüöîì ãëàâíûõ èäåàëîâ. Äðóãèìè ñëîâàìè êàæäûé èäåàë I êîëüöà Rq èìååò âèä

I = f(x)Rq = 〈f(x)〉, (5.1.1)

ãäå f(x) � ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé äåëèò xn − 1 .
Ñîâñåì íåòðóäíî óñòàíîâèòü (Óïðàæíåíèå ), ÷òî f(x) â (5.1.1) � ýòî íåíóëåâîé ìíî-

ãî÷ëåí íàèìåíüøåé ñòåïåíè, êîòîðûé ïðèíàäëåæèò èäåàëó I .

Ëåììà 5.1.1 Ëèíåéíûé êîä K äëèíû n ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ýêâèâàëåíòíûé åìó êîä K(x) ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ R

(n)
q , ò.å.

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà K(x) = f(x)R
(n)
q = 〈f(x)〉 äëÿ íåêîòîðîãî ìíîãî÷ëåíà f(x) ∈

Fq[x] , äåëÿùåãî xn − 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè K(x) � èäåàë êîëüöà Rq è a(x) ∈ K(x) , òî ìíîãî÷ëåí xa(x)
òàêæå ïðèíàäëåæèò èäåàëó K(x) . Ýòî ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ èäåàëà.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîãî÷ëåíó xa(x) ñîîòâåòñòâóåò âåêòîð a(1) , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì âåêòîðà a , ò.å. a(1) ∈ K .

Ñëåäîâàòåëüíî, åñëè K � öèêëè÷åñêèé êîä, òî ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî K(x) , î÷å-
âèäíî, èíâàðèàíòíî îòíîñèòåëüíî óìíîæåíèÿ åãî ýëåìåíòîâ íà ìîíîì x . Îòñþäà ñëåäóåò,
÷òî K(x) ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì êîëüöà Rq . ¤

Ìíîãî÷ëåí f(x) íàçûâàåòñÿ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì êîäà K(x) = 〈f(x)〉 .

Òåîðåìà 5.1.1

i. Ïóñòü

xn − 1 =
s∏

i=0

fλi
i (x), (5.1.2)

ãäå fi(x) � íåïðèâîäèìûé íàä ïîëåì Fq ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè li , è ïóñòü θi ∈
Fqli , i = 0, . . . , m, � åãî êîðåíü.
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Êîä Kf (x) , ýêâèâàëåíòíûé ëèíåéíîìó öèêëè÷åñêîìó êîäó Kf ñ ïîðîæäàþùèì ìíî-
ãî÷ëåíîì

f(x) = f
λ′i1
i1

(x) · · · fλ′im
im

(x), λ′ij ≤ λi1 , (5.1.3)

îáðàçîâàí âñåìè ìíîãî÷ëåíàìè a(x) , ó êîòîðûõ êîðíÿìè ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû θi1 , . . . , θim

ñ êðàòíîñòÿìè λ′i, i = 1, . . . , m , ñîîòâåòñòâåííî, ò.å. Kf (x) = f(x)R
(n)
q .

ii. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí xn − 1 íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé è τ1, . . . , τs âñå
êîðíè ìíîãî÷ëåíà f(x) .
Òîãäà ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà Bf öèêëè÷åñêîãî êîäà K ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì
f(x) èìååò âèä

Bf =




τ 0
1 τ 1

1 τ 2
1 · · · τn−1

1

τ 0
2 τ 1

2 τ 2
2 · · · τn−1

2

τ 0
3 τ 1

3 τ 2
3 · · · τn−1

3... ... ... · · · ...
τ 0
s τ 1

s τ 2
s · · · τn−1

s




. (5.1.4)

iii. Ïðîâåðî÷íûå ìàòðèöû Bf è

B′
f =




θ0
i1

θ1
i1

θ2
i1

· · · θn−1
i1

θ0
i2

θ1
i2

θ2
i2

· · · θn−1
i2

θ0
i3

θ1
i3

θ2
i3

· · · θn−1
i3... ... ... · · · ...

θ0
im θ1

im θ2
im · · · θn−1

im




. (5.1.5)

îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå êîä K .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóíêò i. Ïî ëåììå 5.1.1 êîä K(x) ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì I êîëüöà R
(n)
q .

Ëþáîé èäåàë I ýòîãî êîëüöà ÿâëÿåòñÿ ãëàâíûì. Cëåäîâàòåëüíî, îí ìîæåò áûòü çàäàí ñ
ïîìîùüþ ïîðîæäàþùåãî ìíîãî÷ëåíà f : I = f(x)R

(n)
q , f |xn − 1 .

Òàêèì îáðàçîì, I ñîñòîèò èç âñåõ ìíîãî÷ëåíîâ a(x) ∈ R
(n)
q , êîòîðûå èìåþò â êà÷åñòâå

ñâîèõ êîðíåé âñå êîðíè θi1 , . . . , θim ìíîãî÷ëåíà f(x) ñ òåìè æå êðàòíîñòÿìè, ÷òî è ó
ìíîãî÷ëåíà f(x) . Òàê êàê f(x)|xn−1 , òî êðàòíîñòü êîðíåé f(x) íå ïðåâîñõîäèò êðàòíîñòè
ñîîòâåòñòâóþùèõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà xn − 1 .

Ïóíêò ii. Î÷åâèäíî, ÷òî a(τj) = 0, j = 1, . . . , s, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Bfa
T = 0 .

Ïóíêò iii. Åñëè a(θj) = 0, j = 1, . . . , m, òî è a(θq
j ) = 0, j = 1, . . . , s. Îòñþäà ñëåäóåò,

÷òî a(θj) = 0, j = 1, . . . , s, èáî êàæäûé ýëåìåíò τj ñîïðÿæåí íàä ïîëåì Fq ñ îäíèì èç
ýëåìåíòîâ θi1 , . . . , θim . ¤

Çàìåòèì, ÷òî åñëè n è õàðàêòåðèñòèêà p ïîëÿ Fq � âçàèìíî ïðîñòûå ÷èñëà ( (p, n) =
1 ), òî ìíîãî÷ëåí xn−1 íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ìíîãî÷ëåíû xn−1
è nxn−1 (ïðîèçâîäíàÿ xn − 1 ) âçàèìíî ïðîñòû.

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî èäåàëû 〈fλi
i (x)〉 è 〈fλi+1

i (x)〉 ñîâïàäàþò â êîëüöå ìíîãî-
÷ëåíîâ R

(n)
q .
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5.1.1 Öèêëè÷åñêèå êîäû RSq(n, d) òèïà 1

Íèæå ìû äîêàæåì, ÷òî ïðè íåêîòîðîì óïîðÿäî÷èâàíèè ìíîæåñòâà A êîäû RSq(n, d), n =

q − 1, òèïà 1 èìåþò ýêâèâàëåíòíîå ïðåäñòàâëåíèå â âèäå èäåàëà êîëüöà R
(n)
q âû÷åòîâ ïî

ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà xn − 1 . Âìåñòå ñ òåì äàëåå åñòåñòâåííî ðàññìîòðèâàòü íåñêîëêî áî-
ëåå øèðîêèé êëàññ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ, ÷åì êîäû RSq(n, d), n = q − 1, à èìåííî êîäû, ó
êîòîðûõ äëèíà n ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ÷èñëà q− 1 . Îñòàíîâèìñÿ íà ýòîì áîëåå ïîäðîáíî.

Ïóñòü θ � ýëåìåíò ïîëÿ Fq ïîðÿäêà n, n|q−1, è fd,θ(x) = (x−1)(x−θ) · · · (x−θd−2) �
ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí íàä Fq ýëåìåíòîâ 1, θ, . . . , θd−2 . Ðàññìîòðèì â êà÷åñòâå ìíîæå-
ñòâà A = {α1, . . . , αn} â îïðåäåëåíèè ìàòðèöû B

(d)
A ìíîæåñòâî Aθ = {θj| j = 0, . . . , n−1} ,

ò.å. ïîëîæèì αj = θj−1, j = 1, . . . , n .

Ëåììà 5.1.2 Êîä K(x) , ýêâèâàëåíòíûé êîäó K(B
(d)
Aθ

) , ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì â êîëüöå ìíî-
ãî÷ëåíîâ R

(n)
q , ïîðîæäåííûì ìíîãî÷ëåíîì fd,θ(x) è ñîñòîèò èç ìíîãî÷ëåíîâ a(x) ∈ R

(n)
q

òàêèõ, ÷òî a(θj) = 0, j = 0, . . . , θd−2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè a = (a0, . . . , an−1) , òî

a ·B(d)
Aθ

T = 0. (5.1.6)

Ðàâåíñòâî (5.1.6), î÷åâèäíî, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå a(θj) = 0, j = 0, . . . , θd−2 . Ýòî ïîêà-
çûâàåò, ÷òî êîä K(x) ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì, ïîðîæäåííûì ìíîãî÷ëåíîì fd,θ(x) . Îòñþäà è èç
ëåììû 5.1.2 ñëåäóåò äîêàçûâàåìàÿ ëåììà. ¤

Ñëåäñòâèå 5.1.1 Ëèíåéíûé êîä K(B
(d)
Aθ

) ⊆ Fn
q , n|q − 1, ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì êîäîì.

Äîêàçàòåëüñòâî ñëåäóåò èç ëåìì 5.1.2 è 5.1.1. ¤

5.1.2 Ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðà öèêëè÷åñêîãî êîäà â âèäå ðåêóð-
ðåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

Îïðåäåëåíèå 5.1.3 Ìíîãî÷ëåí f(x), f(x)|xn − 1, deg f(x) = n− k, íàçûâåòñÿ ïîðîæäà-
þùèì ìíîãî÷ëåíîì ëèíåéíîãî öèêëè÷åñêîãî êîäà K , åñëè ýêâèâàëåíòíûé åìó êîä K(x)

ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì I = 〈f(x)〉 , ïîðîæäåííûì ìíîãî÷ëåíîì f(x) â êîëüöå R
(n)
q ìíîãî÷ëå-

íîâ ïî mod xn − 1 .
Ìíîãî÷ëåí g(x) = xn−1

f(x)
, deg g(x) = k, íàçûâåòñÿ àíóëèðóþùèì èëè ïðîâåðî÷íûì ìíî-

ãî÷ëåíîì êîäà K .

Ïîñëåäíåå íàçâàíèå îáúÿñíÿåòñÿ òåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî a(x) ∈ K(x)

a(x)g(x) = 0 mod (xn − 1). (5.1.7)

Ýòî ñîîòíîøåíèå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ìíîãî÷ëåí a(x) êðàòåí ìíîãî÷ëåíó f(x) è, ñëå-
äîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåí a(x)g(x) êðàòåí ìíîãî÷ëåíó xn− 1 , ò.å. ÿâëÿåòñÿ íóëåâûì ìíîãî-
÷ëåíîì â êîëüöå R

(n)
q .

Åñëè g(x) =
∑k

i=0 gk−ix
i, g0 = 1, òî ðàâåíñòâî (5.1.7) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

êîýôôxja(x)g(x) = aj + aj−1g1 + · · ·+ aj−k+1gk−1 + aj−kgk = 0, j = 0, . . . , n− 1, (5.1.8)

ãäå èíäåêñû ó ýëåìåíòîâ ai ïðèâîäÿòñÿ ïî mod n. Îòñþäà âûòåêàåò
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Ëåììà 5.1.3 Êàæäûé âåêòîð a ëèíåéíîãî öèêëè÷åñêîãî êîäà K c ïîðîæäàþùèì ìíî-
ãî÷ëåíîì f(x) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñ çàêîíîì ðåêóð-
ñèè

aj+k = −(aj+k−1g1 + · · ·+ aj−1gk−1 + ajgk), j = 1, . . . , n, (5.1.9)
ãäå (g0, g1, . . . , gk) � êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà g(x) = xn−1

f(x)
, çàíóìåðîâàííûå â îáðàò-

íîì ïîðÿäêå. Ìîæíî òàêæå ñêàçàòü, ÷òî (g0, g1, . . . , gk) � êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà
xkg(x−1) = gkx

k + gk−1x
k−1 + · · ·+ g1x + g0 , çàíóìåðîâàííûå îáû÷íûì îáðàçîì.

¤
Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé âåêòîð a öèêëè÷åñêîãî ëèíåéíîãî êîäà K îäíîçíà÷íî îïðå-

äåëÿåòñÿ ñâîèìè ïåðâûìè k êîîðäèíàòàìè. Îñòàâøèåñÿ n− k åãî êîîðäèíàò ìîãóò áûòü
ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëåíû ñ ïîìîùüþ ëèíåéíûõ ñîîòíîøåíèé (5.1.9).

Ëåììà 5.1.4 Ïóñòü K � ëèíåéíûé öèêëè÷åñêèé êîä ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì f(x)
è K′ � ëèíåéíûé öèêëè÷åñêèé êîä ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì xkg(x−1) , ãäå ìíîãî÷ëåí
g(x) ÿâëÿåòñÿ àííóëèðóþùèì äëÿ K .

Òîãäà K′ = K⊥ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïî îïðåäåëåíèþ ìíîãî÷ëåíîâ f(x)g(x) = 0 mod (xn−
1) .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïóñòü a(x) = f(x)a(x) ∈ K(x) è b(x) = g(x)b(x) ∈ K′′(x) , ãäå K′′ �
êîä ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì g(x) . Òîãäà

a(x)b(x) =
n−1∑
i=0

aibk−ix
k =

n−1∑
i=0

〈a,
←−
b (k)〉xk = 0 mod (xn − 1), (5.1.10)

ãäå ←−b = (bn, bn−1, . . . , b1) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü b êîäà K′′ , çàíóìåðîâàííàÿ â îáðàòíîì
ïîðÿäêå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî 〈a,

←−
b 〉 = 0 äëÿ âñåõ a ∈ K, b ∈ K′′ .

Êàê íåòðóäíî óâèäåòü, öèêëè÷åñêèé êîä, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ←−
b ,

ãäå b ∈ K′′ , ñîâïàäàåò ñ êîäîì K′ ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì xkg(x−1) . ¤

×òî ìîæíî ñêàçàòü î öèêëè÷íîñòè êîäîâ RSq(n, d) òèïîâ 2 è 3?
Åñëè n = q, q = pu, u > 1, (êîä RSq(n, d) òèïà 2), òî ìíîãî÷ëåí xn − 1 èìååò êðàòíûå
êîðíè. Ýòîò ñëó÷àé ìû ðàññìàòðèâàòü íå áóäåì.

Åñëè n = q +1 (êîä RSq(n, d) òèïà 3), òî ìíîãî÷ëåí xn− 1 íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé.
Åãî êîðíè, î÷åâèäíî, îáðàçóþò ïîäãðóïïó Gq+1 = {τ j| j = 0, . . . , q} ìóëüòèïëèêàòèâíîé
ãðóïïû F∗q2 ïîëÿ Fq2 , ãäå τ = θq−1 è θ � ïåðâîîáðàçíûé (ïîðîæäàþùèé) ýëåìåíò ãðóïïû
F∗q2 .

Êàê óïîðÿäî÷èòü ýëåìåíòû ìíîæåñòâà Fq ∪{∞} òàê, ÷òîáû êîä RSq(n, d) òèïà 3 áûë
ýêâèâàëåíòåí íåêîòîðîìó èäåàëó êîëüöà R

(n)
q , ò.å. óïîðÿäî÷èòü òàê, ÷òîáû êîä RSq(n, d)

òèïà 3 áûë öèêëè÷åñêèì? Îòâåò íà ýòîò âîïðîñ íåèçâåñòåí.
Âìåñòå ñ òåì â ðàçäåëå 5.3.1 ìû ðàññìîòðèì, òàê íàçûâàåìûå, îáîáùåííûå Á×Õ-êîäû

äëèíû n = q + 1 , êîòîðûå èìåþò òàêèå æå ïàðàìåòðû êàê è êîäû Ðèäà-Ñîëîìîíà òèïà 3,
íî èõ ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà íå èìååò âèäà (5.0.1).
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5.1.3 Ïðåäñòàâëåíèå âåêòîðîâ öèêëè÷åñêîãî êîäà â âèäå çíà÷åíèé
ôóíêöèè "ñëåä"

Èìååòñÿ åùå îäèí åñòåñòâåííûé è ÷àñòî âåñüìà ïîëåçíûé ñïîñîá ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòî-
ðîâ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ. Ýòîò ñïîñîá èñïîëüçóåò ñâîéñòâà ôóíêöèè Tr(x) , êîòîðàÿ íîñèò
íàçâàíèå "ñëåä". Íàïîìíèì íåêîòîðûå ñâîéñòâà ýòîé ôóíêöèè.

Ïóñòü Fq � ðàñøèðåíèå ñòåïåíè l ïîëå ïîëÿ Fr òàê, ÷òî q = rl . Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
Tr(x) , îòîáðàæàþùóþ ïîëå Fq â ïîëå Fr , ñëåäóþùåãî âèäà

Tr(x) = Trq/r(x) = x + xr + xr2

+ · · ·+ xrl−1

. (5.1.11)
Íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëåíèÿ Tr(x) âûòåêàåò, ÷òî Trr(x) = Tr(x) . Ýòî êàê ðàç è
îçíà÷àåò, ÷òî çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Tr(x) ïðè x ∈ Fq ïðèíàäëåæàò ïîëþ Fr .

Êðîìå òîãî, ôóíêöèÿ Tr(x) , êàê íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé íàä ïîëåì
Fr , ò.å. Tr(ax + by) = aTr(x) + bTr(y) , åñëè a, b ∈ Fr .

Òåîðåìà 5.1.2 Ïóñòü K ⊆ Fn
r � öèêëè÷åñêèé êîä äëèíû n , n|q − 1, q = rl, è ïóñòü

f(x) ∈ Fr[x], f(x)|xn − 1, deg f(x) = n − k, � ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí èäåàëà K(x) =

f(x)R
(n)
r â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ ïî mod(xn − 1) .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî θ0, θ1, . . . , θm � âñå ïîïàðíî íåñîïðÿæåííûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà
xkg(x−1) , ãäå g(x) = xn−1

f(x)
, Frj

� íàèìåíüøåå ðàñøèðåíèå ïîëÿ Fr , ê êîòîðîìó ïðè-
íàäëåæèò ýëåìåíò θj , è θj = θkj , ãäå θ � íåêîòîðûé ïåðâîîáðàçíûé ýëåìåíò ïîëÿ
Fq .

Òîãäà êàæäûé âåêòîð a = (a1, a1, . . . , an) ∈ K ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì
ïðåäñòàâëåí â âèäå

a = (Tβ0,...,βm(θ), Tβ0,...,βm(θ2), . . . , Tβ0,...,βm(θn)), βj ∈ Frj
, (5.1.12)

ãäå Tβ0,...,βm(x) = Trr0/r(β0x
k0) + · · ·+ Trrm/r(βmxkm) .

Íàîáîðîò, ëþáîé âåêòîð a , îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì (5.1.12), ïðèíàäëåæèò êîäó
K .

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà åäèíñòâåííîñòè äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè
êîýôôèöèåíòû β0, . . . , βm â îïðåäåëåíèè ôóíêöèé Tj(θj) � íå âñå íóëè, òî âåêòîð a

ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì.
Ïîëîæèì Hj(x) = αjx

kj . Òàê êàê θj ∈ Frj
, òî θ

rj

j = θj . Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí
Trq/r(Hj(x)) ìîæåò áûòü çàïèñàí â âèäå

Tr(Hj(x)) = Trq/rj
(αj)x

kj + Trq/rj
(αr

j)x
kjr + · · ·+ Trq/rj

(αrlj−1

j )xkjrlj−1

, x ∈ Fq, (5.1.13)

ãäå Trq/rj
(y) = y + yrj + · · · + yr

lj−1

j � ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ ïîëå Fq â ïîëå Frj
è

lj = l
rj
. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

Tr(Hj(x)) = Trrj/r(Trq/rj
(αj)x

kj) = Trrj/r(βjx
kj) = Tj(x

kj), (5.1.14)

ãäå βj = Trq/rj
(αj) .
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Åñëè βj 6= 0 , òî ìíîãî÷ëåí Tr(Hj(x)) ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì è èìååò ñòåïåíü íå âûøå,
÷åì q − 2 . Çàìåòèì, ÷òî åñëè kj = q − 1 , òî ìû ïîëàãàåì, ÷òî deg Tj(x

kj) = 0 , èáî ìû
ðàññìàòðèâàåì çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà òîëüêî ïðè íåíóëåâûõ çíà÷åíèÿõ x , à xq−1 = 1 è,
ñëåäîâàòåëüíî, Tj(x

q−1) = const ïðè âñåõ x ∈ F∗q .
Êëþ÷åâîå çàìå÷àíèå. Ïóñòü Sj � ìíîæåñòâî ñòåïåíåé ìîíîìîâ, êîòîðûå âõîäÿò â ìíî-

ãî÷ëåí Tj(x
kj) ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè. Òîãäà Sj∩Sj′ , åñëè j 6= j′ . Ýòî ïðîèñõîäèò

èç-çà òîãî, ÷òî ïî óñëîâèþ òåîðåìû êîðíè θj ìíîãî÷ëåíà f(x) ïîïàðíî íå ñîïðÿæåíû è,
ñëåäîâàòåëüíî, rikj 6≡ kj′ mod (q − 1), j 6= j′, ïðè âñåõ i = 0, . . . , l − 1 .

Èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàåò, ÷òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Tβ0,...,βm(x) = Tβ0,...,βm(xk0) +
· · ·+ Tβ0,...,βm(xkm) íå âûøå q − 2 . Ñëåäîâàòåëüíî, ìíîãî÷ëåí T (x) ïðèíèìàåò íåíóëåâûå
çíà÷åíèÿ ïðè x ∈ F∗q , ò.å. âåêòîð a ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâûì. Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè,
÷òî ïðåäñòàâëåíèå (5.1.12) åäèíñòâåííî.

Ïîêàæåì òåïåðü, ÷òî âåêòîðû a âèäà (5.1.12) è òîëüêî îíè ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè, ïðè-
íàäëåæàùèì öèêëè÷åñêîìó êîäó K .

Ñ îäíîé ñòîðîíû, êàê íåòðóäíî óâèäåòü, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíò-
íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñ çàêîíîì ðåêóðñèè (5.1.9), ãäå (g0, g1, . . . , gk) � êîýôôèöèåíòû
ìíîãî÷ëåíà xkg(x−1) = gkx

k + gk−1x
k−1 + · · ·+ g1x+ g0 . Îòñþäà è èç ëåììû 5.1.3 âûòåêàåò,

÷òî a ∈ K .
Ñ äðóãîé ñòðîíû ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà L , íàòÿíóòîãî íà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a ,

î÷åâèäíî, ðàâíà deg xkg(x−1) = k , ò.å. L = K . ¤
Íåêîðûì îãðóáëåíèåì ïðåäûäóùåé òåîðåìû ÿâëÿåòñÿ ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåîðåìà 5.1.3 Ïóñòü K ⊆ Fn
r � öèêëè÷åñêèé êîä äëèíû n , n|q − 1, q = rl, è ïóñòü

f(x) ∈ Fr[x], ãäå f(x)|xn − 1, deg f(x) = n − k, � ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí èäåàëà
K(x) = f(x)R

(n)
r â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ ïî mod(xn − 1) . Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 5.1.3,

êîä K ÿâëÿåòñÿ òàêæå ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñ çàêîíîì ðåêóðñèè (5.1.9).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî θ0, θ1, . . . , θs ⊆ Fq � âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà xkg(x−1) , ãäå g(x) =

xn−1
f(x)

, Frj
� íàèìåíüøåå ðàñøèðåíèå ïîëÿ Fr , ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ýëåìåíò θj , è

θj = θkj , ãäå θ � íåêîòîðûé ïåðâîîáðàçíûé ýëåìåíò ïîëÿ Fq .
Òîãäà êàæäûé âåêòîð a = (a1, a1, . . . , an) ∈ K ìîæåò áûòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì

ïðåäñòàâëåí â âèäå

a = (a0, a1, . . . , an−1), ãäå at =
s∑

j=1

βjθ
t
j , βj ∈ Frj

, t = 0, . . . , n− 1. (5.1.15)

Íàîáîðîò, ëþáîé âåêòîð a , îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì (5.1.15), ïðèíàäëåæèò êîäó
K , åñëè at ∈ Fr äëÿ âñåõ t .

Òåîðåìó 5.1.3 â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ óäîáíåå èñïîëüçîâàòü, ÷åì òåîðåìó 5.1.2.

5.1.4 Ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòîâ öèêëè÷åñêîãî êîäà â âèäå ýëåìåí-
òîâ ãðóïïîâîãî êîëüöà öèêëè÷åñêîé ãðóïïû íàä êîíå÷íûì
ïîëåì

Ïóñòü G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n , â êîòîðîé ãðóïïîâóþ îïåðàöèþ ìû îáîçíà-
÷àåì ñèìâîëîì · . Òàêèì îáðàçîì, G � ãðóïïà, êàæäûé ýëåìåíò h êîòîðîé èìååò âèä
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h = gj, 0 ≤ j < n , ãäå g � íåêîòîðûé ýëåìåíò ãðóïïû G , êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïîðîæäà-
þùèì. Çàìåòèì, ÷òî ïðè n > 2 ó ãðóïïû G èìååòñÿ íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ïîðîæäàþùèõ
ýëåìåíòà. Îáû÷íî öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó îòîæäåñòâëÿþò ñ àääèòèâíîé ãðóïïîé âû÷åòîâ ïî
mod n èëè ìóëüòèïëèêàâíîé ãðóïïîé êîðíåé n− é ñòåïåíè èç åäèíèöû â òîì èëè èíîì
ïîëå.

Îïðåäåëåíèå 5.1.4 Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ìóëüòïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n . Ñëîâî
ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ îçíà÷åò, ÷òî ãðóïïîâàÿ îïåðàöèÿ ãðóïïû G çàïèñûâàåòñÿ ñ ïîìî-
ùüþ çíàêà óìíîæåíèÿ · . Ýòîò çíàê ìû áóäåì ÷àñòî óïóñêàòü. Ãðóïïîâîå êîëüöî H(G)
ãðóïïû G = {g0, g1, . . . , gn−1} íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíîæåñòâî
ôîðìàëüíûõ ñóìì ýëåìåíòîâ èç G ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Fq ñëåäóþùåãî âèäà

k(ag0 , . . . , agn−1) :=
∑

g∈G

agg = ag0g0 + ag1g1 + · · ·+ agn−1gn−1, ag ∈ Fq, (5.1.16)

íà êîòîðîì çàäàíû äâå îïåðàöèè: ñëîæåíèå + è óìíîæåíèå · .
Ñëîæåíèå â êîëüöå H(G) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïîêîîðäèíàòíîå ñëîæåíèå â ïîëå Fq ,

ò.å. k(ag0 , . . . , agn−1) + k(a′g0
, . . . , a′gn−1

) = k(ag0 + a′g0
, . . . , agn−1 + a′gn−1

) .
×òî êàñàåòñÿ óìíîæåíèÿ, òî îíî îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

k(ag0 , . . . , agn−1)k(a
′
g0

, . . . , a′gn−1
) =

∑

g,g′∈G

agag′gg′ = k(bg0 , . . . , bgn−1), (5.1.17)

ãäå bh =
∑

gg′=h agag′ =
∑

g∈G agag−1h (ñâåðòêà â ãðóïïå G ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé (ag0 , . . . , agn−1)
è (a′g0

, . . . , a′gn−1
) .

Ýêâèâàëåíòíûì îáðàçîì ãðóïïîâîå êîëüöî ìîæíî îïðåäåëèòü êàê ìíîæåñòâî âñåõ
ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ýëåìåíòàõ ãðóïïû G , ñî çíà÷åíèÿìè â ïîëå Fq . Îïåðàöèÿ
ñëîæåíèå â êîëüöå ôóíêöèé � îáû÷íàÿ, ïîòî÷å÷íàÿ, à îïåðàöèÿ óìíîæåíèÿ � ñâåðòêà
âèäà (5.1.17).

Åñëè G = Cn � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n è x � åå îáðàçóþùèé ýëåìåíò, òî
ýëåìåíò k ãðóïïîâîãî êîëüöà H(Cn) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

k = k(a0, . . . , an−1) =
n−1∑
j=0

ajx
j, aj ∈ Fq. (5.1.18)

Â ñâîþ î÷åðåäü ðàâåíñòâî (5.1.17) ìîæíî, î÷åâèäíî, çàïèñàòü â âèäå

k(a0, . . . , an−1)k(a
′
0, . . . , a

′
n−1) =

n−1∑
i,j=0

aia
′
jx

i+j, (5.1.19)

ãäå ñëîæåíèå â ïîêàçàòåëå êàæäîãî ìîíîìà xi+j ÿâëÿåòñÿ ñëîæåíèåì ïî ìîäóëþ n â
âèäó òîãî, ÷òî â ãðóïïå Cn âûïîëíåíî ðàâåíñòâî xn = 1 , ãäå ñèìâîë 1 â äàííîì ñëó÷àå
îçíà÷àåò åäèíèöó êîëüöà Cn .

Âûðàæåíèå (5.1.19) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé óìíîæåíèå äâóõ ìíîãî÷ëåíîâ k(a0, . . . , an−1)
è k(a′0, . . . , a

′
n−1) ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ Fq , â êîòîðîì ïîêàçàòåëè ó âñåõ ìîíîìîâ

xi+j ïðèâîäÿòñÿ ïî ìîäóëþ n . Ýòîò óñëîâèå, êàê íåòðóäíî óâèäåòü, âûïîëíÿåòñÿ òîãäà è
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òîëüêî òîãäà, êîãäà óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ â (5.1.19) ïðîâîäèòü ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà
xn − 1 , èáî xi+j mod n ≡ xi+j mod xn − 1 .

Òàêèì îáðàçîì, îäíèì èç âîçìîæíûõ è âàæíåéøèì ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïîâîãî êîëüöà
H(Cn) ÿâëÿåòñÿ êîëüöî Fq[x]/(xn − 1)Fq[x] ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ ìíîãî÷ëåíà xn − 1 .
Ýòî ïðåäñòàâëåíèå î÷åíü óäîáíî è ìû åãî áóäåì äàëåå èñïîëüçîâàòü.

Äðóãèì åñòåñòâåííûì ïðåäñòàâëåíèåì êîëüöà H(Cn) ÿâëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèå â âèäå
êîëüöà öèðêóëÿíòíûõ ìåòðèö ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ Fq . Ïîÿñíèì, ÷òî ýòî òàêîå.

Ðàññìîòðèì n× n−ìàòðèöó

C =




0 1 0 · · · 0
0 0 1 · · · 0
... ... ... ... ...
0 0 0 · · · 1
1 0 0 · · · 0




, (5.1.20)

ýëåìåíòû êîòîðîé ïðèíàäëåæàò ïîëþ Fq . Î÷åâèäíî, Cn = I , ãäå I � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà.
Çàìåòèì, ÷òî ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà ìàòðèö Cj, j = 0, 1, . . . , n − 1 ïðåäñòàâëÿåò
ñîáîé, òàê íàçûâàåìîå, ðåãóëÿðíîãî ïðåäñòàâëåíèÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Cn íàä ïîëåì
Fq .

Ïîëîæèì Cj = Cj, j = 0, 1, . . . , n− 1 .
Ðàññìîòðèì êîëüöî C(n,Fq) = C(Fq) , îáðàçîâàííîå âñåìè ìàòðèöàìè âèäà A = a0C0 +

· + al−1Cn−1, γj ∈ Fq , â êîòîðîì êîëüöåâûå îïåðàöèÿìè ÿâëÿþòñÿ îáû÷íûå ñëîæåíèå è
óìíîæåíèå ìàòðèö. Î÷åâèäíî, ÷òî ìàòðèöû Cj, j = 0, 1, . . . , n − 1, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-
íåçàâèñèìûìè íàä ïîëåì Fq , ïîýòîìó C(n,Fq) èçîìîðôíî ãðóïïîâîìó êîëüöó H(Cn) .
Ýòî åùå îäíî òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå êîëüöà H(Cn) . Îòìåòèì, ÷òî åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà I

ñ ýëåìåíòàìè èç Fq ÿâëÿåòñÿ åäèíèöåé êîëüöà C(n,Fq) .
Ìàòðèöû A èç êîëüöà C(Fq) áóäåì íàçûâàòü öèðêóëÿíòàìè, èáî êàæäàÿ ñòðîêà A

ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì åå ïåðâîé ñòðîêè.
Î÷åâèäíî, ÷òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîëüöà C(Fq) èçîìîðôíà ãðóïïå Fq × · · · × Fq (n

ðàç). Ñòðóêòóðó ìóëüòèïëèêàòèâíòé ïîëóãðóïïû êîëüöà H(Cn) ∼= C(Fq) ìû èçó÷èì â
ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Ñòðóêòóðà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ïîëóãðóïïû êîëüöà H(Cn)

Òàê êàê êîëüöî âû÷åòîâ Fq[x]/(xl − 1)Fq[x] è êîëüöî C(Fq) ÿâëÿþòñÿ òî÷íûìè ïðåä-
ñòàâëåíèÿìè êîëüöà H(Cn) , òî êîëüöà Fq[x]/(xl− 1)Fq[x] è C(Fq) èçîìîðôíû. Î÷åâèäíî,
÷òî âçàèìíîîäíîçíà÷íîå îòîáðàæåíèå π

π :
l−1∑
i=0

γiCi ↔
l−1∑
i=0

γix
i, γi ∈ Fq, (5.1.21)

ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì êîëåö C(Fq) è Fq[x]/(xl − 1)Fq[x] .
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé (n, q) = 1 . Â ýòîì ñëó÷àå ìíîãî÷ëåí xn − 1

íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé. (Óïðàæíåíèå)
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Ïóñòü

xn − 1 =
s−1∏
i=0

fi(x), (5.1.22)

ãäå fi � íåïðèâîäèìûå íàä Fq ìíîãî÷ëåíû ñòåïåíè ni . Òàê êàê xl− 1 íå èìååò êðàòíûõ
êîðíåé, òî âñå fi âçàèìíî ïðîñòû.

Ëåììà 5.1.5 Ñóùåñòâóåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó íåïðèâîäèìûìè
ìíîãî÷ëåíàìè fi èç ðàçëîæåíèÿ (5.1.22) è ðàçëè÷íûìè öèêëîòîìè÷åñêèìè êëàññàìè
Sr = {rqj mod n |j = 0, . . . , n− 1} êîëüöà Zn âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ n .

Ñòåïåíü ni ìíîãî÷ëåíà fi(x) ðàâíà ÷èñëó ýëåìåíòîâ öèêëîòîìè÷åñêîãî êëàññà Sr ,
êîòîðûé ñîîòâåòñòâóåò ìíîãî÷ëåíó fi(x) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ýëåìåíò x ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê êîðåíü óðàâíåíèÿ xn−1 =
0 .

Ïðè ëþáîì öåëîì r ýëåìåíò xr òàêæå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà xn−1 . (Óïðàæíå-
íèå) Êðîìå òîãî, âñå ýëåìåíòû xr, r = 0, . . . , n− 1, ïîïàðíî íå ñðàâíèìû ïî mod (xn− 1)
è ïîòîìó ÿâëÿþòñÿ âñåìè êîðíÿìè óðàâíåíèÿ xn − 1 = 0 ñòåïåíè n .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ïðè íåêîòîðîì r ýëåìåíò xr ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà fi(x) .
Ìíîãî÷ëåíû fi(x) ïðè ðàçëè÷íûõ i âçàèìíî ïðîñòûå, ïîýòîìó xr � êîðåííü òîëüêî
îäíîãî íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà fi(x) .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè xr � êîðåíü fi(x) , òî êîðíåì ìíîãî÷ëåíà fi(x) ÿâëÿåòñÿ è
ýëåìåíò xrq . Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî âñå êîðíè íåïðèâîäèìîãî íàä Fq ïîëèíîìà fi(x) ïîëó÷à-
þòñÿ èç îäíîãî ñ ïîìîùüþ ñóïåðïîçèöèÿ íåñêîëüêèõ îòîáðàæåíèé xr → xrq . Çàìåòèì, ÷òî
÷èñëî rq â ïîêàçàòåëå ìîíîìà xrq àâòîìàòè÷åñêè ïðèâîäèòñÿ ïî ìîäóëþ n , ò.å. rq ∈ Sr .
Ýòî óñòàíàâëèâàåò âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå ìåæäó öèêëîòîìè÷åñêèìè êëàññàìè
è íåïðèâîäèìûìè ìíîãî÷ëåíàìè fi(x) .

Ñòåïåíü íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà fi(x) , î÷åâèäíî, ðàâíà ÷èñëó ýëåìåíòîâ öèêëîòî-
ìè÷åñêîãî êëàññà Sr , ãäå r � îäíî èç ÷èñåë, äëÿ êîòîðîãî xr ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà
fi(x) . ¤

Â ÷àñòíîñòè, åñëè n ïðîñòîå ÷èñëà (ïðîñòîå ÷èñëî Ìåðñåíà) è q � ïåðâîîáðàçíûé
ýëåìåíò ïî mod n , òî ìíîãî÷ëåí xn− 1 = 0 ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèåì äâóõ íåïðèâîäèìûõ
ìíîãî÷ëåíîâ: x − 1 è xn−1

x−1
. Åñëè q = 2 è n = 2l − 1 � ïðîñòîå ÷èñëî, òî, êàê íåòðóäíî

óñòàíîâèòü, â ðàçëîæåíèè (5.1.22) âõîäèò îäèí ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè 1 è 2l−2
l

ìíîãî÷ëåíîâ
ñòåïåíè l . (Óïðàæíåíèå)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí f(x) ÿâëÿåòñÿ äåëèòåëåì ìíîãî÷ëåíà xn−1 . Î÷åâèäíî,
èäåàë Rf êîëüöà R = Fq[x]/(xn − 1)Fq[x] , îáðàçîâàííûé âñåìè ìíîãî÷ëåíàìè êîëüöà R ,
êîòîðîðûå êðàòíû ìíîãî÷ëåíó xn−1

f(x)
, èìååò ðàçìåðíîñòü deg f(x) . Êàê íåòðóäíî óâèäåòü,

èäåàë Rf ìîæíî îïðåëèòü è ïî äðóãîìó: èäåàë Rf îáðàçîâàí âñåìè ìíîãî÷ëåíàìè r(x)
êîëüöà R , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî ñðàâíåíèå f(x)r(x) ≡ 0 mod (xn − 1) . (Óïðàæíåíèå)

Ëåììà 5.1.6 Ïóñòü Rf è Rg � äâà èäåàëà, ó êîòîðûõ ìíîãî÷ëåíû f è g âçàèìíî
ïðîñòû. Òîãäà

Rf ·g = Rf ⊕Rg, (5.1.23)
ãäå çíàê ⊕ îçíà÷àåò ïðÿìóþ ñóììó ëèíåéíûõ íàä Fq ïðîñòðàíñòâ Rf è Rg .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Â óñëîâèÿõ ëåììû èäåàë Rf⊕Rg , î÷åâèäíî, ñîñòîèò èç ìíîãî÷ëåíîâ
êðàòíûõ ìíîãî÷ëåíó xn−1

f(x)g(x)
. Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. ¤

(Óïðàæíåíèå. Îáîáùèòü ëåììó íà òîò ñëó÷àé, êîãäà ìíîãî÷ëåíû f è g íå âçàèìíî
ïðîñòû.)

Îòìåòèì, ÷òî åñëè f(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì, òî êîëüöî Rf èçî-
ìîðôíî êîíå÷íîìó ïîëþ Fqm , ãäå m = deg f(x) , èáî, êàê íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî Rf

∼=
Fq[x]/f(x)Fq[x] . (Óïðàæíåíèå)

Ñëåäñòâèå 5.1.2 Êîëüöî âû÷åòîâ R = Fq[x]/(xn − 1)Fq[x] ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé
êîëåö Rfj

, j = 0, . . . , s− 1, :

R = Rf0 ⊕ · · · ⊕ Rfs−1
∼= Fqn0 ⊕ · · · ⊕ Fqns−1 (5.1.24)

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ (5.1.22) è ëåììû (5.1.6). ¤
Êîìïîíåíòû Rfj

â ðàâåíñòâå (5.1.24) ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûìè, ò.å. åñëè
f(x) ∈ Rfj

è g(x) ∈ Rfi
, òî f(x)g(x) = 0 â êîëüöå R , â òîì ñëó÷àå, êîãäà i 6= j . Ýòî

óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ èäåàëà Rf .
Ðàññìîòðèì ýíäîìîðôèçì ϕi, i = 0, . . . , s−1 , îòîáðàæàþùèé ýëåìåíò f(x) =

∑n−1
i=0 γix

i ∈
Fq[x]/(xn − 1)Fq[x] â ýëåìåíò ϕi(f(x)) âèäà

ϕi(f(x)) ≡ Fi(x)
xl − 1

fi(x)
f(x) mod xl − 1, (5.1.25)

ãäå ïîëèíîì Fi(x), deg Fi(x) < ni, îïðåäåëåí ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ñðàâíåíèÿ

Fi(x)
xn − 1

fi(x)
≡ 1 mod fi(x). (5.1.26)

Îòìåòèì, ÷òî ïîëèíîì Fi(x) îïðåäåëåí êîððåêòíî, èáî ïîëèíîìû xn−1
fi(x)

è fi(x) âçà-
èìíî ïðîñòû, à fi(x) � íåïðèâîäèìûé ïîëèíîì.

Ëåììà 5.1.7 Ýíäîìîðôèçì ϕi ãîìîìîðôíî îòîáðàæàåò êîëüöî Fq[x]/(xn − 1)Fq[x] â
êîëüöî Rfi

, êîòîðîå èçîìîðôíî êîíå÷íîìó ïîëþ Fqni , ãäå ni = deg fi(x) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ëåãêî âèäåòü, ÷òî ϕi(f(x)g(x)) = ϕi(f(x))ϕi(g(x)) è ϕi(f(x) +
g(x)) = ϕi(f(x)) + ϕi(g(x)) . (Óïðàæíåíèå)

Ïîýòîìó ëèíåéíîå îòîáðàæåíèå ϕi ÿâëÿåòñÿ ýíäîìîðôèçìîì êîëüöà Fq[x]�(xn − 1)Fq[x]
â ñâîå ïîäêîëüöî Rfi

. ¤

Ñëåäñòâèå 5.1.3 Åäèíèöåé ïîäêîëüöà ϕi(Fq[x]/(xn− 1)Fq[x]) (îáðàçà êîëüöà Fq[x]/(xn−
1)Fq[x] ïðè îòîáðàæåíèè åãî ýíäîìîðôèçìîì ϕi ) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí Fi(x)xn−1

fi(x)
= ϕi(1) .

Çàìåòèì, ÷òî åäèíèöà 1 êîëüöà Fq[x]/(xn − 1)Fq[x] = R íå ïðèíàäëåæèò êîëüöó
ϕi(Fq[x]/(xn − 1)Fq[x]) .

Òàêèì îáðàçîì, îòîáðàæåíèå ϕi ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôíîé ïðîåêöèåé ýëåìåíòîâ êîëüöà
R â ïîäêîëüöî Ri , èçîìîðôíîå êîíå÷íîìó ïîëþ Fqni .

Ëåììó (5.1.7) ìîæíî ïðåôîðìóëèðîâàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
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Òåîðåìà 5.1.4 Ãðóïïîâîå êîëüöî íàä ïîëåì Fq öèêëè÷åñêîé ãðóïïû ïîðÿäêà n â ñëó÷àå
(n, q) = 1 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìûì ïðîèçâåäåíèåì ïîïàðíî îðòîãîíàëüíûõ ïîäêîëåö, êàæäîå èç
êîòîðûõ èçîìîðôíî íåêîòîðîìó êîíå÷íîìó ïîëþ Fqni � ðàñøèðåíèþ ñòåïåíè ni ïîëÿ
Fq , ãäå ni � ñòåïåíè íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ èç ðàçëîæåíèÿ (5.1.22).

Ñäåëàåì åùå îäíî çàìå÷àíèå, ñâÿçàííîå ñ ãðóïïîâûì êîëüöîì C(Fq) . Êàê íàìè áûëî
óñòàíîâëåíî, îáðàç ýíäîìîðôèçìà ϕi ÿâëÿåòñÿ îäíîâðåìåííî êîíå÷íûì ïîëåì è ïîäêîëü-
öîì êîëüöà R . Ïîýòîìó êîíå÷íîå ïîëå Fqni ( ðàñøèðåíèå ñòåïåíè ni ïîëÿ Fq ) ìîæíî
ðåàëèçîâàòü êàê â âèäå ïîäêîëüöà êîëüöà âû÷åòîâ ìíîãî÷ëåíîâ ïî mod (xn − 1) òàê è â
âèäå ïîäêîëüöà êîëüöà öèðêóëÿíòíûõ ìàòðèö C(Fq) .

Âûãîäà â ïîñëåäíåì ïðåäñòàâëåíèè ïîëÿ Fqni ñîñòîèò â òîì, ÷òî ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ
â êîëüöå öèðêóëÿíòíûõ ìàòðèö èëè ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ â êîëüöå âû÷å-
òîâ ìíîãî÷ëåíîâ ïî mod (xn − 1) ìîæåò îêàçàòüñÿ ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì ñëîæíîñòü
óìíîæåíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìîäóëþ íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà fi ñòåïåíè ni . Ïîýòîìó
ðåàëèçàöèÿ ïîëÿ â âèäå êîëüöà öèðêóëÿíòíûõ ìàòðèö ìîæåò óïðîñòèòü âûïîëíåíèå îïå-
ðàöèè óìíîæåíèÿ â íåêîòîðûõ êîíå÷íûõ ïîëÿõ. Ýòîò âîïðîñ äî êîíöà íå èññëåäîâàí.

Âìåñòå ñ òåì òàêæå ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ â êîëüöå öèðêóëÿíòíûõ
ìàòðèö èëè êîëüöå âû÷åòîâ ìíîãî÷ëåíîâ ïî mod (xn − 1) òàêàå æå èëè ïî÷òè òàêàÿ æå
êàê è îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ýëåìåíòîâ ïîëÿ Fqni â îáû÷íîì åãî ïðåäñòàâëåíèè.

Ñäåëàåì åùå ðÿä ïîëåçíûõ çàìå÷àíèé, âûòåêàþùèõ èç ïîëó÷åííûõ âûøå ðåçóëüòàòîâ
î ñòðóêòóðå êîëüöà R .

Ðàññìîòðèì n× n−ìàòðèöó

Di = Fi(C)F ′
i (C) (5.1.27)

ãäå ìíîãî÷ëåí Fi(C) îïðåäåëåí ñîîòíîøåíèåì (5.1.26), à F ′
i (C) = xn−1

fi(x)
. Î÷åâèäíî, DiDj =

0 , åñëè i 6= j .
Çàìåòèì, ÷òî èç ëåììû 5.1.7 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî D2

i = Di , ò.å. Di � èäåì-
ïîòåíò êîëüöà C(Fq) .

Ëåììà 5.1.7 ìîæåò áûòü íà ÿçûêå êîëüöà C(Fq) ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì

Ëåììà 5.1.8 i. Ïðîñòðàíñòâî Fq ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî â âèäå ïðÿìîé ñóììû
îðòîãîíàëüíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ FqDi = {aDi |a ∈ Fq} òàê, ÷òî

Fn
q = Fn

q D0 ⊕ Fn
q D1 ⊕ · · · ⊕ Fn

q Ds−1 (5.1.28)

ii. Ýíäîìîðôèçì ϕ̂ : A → ADi, A ∈ C(Fq), êîëüöà C(Fq) ãîìîìîðôíî îòîáðàæàåò
C(Fq) â ñâîå ïîäêîëüöî Ci(Fq) = C(Fq)Di . Êîëüöî Ci(Fq) èçîìîðôíî êîíå÷íîìó ïîëþ
Fqni . Äëÿ ìàòðèöû Di âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå D2

i = Di .

iii. Ðåãóëÿðíîå ïðåäñòàâëåíèå öèêëè÷åñêîé ãðóïïû Cn íà ïðîñòðàíñòâå Fn
q ìîæíî

ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðÿìîãî ïðîèçâåäåíèÿ ïðåäñòàâëåíèé íà ïîäïðîñòðàíñòâàõ
Vi = Fn

q Di ðàçìåðíîñòè ni, i = 0, . . . , s − 1 . Ìàòðèöó Ci (ñì. (5.1.20)) â íåêî-
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òîðîì áàçèñå ìîæíî çàïèñàòü â áëî÷íî-äèàãîíàëüíîì âèäå

Ci =




Ai
0 0 · · · 0

0 Ai
1 · · · 0

... ... ... ...
0 0 · · · Ai

s−1


 , (5.1.29)

ãäå Aj � nj × nj−ìàòðèöà, äåéñòâóþùàÿ íà ïîäïðîñòðàíñòâå Vi .

Èäåìïîòåíòû êîëüöà C(Fq)

Ýëåìåíò e 6= 0 íåêîòîðîãî êîëüöà K íàçûâàåòñÿ èäåìïîòåíòîì, åñëè e2 = e . Íà-
ïðèìåð, åñëè K = Fq , òî åäèíèöà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû F∗q ïîëÿ Fq ÿâëÿåòñÿ
åäèíñòâåííûì èäåìïîòåíòîì êîëüöà Fq . Âîîáùå, åñëè E � åäèíèöà êîëüöà K , òî E

� èäåìïîòåíò ýòîãî êîëüöà. Â îáùåì ñëó÷àå â êîëüöå èìåþòñÿ èäåìïîòåíòû îòëè÷íûå îò
åäèíèöû. Íàïðèìåð, â êîëüöà C(Fq) â ñëó÷àå (n, q) = 1 èìååòñÿ åùå îäèí èäåìïîòåíò
e , îòëè÷íûé îò åäèíèöû: e = 1

n

∑n−1
i=0 Ci . (Óïðàæíåíèå) Â îáùåì ñëó÷àå âîïðîñ î âèäå è

÷èñëå èäåìïîòåíòîâ â êîëüöå K âåñüìà íåïðîñò.

Òåîðåìà 5.1.5

i. Ìàòðèöû Di, i = 0, . . . , s − 1, ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè èäåìïîòåíòàìè êîëüöà
ìàòðèö C(Fq) .
Ìíîæåñòâî âñåõ èäåìïîòåíòîâ êîëüöà C(Fq) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì
ðàçìåðíîñòè s íàä ïîëåì Fq , íàòÿíóòûì íà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå ìàòðèöû Di, i =
0, . . . , s− 1 . (ñì. (5.1.27))

ii. Ìíîãî÷ëåíû Fi(x)xn−1
fi(x)

, i = 0, . . . , s− 1 ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè èäåìïîòåíòàìè
êîëüöà âû÷åòîâ Fq[x]�(xn − 1)Fq[x] .
Ìíîæåñòâî âñåõ èäåìïîòåíòîâ êîëüöà âû÷åòîâ Fq[x]�(xn − 1)Fq[x] ÿâëÿåòñÿ ëè-
íåéíûì ïðîñòðàíñòâîì ðàçìåðíîñòè s , íàòÿíóòûì íà ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå ìíî-
ãî÷ëåíû Fi(x)xn−1

fi(x)
, i = 0, . . . , s− 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ëåììû 5.1.8 è ñëåäñòâèÿ 5.1.3
è òîãî î÷åâèäíîãî ôàêòà, ÷òî â ïîëå èìååòñÿ åäèíñòâåííûé èäåìïîòåíò ðàâíûé åäèíèöå
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ýòîãî ïîëÿ. ¤

Ïðåäñòàâëåíèå öèêëè÷åñêîãî êîäà â âèäå ïðÿìîé ñóììû ïðîñòûõ ïîäêîëåö
êîëüöà âû÷åòîâ ìíîãî÷ëåíîâ ïî mod (xn − 1)

Èç òåîðåìû 5.1.4 è òåîðåìû 5.1.5 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Òåîðåìà 5.1.6 Öèêëè÷åêèé êîä K ⊆ Fn
q íàä ïîëåì Fq äëèíû n è ðàçìåðíîñòè k â

ñëó÷àå (n, q) = 1 ÿâëÿåòñÿ ïðÿìîé ñóììîé íåêîòîðûõ ïðîñòûõ ïîäêîëåö Ri , êàæäîå èç
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êîòîðûõ èçîìîðôíî êîíå÷íîìó ïîëþ Fqni ( ðàñøèðåíèþ ñòåïåíè ni ïîëÿ Fq ), ãäå ni �
ñòåïåíü íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ èç ðàçëîæåíèÿ (5.1.22).

Òàêèì îáðàçîì,

K(x) = Ki1(x)⊕ · · · ⊕ Kit(x), (5.1.30)
ãäå êîäû Kis(x) = Ris îïðåäåëåíû ïåðåä îïðåäåëåíèåì 5.1.2 è {i1, . . . , it} ⊆ {0, 1, . . . , m−1}
(ñì. (5.1.22)). Êàæäûé êîä Kis(x) âõîäèò â ñóììó (5.1.30) îäíîêðàòíî.

Ðàçìåðíîñòü k êîäà K(x) ðàâíà k =
∑t

s=1 dim Kis =
∑t

s=1 nis .

Òåîðåìà 5.1.7 Îáðàçóþùèìè êîäà Ki(x) ÿâëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíû Fi(x)xn−1
fi(x)

, xFi(x)xn−1
fi(x)

, . . . , xniFi(x)xn−1
fi(x)

, ãäå ïåðâûé ìíîãî÷ëåí ÿâëÿåòñÿ èäåìïîòåíòîì, à ïîñëåäóþùèå � åãî
öèêëè÷åñêèìè ñäâèãàìè.

5.2 Êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà (Á×Õ-êîäû)
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïîëå Fr, r = pl′ , ÿâëÿåòñÿ ïîäïîëåì ïîëÿ Fq, q = rl . Â ýòîì ñëó-
÷àå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü r− çíà÷íûé ïîäêîä RSq,r(n, d) RS− êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà
RSq(n, d), n ≤ q + 1 , êîòîðûé ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ RSq(n, d) , êîîðäèíàòû êîòîðûõ
ïðèíàäëåæåàò ïîëþ Fr . Â êà÷åñòâå êîäà RSq,r(n, d) ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîä ñ ïðî-
âåðî÷íîé ìàòðèöåé B

(d)
Aθ

(îïðåäåëåíèå ìíîæåñòâà Aθ ïåðåä ëåììîé 5.1.2), ãäå θ ∈ Fq �
ýëåìåíò ïîðÿäêà n .

Â òîì ñëó÷àå, êîãäà RSq(n, d) � êîä Ðèäà-Ñîëîìîíà òèïà 1 è r < q , ïîëó÷åííûé êîä
íàçûâàþò êîäîì Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà (îáîçíà÷åíèå: BCHq,r(n, d), n|q−1) . Òàêèì
îáðàçîì,

BCHq,r(n, d) = RSq(n, d) ∩ Fn
r , n|q − 1. (5.2.1)

5.2.1 Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Á×Õ-êîäà
Cëåäóþùàÿ ëåììà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ (5.2.1).

Ëåììà 5.2.1 Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êîäà RSq(n, d), n|q − 1, ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé àâ-
òîìîðôèçìîâ êîäà BCHq,r(n, d) .

Çàìåòèì, ÷òî îáðàòíîå óòâåðæäåíèå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âåðíî.
Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 5.4.2, Á×Õ-êîä BCHq,r(n, d), n = q− 1, ïðè íåêîòðîì óïîðÿäî-

÷èâàíèè åãî ðàçðÿäîâ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì.
Çàìåòèì, ÷òî êîîðäèíàòû âåêòîðîâ êîäà BCHq,r(n, d) ìû èíäåêñèðóåì ýëåìåíòàìè

ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû F∗q = Fq \ {0} ïîëÿ Fq .
Åñëè r < q , òî, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êîäà BCHq,r(n, d)

ñîäåðæàò ýëåìåíòû, êîòîðûå íå ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè ñäâèãàìè. Ðå÷ü èäåò î ïåðåñòà-
íîâêàõ êîîðäèíàò âåêòîðîâ êîäà BCHq,r(n, d) , ïîðîæäàåìûõ îòîáðàæåíèåì

τ : x → xr, x ∈ Fq, (5.2.2)

èíäåêñîâ êîîðäèíàò.
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Ëåììà 5.2.2

i. Ïåðåñòàíîâêà τ êîîðäèíàò âåêòîðîâ êîäà BCHq,r(n, d) ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé
B

(d)
Aθ

, ïðèíàäëåæèò ãðóïïå àâòîìîðôèçìîâ Á×Õ-êîäà BCHq,r(n, d) .

ii. Ïîäãðóïïà A(BCHq,r(n, d)) àâòîìîðôèçìîâ Á×Õ-êîäà BCHq,r(n, d) , ïîðîæäåííàÿ
ïåðåñòàíîâêàìè σ(1) (öèêëè÷åñêèé ñäâèã) è τ , èìååò ïîðÿäîê ln , åñëè θ íå ïðè-
íàäëåæèò íèêàêîìó ïîäïîëþ ïîëÿ Fq .

Äîêàçàòåëüñòâî.
i. Ïóñòü B

(d)
Aθ

(θj−1) � j−ûé ñòîëáåö ìàòðèöû B
(d)
Aθ

(îïðåäåëåíèå ìàòðèöû B
(d)
A â

(5.0.1)), èíäåêñèðîâàííûé ýëåìåíòîì ïîëÿ θj , ãäå θ ∈ Fq � ýëåìåíò ïîðÿäêà n . Ïî îïðå-
äåëåíèþ, âåêòîð a = (a1, . . . , an) ∈ Fn

r ïðèíàäëåæèò êîäó BCHq,r(n, d) òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà

n∑
j=1

ajB
(d)
Aθ

(θj−1) = 0. (5.2.3)

Åñëè âîçâåñòè ëåâóþ ÷àñòü (5.2.3) â ñòåïåíü r , òî ìû ïîëó÷èì
(

n∑
j=1

ajB
(d)
Aθ

(θj−1)

)r

=
n∑

j=1

ajB
(d)
Aθ

(θr(j−1)) = 0. (5.2.4)

Ýòî ðàâåíñòâî ïîêàçûâàåò, ÷òî âåêòîð, ïîëó÷åííûé ïåðåñòàíîâêîé êîîðäèíàò âåêòîðà a

â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðåñòàíîâêîé τ , òàêæå ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì êîäà BCHq,r(n, d) . Ýòî äî-
êàçûâàåò ï. i. óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû.

ii. Î÷åâèäíî, τσ(1) =
(
σ(1)

)r
τ = σ(r)τ , ãäå ÷åðåç σ(r) îáîçíà÷åí öèêëè÷åñêèé ñäâèã(

σ(1)
)r íà r ðàçðÿäîâ. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ëþáîå ñëîâî ι = τ i1σ(r1) · · · τ ikσ(rk) ãðóïïû

〈τ, σ(1)〉 ìîæíî çàïèñàòü åäèíñòâåííûì îáðàçîì â âèäå ι = σ(j)τ i ñ íåêîòîðûìè i, j .
Åñëè l′ � íàèìåíüøåå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî θrl′

= θ , òî òî ïîðÿäîê ãðóïïû 〈τ, σ(1)〉
ðàâåí l′n . Î÷åâèäíî, åñëè θ ∈ Fq è íå ïðèíàäëåæèò íèêàêîìó ïîäïîëþ Fq , òî l′ = l . ¤

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî l′ < l , åñëè r ïðèíàäëåæèò ïîäïîëþ ïîëÿ Fq .

5.2.2 Ïðåäñòàâëåíèå Á×Õ-êîäà â âèäå èäåàëà êîëüöà R
(n)
r

Êîä BCHr,q(n, d) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì. Ïîýòîìó ïî Ñëåäñòâèþ 5.1.1 ýêâèâàëåíòíûé åìó
êîä BCHr,q(n, d)(x) ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì I = f(x)R

(n)
r â êîëüöå ìíîãî÷ëåíîâ ïî mod (xn −

1) . Íàøà çàäà÷à � âû÷èñëèòü ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí f(x) êîäà BCHr,q(n, d) .

Ëåììà 5.2.3

a. Ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí f(x) êîäà BCHr,q(n, d) ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé B
(d)
Aθ

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì íàä Fr ýëåìåíòîâ θs, s = 0, 1, . . . , d− 2 .

b. Ïóñòü m = d− 2− [
d−2

r

]
è {s1, . . . , sm} � ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà {1, . . . , d−

2} , ñîñòîÿùåå èç âñåõ ÷èñåë íå äåëÿùèõñÿ íà r . Òîãäà ìíîãî÷ëåí f(x) ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

f(x) = f0(x)f1(x) · · · fm(x), (5.2.5)
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ãäå f0(x) = x−1 è fj(x), j = 1, . . . ,m, � íåïðèâîäèìûé íàä Fr ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè
nj, nj|l, q = rl , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåíîì
ýëåìåíòà θsj .

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî {θs1 , . . . , θsm} îáðàçóþò âñå ïîïàðíî íåñîïðÿ-
æåííûå íàä ïîëåì Fr ýëåìåíòû ïîëÿ Fq , êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó θs, s =
0, 1, . . . , d − 2 . Ïîýòîìó ìíîãî÷ëåí f(x) ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíûì íàä ïîëåì Fr ìíîãî-
÷ëåíîì ýëåìåíòîâ θs, s = 0, 1, . . . , d − 2 . Îòñþäà è èç Òåîðåìû 5.1.1 ( ï. iii.) âûòåêàåò
óòâåðæäåíèå ëåììû. ¤

5.2.3 Ïàðàìåòðû Á×Õ-êîäà
Ðàçìåðíîñòü Á×Õ-êîäà ìîæåò áûòü âû÷èñëåíà ñ ïîìîùüþ Ëåììû 5.2.3 èëè Òåîðåìû 5.1.1.
Âìåñòå ñ òåì äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îäíîé èç ñëåäóþùèõ òåîðåì ìû ïðåäïî÷èòàåì èñïîëüçî-
âàòü äðóãîé ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò, êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåòñÿ àâòîðó áîëåå åñòåñòâåííûì.

Òåîðåìà 5.2.1 Îáîçíà÷èì ÷åðåç d′ � êîäîâîå ðàññòîÿíèå è ÷åðåç k′ � ðàçìåðíîñòü íà
ïîëåì Fr êîäà BCHr,q(n, d) äëèíû n ≤ q − 1, q = rl .

Äëÿ ïàðàìåòðîâ êîäà BCHr(n, d), n|q− 1, ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé B
(d)
Aθ

ñïðàâåäëèâû
ñëåäóþùèå îöåíêè

d′ ≥ d, k′ ≥ n− 1−
(

d− 2−
[
d− 2

r

])
l, (5.2.6)

ãäå [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x .

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî d′ ≥ d , òàê êàê êîä BCHr,q(n, d) ÿâëÿåòñÿ ïîäêîäîì
êîäà RSq(n, d) .

Îñíîâíàÿ èäåÿ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè äëÿ ðàçìåðíîñòè k′ ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.
Âåêòîðû ëèíåéíîãî êîäà BCHr,q(n, d) ïðèíàäëåæàò ïðîñòðàíñòâó Fn

r , ïîýòîìó ïðîâå-
ðî÷íóþ ìàòðèöó B

(d)
A êîäà BCHr,q(n, d) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå ïðîâåðî÷íîé ìàò-

ðèöû B
(d)
A,r ñ ýëåìåíòàìè ïîëÿ Fn

r . Åñëè ýòî ñäåëàíî, òî k′ = n − m , ãäå m � ÷èñëî
ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ñòðîê ìàòðèöû B

(d)
A,r . Ïîýòîìó äàëåå äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îöåíêè

äëÿ k′ íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ìàòðèöó B
(d)
A ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ìàòðèöó B

(d)
A,r

ñ
(
d− 1− [

d−1
r

])
l ñòðîêàìè. Çàìåòèì, ÷òî ñòðîêè ïðîâåðî÷ííîé ìàòðèöû B

(d)
A,r , âîîáùå

ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè.
Ïóñòü ω = {ω1, . . . , ωl} � êàêîé-ëèáî áàçèñ ïîëÿ Fq íàä ïîëåì Fr . Â ýòîì ñëó÷àå

ýëåìåíò α ∈ Fq ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå α =
∑l

j=1 ajωj . Âåêòîð α = (a1, . . . , al) ïðåä-
ñòàâëÿåò ýëåìåíò α ïîëÿ Fq â áàçèñå ω .

Çàìåíèì êàæäûé ýëåìåíò αj
i ìàòðèöû B

(d)
A (ñì. (5.0.1)) ñîîòâåòñòâóþùèì âåêòîð-

ñòîëáöîì αj
i

T . Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ìàòðèöó B
(d)
A,r íàä Fr ñ l(d − 1) ñòðîêàìè è

n ñòîëáöàìè. Âîîáùå ãîâîðÿ, íå âñå ñòðîêè B
(d)
A,r ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè ïî

ñëåäóþùåé ïðè÷èíå.
Âåêòîð αr ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç êîîðäèíàòû âåêòîðà α â âèäó òîãî, ÷òî îòáðà-

æåíèå x → xr ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì íàä ïîëåì Fr . Ïîýòîìó îòîáðàæåíèå
α → αr âåêòîðíîãî ïðîñòðàíñòâà Fl

r ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê αr = αU c íåêîòîðîé íåâû-
ðîæäåííîé ìàòðèöû U ∈ Ml(Fr) .
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç B
(d),i
A i− óþ ñòðîêó ìàòðèöû B

(d)
A è ÷åðåç ïîäìàòðèöó B

(d),i
A,r ðàçìåðà

l×n , êîòîðàÿ ñîîòâåòñòâóåò ñòðîêå B
(d),i
A ïîñëå çàìåíû åå ýëåìåíòîâ íà ñîîòâåòñòâóþùèå

âåêòîð-ñòîëáöû. Êàê ñëåäóåò èç óòâåðæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî àáçàöà, ñïðàâåäëèâî ñîîòíî-
øåíèå

B
(d),ri
A,r = B

(d),i
A,r · U. (5.2.7)

Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî âñå ñòðîêè ìàòðèöû B
(d),ri
A,r ëèíåéíî çàâèñÿò îò ñòðîê ìàòðèöû B

(d),i
A,r .

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ri ≤ d − 2 , òî ñòðîêè ìàòðèöû B
(d),ri
A,r ìîæíî óäàëèòü, íå èçìåíÿÿ

ïðîñòðàíñòâà ñòðîê ìàòðèöû B
(d)
A,r , ò.å. íå èçìåíÿÿ êîäà BCHr(n, d) .

×èñëî ñòðîê B
(d),j
A , j > 0, ìàòðèöû B

(d)
A , ó êîòîðûõ j êðàòíî r ðàâíî, î÷åâèäíî,[

d−2
r

]
. Êðîìå òîãî, íóëåâàÿ ñòðîêà B

(d),0
A ïîðîæäàåò ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè íàä

Fr ðàâíîé 1 . Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðíîñòü íàä Fr ñòðîê ìàòðèöû B
(d),0
A,r íå ïðåâîñõîäèò

l(d− 2− [
d−2

r

]
) + 1 . Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. ¤

Â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïðè ïîñòðîåíèè Á×Õ-êîäà B̂CHr,q(n, d) âìåñòî ìàòðèöû B
(d)
A

èñïîëüçóþò ìàòðèöó

B̂ = B̂
(d)
A =




α1+s
1 α1+s

2 · · · α1+s
n

α2+s
1 α2+s

2 · · · α2+s
n

α3+s
1 α3+s

2 2 · · · α3+s
n 2

... ... · · · ...
αd−1+s

1 αd−1+s
2 · · · αd−1+s

n




, d > 2, n ≤ q, −n ≤ s ≤ n. (5.2.8)

Òàêæå êàê è ðàíåå, â ýòîì ñëó÷àå r− çíà÷íûé êîä B̂CHr,q(n, d) ñîñòîèò èç âñåõ âåê-
òîðîâ êîäà ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé B̂

(d)
A , êîîðäèíàòû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ïîëþ Fr .

Ñîâåðøåííî òàêæå êàê ýòî äåëàåòñÿ äëÿ êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà RSq(n, d) ñ ïðîâåðî÷íîé
ìàòðèöåé B

(d)
A äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîäà ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé B̂

(d)
A

ðàâíî d .
Îñîáåííî ïîëåçíûì áûâàåò èñïîëüçîâàíèå êîäà B̂CHr,q(n, d) ñ s = 0 âìåñòî êîäà

BCHr,q(n, d) â äâîè÷íîì ñëó÷àå ( r = 2 ), êîãäà òðåáóåòñÿ ïîñòðîèòü êîä ñ íå÷åòíûì çíà-
÷åíèè d . Â ýòîì ñëó÷àå êîä B̂CH2,q(n, d) èìååò ðàçìåðíîñòü áîëüøóþ íà 1 ïî ñðàâíåíèþ
ñ ðàçìåðíîñòüþ êîäà BCH2,q(n, d) . (ñì. Òåîðåìû 5.2.1 è 5.2.2 íèæå)

Òåîðåìà 5.2.2 Îáîçíà÷èì ÷åðåç d′ � êîäîâîå ðàññòîÿíèå è ÷åðåç k′ � ðàçìåðíîñòü íà
ïîëåì Fr êîäà B̂CHr,q(n, d) äëèíû n ≤ q − 1 .

Êîä BCHr(n, d) èìååò ïàðàìåòðû

d′ ≥ d, k′ ≥ n−
(

d− 1−
[
d− 1

r

])
l

l′
, (5.2.9)

ãäå [x] � öåëàÿ ÷àñòü ÷èñëà x .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðàêòè÷åñêè íå îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 5.2.1. ¤
Ñëåäóåò îáðàòèòü âíèìàíèå íà òî, ÷òî ðàçìåðíîñòè êîäà RSr(n, d) è êîäà BCHr,q(n, d)

èëè B̂CHr,q(n, d) (ïðè r < q ) â òåîðåìàõ 5.2.1 è 5.2.2 âû÷èñëÿþòñÿ íàä ðàçíûìè ïîëÿìè:
ðàçìåðíîñòü ïåðâîãî � íàä Fq , à ðàçìåðíîñòè âòîðîãî è òðåòüåãî � íàä åãî ïîäïîëåì Fr .

Èíòåðåñíî ñðàâíèòü ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëàñ òåîðåìîé 5.1.6.
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5.2.4 Öèêëè÷åñêèå êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà
Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 5.1.1 êîä K(x) ∈ Fr[x]/xn − 1 , ýêâèâàëåíòíûé Á×Õ-êîäó K(B

(d)
Aθ

) ,
ÿâëÿåòñÿ èäåàëîì I â êîëüöå R

(n)
q = Fr[x]/ mod xn− 1 . Äëÿ òîãî, ÷òîáû îïðåäåëèòü ìíî-

ãî÷ëåí f(x) ∈ Fr[x], f(x)|xn − 1, êîòîðûé ïîðîæäàåò èäåàë I , âîñïîëüçóåìñÿ ñëåäñòâèåì
5.1.1.

Î÷åâèäíî, a ∈ K(B
(d)
Aθ

) , òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà a(θj) = 0, j = 0, . . . , d−2 . Ïîýòîìó
f(x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì Fr ýëåìåíòîâ θj ∈ Fq, j = 0, . . . , d − 2 , ò.å.
f(x) ∈ Fr[x] � ìíîãî÷ëåí ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè òàêîé, ÷òî f(θj) = 0, j = 0, . . . , d− 2 .

Åñëè θj � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà f(x) , òî θjr òàêæå êîðåíü f(x) , èáî f r(x) = f(xr) .
Ïîýòîìó f(x) äåëèòñÿ íà ìèíèìàëüíûé íàä ïîëåì Fr ìíîãî÷ëåí fj(x) ýëåìåíòà θj .
Çàìåòèì, ÷òî fj(x) ÿâëÿåòñÿ íåïðèâîäèìûì ìíîãî÷ëåíîì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Sd = {θj0 , . . . , θjm} ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùèå èç âñåõ ïîïàðíî íåñîïðÿ-
æåííûõ íàä ïîëåì Fr ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà {θ0, . . . , θd−2} .

Ëåììà 5.2.4 Ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì r− çíà÷íîãî Á×Õ-êîäà K(B
(d)
Aθ

) (Á×Õ-êîäà
íàä ïîëåì Fr ) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí

f(x) = f0(x) · · · fm(x), (5.2.10)

ãäå fi(x) � ìèíèìàëüíûé íàä ïîëåì Fr ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà θji .

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, f(x) ñîâïàäàåò ñ ìèíèìàëüíûì ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì Fr

ýëåìåíòîâ θj ∈ Fq, j = 0, . . . , d−2 , ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì r− çíà÷íîãî
Á×Õ-êîäà K(B

(d)
Aθ

) . ¤
Ïóñòü ri � ìèíèìàëüíàÿ ñòåïåíü ðàñøèðåíèÿ ïîëÿ Fr , ê êîòîðìó ïðèíàäëåæèò ýëå-

ìåíò θji . Î÷åâèäíî, ri = deg fi(x) . Ñëåäîâàòåëüíî,

deg f(x) = r0 + · · ·+ rm, (5.2.11)
ãäå ri ≤ l, åñëè θji 6∈ Fr è ri = 1, åñëè θji ∈ Fr . Îòñþäà ñëåäóåò îöåíêà

deg f(x) ≤ 1 +

[
d− 2

r

]
l. (5.2.12)

Èç ýòîé îöåíêè âûòåêàåò îöåíêà dim BCHr,q(n, d) = deg xn−1
f(x)

≥ n−1− [
d−2

r

]
l . Ïîñëåä-

íÿÿ îöåíêà ÿâëÿåòñÿ îöåíêîé äëÿ ðàçìåðíîñòè k′ êîäà Á×Õ-êîäà BCHr,q(n, d) èç òåîðåìû
5.2.1, äîêàçàííàÿ äðóãèì ñïîñîáîì ïî ñðàâíåíèþ ñ äîêàçàòåëüñòâîì ýòîé òåîðåìû.

Ñâåðøåííî àíàëîãè÷íûì îáðàçîì ñòðîèòñÿ ïîðîæäàþùèé ìíîãî÷ëåí f(x) äëÿ Á×Õ=êî-
äà B̂CHr,q(n, d) . Äëÿ ñòåïåíè f(x) ñïðàâåäëèâà îöåíêà deg f(x) ≤ [

d−1
r

]
l .

5.2.5 Òî÷íîå çíà÷åíèå ðàçìåðíîñòè Á×Õ-êîäà ïðè íå ñëèøêîì
áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ d

Ïóñòü r � ïðèìàðíîå ÷èñëî (ñòåïåíü ïðîñòîãî), q = rl è h, 0 ≤ h ≤ q − 1, � öåëîå
÷èñëî. Áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç xvy íåîòðèöàòåëüíûé âû÷åò ÷èñëà v ïî mod rl−1 = q−1 .
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Ìíîæåñòâî Ch = {xvrjy|j = 0, . . . , l − 1} ìû íàçûâàåì öèêëîòîìè÷åñêèì êëàññîì,
ïîðîæäåííûì ÷èñëîì h . Íàèìåíüøåå ÷èñëî â öèêëîòîìè÷åñêîì êëàññå Ch îáîçíà÷èì
÷åðåç hmin .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç h = (h0, . . . , hl−1) l−ìåðíûé âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè ïðèíàäëåæà-
ùèìè èíòåðâàëó [0, r − 1] , êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé r− è÷íóþ çàïèñü ÷èñëà h , ò.å.
h = h0 + h1r + · · ·hl−1r

l−1 .
Î÷åâèäíî, âåêòîð xvry ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé öèêëè÷åñêèé ñäâèã âåêòîðà xvy íà îäèí

ðàçðÿä âïðàâî, ò.å.
xvry = xvy(1). (5.2.13)

Ëåììà 5.2.5 Åñëè 0 < h < q
1
2 = r

l
2 , òî |Ch| = l .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê íåòðóäíî óâèäåòü, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî j , 0 <

j < l âåêòîðû h è hrj ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ïî mod rl − 1 = q − 1 .
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

Ch = {h′|h′ ∈ Ch} = {h′(j)|j = 0, . . . , l − 1}, (5.2.14)

ãäå h′
(j) � öèêëè÷åñêèé ñäâèã âåêòîðà h′ íà j ðàçðÿäîâ âïðàâî. Ïóñòü h = (h0, . . . , hl−1) ∈

Ch è hj0 � íåíóëåâàÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà h ñ íàèìåíüøèì íîìåðîì j0 . Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè, ïîëàãàåì, ÷òî j0 = 0 , ò.å. h0 6= 0 . Åñëè ýòî íå òàê, òî ñäâèíåì âåêòîð h íà l−j0

ðàçðÿäîâ âïðàâî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì âåêòîð h′ = h
(l−j0) , êîòîðûé òàêæå ïðèíàäëåæèò

ìíîæåñòâó Ch . Äëÿ ÷èñëà h′ ∈ Ch , î÷åâèäíî, âûïîëíåíî h′ ≤ h < r
l
2 . Òàê êàê, Ch = Ch′ ,

òî â êà÷åñòâå h ìîæíî âçÿòü âåêòîð h′ .
Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíèå l − l

2
êîîðäèíàò âåêòîðà h ðàâíû íóëþ.

Åñëè j < l
2
, òî âåêòîð h

(j) îòëè÷åí îò âåêòîðà h â âèäó òîãî, ÷òî ó âòîðîãî êîîäèíàòà
ñ íîìåðîì 0 ðàâíà íóëþ â òî âðåìÿ êàê ó ïåðâîãî îíà îòëè÷íà îò íóëÿ.

Åñëè æå j ≥ l
2
, òî âåêòîð h

(j) îòëè÷åí îò âåêòîðà h â âèäó òîãî, ÷òî ó ïåðâîãî
èìååòñÿ êîîðäèíàòà ñ íîìåðîì j ≥ l

2
, êîòîðàÿ îòëè÷íà îò íóëÿ â òî âðåìÿ êàê ó âòîðîãî

âñå êîîäèíàòû ñ íîìåðàìè j ≥ l
2
ðàâíû íóëþ. ¤

Ñëåäñòâèå 5.2.1 Ïóñòü θ � íåêîòîðûé ïåðâîîáðàçíûé êîðåíü ïîëÿ Fq è τ = θs, s|q−1,
� ýëåìåíò ïîëÿ Fq ïîðÿäêà n = q−1

s
.

Òîãäà
deg fj(x) = l (5.2.15)

åñëè 0 < js < r
l
2 , ãäå fj(x) � ìèíèìàëüíûé íàä ïîëåì Fr ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà τ j .

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, deg fj(x) = |Csj| . Èõ ïîñëåäíåé ëåììû ñëåäóåò äîêàçûâàå-
ìîå ðàâåíñòâî (5.2.15).
Òåîðåìà 5.2.3 Ïóñòü θ � íåêîòîðûé ïåðâîîáðàçíûé ýëåìåíò ïîëÿ Fq è τ = θs, s|q−1,

� ýëåìåíò ïîëÿ Fq ïîðÿäêà q−1
s

. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî (d − 2)s < r
l
2 , åñëè ìû ðàññìàò-

ðèâàåì êîä BCHr,q(n, d) , è (d− 1)s < r
l
2 , åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì êîä BCHr,q(n, d) .

Òîãäà

dim BCHr,q(n, d) = n− 1− l ·
(

d− 2−
[
d− 2

r

])

dim B̂CHr,q(n, d) = n− l ·
(

d− 1−
[
d− 1

r

])
.

(5.2.16)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì êîä BCHr,q(n, d) . Èç ëåììû 5.2.4, ñëåäñòâèÿ
5.2.1 âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèåì (5.2.11) âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå

deg f(x) = 1 + ml. (5.2.17)

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî m = d − 2 − [

d−2
r

]
, ãäå m � ÷èñëî ïîïàðíî íåñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ â

ìíîæåñòâå {τ, τ 2, . . . , τ d−2} .
×èñëî

[
d−2

r

]
ðàâíî ÷èñëó ðàçëè÷íûõ j â èíòåðâàëå [1, d− 2] , êîòîðûå êðàòíû ÷èñëó

r . Åñëè èñêëþ÷èòü èç èíòåðâàëà [1, d− 2] ýòè ÷èñëà (÷èñëà êðàòíûå r ), òî â îñòàâøåìñÿ
ìíîæåñòâå ÷èñåë áóäåò d − 2 − [

d−2
r

]
ýëåìåíòîâ. Ýòè ÷èñëà â âèäó ëåììû 5.2.4 âõîäÿò

â ðàçëè÷íûå öèêëîòîìè÷åñêèå êëàññû Cj , êàæäûé èç êîòîðûõ ñîäåðøèò l ýëåìåíòîâ.
Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî m = d− 2− [

d−2
r

]
è, ñëåäîâàòåëüíî, äîêàçûâàåò ïåðâîå ðàâåíñòâî â

(5.2.16).
Äîêàçàòåëüñòâî âòîðîãî ðàâåíñòâà â (5.2.16) ïî÷òè íå îòëè÷àåòñÿ îò âûâîäà ïåðâîãî

ðàâåíñòâà. ¤
Åñòåñòâåííûì ðàñøèðåíèåì êëàññà êîäîâ Ðèäà-Ñîëîìîíà ÿâëÿþòñÿ, òàê íàçûâàåìûå,

îáîáùåííûå êîäû Ðèäà-Ñîëîìîíà, êîòîðûå òàêæå íîñÿò íàçâàíèå àëüòåðíàíòíûõ êîäîâ.
Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî àëüòåðíàíòíûå êîäû èñïîëüçóþòñÿ ïðè ïîñòðîåíèè è àíàëèçå îäíîé
êîäîâîé ñèñòåìû îòêðûòîãî øèôðîâàíèÿ, ïîäðîáíî ðàññìàòðèâàåìîé â ãëàâå 12. Ïåðåõî-
äèì ê èõ îïðåäåëåíèþ.

5.3 Îáîáùåííûå êîäû Ðèäà-Ñîëîìîíà RSq(n, d) .

Ðàññìîòðèì ìàòðèöó

C
(d)
A =




z1α
0
1 z2α

0
2 · · · znα0

n

z1α1 z2α2 · · · znαn

z1α
2
1 z2α

2
2 · · · znα2

n... ... · · · ...
z1α

d−2
1 z2α

d−2
2 · · · znαd−2

n




, d > 3, n ≤ q + 1, (5.3.1)

ãäå zj ∈ F∗q = Fq \ {0} , A = {α1, . . . , αn} ⊆ Fq,∞, αj 6= αi ïðè j 6= i è ïðè αj = ∞
ñîîòâåòñòâóþùèé ñòîëáåö ìàòðèöû C

(d)
A èìååò âèä (0, . . . , 0, zj)

T .
Òàêæå êàê äëÿ îáû÷íîãî êîä Ðèäà-Ñîëîìîíà, îáîáùåííûé êîä äëèíû n ≤ q + 1 èìååò

êîäîâîå ðàññòîÿíèå ðàâíîå d è ðàçìåðíîñòü n − d + 1 . Ýòî äîêàçûâàåòñÿ òî÷íî òàêæå
êàê è äëÿ îáû÷íîãî êîäà. Îáîáùåííûé êîä Ðèäà-Ñîëîìîíà áóäåì îáîçíà÷àòü òàêæå êàê
è îáû÷íûé êîä Ðèäà-Ñîëîìîíà, ò.å. ñèìâîëàìè RSq(n, d) .

Ìàòðèöà C
(d)
A , î÷åâèäíî, ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå C

(d)
A = B

(d)
A ·D , ãäå D =

diag(z1, z2, . . . , zn), zj ∈ Fq \ {0}, � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà è B
(d)
A � ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà

êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà (ñì. (5.0.1)). Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà C
(d)
A ïîñëå íåêîòîðîãî ïðåîá-

ðàçîâàíèÿ äàëåå áóäåò âûñòóïàòü êàê ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà ñèñòåìû îòêðûòîãî øèôðî-
âàíèÿ. Â ýòîé ñâÿçè çíà÷èòåëüíûé èíòåðåñ ïðåäñòàâëÿåò ñòðîåíèå ãðóïïû îáîáùåííûõ
àâòîìîðôèçìîâ êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé B

(d)
A , ê èçó÷åíèþ êîòîðîé

ìû ïåðåõîäèì.

95



5.3.1 Îáîáùåííûå Á×Õ-êîäû

Îáîáùåííûé êîä BCHr(n, d) îïðåäåëÿåòñÿ àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî áûëî ñäåëàíî â
ðàçäåëå 5.2: BCHr(n, d) = RSq(n, d) ∩ Fn

r , ò.å. êîäó BCHr(n, d) ïðèíàäëåæàò âñå âåêòî-
ðû êîäà RSq(n, d) , êîîðäèíàòû êîòîðûõ ïðèíàäëåæàò ïîäïîëþ Fr ïîëÿ Fq . Êëàññ âñåõ
îáîáùåííûõ Á×Õ-êîäîâ çíà÷èòåëüíî øèðå êëàññà ïðîñòî Á×Õ-êîäîâ â âèäó òîãî, ÷òî îáîá-
ùåííûé Á×Õ-êîä ïîìèìî óïîðÿäî÷åííîãî ìíîæåñòâà A ⊆ Fq,∞ îïðåäåëÿåòñÿ âåêòîðîì
êîýôôèöèåíòîâ z = (z1, z2, . . . , zn) ∈ F∗nq , êîòîðûå ìîæíî çàäàâàòü ïðîèçâîëüíûì îáðà-
çîì. Â ñâÿçè ñ ýòèì åñòåñòâåííî îæèäàòü, ÷òî â êëàññå îáîáùåííûé Á×Õ-êîäîâ íàéäóòñÿ
êîäû ñ ëó÷øèìè ïàðàìåòðàìè, ÷åì ó ïðîñòî Á×Õ-êîäà. Ýòè îæèäàíèÿ îïðàâäàíû. Äàëåå
ìû, â êà÷åñòâå çàñëóæèâàþùèõ âíèìàíèÿ ïðèìåðîâ îáîáùåííûõ Á×Õ-êîäîâ, ïîñòðîèì
îäèí êëàññ öèêëè÷åñêèõ êîäîâ, è ðàññìîòðèì íåêîòîðûå äâîè÷íûå êîäû Ãîïïû. Ýòè êîäû
íå ÿâëÿþòñÿ Á×Õ-êîäàìè.

Â îáùåì ñëó÷àå îöåíîê ðàçìåðíîñòè k′ îáîáùåííûõ Á×Õ-êîäîâ íàä ïîëåì Fr , ïîäîá-
íûõ ïðèâåäåííûì â òåîðåìàõ 5.2.1 è 5.2.2, íå èçâåñòíî. Çàäà÷à èõ âû÷èñëåíèÿ äàæå äëÿ
÷àñòíûõ çíà÷åíèé âåêòîðà z ÷àñòî ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé.

5.3.2 Öèêëè÷åñêèé îáîáùåííûé Á×Õ-êîä äëèíû n = q + 1

Ìû ðàññìàòðèâàåì îáîáùåííûé öèêëè÷åñêèé Á×Õ-êîä äëèíû q + 1 íàä ïîëåì Fq .
Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.1.6, êîä K(x) , ýêâèâàëåíòíûé ëèíåéíîìó öèêëè÷åñêîìó êî-
äó K , ÿâëÿåòñÿ ïîäêîëüöîì 〈f(x)R

(q+1)
q 〉 â êîëüöå R

(q+1)
q ìíîãî÷ëåíîâ ïî ìíîãî÷ëåíà

modxq+1 − 1 . Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû ïîñòðîèòü "õîðîøèé"öèêëè÷åñêèé êîä äîñòàòî÷íî
âûáðàòü ïîäõîäÿùèé ìíîãî÷ëåí f(x) .

Ïóñòü G � ìíîæåñòâî âñåõ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà xq+1 − 1 . Òàê êàê xq+1 − 1 íå èìååò
êðàòíûõ êîðíåé, òî |G| = q+1 . Î÷åâèäíî, G ⊂ Fq2 è G � öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà. Îáîçíà÷èì
÷åðåç θ ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ãðóïïû G .

Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 5.1.1, äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîðîæäàþùåãî ìíîãî÷ëåíà f(x) äîñòà-
òî÷íî óêàçàòü åãî êîðíè, êîòîðûå, êàê ñêàçàíî âûøå, ïðèíàäëåæàò ïîëþ Fq2 , åñëè îíè íå
ðàâíû ±1 .

Çàìåòèì, ÷òî ïðè t < q+1
2

ìíîæåñòâî Θt = {θ, . . . , θt} ñîñòîèò èç ïîïàðíî íå ñîïðÿæåí-
íûõ íàä ïîëåì Fq ýëåìåíòîâ èç ïîëÿ Fq2 . Ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî (θj)q = θ−j =
θq+1−j , ò.å. ýëåìåíò θj ñîïðÿæåí ñ ýëåìåíòîì θq+1−j , êîòîðûé ïðè j ≤ t < q+1

2
íå âõîäèò

â ìíîæåñòâî Θt .
Ïóñòü f(x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòîâ èç ìíîæåñòâà Θt , ò.å.

f(x) = f1(x) · · · ft(x), (5.3.2)

ãäå fj(x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà θj ∈ Fq2 íàä ïîëåì Fq . Î÷åâèäíî,
deg fj(x) = 2 , ïîýòîìó ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà f(x) ðàâíà 2t .

Òåîðåìà 5.3.1 Êîä Kf ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì f(x) èìååò ðàçìåðíîñòü q+1−
2t è åãî êîäîâîå ðàññòîÿíèå d íå ìåíüøå, ÷åì 2t + 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà f(x) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû θ1, . . . , θt,
θ−1, . . . , θ−t . Èç òåîðåìû 5.1.1 âûòåêàåò, ÷òî ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà êîäà Kf èìååò âèä

96



Bf =




θ1·0 θ1·1 θ1·2 · · · θ1·(n−1)

θ2·0 θ2·1 θ2·2 · · · θ2·(n−1)

... ... ... · · · ...
θt·0 θt·1 θt·2 · · · θt·(n−1)

θ−1·0 θ−1·1 θ−1·2 · · · θ−1·(n−1)

θ−2·0 θ−2·1 θ−2·2 · · · θ−2·(n−1)

... ... ... · · · ...
θ−t·0 θ−t·1 θ−t·2 · · · θ−t·(n−1)




. (5.3.3)

Äîêàæåì, ÷òî ëþáûå 2t ñòîëáöà ìàòðèöû Bf ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè íàä
ïîëåì Fq2 .

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

β1 β2 β3 · · · β2t

β2
1 β2

2 β2
3 · · · β2

2t... ... ... · · · ...
βt

1 βt
2 βt

3 · · · βt
t

β−1
1 β−1

2 β−1
3 · · · β−1

2t

β−2
1 β−2

2 β−2
3 · · · β−2

2t... ... ... · · · ...
β−t

1 β−t
2 β−t

3 · · · β−t
2t

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(5.3.4)

� îïðåäåëèòåëü, îáðàçîâàííûé 2t ñòîëáöàìè ìàòðèöû Bf .
Óìíîæèì j−ûé ñòîëáåö ∆ íà ýëåìåíò βt

j . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì îïðåäåëèòåëü ∆′

Âàíäåðìîíäà, êîòîðûé îòëè÷åí îò íóëÿ â ñèëó òîãî, ÷òî βj, j = 1, . . . , 2t � ðàçëè÷íûå
íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ Fq2 . Òàê êàê ∆′ = βt

1 · · · βt
2t∆ , òî ∆ 6= 0 . Ýòî äîêàçûâàåò ëèíåé-

íóþ íåçàâèñèìîñòü ëþáûõ 2t ñòîëáöîâ ìàòðèöû Bf è, ñëåäîâàòåëüíî, îöåíêó òåîðåìû
äëÿ êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû î ðàçìåðíîñòè êîäà K âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ñòåïåíü f(x) ðàâíà
2t . ¤

Çàìåòèì, ÷òî åñëè ê ìíîæåñòâó Θt äîáàâèòü åùå îäèí ýëåìåíò, ðàâíûé 1 , òî êîä K′

ñ ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì (x − 1)f(x) èìååò ðàçìåðíîñòü íà åäèíèöó ìåíüøóþ, ÷åì
êîä K , à îöåíêó êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ íà åäèíèöó áîëüøóþ, ÷åì êîä K .

Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà (5.3.3) íå ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé âèäà (5.0.1) èëè âèäà
(5.1.5), ò.å. íå ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé Á×Õ-êîäà. Âìåñòå ñ òåì, åñëè óìíîæèòü
j−ûé ñòîëáåö Bf íà ýëåìåíò θt

j , òî ïîëó÷åííàÿ ìàòðèöà óæå áóäåò ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé
Á×Õ-êîäà, ò.å. êîä Kf ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì Á×Õ-êîäîì.

5.3.3 Êîäû Ãîïïû
Ñîäåðæàíèå ýòîãî ðàçäåëà â îñíîâíîì ïîâòîðÿåò ñîäåðæàíèå ñîîòâåòñòâóþùåãî ðàçäåëà
êíèãè [7].

r− çíà÷íûå êîäû Ãîïïû èìåþò äëèíó n = q, q = rl . Îíè ÿâëÿþòñÿ îáîáùåííûìè
Á×Õ-êîäû òèïà 2. Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåíèå êîäà Ãîïïû ñîâñåì íå ïîõîæå
íà îïðåäåëåíèå îáîáùåííîãî Á×Õ-êîäà. È òîëüêî ïîòîì âûÿñíèòñÿ, ÷òî îíè ìîãóò áûòü
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òàêæå ïðåäñòàâëåíû êàê êîäû ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé âèäà (5.3.1) ñ äîñòàòî÷íî íåòðè-
âèàëüíûì çíà÷åíèåì êîýôôèöèåíòîâ zj .

Îïðåäåëåíèå êîäà Ãîïïû KG .

Ñâÿæåì ñ êàæäûì âåêòîðîì a = (a1, . . . , an) ∈ Fn
r ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ

Ra(x) =
a1

x− α1

+ · · ·+ an

x− αn

, (5.3.5)

ãäå αj ∈ Fq è αi 6= αj , åñëè i 6= j . È íàîáîðîò ñ êàæäîé ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèåé, êîòîðàÿ
ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå (5.3.5), ñîïîñòàâèì âåêòîð a .

Ïóñòü G(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè m íàä ïîëåì Fq , êîòîðûé íå èìååò êîðíåé â Fq .
Êîä Ãîïïû GG ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðâ a , äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî

Ra(x) ≡ 0 mod G(x). (5.3.6)

Êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîäà Ãîïïû.

Ñðàâíåíèå (5.3.6) îçíà÷àåò, ÷òî åñëè ìû çàïèøåì ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ Ra(x) êàê

Ra(x) =
F1(x)

F2(x)
, (5.3.7)

ãäå F1(x), F2(x) � âçàèìíî ïðîñòûå ìíîãî÷ëåíû, òî F1(x) ≡ 0 mod G(x) , ò.å. ìíîãî÷ëåí
F1(x) äåëèòñÿ íà ìíîãî÷ëåí G(x) .

Îòîáðàæåíèå âåêòîðà a â ðàöèîíàëüíóþ ôóíêöèþ Ra(x) îáëàäàåò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî
w(a) = deg F2(x) . Ýòî ïîçâîëÿåò óòâåðæäàòü, ÷òî

d(KG) = min
a∈KG,a6=0

deg F2(x) ≥ F1(x) + 1. (5.3.8)

Òàê êàê äëÿ íåíóëåâîãî âåêòîðà a ∈ KG G(x)|F1(x) , òî èç îöåíêè (5.3.8) âûòåêàåò, ÷òî

d(GG) ≥ deg G(x) + 1 = m + 1. (5.3.9)

Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà êîäà Ãîïïû.

Ïóñòü ϑ1, . . . , ϑu � ïîïàðíî íåñîïðÿæåííûå êîðíè ìíîãî÷ëåíà G(x) . Î÷åâèäíî, ñîîòíî-
øåíèå (5.3.6) âûïîëíåíî òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà Ra(ϑj) = 0, j = 1, . . . , u . Îòñþäà
íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî ìàòðèö

B(KG) =




1
ϑ1−α1

1
ϑ1−α2

· · · 1
ϑ1−αn

1
ϑ2−α1

1
ϑ2−α2

· · · 1
ϑ2−αn... ... · · · ...

1
ϑu−α1

1
ϑu−α2

· · · 1
ϑu−αn


 (5.3.10)

ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé êîäà KG .
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Ðàçìåðíîñòü êîäà Ãîïïû íàä ïîëåì Fr .
Ìàòðèöó B(KG) ìû çàïèøåì êàê ìàòðèöó ñ ýëåìåíàìè èç ïîëÿ Fq ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî
ñòàíäàðòíîãî ïðèåìà.

Ïóñòü Fqmi � íàèìåíüøåå ðàñøèðåíèå ïîëÿ Fq , ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò êîðåíü ϑj

ìíîãî÷ëåíà G(x) ∈ Fq[x] . Î÷åâèäíî, m1 + · · ·+mu = m . Ïðåäñòàâèì ýëåìåíò 1
ϑi−αj

∈ Fqmi

êàê âåêòîð-ñòîëáåö âûñîòû mi , êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ýòîò ýëåìåíò â íåêîòîðîì áàçèñå
ïîëÿ Fmi

íàä ïîëåì Fq . Â ðåçóëüòàòå ìû ïîëó÷èì ìàòðèöó B′(KG) ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ
Fq ñ m ñòðîêàìè.

Òî÷íî òàêæå ñ ïîìîùüþ òîãî æå ïðèåìà èç ìàòðèöû B′(GG) ìû ïîëó÷èì ìàòðèöó
B′′(GG) ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ Fr , êîòîðàÿ èìååò l ·m ñòðîê. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî äëÿ
ðàçìåðíîñòè k êîäà ñïðàâåäëèâà îöåíêà

k = n− ÷èñëî ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ ñòðîê B′′(GG) ≥ n− l ·m. (5.3.11)

Êîä Ãîïïû êàê îáîáùåííûé Á×Õ-êîä
Íàøà çàäà÷à � âûïèñàòü ïðîâåðî÷íóþ ìàòðèöó B(KG) êîäà Ãîïïû KG ⊂ Fn

r â âèäå
ìàòðèöû âèäà

B(KG) = H · C(m−1)
A , A = Fq (5.3.12)

íàä ïîëåì Fq , ãäå ìàòðèöà C
(d)
A îïðåäåëåíà ñîîòíîøåíèåì (5.3.1) è H íåâûðîäåííàÿ

ìàòðèöà.
Òàê êàê ýëåìåíò αj íå ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ìíîãî÷ëåíà G(x) , òî â êîëüöå âû÷åòîâ ïî

modG(x) ìíîãî÷ëåí x− αj èìååò îáðàòíûé, ò.å. ñóùåñòâóåò ìíîãî÷ëåí fj(x) ñòåïåíè íå
âûøå m − 1 òàêîé, ÷òî (x − αj)fj(x) ≡ 1 mod G(x) èëè (x − αj)fj(x) ≡ 1

x−αj
mod G(x) .

Íåòðóäíî âû÷èñëèòü ìíîãî÷ëåí fj(x) â ÿâíîì âèäå:

fj(x) ≡ 1

x− αj

≡ Aj
G(x)−G(αj)

x− αj

mod G(x), (5.3.13)

ãäå êîýôôèöèåíò Aj , êàê ëåãêî óñòàíîâèòü, ðàâåí Aj = −G−1(αj) .
Ïóñòü G(x) =

∑
i = 0mgix

i . Òàê êàê xi−αi
j

x−αj
= xi−1 + xi−2αj + · · ·+ xαi−2

j + αi−1
j , òî

êîýôôxi−1fj(x) = gi + gi+1αj + · · ·+ gmαm−i
j . (5.3.14)

Âåêòîð a ïðèíàäëåæèò êîäó KG òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F (x) = a1f1(x) + · · · +
anfn(x) ≡ modG(x) . Òàê êàê ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà F (x) ìåíüøå m , òî âåêòîð a ïðèíàä-
ëåæèò êîäó KG òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå êîýôôèöèåíòû F (x) ðàâíû íóëþ, ò.å. ñ
ó÷åòîì (7.0.3) è (5.3.13) êîãäà

n∑
j=1

ajG
−1(αj)(gi + gi+1αj + · · ·+ gmαm−i

j ) = 0, i = 0, . . . , m− 1. (5.3.15)

Ñîîòíîøåíèå (5.3.15), î÷åâèäíî, ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

H ·B(m−1)
A ·DaT = 0, (5.3.16)
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ãäå íèæíå äèàãîíàëüíàÿ íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, êîòîðóþ â ÿâíîì âèäå ìû âûïèñûâàòü
íå áóäåì, ìàòðèöà B

(m−1)
A îïðåäåëåíà â (5.0.1) è D = diag(G−1(α1), . . . , G

−1(αn)) . Ýòî ïî-
êàçûâàåò, ÷òî H ·B(m−1)

A ·D � ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà êîäà KG , êîòîðóþ ìîæíî ïðåäñòàâèòü
â âèäå (5.3.12).

Óïðàæíåíèå: âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå ìàòðèöó H è óñòàíîâèòü, ÷òî îíà íåâûðîæäåíà.

Äâîè÷íûå êîäû Ãîïïû.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ êîäà Ãîïïû â îáùåì ñëó÷àå èçâåñòíà òîëüêî îöåíêà
d ≥ deg G(x) + 1 . Îíà ïîâòîðÿåò ñîîòâåòñòâóþùóþ îöåíêó äëÿ àëüòåðíàíòíîãî êîäà ñ òîé
æå îöåíêîé ðàçìåðíîñòè. Âìåñòå ñ òåì â äâîè÷íîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü îöåíêó ñíèçó
êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ êîäà KG , ëó÷øóþ, ÷åì ïðèâåäåííàÿ âûøå îöåíêà.

Òåîðåìà 5.3.2 Äëÿ êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ d(KG) äâîè÷íîãî êîäà Ãîïïû KG ñïðàâåäëèâà
îöåíêà

d(KG) ≥ 2m + 1, (5.3.17)

ãäå m = deg G(x) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Â äâîè÷íîì ñëó÷àå (è òîëüêî â ýòîì ñëó÷àå) â ïðåäñòàâëåíèèè ðàöèî-
íàëüíîé ôóíêöèè Ra â âèäå (5.3.7) çíàìåíàòåëü ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé ÷èñëèòåëÿ, ò.å.

Ra(x) =
F ′(x)

F (x)
. (5.3.18)

Ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü. Óïðàæíåíèå.
Â ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2 â ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ ïðîèçâîäíîé äðóãîãî ìíîãî-

÷ëåíà, âõîäÿò ñ íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè òîëüêî ìîíîìû, ó êîòîðûõ ñòåïåíü ÿâëÿåò-
ñÿ ÷åòíûì ÷èñëîì. Ïîýòîìó ïðîèçâîäíóþ F ′(x) ìîæíî çàïèñàòü â âèäà F ′(x) = F̂ 2(x) ñ
íåêîòîðûì ìíîãî÷ëåíîì F̂ (x) .

Íåíóëåâîé âåêòîð a ïðèíàäëåæèò êîäó KG òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà F ′(x) =
F̂ 2(x) ≡ 0 mod G(x) . Ïîýòîìó deg F ′(x) ≥ 2m è, ñëåäîâàòåëüíî, w(a) = deg F (x) ≥
2m + 1 . ¤

Êàê ïîêàçûâàåò íåñëîæíûé àíàëèç, äâîè÷íûé êîä KG èìååò òå æå îöåíêè äëÿ ïàðà-
ìåòðîâ, ÷òî è äâîè÷íûé Á×Õ-êîä ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé B

(d)
A , A = Fq , (ñì. (5.1.5)), ãäå

d = 2m . Âìåñòå ñ òåì ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà êîäà äâîè÷íîãî Ãîïïû íà åäèíèöó áîëüøå, ÷åì
ìàêñèìàëüíàÿ äëèíà Á×Õ-êîäà ñ òîé æå îöåíêîé äëÿ ðàçìåðíîñòè.

5.4 Àâòîìîðôèçìû êîäà
Ìíîãèå êîäû îáëàäàþò çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, ñâÿçàííûìè ñ íàëè÷èåì ó íèõ òîé
èëè èíîé ñèììåòðèè. Öèêëè÷íîñòü êîäà ÿâëÿåòñÿ ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì òàêèõ ñèììåòðèé.
Îäíèì èç åñòåñòâåííûõ ñâîéñòâ ñèììåòðèè êîäà K ⊆ Fq ÿâëÿåòñÿ ñîõðàíèå íåêîòîðûõ
ôóíêöèé, îïðåäåëåííûõ íà ýòîì êîäå. Ñàìîé åñòåñòâåííîé è âàæíîé èç òàêèõ ôóíêöèé
ÿâëÿåòñÿ ðàññòîÿíèå d(a, b) ìåæäó ðàçëè÷íûìè ýëåìåíòàìè a, b ∈ K .
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Îïðåäåëåíèå 5.4.1 Ñèììåòðèåé ϕ êîäà K íàçûâàåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íîå îòîáðà-
æåíèå

ϕ : K → K, (5.4.1)
êîäà â ñåáÿ, ñîõðàíÿþùåå ìåòðèêó Õåììèíãà d(a, b) , ò.å. ϕ � îòîáðàæåíèå, äëÿ êîòî-
ðîãî ñïðàâåäëèâî

d(a, b) = d(ϕ(a), ϕ(b)) äëÿ âñåõ ïàð a, b ∈ K . (5.4.2)

Çàìåòèì, ÷òî íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ êðîìå ñîõðàíåíèÿ êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ ñèììåòðèÿ ϕ

äîïîëíèòåëüíî ìîæåò áûòü ëèíåéíîé ôóíêöèåé, ò.å. äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ

ϕ(a) + ϕ(b) = ϕ(a + b) äëÿ âñåõ a, b ∈ K . (5.4.3)
Â ýòîì ñëó÷àå ñèììåòðèÿ íàçûâàåòñÿ ëèíåéíîé.
Åñëè ϕ, ϕ′ � äâå ñèììåòðèè êîäà K , òî ïðîèçâåäåíèå ýòèõ ñèììåòðèé ϕ·ϕ′ (ïîñëåäîâà-

òåëüíîå ïðèìåíåíèå îäíîé, à çàòåì äðóãîé) òàêæå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðèåé êîäà K . Ïîýòîìó
âñå ñèììåòðèè êîäà K îáðàçóþò ãðóïïó ΣK , â êîòîðîé ãðóïïîâîé îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ
ñóïåðïîçèöèÿ îòîáðàæåíèé.

Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî î ñòðîåíèè ãðóïïû ΣK äëÿ ïî÷òè âñåõ íåòðèâèàëüíûõ êîäîâ K

èçâåñòíî î÷åíü ìàëî.
Ìû äàëåå áóäåì èçó÷àòü òîëüêî ëèíåéíûå ñèììåòðèè êîäîâ.
Íå íàäî äóìàòü, ÷òî âî âñåõ ñëó÷àÿõ ñèììåòðèè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè. Ñóùåñòâóþò

êîäû, íàïðèìåð êîä Õåììèíãà, äëÿ êîòîðîãî ñóùåñòâóþò ñèììåòðèè, íå ÿâëÿþùèìèñÿ
ëèíåéíûìè ôóíêöèÿìè íà K .

5.4.1 Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êîäà
Åñëè ïåðåñòàâèòü êîîðäèíàòû êîäîâîãî âåêòîðà a íåêîòîðîãî êîäà K , òî ïîëó÷åííûé
âåêòîð a′ ìîæåò êàê ïðèíàäëåæàòü òàê è íå ïðèíàäëåæàòü êîäó K .

Îïðåäåëåíèå 5.4.2 Ïåðåñòàíîâêà δ êîîðäèíàò âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà Fn
q íàçûâàåò-

ñÿ àâòîìîðôèçìîì êîäà K , åñëè

δ(a) ∈ K äëÿ âñåõ a ∈ K . (5.4.4)

Àâòîìîðôèçì êîäà, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ñèììåòðèåé.
Çàìåòèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê êîîðäèíàò âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà Fn

q ìîæíî
åñòåñòâåííûì è î÷åâèäíûì îáðàçîì îïðåäåëèòü îïåðàöèþ óìíîæåíèÿ · , ïî îòíîøåíèþ ê
êîòîðîé ýòî ìíîæåñòâî ïåðåñòàíîâîê ñòàíîâèòñÿ ãðóïïîé Sn ïîðÿäêà n! . Ýòà íåêîììóòà-
òèâíàÿ (ïðè n > 2 ) ãðóïïà íîñèò íàçâàíèå ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû.

Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè δ′ � äðóãîé àâòîìîðôèçì êîäà K , òî ïðîèçâåäåíèå ïåðåñòàíîâîê
δ · δ′ òàêæå ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì ýòîãî êîäà. Ïîýòîìó âñå àâòîìîðôèçìû êîäà K

îáðàçóþò ãðóïïó ∆K . Ýòà ãðóïïà íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ êîäà K .
Ïåðåñòàíîâêó êîîðäèíàò δ óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå â âèäå ïåðåñòàíîâî÷íîé ìàòðè-

öû Γδ = Γ = ‖γi,j‖ , êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ýòó ïåðåñòàíîâêó â âèäå óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà
ìàòðèöó. À èìåííî, ýëåìåíò γi,j ìàòðèöû Γδ ðàâåí 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîîðäè-
íàòà ñ íîìåðîì i ïåðåõîäèò ïîñðåäñòâîì äåéñòâèÿ δ â êîîðäèíàòó ñ íîìåðîì j . Âî âñåõ
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îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ γi,j = 0 . Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Γ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ìàòðèöó, ó
êîòîðîé â ëþáîé ñòðîêå è â ëþáîì ñòîëáöå èìååòñÿ ðîâíî îäíà 1 .

Ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà Γ ðåàëèçóåò ïåðåñòàíîâêó δ êîîðäèíàò âåêòîðà a ∈ Fn
q â

âèäå ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

δ(a) = aΓ. (5.4.5)
Ìàòðè÷íàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ G = GK îáðàçîâàíà âñåìè ìàòðèöàìè Γδ , ó êîòî-

ðûõ δ ∈ ΣK .
Îòìåòèì. ÷òî àâòîìîðôèçìû êîäà K , î÷åâèäíî, ñîõðàíÿþò ðàññòîÿíèå Õåììèíãà ìåæ-

äó ïàðàìè âåêòîðîâ íå òîëüêî êîäà K , íî è âñåãî ïðîñòðàíñòâà Fn
q , ò.å. àâòîìîðôèçìû

ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðèÿìè. Áîëåå òîãî, îíè ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè ñèììåòðèÿìè.
Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, åñëè K � öèêëè÷åñêèé êîä, òî ïîäñòàíîâêà

δ(1) =

(
1, 2, . . . , n− 1, n

2 , 3 , . . . , n , 1

)

(öèêëè÷åñêèé ñäâèã êîîðäèíàò âåêòîðà a ∈ Fn
q íà îäèí ðàçðÿä âïðàâî)

(5.4.6)

ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì, ïðèíàäëåæàùèì ãðóïïå ΣK . Ïîðÿäîê öèêëè÷åñêîé ãðóïïû
〈δ(1)〉 (ãðóïïû, ïîðîæäåííîé ïîäñòàíîâêîé δ(1) ) ðàâåí n . Ïîýòîìó ãðóïïà àâòîìîðôèç-
ìîâ öèêëè÷åñêîãî êîäà ñîäåðæèò â êà÷åñòâå ïîäãðóïïû öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó. Âåðíî è
îáðàòíîå: åñëè ΣK ñîäåðæèò öèêëè÷åñêóþ ïîäãðóïïó ïîðÿäêà n , òî êîä ïîñëå íåêîòîðîé
ïåðåñòàíîâêå åãî êîîðäèíàò ñòàíîâèòñÿ öèêëè÷åñêèì. (Óïðàæíåíèå)

Ïóñòü Γ ∈ GK è B (A ) � ïðîâåðî÷íàÿ (ñîîòâåòñòâåííî ïîðîæäàþùàÿ) ìàòðèöà êîäà
K . Òîãäà B′ = B · Γ (A′ = A · Γ ), î÷åâèäíî, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðî÷íîé (ñîîòâåòñòâåííî
ïîðîæäàþùåé) ìàòðèöåé êîäà K .

Ñòðîêè ìàòðèöû B ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì íåêîòîðîãî ïðîñòðàíñòâà LK , íàòÿíóòîãî íà
ñòðîêè ìàòðèöû B . Ýòî ïðîñòðàíñòâî, î÷åâèäíî, ñîâïàäàåò ñ êîäîì K⊥ , äâîéñòâåííûì ê
êîäó K . Ïóñòü B′ � äðóãîé áàçèñ LK . Îáîçíà÷èì ÷åðåç hn−k = h n−k×n−k−ìàòðèöó
ïåðåõîäà îò áàçèñà B ê áàçèñó B′ : B′ = h · B . Ñîâåðøåííî òàêæå îïðåäåëÿåòñÿ k ×
k−ìàòðèöà ïåðåõîäà h äëÿ ìàòðèöû A : A′ = h ·A . Òàêèì îáðàçîì, C ′ = h ·C , ãäå ÷åðåç
C ìû îáîçíà÷àåì îäíó èç ìàòðèö A èëè B . Ýòî óòâåðæäåíèå óäîáíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

Ëåììà 5.4.1 Ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà Γ ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì ãðóïïû ìàòðè÷íûõ àâ-
òîìîðôèçìîâ êîäà K , åñëè ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà h ∈ Mn−k(Fq) (åñëè
C = B ) è h ∈ Mk(Fq) (åñëè C = A ) òàêàÿ, ÷òî

C · Γ = h · C. (5.4.7)

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî îòîáðàæåíèå Γ → h , îïðåäåëÿåìîå ñîîòíîøåíèåì (5.4.7),
ðåàëèçóåò ãîìîìîðôèçì ìàòðè÷íîé ãðóïïû GK àâòîìîðôèçìîâ êîäà K (ìàòðèöû ðàçìåðà
n× n ) â ìàòðè÷íóþ ãðóïïó, îáðàçîâàííóþ ìàòðèöàìè h ðàçìåðà n− k× n− k (C = B )
èëè k × k (C = A ).

ßäðî J(K) ýòîãî ãîìîìîðôèçìà îáðàçóþò ýëåìåíòû Γ , êîòîðûå îñòàâëÿþò íà ìåñòå
âñå âåêòîðû êîäà K . Ïîýòîìó ìàòðèöû h , íà êîòîðûå îòîáðàæàåòñÿ ãðóïïà GK ïîñðåä-
ñòâîì ñîîòâåòñòâèÿ B · Γ = h · B , èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïå GK/J(K) . Òàê êàê äàëåå
ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî êîäîâ, ó êîòîðûõ ÿäðî J(K) òðèâèàëüíî (ñîñòî-
èò èç îäíîãî åäèíè÷íîãî ýëåìåíòà), òî ìû âñåãäà áóäåì ïîëàãàòü, ãðóïïà îáðàçîâàííàÿ
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ìàòðèöàìè h , èçîìîðôíà ãðóïïå GK . Ê êîäàì, ó êîòîðûõ ÿäðî òðèâèàëüíî, îòíîñÿòñÿ
êîäû RSq(n, d) . Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ â áîëåå îáùåé ôîðìå ñì. íèæå (Ëåììà
5.4.2).

5.4.2 Ïîäãðóïïû ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ êîäîâ Ðèäà-Ñîëîëîìîíà
RSq(n, d)

Êàê è ïðåæäå, ìû íóìåðóåì êîîðäèíàòû âåêòîðîâ êîäà RSq(n, d) ýëåìåíòàìè îäíîãî èç
ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Fq,∞ = Fq ∪ {∞} . Òàê êîä RSq(n, d) òèïà 1 íóìåðóåèñÿ ýëå-
ìåíòàìè ìíîæåñòâà Fq,∞�{0,∞} , êîä òèïà 2 � ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà Fq,∞�{0} è êîä
òèïà 3 � ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà Fq,∞ . Ñëåäîâàòåëüíî, ëþáóþ ïïåðåñòàíîâêó êîîðäèíàò
êîäà RSq(n, d) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê âçàèìíî-îäíîçíà÷íûì îòîáðàæåíèåì îäíîãî èç
óêàçàííûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Fq,∞ â ñåáÿ.
Ëåììà 5.4.2

i. Ïîäãðóïïîé ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ êîäà K(B
(d)
Aθ

) (êîòîðûé ïðè n = q−1 ÿâëÿåòñÿ
êîäîì RSq(n, d) òèïà 1) ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêàÿ ãðóïïà ïîðÿäêà n , ïîðîæäåííàÿ
îòîáðàæåíèåì

x → θx. (5.4.8)

ii. Ïîäãðóïïîé ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ êîäà RSq(n, d) òèïà 2 ÿâëÿåòñÿ ìåòààáåëåâà
ãðóïïà ïîðÿäêà (q − 1)q , îáðàçîâàííàÿ âñåìè àôôèííûìè îòîáðàæåíèÿìè

x → ax + b, a ∈ Fq \ {0}, b ∈ Fq (5.4.9)
ïîëÿ Fq â ñåáÿ.
Åñëè ïîëå Fq � ïðîñòîå, ò.å. q � ïðîñòîå ÷èñëî p , è ìíîæåñòâî A èìååò âèä
A0 = {0, 1, . . . , p − 1} , òî êîä RSq(n, d) ñ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé B

(d)
A0

ÿâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî.
i. Óòâåðæäåíèå ýòîãî ïóíêòà ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì.

ii. j-àÿ ñòðîêà B
(d)
j ìàòðèöû B

(d)
A ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà xj

âî âñåõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà A . Â äàííîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî A ñîâïàäàåò ñ ïîëåì
Fq . Î÷åâèäíî, îòîáðàæåíèå δ : x → ax + b ïåðåâîäèò ñòðîêó B

(d)
j â ñòðîêó çíà÷å-

íèé ìíîãî÷ëåíà (ax + b)j . Ýòó ñòðîêó, î÷åâèäíî, ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ëèíåéíóþ
êîìáèíàöèþ ñòðîê B

(d)
s , s = 0, . . . , j . Ïîýòîìó äëÿ ïåðåñòàíîâî÷íîé ìàòðèöû Γδ

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (5.4.7) â ëåììå 5.4.1. Ïðè ýòîì ìàòðèöà h â (5.4.7) ÿâëÿåòñÿ
âåðõíåå òðåóãîëüíîé ìàòðèöåé.
Åñëè Fq � ïðîñòîå ïîëå è ìíîæåñòâî A óïîðÿäî÷åíî óêàçàííûì â óñëîâèè òåîðåìû
ñïîñîáîì, òî ïåðåñòàíîâêà êîîðäèíàò δ(1) , ñîîòâåòñòâóþùàÿ îòîáðàæåíèþ x → x+1 ,
ñ îäíîé ñòîðîíû, öèêëè÷åñêè ñäâèãàåò êîîðäèíàòû j-îé ñòðîêè B

(d)
j ìàòðèöû B

(d)
A0

íà
îäèí ðàçðÿä âïðàâî. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîãî÷ëåí (x+1)j ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
ìíîãî÷ëåíû xs, 0 ≤ s ≤ j . Ïîýòîìó öèêëè÷åñêè ñäâèíóòàÿ ñòðîêà B

(d)
j ëèíåéíî

âûðàæàåòñÿ ÷åðåç ñòðîêè B
(d)
j , 0 ≤ s ≤ j , ò.å. äëÿ ìàòðèöû B

(d)
A0

ñïðàâåäëèâà ëåììà
5.4.1. ¤
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Çàìåòèì, ÷òî â ï.ii òåîðåìû ìû óïîðÿäî÷èâàëè ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A ñ ïîìîùüþ
àääèòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ Fq , êîòîðàÿ òîëüêî ïðè q = p ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé.
Â òîæå æå âðåìÿ â ï.i òåîðåìû ìû óïîðÿäî÷èâàëè ýëåìåíòû ìíîæåñòâà A ñ ïîìîùüþ
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ Fq , êîòîðàÿ âñåãäà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé ãðóïïîé.

5.5 Ãðóïïà îáîáùåííûõ àâòîìîðôèçìîâ êîäà
Åñëè â êà÷åñòâå îáû÷íûõ àâòîìîðôèçìîâ êîäà K âûñòóïàëè ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò,
ðåàëèçóåìûå ïåðåñòàíîâî÷íûìè ìàòðèöàìè Γ , òî â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ àâòîìîðôèçìîâ
âûñòóïàþò ïåðåñòàíîâêè âìåñòå ñ óìíîæåíèåì ïåðåñòàâëÿåìûõ êîîðäèíàò íà íåíóëåâûå
ýëåìåíòû ïîëÿ Fq . À èìåííî, ìû ðàññìàòðèâàåì ëèíåéíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ïðîñòðàíñòâà
Fn

q , ðåàëèçóåìûå íåâûðîæäåííûìè ìàòðèöàìè âèäà Λ = Γ ·D , ãäå Γ � ïåðåñòàíîâî÷íàÿ
ìàòðèöà è D � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà. Ìàòðèöû âèäà Λ íîñÿò íàçâàíèå ìîíîìèàëüíûõ.
Äðóãèìè ñëîâàìè, Λ � ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðûõ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè
ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ Fq .

Òàêæå, êàê ïåðåñòàíîâî÷íûå ìàòðèöû, ìîíîìèàëüíûå ìàòðèöû, î÷åâèäíî, ñîõðàíÿþò
ðàññòîÿíèå Õåììèíãà â ïðîñòðàíñòâå Fn

q . À èìåííî, d(a, b) = d(aΛ, bΛ) . Áîëåå òîãî,
ëþáàÿ ìîíîìèàëüíàÿ ìàòðèöà ðåàëèçóåò ëèíåéíóþ ñèììåòðèþ ïðîñòðàíñòâà Fn

q .
Ïðîèçâåäåíèå Λ ·Λ′ ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö Λ è Λ′ ÿâëÿåòñÿ ìîíîìèàëüíîé ìàòðèöåé.

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ìíîæåñòâî âñåõ ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé
Mn . Ïîðÿäîê Mn , êàê íåòðóäíî óâèäåòü, ðàâåí n!(q − 1)n .

Òåïåðü ïåðåôîðìóëèðóåì äëÿ îáîáùåííûõ àâòîìîðôèçìîâ íåêîòîðûå èç îïðåäåëåíèé
ðàçäåëà 5.4.1.

Åñëè ìîíîìèàëüíàÿ ìàòðèöà Λ òàêîâà, ÷òî aΛ ∈ K äëÿ âñåõ a ∈ K , òî îíà íàçûâàåòñÿ
îáîáùåííûì àâòîìîðôèçìîì êîäà K . Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè Λ′ � äðóãîé àâòîìîðôèçì, òî
ïðîèçâåäåíèå Λ · Λ′ òàêæå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì àâòîìîðôèçìîì. Ïîýòîìó âñå îáîáùåí-
íûå àâòîìîðôèçìû êîäà K îáðàçóþò ãðóïïó ΞK , êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé îáîáùåí-
íûõ àâòîìîðôèçìîâ êîäà K . Ýëåìåíòàìè ãðóïïû ΞK ÿâëÿþòñÿ ìîíîìèàëüíûå ìàòðèöû
ðàçìåðà n× n .

Òàêæå êàê â ðàçäåëå 5.4.1 (ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ ∆K ) ìîæíî ðàññìîò-
ðåòü ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû îáîáùåííûõ àâòîìîðôèçìîâ ΞK äëÿ ëèíåéíîãî êîäà K â âèäå
íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö íàä Fq ðàçìåðà k × k èëè n− k × n− k . À èìåííî, ýëåìåíòó Λ
èç ΞK ñîïîñòàâèì ìàòðèöó h = hΛ , êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

C · Λ = hΛ · C, (5.5.1)

ãäå C � îäíà èç ìàòðèö ïîðîæäàþùàÿ èëè ïðîâåðî÷íàÿ ëèíåéíîãî êîäà K .
Ïðîèçâåäåíèþ Λ · Λ′ äâóõ ýëåìåíòîâ èç ΞK ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèå g(Λ · Λ′) =

hΛ′ · hΛ äâóõ ýëåìåíòîâ èç HK . Ïîýòîìó ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö hΛ ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé
ãðóïïîé. Çàìåòèì, ÷òî ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ñîìíîæèòåëåé â HK îáðàòíûé ïî ñðàâíåíèþ
ñ ΞK .

Òàêèì îáðàçîì ðàññìàòðèâàåìîå îòîáðàæåíèå g : Λ → hΛ ÿâëÿåòñÿ àíòèãîìîìîðôèç-
ìîì ãðóïïû ΞK â ãðóïïó ìàòðèö ðàçìåðà k × k èëè n− k × n− k íàä ïîëåì Fq .

Ëåììà 5.5.1 Ïðè d > 3 äëÿ êîäà K = RSq(n, d) àíòèãîìîìîðôèçì g ÿâëÿåòñÿ àíòè-
èçîìîðôèçìîì, ò.å |ΞK| = |HK| .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Íàì íàäî äîêàçàòü, ÷òî ÿäðî ãîìîðôèçìà g òðèâèàëüíî. Ýòî ñëåäóåò
èç-çà òîãî, ÷òî ìàòðèöà B íå ñîäåðæèò ïðîïîðöèîíàëüíûõ ñòîëáöîâ è ïîýòîìó B 6=
B · Λ äëÿ ëþáîé íååäèíè÷íîé ìîíîìèàëüíîé ìàòðèöû Λ . Ïîýòîìó ñðåäè íååäèíè÷íûõ
ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö Λ íå ñóùåñòâóåò òàêîé, ÷òî a = aΛ äëÿ âñåõ a ∈ RSq(n, d) , ò.å.
g � àíòèèçîìîðôèçì. ¤

Òåîðåìà 5.5.1 Ïîäãðóïïîé ãðóïïû îáîáùåííûõ àâòîìîðôèçìîâ êîäà RSq(n, d) òèïà 3
ÿâëÿåòñÿ ãðóïïà Φq ïîðÿäêà (q2− 1)q , îáðàçîâàííàÿ äðîáíî-ëèíåéíûìè îòîáðàæåíèÿìè
(ñì. ðàçäåë 5.5.1) ìíîæåñòâà Fq ∪ {∞} â ñåáÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ϕ(x) = ax+b
cx+e

äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, A = {α0, . . . , αq} =
Fq,∞ = Fq ∪ {∞} , Dϕ = diag((cα0 + e)d−2, . . . , (cαq + e)d−2) � äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà è
Γϕ � ïîäñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà, ðåàëèçóþùàÿ ïîäñòàíîâêó σ : x → ϕ(x) . Îòìåòèì, ÷òî
(cαi + e)d−2 = êîýôôxd−2(cx + e)d−2 , åñëè αi = ∞ .

Ìû äîêàæåì, ÷òî ìàòðèöà Λϕ = Γϕ ·Dϕ ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì àâòîìîðôèçìîì êîäà
RSq(n, d) òèïà 3.

j− àÿ ñòðîêà ìàòðèöû B
(d)
A (îïðåäåëåíèå ñì. â ðàçäåëå (1.2.9)) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé çíà-

÷åíèÿ ôóíêöèè xj íà ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà A = Fq,∞ . Î÷åâèäíî, ìîíîìèàëüíàÿ ìàòðèöà
Λϕ ïðåîáðàçóþò ýòó ñòðîêó â ñòðîêó çíà÷åíèé ôóíêöèè (ax + b)j(cx + e)d−2−j .

Ìíîãî÷ëåí (ax+b)j(cx+e)d−2−j ñòåïåíè íå âûøå d−2 , î÷åâèäíî, ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ
÷åðåç ìíîãî÷ëåíû 1, x, . . . , xd−2 , ò.å. êàæäàÿ ñòðîêà ìàòðèöû B

(d)
A Λϕ ëèíåéíî âûðàæàåòñÿ

÷åðåç ñòðîêè ìàòðèöû B
(d)
A . Îòñþäà ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. ¤

Ýòîò ðåçóëüòàò áóäåò èñïîëüçîâàí ïðè àíàëèçå ñòîéêîñòè ñèñòåìû îòêðûòîãî øèôðî-
âàíèÿ, ïîñòðîåííîé ñ ïîìîùüþ êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà (ñì. �4).

Ñëåäóåò ñêàçàòü íåñêîëüêî ñëîâ î ñòðîåíèè è ñâîéñòâàõ ãðóïïû ãðóïïû äðîáíî-ëèíåéíûõ
ïðåîáðàçîâàíèé, êîòîðûå ìíòåðåñíû âàìè ïî ñåáå è ïîíîáÿòñÿ â ðàçäåëå ?.

5.5.1 Ãðóïïà äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Ýëåìåíòàìè ãðóïïû äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé Φq ìíîæåñòâà Fq,∞ â ñåáÿ ÿâëÿ-
þòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûå ôóíêöèè φ(x) = ax+b

cx+e
, îòëè÷íûå îò ïîñòîÿííîé. Î÷åâèäíî, êàæäîå

äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèå φ(x) âçàèìíî îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî Fq,∞
â ñåáÿ. (Óïðàæíåíå 1.)

Ìíîæåñòâî Φq äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïîé. "Óìíîæåíèåì" ◦ â
íåé ñëóæèò ñóïåðïîçèöèÿ ôóíêöèé, ò.å. φ ◦ φ′ = φ(φ′(x)) .

Ãðóïïà Φq = PGL(2, q) èìååò ïîðÿäîê (q + 1)q(q − 1) (Óïðàæíåíèå 2.).
Î÷åíü èíòåðåñíûì è ñóùåñòâåííûì ñâîéñòâîì ãðóïïû Φq , ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî îíà �

òðèæäû òðàíçèòèâíàÿ ãðóïïà. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ïàð òðîåê (a1, a2, a3) è
(b1, b2, b3), ai, bi ∈ F′q, ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè êîîðäèíàòàìè â ãðóïïå Φq íàéäåòñÿ ýëåìåíò
φ (âñåãäà îäèí), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî φ(ai) = bi, i = 1, 2, 3 . Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ
ñâîéñòâ íåñëîæíî è ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ (ñì. óïðàæíåíèÿ 3, à òàêæå

[23] è [3], ñòð. 344-345).
Ãðóïïà ΞK îáîáùåííûõ àâòîìîðôèçìîâ êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ òðè-

æäû òðàíçèòèâíîé â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Äëÿ ëþáîé ïàðû óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê èç ïî-
ïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ (β1, β2, β3) è (γ1, γ2, γ3) , ãäå (β1, β2, β3), (γ1, γ2, γ3) ∈ A =
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{α0, α2, . . . , αq} = F′q ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìîíîìèàëüíàÿ ìàòðèöà Λφ ∈ ΞK , êîòîðàÿ ïåðå-
âîäèò êîîðäèíàòû xβ1 , xβ2 , xβ3 âåêòîðà x = (xα1 , xα2 , . . . , xαn) â êîîðäèíàòû xγ1 , xγ2 , xγ3

âåêòîðà xΛφ ñ óìíîæåíèåì èõ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿåìûå äèàãîíàëü-
íîé ìàòðèöåé Dφ = diag(dα1 , dα2 , . . . , dαn) = ((cα0 + e)d−2, . . . , (cαq + e)d−2) .

×òîáû ïîñòðîèòü òàêóþ ìàòðèöó Λφ äîñòàòî÷íî â êà÷åñòâå ôóíêöèè φ âçÿòü ôóíê-
öèþ, ïåðåâîäÿùóþ òðîéêó (β1, β2, β3) â òðîéêó (γ1, γ2, γ3) .

Íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ïîäõîäÿùåé ìàòðèöû Λφ ìîæíî ïåðåäâèíóòü íà ïåðâûå òðè ìå-
ñòà êîîðäèíàòû âåêòîðà x ñ íîìåðàìè (β1, β2, β3) . Â ÷àñòíîñòè, ïóñòü β1 = 1, β2 = 0, β3 =
∞ è γ1 = α1, γ2 = α2, γ3 = α3 , òîãäà xΛφ = (dα1x1, dα2x0, dα3x∞, dα4xφ(α4), . . . , dαnxφ(αn))
äëÿ íåêîòîðîé ïîäõîäÿùåé ôóíêöèè φ(x) .

5.6 ×èñëî îáîáùåííûõ êîäîâ Ðèäà-Ñîëîìîíà
5.6.1 ×èñëî ïðîâåðî÷íûõ ìàòðèö êîäà RSq(n, d)

Åñëè h � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà d− 1× d− 1 , òî, êàê íåòðóäíî âèäåòü, ïðî-
âåðî÷íûå ìàòðèöû B è hB îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå êîä RSq(n, d) . Â êà÷åñòâå çàäà÷è
äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåì ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå. Ìàòðèöû B è
hB ðàçëè÷íû, åñëè h 6= E (åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà). Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
ïðîâåðî÷íûõ ìàòðèö, êîòîðûå îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå êîä RSq(n, d) , ðàâíî Nq,d−1 , ãäå
Nq,s � ÷èñëî íåâûðîæäåííûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö h ðàçìåðà s× s .

Ëåììà 1. ×èñëî Nq,s ðàâíî

Nq,s = (qs − 1)(qs − q) · · · (qs − qs−1). (5.6.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâóþ ñòðîêó íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû h íàä ïîëåì Fq ðàçìåðà
s×s ìîæíî âûáðàòü qs−1 ñïîñîáàìè � âñå âåêòîðû äëèíû s , èñêëþ÷àÿ íóëåâîé. Âòîðóþ
ñòðîêó � qs − q ñïîñîáàìè � âñå âåêòîðû, êîòîðûå íå ïðîïîðöèîíàëüíû ïåðâîé ñòðîêå.
Òðåòüþ ñòðîêó � qs− q2 ñïîñîáàìè � âñå âåêòîðû, êîòîðûå íå âõîäÿò â ïîäïðîñòðàíñòâî
ðàçìåðíîñòè 2 ïðîñòðàíñòâà Fs

q , íàòÿíóòîå íà ïåðâûå äâå ñòðîêè. È òàê äàëåå. Íàêîíåö,
ïîñëåäíþþ ñòðîêó h ìîæíî âûáðàòü qs − qs−1 ñïîñîáàìè � âñå âåêòîðû êîòîðûå íå
ïðèíàäëåæàò s−1−ìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó íàòÿíóòîìó íà ïåðâûå s−1 ñòðîê h . Îòñþäà
âûòåêàåò ëåììà 1.

Çàìåòèì, ÷òî âû÷èñëèòü ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìàòðèö äîñòàòî÷íî ïðîñòî; âìåñòå ñ òåì
âû÷èñëèòü ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîäîâ RSq(n, d) çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå.

5.6.2 ×èñëî îáîáùåííûõ êîäîâ Ðèäà-Ñîëîìîíà
Ðåçóëüòàìè ýòîãî ðàçäåëà ìû âîñïîëüçóåìñÿ â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ïðè èçó÷åíèè è àíà-
ëèçå êîäîâûõ ñèñòåì îòêðûòîãî øèôðîâàíèÿ.

Ëåììà 5.6.1 Ïîðÿäîê ãðóïïû ΞK àâòîìîðôèçìîâ êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà K = RSq(n, d) íå
ïðåâîñõîäèò min{Nq,d−1, Nq,n−d+1} , ãäå Nq,s � ÷èñëî íåâûðîæäåííûõ êâàäðàòíûõ ìàò-
ðèö h ðàçìåðà s× s íàä ïîëåì Fq .

106



Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 5.5.1 |ΞK| = |HK| , ãäå HK � îáðàç ãðóïïû
àâòîìîðôèçìîâ ΞK êîäà K = RSq(n, d) ðàçìåðíîñòè k = n − d − 2 â ãðóïïó íåâûðîæ-
äåííûõ r × rìàòðèö íàä Fq è r � îäíî èç ÷èñåë k èëè n− k (ñì. ðàçäåë 5.5). Ïîýòîìó
|ΞK| ≤ max(Nq,k, Nq,n−k) , ãäå k = n − d + 1 � ðàçìåðíîñòü RSq(n, d) . Òåîðåìà äîêàçàíà.
¤

Õîòÿ îöåíêà äëÿ ÷èñëà |ΞK| âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, ïî-âèäèìîìó, âåñüìà ãðóáàÿ, íè÷åãî
ëó÷øåãî íå èçâåñòíî.

Ðàññìîòðèì àíñàìáëü (ìíîæåñòâî) AK, K = RSq(n, d), êîäîâ, îïðåäåëÿåìûõ ïðîâå-
ðî÷íûìè ìàòðèöàìè èç ìíîæåñòâà B = {BΛ|Λ ∈ Uq,n} , ãäå B � îäíà, íå âàæíî êàêàÿ,
ìàòðèöà âèäà (1.2.2), à Uq,n � ìíîæåñòâî (ãðóïïà) âñåõ ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö íàä ïîëåì
Fq . Çàìåòèì, ÷òî àíñàìáëü AK ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âñåõ ëèíåéíûõ íàä ïîëåì Fq êî-
äîâ, ïðîâåðî÷íûå ìàòðèöû êîòîðûõ èìåþò âèä (1.1.5). Êðîìå òîãî, íåòðóäíî óñòàíîâèòü,
÷òî |Uq,n| = n!(q − 1)n . Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîäîâ â àíñàìáëå AK .

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ðàçëè÷íûå ìàòðèöû BΛ íå îáÿçàòåëüíî îïðåäåëÿþò ðàçëè÷íûå
êîäû àíñàìáëÿ AK . Íàïðèìåð, åñëè K � îäèí èç êîäîâ àíñàìáëÿ AK ñ ïðîâåðî÷íîé
ìàòðèöåé B è D � íåòðèâèàëüíûé îáîáùåííûé àâòîìîðôèçì êîäà K , òî ìàòðèöû B ·D
è B , ãäå B ·D 6= B , ÿâëÿþòñÿ ðàçëè÷íûìè ïðîâåðî÷íûìè ìàòðèöàìè îäíîãî è òîãî æå
êîäà.

Ëåììà 5.6.2 Ïóñòü Aq(n, d) � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîäîâ â àíñàìáëå AK , ãäå K = RSq(n, d) .
Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Aq(n, d) =
n!(q − 1)n

|ΞK| , (5.6.2)

ãäå ΞK � ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ îäíîãî èç êîäîâ íå âàæíî êàêîãî èç àíñàìáëÿ AK .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü B � ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà êîäà K = RSq(n, d) è Λ � ìî-
íîìèàëüíàÿ ìàòðèöà. Î÷åâèäíî, ãðóïïà îáîáùåíûõ àâòîìîðôèçìîâ ΞK è ΞK′ , ãäå K′ �
êîä ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé B′ = BΛ , ñîïðÿæåíû: ΞK = Λ−1ΞK′Λ . Ïîýòîìó äëÿ äîêàçà-
òåëüñòâà ëåììû â êà÷åñòâå K ìîæíî âûáðàòü ëþáîé êîä èç àíñàìáëÿ AK .

Êîäû ñ ïðîâåðî÷íûìè ìàòðèöàìè B ·D · Λ è B · Λ ñîâïàäàþò, åñëè D ∈ ΞK (ãðóïïà
îáîáùåííûõ àâòîìîðôèçìîâ K ), è ðàçëè÷íû, åñëè Λ 6∈ ΞK .

Ïðåäñòàâèì ìîíîíîìèàëüíóþ ãðóïïó Mn êàê îáúåäèíåíèå ëåâûõ ñìåæíûõ êëàññîâ
γjΞK ïî åå ïîäãðóïïå ΞK :

Mn =
T⋃

j=1

γjΞK (5.6.3)

Èç âûøåñêàçàííîãî ñëåäóåò, ÷òî êîäû ñ ïðîâåðî÷íûìè ìàòðèöàìè B · Λ è B · Λ′ ñîâ-
ïàäàþò èëè ðàçëè÷íû, â çàâèñèìîìñòè îò òîãî ýëåìåíòû Λ è Λ′ ëåæàò â îäíîì èëè ðàç-
íûõ ñìåæíûõ êëàññàõ. Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî Aq(n, d) ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì T â ðàâåíñòâå
(5.6.3).

Âñå ñìåæíûå êëàññû ñîäåðæàò ïî |ΞK| ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó â (5.6.3) T = |Mn|
|ΞK| , ÷òî

äîêàçûâàåò òåîðåìó. ¤
Ê ñîæàëåíèþ, êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, ïîðÿäîê ãðóïïû ΞK îáîáùåííûõ àâòîìîðôèç-

ìîâ êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà íå èçâåñòåí. Ïîýòîìó ìû íå ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì
(5.6.2) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà Aq(n, d) .

Âìåñòå ñ òåì èç ëåììû 5.6.1 è ñîîòíîøåíèé (5.6.1) è (5.6.2) ñëåäóåò
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Ñëåäñòâèå 5.6.1 Äëÿ ÷èñëà Aq(n, d) ðàçëè÷íûõ îáîáùåííûõ Ðèäà-Ñîëîìîíà K = RSq(n, d)
â àíñàìáëå AK èìååò ìåñòî îöåíêà

Aq(n, d) ≥ n!(q − 1)n

Nq,s

=
n!(q − 1)n

(qs − 1)(qs − q) · · · (qs − qs−2)
, (5.6.4)

ãäå s = min{n− d + 1, d− 1} , n!(q − 1)n � ïîðÿäîê ìîíîìèàëüíîé ãðóïïû Mn è Nq,s �
÷èñëî ðàçëè÷íûõ íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö ðàçìåðà s× s .
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Ãëàâà 6

Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Ðèäà-Ñîëîìîíà

6.1 ×òî òàêîå àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ?

Àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ îïåðèðóåò ñ èñêàæåííûì âàðèàíòîì a′ íåêîòîðîãî (íåèçâåñò-
íîãî) êîäîâîãî âåêòîðà a . Åãî çàäà÷à � íàéòè îäíî èëè íåñêîëüêî íàèáîëåå âåðîÿòíûõ
çíà÷åíèé ýòîãî èñõîäíîãî êîäîâîãî âåêòîðà a .

Àëãîðèòìû äåêîäèðîâàíèÿ îòíîñÿòñÿ ê âàæíåéøèìè àëãîðèòìàì òåîðèè êîäèðîâàíèÿ:
èõ ñëîæíîñòü â çíà÷èòåëüíîé ìåðå îïðåäåëÿåò âîçìîæíîñòü èñïîëüçîâàíèè êîäîâ, êîððåê-
òèðóþùèõ îøèáêè, íà ïðàêòèêå.

Ïóñòü An � ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé λ(·, ·) , K ⊂ An � áëî÷íûé êîä
äëèíû n íàä A è a � êîäîâûé âåêòîð èç K . Îáû÷íî ïîëàãàþò, ÷òî A � êîíå÷íîå ïîëå
Fq èëè An � åäèíè÷íàÿ ñôåðà Sn−1 èëè Un−1 â n−ìåðíîì åâêëèäîâîì èëè óíèòàðíîì
ïðîñòðàíñòâå.

Åñëè "ïðîïóñòèòü"âåêòîð a ∈ An ÷åðåç êàíàë ñâÿçè ñ îøèáêàìè, òî íà åãî âûõîäå
ïîÿâèòñÿ âåêòîð a′ ∈ An , êîòîðûé, âîîáùå ãîâîðÿ, îòëè÷àåòñÿ îò a . Ñëåäóåò îòìåòèòü,
÷òî ìåòðèêà λ(·, ·) , ñ ïîìîùüþ êîòîðîé èçìåðÿåòñÿ îòëè÷èå a′ îò a , òàê èëè èíà÷å îïðå-
äåëÿåòñÿ ñâîéñòâàìè äèñêðåòíîãî êàíàëà ñâÿçè. Â äàííîì ðàçäåëå â êà÷åñòâå ìåòðèêè λ

äëÿ äèñêðåòíîãî êàíàëà ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ìåòðèêó Õåììèíãà. Äëÿ íåïðå-
ðûâíîãî êàíàëà (ñëó÷àé An = Sn−1 èëè An = Un−1 ) îáû÷íî â êà÷åñòâå ìåòðèêè λ áåðóò
åâêëèäîâó ìåòðèêó ñîîòâåòñòâóþùåãî ïðîñòðàíñòâà.

Â òåîðèè èíôîðìàöèè äèñêðåòíûé êàíàë ñâÿçè îïèñûâàåòñÿ ïåðåõîäíûìè âåðîÿòíî-
ñòÿìè p(a′|a) (âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî íà âûõîäå êàíàëà ïîÿâèòüñÿ âåêòîð a′ , åñëè íà åãî
âõîä ïîäàòü âåêòîð a ). Ìåòðèêà λ(·, ·) ïîäáèðàåòñÿ òàê, ÷òîáû íàèáîëåå âåðîÿòíûé âåê-
òîð a , ò.å. âåêòîð, äëÿ êîòîðîãî âåðîÿòíîñòü p(a′|a) ïðèíèìàåò ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå,
áûë íàèáîëåå áëèçêèì ê âåêòîðó a′ .

Ìåòðèêà Õåììèíãà îòâå÷àåò, òàê íàçûâàåìîìó äèñêðåòíîìó ñèììåòðè÷íîìó êàíàëó
(ÄÑÊ) ñâÿçè, êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü A � êîíå÷íîå q− ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî. Äèñêðåòíûé êàíàë îïðåäåëÿåòñÿ ïåðå-
õîäíûìè âåðîÿòíîñòÿìè p(a′|a), a′, a ∈ A, êàæäàÿ èç êîòîðûõ åñòü âåðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî
íà âûõîäå êàíàëà ïîÿâèòüñÿ ýëåìåíò a′ , åñëè íà åãî âõîä ïîäàòü ýëåìåíò a . Äèñêðåòíûé
êàíàë íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íûì (ÄÑÊ), åñëè
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• i.
p(a′|a) =

{
1− p, åñëè a′ = a ,

p
q−1

, åñëè a′ 6= a
. (6.1.1)

Òàêèì îáðàçîì, ëþáîé ñèìâîë a íå ìåíÿåòñÿ â êàíàëå ñâÿçè ñ âåðîÿòíîñòüþ 1 − p

è çàìåùàåòñÿ äðóãèì (ïðîèñõîäèò îøèáêà) ñ âåðîÿòíîñòüþ p . Ïðè ýòîì ïåðåõîä
ñèìâîëà a â äðóãîé a′ , åñëè îí ïðîèçîøåë, íå çàâèñèò îò a′ , ò.å. âåðîÿòíîñòü p(a′|a)
íå çàâèñèò îò a è a′ , åñëè a 6= a′ .

• ii. Ïåðåõîä â êàíàëå ñâÿçè n−ìåðíîãî âåêòîðà a = (a1, . . . , an) â âåêòîð a′ =
(a′1, . . . , a

′
n) , ò.å. âåðîÿòíîñòü p(a′|a) , ïî îïðåäåëåíèþ, ðàâíà

p(a′|a) = p(a′1|a1) · · · · · p(a′n|an) = (1− p)n−d(a,a′)pd(a,a′), (6.1.2)

ãäå d � ìåòðèêà Õåììèíãà.

Êàê âèäíî èç (6.1.2), ÄÑÊ ïî îïðåäåëåíèþ ïðåîáðàçóåò ñèìâîëû, ïîñòóïèâøèå íà åãî
âõîä â ðàçëè÷íûå ìîìåíòû âðåìåíè, íåçàâèñèìî îäèí îò äðóãîãî. Åñëè p ≤ 1

2
, òî, êàê

âèäíî èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â (6.1.2), ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå îïðåäåëÿåòñÿ ðàññòîÿíèåì
Õåììèíãà ìåæäó âåêòîðàìè a è a′ , ò.å. ìåòðèêà Õåììèíãà "ñîãëàñîâàíà"ñ äèñêðåòíûì
ñèììåòðè÷åñêèì êàíàëîì ñâÿçè. Åñëè ìàòðèöà ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé íå èìååò âèäà
(6.1.1), ò.å. êàíàë íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, òî ìåòðèêà "ñîãëàñîâàííàÿ"ñ òàêèì êàíà-
ëîì áóäåò, âîîáùå ãîâîðÿ, íåÕåììèíãîâîé. Íåêîòîðûå èç ïîäîáíîãî ðîäà íåÕåììèíãîâûõ
ìåòðèê áóäóò ðàññìîòðåíû â ðàçäåëå 10.4.

Âåðîÿòíîñòü Pt òîãî, ÷òî â êîäîâîì âåêòîðå äëèíû n , ïðîøåäøèì ÷åðåç ÄÑÊ ñ âåðî-
ÿòíîñòüþ îøèáîê p , ïðîèçîøëî t îøèáîê ðàâíî

Pt = (q − 1)t

(
n

t

)
pt(1− p)n−t. (6.1.3)

Ñðåäíåå ÷èñëî îøèáîê Ep,n =
∑n

t=0 tPt , ïðîèçîøåäøåå â âåêòîðå a ∈ An , êàê íåòðóä-
íî âû÷èñëèòü, ðàâíî Ep = np . (Óïðàæíåíèå. Âû÷èñëèòü Dp,n =

∑n
t=0(Ep,n − tPt)

2 �
äèñïåðñèþ ÷èñëà îøèáîê â âåêòîðå a ).

Ìàòðèöà P = ‖p(a′|a)‖a′,a∈A íàçûâàåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäíûõ âåðîÿòíîñòåé êàíàëà.
Â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ ìîäèôèöèðîâàííûé äèñêðåòíûé ñèììåòðè÷åñêèé

êàíàë ñâÿçè, êîòîðûé íîñèò íàçâàíèå êîìáèíàòîðíîãî êàíàëà ñâÿçè. Â ìîäåëè êîìáèíàòîð-
íîãî êàíàëà, êîòîðóþ ìû è áóäåì äàëåå èñïîëüçîâàòü, ïîëàãàþò, ÷òî èñêàæåííûé êîäîâûé
âåêòîð a′ ∈ An íà âûõîäå êîìáèíàòîðíîãî êàíàëà ñâÿçè, ïðèíàäëåæèò íåêîòîðîé îêðåñò-
íîñòè êîäîâîãî âåêòîðà a , à èìåííî ïðèíàäëåæèò øàðó Vn,t(a) â ìåòðèêå λ ðàäèóñà t

ñ öåíòðîì â òî÷êå a . Òàêèì îáðàçîì, åñëè λ � ìåòðèêà Õåììèíãà, òî â äàííîé ìîäåëè
êàíàëà ïîëàãàþò, ÷òî a′ = a + e è âåñ w(e) âåêòîðà îøèáîê e íå âûøå t , ò.å. êîäîâûé
âåêòîð a èñêàæåí íå áîëåå, ÷åì â t ðàçðÿäàõ (â êàíàëå ïðîècõîäèò íå áîëåå, ÷åì t îøèáîê
òèïà çàìåùåíèÿ ñèìâîëîâ). Èìåþòñÿ è äðóãèå ìîäåëè êîìáèíàòîðíûõ êàíàëîâ, êîòîðûå
îòëè÷àþòñÿ îò ðàññìîòðåííîãî òèïàìè îøèáîê. Íàïðèìåð, èçâåñòåí êîìáèíàòîðíûé êàíàë
ñ âûïàäåíèÿìè è âñòàâêàìè ñèìâîëîâ â êîäîâîì âåêòîðå.

Ôîðìàëüíî àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ êîäà K ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê àëãîðèòì, êî-
òîðûé âû÷èñëÿåò ðåøåíèÿ óðàâíåíèÿ

x + e = a′, x ∈ K, w(e) ≤ t (6.1.4)
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ñ íåèçâåñòíûìè x è e è èçâåñòíûì âåêòîðîì a′ .
Êàê ëåãêî âèäåòü, äåêîäèðîâàíèå âñåãäà îäíîçíà÷íî (óðàâíåíèå (6.1.4) èìååò åäèí-

ñòâåííîå ðåøåíèå), åñëè d = d(K) ≥ 2t + 1 , ãäå d(K) � êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîäà K .
Åñëè d(K) < 2t + 1 , òî ãîâîðÿò î äåêîäèðîâàíèè çà ïðåäåëàìè êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ. Â
ýòîì ñëó÷àå ÷àñòî ðàññìàòðèâàþò ñïèñî÷íûå àëãîðèòìû äåêîäèðîâàíèÿ (àëãîðèòìû, êî-
òîðûå âû÷èñëÿþò íå åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, à ñïèñîê îãðàíè÷åííîãî ðàçìåðà, â êîòîðûé
âõîäèò îäíî èëè íåñêîëüêî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (6.1.4)). Êðîìå òîãî ÷àñòî ðàññìàòðèâàþò
àëãîðèòìû äåêîäèðîâàíèÿ, êîòîðûå âû÷èñëÿþò ïðàâèëüíî îäíî èç ðåøåíèé (6.1.4) ïî÷òè
äëÿ âñåõ e .

Íàèáîëåå ñèëüíûì àëãîðèòìîì äåêîäèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ, òàê íàçûâàåìûé àëãîðèòì
äåêîäèðîâàíèÿ ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ. Ýòîò àëãîðèòì äëÿ ëþáîãî a′ âû÷èñëÿ-
åò îäèí èç áëèæàéøèõ ê a′ êîäîâûé âåêòîð a . Òåðìèí "ìàêñèìàëüíîå ïðàâäîïîäî-
áèå"èñïîëüçóåòñÿ èç-çà òîãî, ÷òî ìåòðèêà Õåììèíãà ïîëíîñòüþ ñîãëàñîâàíà ñ ÄÑÊ, ò.å
áëèæàéøèé ê a′ êîäîâûé âåêòîð îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ íàèáîëåå âåðîÿòíûì êîäîâûì
âåêòîðîì a , èç êîòîðîãî âîçíèê a′ .

Ñëåäóåò ñêàçàòü, äëÿ ìíîãèõ êëàññîâ ëèíåéíûõ êîäîâ óðàâíåíèå (6.1.4) èìååò ïî÷òè
âñåãäà (ïî÷òè äëÿ âñåõ âåêòîðîâ-îøèáîê e ) òîëüêî îäíî ðåøåíèå äàæå, åñëè t íåñêîëüêî
áîëüøå, ÷åì (d− 1)/2 .

Îñíîâíûì ïàðàìåòðîì, êîòîðûé õàðàêòåðèçóåò àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ êîäà K , ÿâ-
ëÿåòñÿ åãî ñëîæíîñòü T (K) . Çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðàáîò â îáëàñòè òåîðèè êîäèðîâàíèÿ ïî-
ñâÿùåíî ïðîáëåìå ðàçðàáîòêè ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ äëÿ òåõ èëè èíûõ
êëàññîâ êîäîâ. Â ýòîì ðàçäåëå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî äåêîäèðîâàíèå q -çíà÷íûõ
êîäîâ Ðèäà-Ñîëîìîíà.

Çàìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü T (n, k, t) äåêîäèðîâàíèÿ ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ q -
çíà÷íîãî êîäà "îáùåãî ïîëîæåíèÿ"íå âûøå O(min(nqk, n|Vn,t|)) , ãäå |Vn,t| � îáú¼ì øàðà
ðàäèóñà t â ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå Õåììèíãà Fn

q . Äåéñòâèòåëüíî, ðåøåíèå (6.1.4)
ìîæíî íàéòè, ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåáèðàÿ ëèáî âåêòîðû x ∈ K , ïðîâåðÿÿ ïðè ýòîì âû-
ïîëíåíèå óñëîâèÿ wt(a′−x) ≤ t , ëèáî ìîæíî ïåðåáèðàòü âåêòîðû îøèáîê e , âåñ êîòîðûõ
îãðàíè÷åí ÷èñëîì t , ïðîâåðÿÿ âûïîëíèìîñòü óñëîâèÿ a′ − e ∈ K . Ïîäîáíûå àëãîðèòìû
äåêîäèðîâàíèÿ ïðèíÿòî íàçûâàòü ïåðåáîðíûìè.

Òàêæå ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî íå èçâåñòíî íèêàêèõ áåñêîíå÷íûõ íåòðèâèàëüíûõ ñåìåéñòâ
êîäîâ, äëÿ êîòîðûõ àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèþ èìååò ïîëè-
íîìèàëüíóþ ñëîæíîñòü.

Ïðè n → ∞, k
n
→ κ, t

n
→ τ, 0 < κ < 1, 0 < τ < 1

2
, ïî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâ-

ëåíèÿì ñëîæíîñòü T (n, k, t) äåêîäèðîâàíèÿ ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ êîäà "îáùåãî
ïîëîæåíèÿ"ÿâëÿåòñÿ ïðåäïîëîæèòåëüíî ýêïîíåíöèàëüíîé îò äëèíû êîäà n . Áîëåå òîãî,
çàäà÷à äåêîäèðîâàíèÿ ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ íåêîòîðîãî ïîäêëàññà êîäîâ "îáùåãî
ïîëîæåíèÿ"äàæå â íåñêîëüêî îñëàáëåííîé ïîñòàíîâêå ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé. Âìåñòå ñ òåì
ñëîæíîñòü äåêîäèðîâàíèÿ, ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ àëãåáðàè-
÷åñêèõ êîäîâ, ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé ïî n (êàê ïðàâèëî íå âûøå, ÷åì O(n3) ). Ýòè
àëãîðèòìû íå ÿâëÿþòñÿ àëãîðèòìàìè äåêîäèðîâàíèÿ ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ.

6.1.1 Ââîäíûå ïîíÿòèÿ
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Ìû ðàññìàòðèâàåì q− çíà÷íûé êîä Ðèäà-Ñîëîìîíà RSs(A) äëèíû N ≤ q ñ ïðîâåðî÷-
íîé ìàòðèöåé B = B

(d)
A (ñì. (5.0.1)), ãäå A = {α1, . . . , αN} ⊆ Fq è êîäîâûì ðàññòîÿíèåì

d = s + 2 ≥ 3 . Ïî îïðåäåëåíèþ êîäó ïðèíàäëåæàò âñå âåêòîðû a ∈ FN
q , äëÿ êîòîðûõ

aBT = 0 , ãäå BT � òðàíñïîíèðîâàííàÿ ìàòðèöà B .
Ìû ãîâîðèì, ÷òî a′ ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì âåêòîðîì, èñêàæåííûì t îøèáêàìè, åñëè ñó-

ùåñòâóþò âåêòîð a ∈ RSs(A) è âåêòîð e âåñà íå áîëåå, ÷åì t òàêèå, ÷òî a′ = a + e .
Òàêèì îáðàçîì, âñå âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà FN

q ðàçáèâàåòñÿ íà äâå ïîäìíîæåñòâà: F(t)

� êîäîâûå âåêòîðû, èñêàæåííûå t îøèáêàìè, è FN
q rF(t) � âñå îñòàëüíûå âåêòîðû ïðî-

ñòðàíñòâà FN
q . Î÷åâèäíî, F(t) ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ FN

q , ðàññòîÿíèå êîòîðûõ äî êîäà
RSs(A) íå áîëåå, ÷åì t .

Àëãîðèòì, êîòîðûé äëÿ êàæäîãî êîäîâîãî a′ = a + e , èñêàæåííîãî t îøèáêàìè,
íàõîäèò êàêîé-ëèáî âåêòîð a∗ èç RSs(A) , äëÿ êîòîðîãî a′ = a∗ + e∗, wt(e∗) ≤ wt(e),
íàçîâåì àëãîðèòìîì äåêîäèðîâàíèÿ êîäà RSs(A) ãëóáèíû t . Mû íå òðåáóåì, ÷òîáû a∗ =
a .

Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ãëóáèíû t íå îáÿçàí íàõîäèòü âåêòîð a , èç
êîòîðîãî "îáðàçîâàëñÿ"âåêòîð a′ . Îí íàõîäèò òîëüêî îäèí èç âåêòîðîâ a∗ êîäà RSs(A) ,
ðàññòîÿíèå êîòîðîãî äî a′ íå áîëåå, ÷åì wt(e) .

Åñëè a′ 6∈ F(t) , ò.å. a′ íå ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì âåêòîðîì, èñêàæåííûì t îøèáêàìè, òî ðà-
áîòà àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ ãëóáèíû t íèêàê íå ðåãëàìåíòèðîâàíà: îí ìîæåò âûäàâàòü
ïðîèçâîëüíûé êîäîâûé âåêòîð èëè íå âûäàâàòü íè÷åãî.

Â ýòîé ñâÿçè â êà÷åñòâå âàæíîãî êëàññà àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ ñëåäóåò óïîìÿíóòü
àëãîðèòìû, êîòîðûå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî âåêòîðà a′ âûäàþò âåêòîð êîäà K , íàèáîëåå áëèç-
êèé ê a′ . Åñëè òàêèõ âåêòîðîâ íåñêîëüêî, òî àëãîðèòì âûäàåò îäèí èç íèõ. Çàìåòèì, ÷òî
â ðàçäåëå 6.1 îíè âûñòóïàëè ïîä èìåíåì àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ïî ìàêñèìóìó ïðàâäî-
ïîäîáèÿ. Ýòè àëãîðèòìû ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå ñèëüíûìè èç âñåõ àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ
è ìîãóò áûòü, î÷åâèäíî, ðåàëèçîâàíû ïåðåáîðíûìè ñðåäñòâàìè.

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè íå èçâåñòíî íèêàêèõ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ýòîãî òèïà
íè äëÿ êàêèõ íåòðèâèàëüíûõ áåñêîíå÷íûõ êëàññîâ êîäîâ. Âìåñòå ñ òåì áîëåå ñëàáûé àë-
ãîðèòì, íàïðèìåð, àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà ãëóáèíû t , åñòåñòâåííî,
òîëüêî äëÿ îãðàíè÷åííûõ çíà÷åíèé t , ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì, ò.å. îí ÿâëÿåòñÿ àëãî-
ðèòìîì, ñëîæíîñòü êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé îò äëèíû êîäà n . Ê ïîëèíîìè-
àëüíûì àëãîðèòìàì äåêîäèðîâàíèÿ òàêæå îòíîñèòñÿ, ðàññìàòðèâàåìûé íèæå, àëãîðèòì
äåêîäèðîâàíèÿ êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà â ïðåäåëàõ åãî êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ.

Âåêòîð

b = (b0, . . . , bs) = a′BT = eBT =
t∑

i=1

kji
B(αji

), wt(e) ≤ t (6.1.5)

ãäå kji
∈ Fq � çíà÷åíèÿ íåíóëåâîé êîîðäèíàòû ñ íîìåðîì ji âåêòîðà e è B(αj) � j−ûé

ñòîëáåö ìàòðèöû B = B
(d)
A (ñì. (5.0.1)), íàçûâàåòñÿ ñèíäðîìîì âåêòîðà a′ . Âåêòîð e , äëÿ

êîòîðîãî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (6.1.5), íàçûâàåòñÿ âåêòîðîì îøèáîê, ñîîòâåòñòâóþùèì
ñèíäðîìó b .

Àëãîðèòì, êîòîðûé ïî ñèíäðîìó b êîäîâîãî âåêòîðà a′ = a+e , èñêàæåííîãî t îøèá-
êàìè (wt(e) ≤ t ), íàõîäèò âåêòîð a∗ ∈ RSs(A) , ðàññòîÿíèå êîòîðîãî îò a′ íå áîëåå, ÷åì
t , íàçîâåì ñèíäðîìíûì àëãîðèòìîì äåêîäèðîâàíèÿ êîäà RSs(A) ãëóáèíû t . Ïî ñóùåñòâó,
ñèíäðîìíûé àëãîðèòì ãëóáèíû t � ýòî àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ãëóáèíû t , êîòîðûé ðà-
áîòàåò òîëüêî ñ ñèíäðîìîì êîäîâîãî âåêòîðà, èñêàæåííîãî t îøèáêàìè.
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Îáû÷íî ñèíäðîìíûé àëãîðèòì ãëóáèíû t ñíà÷àëà íàõîäèò âåêòîð e, wt(e) ≤ t, êîòî-
ðûé óäîâëåòâîðÿåò ñîîòíîøåíèþ b = eBT , à çàòåì âû÷èñëÿåò êîäîâûé âåêòîð a = a′−e .
Çàäà÷à íàõîæäåíèÿ óêàçàííîãî âåêòîðà îøèáîê e ÿâëÿåòñÿ îñíîâíîé è íàèáîëåå ñëîæíîé
çàäà÷åé ñèíäðîìíîãî àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ. ×àñòî òîëüêî ðåøåíèåì ýòîé çàäà÷è è
îãðàíè÷èâàåòñÿ ñèíäðîìíûé àëãîðèòì.

6.2 Ñèíäðîìíûé ìåòîä äåêîäèðîâàíèÿ RM-êîäîâ

6.2.1 Ïðåäâàèòåëüíûå çàìå÷àíèÿ
Îñíîâíîé íàøåé çàäà÷åé, êîòîðóþ ìû áóäåì ðåøàòü â ýòîì ïàðàãðàôå, ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à
íàõîæäåíèÿ ðåøåíèé x0 = e óðàâíåíèÿ

xBT = b, x ∈ FN
q , b ∈ FN−k

q , (6.2.1)
êîòîðûå èìåþò âåñ wt(e) , íå ïðåâîñõîäÿùèé t . Ðåøåíèå ýòîé çàäà÷è, êàê âûòåêàåò èç
ñîîòíîøåíèÿ (6.1.5), ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ äåêîäèðîâàíèÿ êîäà Ðèäà-
Ñîëîìîíà ãëóáèíû t .

Ïóñòü L(B) ⊂ FN
q � ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, îáðàçîâàííîå ðåøåíèÿìè îäíîðîäíîé

ñèñòåìû óðàâíåíèé xBT = 0 . Êàê èçâåñòíî, ìíîæåñòâî ðåøåíèé L(B, b) ñèñòåìû (6.2.1)
ÿâëÿåòñÿ ñìåæíûì êëàññîì ïðîñòðàíñòâà L(B) , ò.å. èìååò âèä L(B, b) = {e+y|y ∈ L(B)} ,
ãäå e � îäíî èç ðåøåíèé (6.2.1).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî î÷åâèäíûì àëãîðèòìîì ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è ÿâëÿåòñÿ ïåðåáîð
âñåõ âåêòîðîâ ìíîæåñòâà ðåøåíèé M(B, b) ñèñòåìû (6.2.1) è âûäåëåíèÿ ñðåäè íèõ òåõ,
âåñ êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò t . Òðóäîåìêîñòü ýòîãî àëãîðèòìà íå ìåíüøå, ÷åì O(qk) .

Çàìåòèì, ÷òî ìîæíî ïåðåáèðàòü è âåêòîðû e , âåñ êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò t , è êîòîðûå
óäîâëåòâîðÿþò óðàâíåíèþ (6.2.1). Òðóäîåìêîñòü ýòîãî àëãîðèòìà íå ìåíüøå, ÷åì O((q −
1)t

(
N
t

)
) .

Ýòè äâà àëãîðèòìà ïðè k
log n

→∞ è t →∞ íå ÿâëÿþòñÿ ïîëèíîìèàëüíûìè.
Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü îäèí èç âîçìîæíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ ðå-

øåíèÿ ñèñòåìû (6.2.1). Â îñíîâå ýòîãî àëãîðèòìà ëåæàò êëàññè÷åñêèå ðàáîòû ó÷åíûõ Ïå-
òåðáóðãñêîé øêîëû ìàòåìàòèêîâ Ï.Ë. ×åáûøåâà, À.À. Ìàðêîâà è ãîëëàíäñêîãî ìàòåìà-
òèêà Ò. Ñòèëòüåñà, æèâøèõ â XIX âåêå. Âåñüìà íåîæèäàííûì ÿâëÿåòñÿ òî, ÷òî èõ èäåè,
ñâÿçàííûå ñ ìåõàíè÷åñêèìè êâàäðàòóðàìè, íàøëè íåïîñðåäñòâåííîå ïðèëîæåíèÿ äëÿ äå-
êîäèðîâàíèÿ êîäîâ Ðèäà-Ñîëîìîíà.

Âèä ìàòðèöû B ïîçâîëÿåò ïðè óñëîâèè wt(x) = u ≤ t çàïèñàòü ñèñòåìó óðàâíåíèé
(6.2.1) â âèäå

bi =
u∑

j=1

ejδ
i
j, i = 0, . . . , s, (6.2.2)

ãäå íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ u− ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî ∆ = {δ1, . . . , δu} ⊂ A = {α1, . . . , αN}
(èíäåêñû íåíóëåâûõ êîîðäèíàò âåêòîðà îøèáîê) è íàáîð êîýôôèöèåíòîâ E = {e1, . . . , eu},
eu ∈ Fq r {0} (çíà÷åíèÿ íåíóëåâûõ êîîðäèíàò âåêòîðà îøèáîê). Ìû áóäåì ñòðîèòü àëãî-
ðèòì äåêîäèðîâàíèÿ êàê àëãîðèòì ðåøåíèÿ ñèñòåìû (6.2.2), â êîòîðîé çíà÷åíèå ïàðàìåòðà
u èçâåñòíî.
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Ìû òàêæå âñåãäà áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âåêòîð b (ëåâàÿ ÷àñòü â (6.2.2)) âûáðàíà
òàê, ÷òî ñèñòåìà (6.2.2) èìååò ðåøåíèå.

6.2.2 Âñïîìîãàòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ
Ñäåëàåì íåñêîëüêî ïðåäâàðèòåëüíûõ çàìå÷àíèé, êîòîðûå áóäóò èñïîëüçîâàíû äàëåå. Ïóñòü
B = {β1, . . . , βu} � u− ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ïîëÿ Fq ,

mi =
u∑

j=1

kjβ
i
j, kj ∈ Fq r {0}, u ≥ 1, i = 0, . . . , s, . . . (6.2.3)

è

∆r−1 =




m0 m1 · · · mr−1

m1 m2 · · · mr
... ... · · · ...

mr−1 mr · · · m2r−2


 (6.2.4)

� ìàòðèöà ïîðÿäêà r .
Îáû÷íî âåëè÷èíû mi íàçûâàþò ìîìåíòàìè, ýëåìåíòû ìíîæåñòâà B � òî÷êàìè ñî-

ñðåäîòî÷åíèÿ ìàññ è kj � ìàññîé òî÷êè βj . Ýòè êëàññè÷åñêèå òåðìèíû, ââåäåííûå â XIX
âåêå, ïðîèñõîäÿò èç ìåõàíè÷åñêîé òðàêòîâêè âåëè÷èí kj è βj .

Ëåììà 6.2.1
Åñëè r = u , òî ∆r−1 6= 0 .
Åñëè r > u , òî ∆r−1 = 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì u× u−ìàòðèöó Âàíäåðìîíäà

Wu−1 =




1 1 · · · 1
β1 β2 · · · βu
... ... · · · ...

βu−1
1 βu−1

2 · · · βu−1
u


 . (6.2.5)

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, äëÿ ëþáîãî u− ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà B îïðåäåëèòåëü Âàíäåð-
ìîíäà |Wu−1| îòëè÷åí îò íóëÿ.

Íåòðóäíî óñòàíîâèòü (Óïðàæíåíèå), ÷òî

∆u−1 =




1 1 · · · 1
β1 β2 · · · βu
... ... · · · ...

βu−1
1 βu−1

2 · · · βu−1
u


 ·




k1 k1β1 · · · k1β
u−1
1

k2 k2β2 · · · k2β
u−1
2... ... · · · ...

ku kuβu · · · kuβ
u−1
u


 . (6.2.6)

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî îïðåäåëèòåëü

|∆u−1| = |Wu−1|2
u∏

i=1

ki (6.2.7)

ìàòðèöû ∆u−1 îòëè÷åí îò íóëÿ.
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Ïóñòü òåïåðü r > u . Î÷åâèäíî, ∆r−1 =
∏u

i=1 kiW
2
r−1 , ãäå Wr−1 � r × r−ìàòðèöà

Âàíäåðìîíäà Wu−1 , äîïîëíåííàÿ r − u > 0 íóëåâûìè ñòîëáöàìè è ñòðîêàìè. Î÷åâèäíî,
Wr−1 = 0 ïðè r > u , ÷òî äîêàçûâàåò ëåììó. ¤

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

Tu(x, y) = Tu(x, y, B) = |∆u−1|−1

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

0 1 x · · · xu−1

1 m0 m1 · · · mu−1

y m1 m2 · · · mu
... ... ... · · · ...

yu−1 mu−1 mu · · · m2u−2

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

. (6.2.8)

îò äâóõ ïåðåìåííûõ x è y . Ìíîãî÷ëåí Tu(x, y) ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì. (Óïðàæíåíèå)

Ëåììà 6.2.2 Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Tu(βi, βj,B) =

{
0, åñëè j 6= i ,

− 1
kj

, åñëè j = i
. (6.2.9)

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ïîëîæèì j ðàâíûì 1 . Ëåãêî ïðîâåðèòü,
÷òî




0 1 βi · · · βu−1
i

1 m0 m1 · · · mu−1

β1 m1 m2 · · · mu
... ... ... · · · ...

βu−1
1 mu−1 mu · · · m2u−2




=




1 0 0 · · · 0
0 1 1 · · · 1
0 β1 β2 · · · βu
... ... ... · · · ...
0 βu−1

1 βu−1
2 · · · βu−1

u



·




0 1 βi · · · βu−1
i

1 k1 k1β1 · · · k1β
u−1
1

0 k2 k2β2 · · · k2β
u−1
2... ... ... · · · ...

0 ku kuβu · · · kuβ
u−1
u




.

(6.2.10)

Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ñòîÿùèé â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (6.2.10), ïî îïðåäåëåíèþ
ôóíêöèè Tu(βi, βj,B) , ðàâåí ∆u−1Tu(βi, β1,B) . Îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû, ñòîÿùèé â ïðà-
âîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (6.2.10), ðàâåí Wu−1 · Ŵu−1,i , ãäå Ŵu−1,i � îïðåäåëèòåëü ïîñëåäíåé
ìàòðèöû â (6.2.10). Ýòîò îïðåäåëèòåëü ðàâåí 0 , åñëè i 6= 1 , òàê êàê îí ñîäåðæèò â ýòîì
ñëó÷àå äâå ïðîïîðöèîíàëüíûõ ñòðîêè, è, î÷åâèäíî, ðàâåí −Wu−1

∏u
i=2 ki , åñëè i = 1 .

Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà (6.2.7) ñëåäóåò óòâåðæäåíèå ëåììû. ¤

6.2.3 Ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ îøèáîê
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Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

Or(x,m0,m1, . . . , m2u−1) = Or(x) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m0 m1 · · · mr−1 1
m1 m2 · · · mr x
m2 m3 · · · mr+1 x2

... ... ... · · · ...
mr mr+1 · · · m2r−1 xr

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

, (6.2.11)

ñòåïåíè íå âûøå r , ãäå ìîìåíòû mi îïðåäåëåíû â ðàçäåëå 6.2.2, ðàâåíñòâî (6.2.3).

Ëåììà 6.2.3 Ìíîæåñòâî êîðíåé íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà Ou(x,m0,m1, . . . , m2u−1) ñòå-
ïåíè u ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì B .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîãî÷ëåí Ou(x,m0,m1, . . . , m2u−1) îòëè÷åí îò íóëÿ, èáî åãî êîýô-
ôèöèåíò ïðè xu , ðàâåíûé |∆u−1| , ñîãëàñíî ëåììå 6.2.1 îòëè÷åí îò íóëÿ.

Ïóñòü

FB(x) =
u∏

i=1

(x− βi) =
u∑

j=0

ajx
j (6.2.12)

� ìíîãî÷ëåí, êîðíè êîòîðîãî îáðàçóþò ìíîæåñòâî B .
Åñëè ïðèáàâèòü ê ïîñëåäíåé ñòðîêå ê îïðåäåëèòåëÿ â (6.2.11) îñòàëüíûå ñòðîêè ñ êîýô-

ôèöèåíòàìè aj , òî ñ ó÷åòîì îïðåäåëåíèÿ ìîìåíòîâ mj ïîëó÷èì ñòðîêó, ó êîòîðîé ïåðâàÿ
êîîðäèíàòà ðàâíà FB(x) , à îñòàëüíûå � íóëþ. Îòñþäà ïîëó÷àåì, ÷òî Ou(x) = |∆u−1|FB(x)
è, ñëåäîâàòåëüíî, Ou(β) = 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà β ∈ B . ¤

Ìíîãî÷ëåí FB(x) â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ íàçûâàþò ìíîãî÷ëåíîì ëîêàòîðîâ îøèáîê.
Òàêèì îáðàçîì, ëåììà 6.2.3 ÿâíî óêàçûâàåò ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ëîêàòîðà îøè-
áîê:

FB(x) = |∆u|−1Ou(x, b0, b1, . . . , b2u−1), (6.2.13)

â òîì ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòåí ñèíäðîì b = (b0, . . . , bs) = a′BT êîäîâîãî âåêòîðà a′ , èñêà-
æåííîãî u îøèáêàìè, è d − 2 = s ≥ 2u − 1 . Î÷åâèäíî, ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî îøèáîê u ,
äëÿ êîòîðûõ ìîæíî ïîñòðîèòü ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ îøèáîê, îãðàíè÷åíî ñâåðõó ÷èñëîì
u ≤ d−1

2
.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü ìíîæåñòâî B ëîêàòîðîâ îøèáîê, êîòîðûå ïîðàçèëè ïðè-
íÿòûé âåêòîð a′ , íóæíî íàéòè êîðíè ìíîãî÷ëåíà Ou(x, b0, b1, . . . , b2u−1) , êîòîðûå âñåãäà
ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó A ⊆ Fq . Âû÷èñëåíèå êîðíåé ïîñëåäíåãî ìíîãî÷ëåíà îáû÷íî ïðî-
èçâîäÿò ñ ïîìîùüþ âû÷èñëåíèÿ åãî çíà÷åíèé âî âñåõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà A , ò.å., ïî ñóùå-
ñòâó, ïîëíûì ïåðåáîðîì ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A .

Òðóäîåìêîñòü ðàññìîòðåííîãî àëãîðèòìà âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà B èíäåêñîâ îøèáîê
ñêëàäûâàåòñÿ èç òðóäîåìêîñòè äâóõ àëãîðèòìîâ: âû÷èñëåíèÿ ñèíäðîìà b (óìíîæåíèÿ
âåêòîðà a′ íà ìàòðèöó B ) è âû÷èñëåíèÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà Ou(x, b0, b1, . . . , b2u−1) .

Òðóäîåìêîñòü ïåðâîãî, î÷åâèäíî, íå ïðåâîñõîäèò O(u · n), n = |A|, îïåðàöèé â ïî-
ëå Fq . Òðóäîåìêîñòü âòîðîãî îöåíèòü íåñêîëüêî ñëîæíåå â âèäó òîãî, ÷òî ìîæíî ïðåä-
ëîæèòü íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ àëãîðèòìîâ äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà
Ot(x, b0, b1, . . . , b2u−1) .
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Ñàìûì ïðîñòûì, íî íå ñàìûì ýôôåêòèâíûì àëãîðèòìîì âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ
ìíîãî÷ëåíà Ou(x, b0, b1, . . . , b2u−1) , ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì, êîòîðûé âû÷èñëÿåò åãî êîýôôèöè-
åíòû, èñõîäÿ èç åãî ïðåäñòàâëåíèÿ â âèäå (6.2.12).

×èñëî îïåðàöèé T0(u, n) â ïîëå Fq , òðåáóåìûõ äëÿ ýòîãî íå ïðåâîñõîäèò O(u4) â âèäó
òîãî, ÷òî êàæäûé êîýôôèöèåíò aj ïðè xj ðàâåí ∆u,j

∆u
, ãäå ∆u,j � ìèíîð ïðè ýëåìåíòå

xj îïðåäåëèòåëÿ (6.2.11). Ïðè ýòîì ìû ïîëàãàåì, ÷òî îïðåäåëèòåëü ðàçìåðà u× u ìîæíî
âû÷èñëèòü ñ ïîìîùüþ O(u3) îïåðàöèé â ïîëå Fq .

Çàòåì, äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîðíåé Ou(x, b0, b1, . . . , b2u−1) ìû âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ ìíîãî-
÷ëåíà FB(x) â ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ ìíîæåñòâà A . Åñëè èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì Ãîðíåðà
äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ óêàçàííîãî ìíîãî÷ëåíà â òî÷êå, òî ÷èñëî îïåðàöèé T1(u, n) â
ïîëå Fq , òðåáóåìûõ äëÿ ýòîãî, îêàæåòñÿ ðàâíûì un, n = |A| . Â èòîãå ÷èñëî îïåðàöèé
T (u, n) , òðåáóåìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîðíåé ìíîãî÷ëåíà FB(x) èëè, ÷òî îäíî è òîæå äëÿ
íàõîæäåíèÿ ìíîæåñòâà ëîêàòîðîâ îøèáîê B , ðàññìîòðåííûì àëãîðèòìîì áóäåò ðàâíûì

T (u, n) = T0(u, n) + T1(u, n) = O(u4) + O(un). (6.2.14)
Ìåæäó ïðî÷èì, â ñëó÷àå n → ∞, u = const, èç (6.2.14) ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî îïåðàöèé,

íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíîæåñòâà ëîêàòîðîâ îøèáîê B , ðàâíî O(n) .
Äàëüíåéøèå èññëåäîâàíèÿ ïî óìåíüøåíèþ òðóäîåìêîñòè T (u, n) ñâÿçàíû ñ ïîñòðîåíè-

åì áîëåå ýôôåêòèâíûõ àëãîðèòìîâ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ aj ìíîãî÷ëåíà FB(x) =
|∆u−1|−1Ou(x, b0, b1, . . . , b2u−1) . Äëÿ èõ èçëîæåíèÿ íåîáõîäèìû íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå
ñâåäåíèÿ, ê èçëîæåíèþ êîòîðûõ ìû è ïåðåõîäèì.

6.2.4 Àëãîðèòì Áåðëåêýìïà

Êàê ëåãêî óñòàíîâèòü (Óïðàæíåíèå), ïîñëåäîâàòåëüíîñòü m = (m0, m1, . . . ,ms), s ≥
2u , êîîðäèíàòû mj êîòîðîé îïðåäåëåííû ñîîòíîøåíèÿìè (6.2.3), ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, ò.å. åå êîîðäèíàòû ñâÿçàíû ëèíåéíûìè ñîîòíîøåíèÿìè

ml+u = −(au−1ml+u−1 + au−2ml+u−2 + · · ·+ a0ml), äëÿ ëþáîãî l ≥ 0 , (6.2.15)

ãäå FB(x) = xu +
∑u−1

i=1 aix
i � ìíîãî÷ëåí, êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ âñå ýëåìåíòû ìíî-

æåñòâà B (ñì. íà÷àëî �6.2.2).
Ìíîãî÷ëåí äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ 6.2.15 íàçûâàåòñÿ ïðîâåðî÷íûì èëè

àííóëèðóþùèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè m . Èç ëåììû 6.2.3 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî àí-
íóëèðóþùèì ìíîãî÷ëåíîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè m ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí 1

∆u−1
Ou(x,m0,m1, . . . , m2u−1) .

ÿâëÿåòñÿ
Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü m ïðè s > u ÿâëÿåòñÿ ðåêóððåíòíîé ïîñëåäî-

âàòåëüíîñòüþ ãëóáèíû u . Î÷åâèäíî, êîýôôèöèåíòû aj åå àíóëèðóþùåãî ìíîãî÷ëåíà
FB(x) =

∏u
i=1(x = βi) ñ îäíîé ñòîðîíû îïðåäåëÿþòñÿ ýëåìåíòàìè βj , à ñ äðóãîé � ÿâëÿ-

þòñÿ ðåøåíèåì ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

ml+u + (xu−1ml+u−1 + xu−2ml+u−2 + · · ·+ x0ml = 0, l = 0, . . . , u− 1, (6.2.16)

ñ u íåèçâåñòíûìè.
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Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî íàì çàäàíà òîëüêî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü m è ìû õîòèì âû-
÷èñëèòü åå àíóëèðóþùèé ìíîãî÷ëåí F (x) . Àëãîðèòì Áåðëåêýìïà êàê ðàç è ïðåäíàçíà÷åí
äëÿ òîãî, ÷òîáû ýêîíîìíîãî âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû aj àíóëèðóþùåãî ìíîãî÷ëåíà F (x)
ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè m .

Äàëåå ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ÷èñëî u ÿâëÿåòñÿ èçâåñòíûì. Êàê åãî âû÷èñëèòü â òîì
ñëó÷àå, åñëè îíî íåèçâåñòíî, áóäåò îáúÿñíåíî íèæå.

Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèÿ (6.2.15) ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ñèñòåìó èç u ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé, â êîòîðîé íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû aj, j = 0, . . . , u − 1.
Åñëè äëèíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè m ðàâíà 2u − 1 ( s = 2u − 2 ), òî ÷èñëî óðàâíåíèé â
(6.2.15) ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì íåèçâåñòíûõ. Â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöåé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ìàò-
ðèöà ∆u−1 , îïðåäåëèòåëü êîòîðîé ñ÷îãëàñíî ëåììå 6.2.1 îòëè÷åí îò íóëÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
ñèñòåìà (6.2.15) ïðè s = 2u − 2 âñåãäà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå, êîòîðîå îïðåäåëÿåò
êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà ëîêàòîðîâ îøèáîê FB(x) .

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ñëîæíîñòü ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé ìåòîäîì èñ-
êëþ÷åíèÿ Ãàóññà ðàâíà O(u3) . Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî îïåðàöèé, òðåáóåìûõ äëÿ âû÷èñëå-
íèÿ ìíîãî÷ëåíà ëîêàòîðîâ îøèáîê ñíèæàåòñÿ ñ O(u4) (÷èñëî îïåðåöèé, òðåáóåìûõ äëÿ
âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà Ou(x) , èñõîäÿ èç åãî îïðåäåëåíèÿ (6.2.11)) äî
O(u3) (ñì. (6.2.14)). Äàëüíåéøåå ñíèæåíèå òðóäîçàòðàò äî O(u2) ìîæíî ïîëó÷èòü, èñ-
ïîëüçóÿ õîðîøî èçâåñòíûå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå ìåæäó îðòîãîíàëüíûìè ìíîãî÷ëå-
íàìè è, òàê íàçûâàåìóþ, ôîðìóëó Êðèñòîôåëÿ-Äàðáó.

Äàëåå ìû, â êîíå÷íîì èòîãå, èçëîæèì íåêîòîðûå àëãîðèòìû ðåøåíèÿ ëèíåéíîé ñèñòå-
ìû (6.2.15), êîòîðûå èìåþò íåáîëüøóþ âû÷èñëèòåëüíþ ñëîæíîñòü.

Ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ ñèñòåìû (6.2.15) èìååò âèä (mi+j), i, j = 0, . . . , u − 1 . Ìàò-
ðèöû ïîäîáíîãî âèäà õîðîøî èçâåñòíû è íîñÿò íàçâàíèå ìàòðèöû Ãàíêåëÿ èëè ãàíêåëå-
âîé ìàòðèöåé [22]. Ýòè ìàòðèöû íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ ïîëóòîðà ñòîëåòèé ñëóæèëè
ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèÿ ìíîãèõ ðàçäåëàõ ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà (ïîëîæèòåëüíî îïðå-
äåëåííûå êâàäðàòè÷íûå ôîðìû, ïðîáëåìû ìîìåíòîâ è ò.ï.). Ýòè ðåçóëüòàòû ïîëó÷åíû
íà ïðîòÿæåíèè ïîñëåäíèõ áîëåå, ÷åì ïîëòîðà ñòîëåòèé íåñêîëüêèìè çàìå÷àòåëüíûìè êàê
îòå÷åñòâåííûìè (×åáûøåâ Ï.Ë., Ìàðêîâ À.À. è äð.) òàê è íåêîòîðûìè çàðóáåæíûìè ìà-
òåìàòèêàìè.

Â íàñòîÿùåé êíèãå ìû âîñïîëüçóåìñÿ ýòèìè êëàññè÷åñêèìè ðåçóëüòàòàìè. Âìåñòå ñ
òåì îòìåòèì, ÷òî êëàññè÷åñêèå ðåçóëüòàòû èçâåñòíû òîëüêî äëÿ ñëó÷àÿ, â êîòîðîì îñíîâ-
íûì ïîëåì ÿâëÿåòñÿ ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Åñëè îñíîâíûì ïîëåì ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîå
ïîëå õàðàêòåðèñòèêè p , òî âîçíèêàþò íåêîòîðûå äîïîëíèòåëüíûå ñëîæíîñòè, êîòîðûå îò-
ñóñòâóþò â êëàññè÷åñêîì ñëó÷àå.

Ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç Or(x) = Or(x,m0,m1, . . . , m2r−1), 1 ≤ r ≤ u, ìíîãî÷ëåí (ñì.
(6.2.11)), îïðåäåëåííûé ïåðâûìè 2r ìîìåíòàìè mj . Ìû ïîëàãàåì, ÷òî O0(x) = 1 è
O−1(x) = 0 .

Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíîâ Or(x), r = 1, . . . , u, ðàâíà r , ò.å.,
÷òî âñå îïðåäåëèòåëè ∆r−1, r = 2, . . . , u îòëè÷íû îò íóëÿ. Ýòî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñóùå-
ñòâåííûì îãðàíè÷åíèåì íà îáëàñòü èñïîëüçîâàíèÿ àëãîðèòìà Áåðëåêýìïà. Êàê ïîñòóïàòü
â ñëó÷àå, êîãäà ýòî ïðåäïîëîæåíèå íå âûïîëíåíî, ìû ðàññìîòðèì íèæå â ðàçäåëå 6.2.5.

Ïóñòü B � u− ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Fq è kj, j = 1, . . . , u � íåíóëå-
âûå ýëåìåíòû ýòîãî ïîëÿ. Ìû îïðåäåëÿåì ôóíêöèîíàë SB , îïðåäåëåííûé íà ëèíåéíîì
ïðîñòðàíñòâå ìíîãî÷ëåíîâ íàä Fq ñòåïåíè íå âûøå 2u− 1 , ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ
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SB

(
2u−1∑
i=0

aix
i

)
=

2u−1∑
i=0

aimi, ai ∈ Fq, (6.2.17)

ãäå ýëåìåíòû mi îïðåäåëåíû ñîîòíîøåíèåì (6.2.3).

Ëåììà 6.2.4 Ìíîãî÷ëåíû

Pr(x) =
1√

|∆r| · |∆r+1|
Or(x), r = 0, . . . , u, (6.2.18)

ÿâëÿþòñÿ îðòîíîðìèðîâàííûìè ìíîãî÷ëåíàìè îòíîñèòåëüíî ôóíêöèîíàëà SB , ò.å.

SB(Pr(x)Pr′(x)) =

{
0, åñëè r 6= r′ ,

1, åñëè r = r′ è r < u
. (6.2.19)

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ïåðâîãî ðàâåíñòâà â (6.2.19), î÷åâèäíî, äîñòàòî÷íî
ïîêàçàòü, ÷òî SB(xrOr′(x)) = 0 , åñëè r < r′ . Äåéñòâèòåëüíî, ïðè r < r′ ≤ u

SB(xrOr′(x)) = SB




∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m0 m1 · · · mr′−1 xr

m1 m2 · · · mr′ xr+1

m2 m3 · · · mr′+1 xr+2

... ... ... · · · ...
mr′ mr′+1 · · · m2r′−1 xr+r′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣




=

=

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

m0 m1 · · · mr′−1 mr

m1 m2 · · · mr′ mr+1

m2 m3 · · · mr′+1 mr+2
... ... ... · · · ...

mr′ mr′+1 · · · m2r′−1 mr+r′

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

= 0,

(6.2.20)

èáî ïîñëåäíèé ñòîëáåö ïîñëåäíåãî îïðåäåëèòåëÿ ñîâïàäàåò ñ îäíèì èç åãî ïðåäûäóùèõ
ñòîëáöîâ.

Åñëè r = r′ < u , òî èç ïðåäïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â (6.2.20) âûòåêàåò, ÷òî SB(O2
r(x)) =

SB(|∆r|xrOr(x)) = |∆r||∆r+1| 6= 0 . Ïîýòîìó SB(P 2
r (x)) = 1

|∆r|·|∆r+1|SB(O2
r(x)) = 1 . ¤

Ëåììà 6.2.5 Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

xPr(x) = cr,r+1Pr+1(x) + cr,rPr(x) + cr,r−1Pr−1(x), r = 0, . . . , u− 1 (6.2.21)

ãäå
cr,r−1 =

√
|∆r−1||∆r+1|
|∆r| , cr,r = SB(x · P 2

r (x)), cr,r+1 =

√
|∆r+2||∆r|
|∆r+1| . (6.2.22)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìíîãî÷ëåí xPr(x) ñòåïåíè r + 1 ïðåäñòàâèì â âèäå ñóììû îðòîãî-
íàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ Pj(x), j = 0, . . . , r + 1, :

xPr(x) =
r+1∑
j=0

cr,jPj(x). (6.2.23)
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Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ðàâåíñòâà (6.2.23) íà ìíîãî÷ëåí Pk(x) è âû÷èñëèì
îò îáåèõ ÷àñòåé ïîëó÷åííîãî ðàâåíñòâà, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (6.2.19), çíà÷åíèå ôóíê-
öèîíàëà SB . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì, ÷òî cr,k = 0, k = 0, . . . , r − 2, . Äëÿ âû÷èñëåíèÿ
êîýôôèöèåíòà cr,r+1 äîñòàòî÷íî ñðàâíèòü êîýôôèöèåíòû ïðè xr+1 ëåâîé è ïðàâîé ÷à-
ñòÿõ ðàâåíñòâà (6.2.21). Îñòàëüíûå êîýôôèöèåíòû â (6.2.23), êàê íåòðóäíî óñòàíîâèòü,
îïðåäåëÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè (6.2.22). ¤

Íåïîñðåäñòâåííî èç ñîîòíîøåíèé (6.2.22) ñëåäóåò

Ñëåäñòâèå 6.2.1 Ðàâåíñòâî (9.2.2) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

xPr(x) = arPr+1(x) + brPr(x) + ar−1Pr−1(x), (6.2.24)

ãäå
ar =

√
|∆r+2||∆r|
|∆r+1| , r = 0, . . . , u− 1, br = cr,r = SB(x · P 2

r (x)). (6.2.25)

Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå ñëåäñòâèÿ (6.2.1) ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíûì: êîýôôèöèåíòû
cr,r+1 è cr,r−1 â (6.2.21) ñâÿçàíû ñëåäóþùèì ñîîòíîøåíèåì cr,r−1 = cr−1,r+1 .

Îöåíêà ñâåðõó ÷èñëà îïåðàöèé, òðåáóåìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà Pr+1(x)

Ñîîòíîøåíèå (6.2.24) óäîáíî çàïèñàòü â ñëåäóþùåì âèäå

Or+1(x) =
|∆r+1|
|∆r| (br − x)Or(x)−

√
|∆r+1|3|∆r−2|
|∆r−1|3|∆r| Or−1(x). (6.2.26)

Åñëè â ðàâåíñòâå (6.2.26) èçâåñòíû ìíîãî÷ëåíû Or(x), Or−1(x) è êîýôôèöèåíòû αr =
|∆r+1|
|∆r| , br è βr =

√
|∆r+1|3|∆r−2|
|∆r−1|3|∆r| ïðè Or(x) è Or−1(x) , òî ÷èñëî îïåðàöèé, òðåáóåìûõ äëÿ

âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà Or+1(x) , î÷åâèäíî, ðàâíî O(r) îïåðàöèé â ïîëå Fq .
Êîýôôèöèåíòû αr br βr ìîæíî ýêîíîìíî âû÷èñëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ñíà÷àëà âû÷èñëèì îïðåäåëèòåëü |∆r+1| , èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî èçâåñòíûé ìíîãî÷ëåí

Or(x) . Èç ëåììû 6.2.4 (ñîîòíîøåíèå (6.2.19)) ñëåäóåò

SB(O2
r(x)) = |∆r+1||∆r|. (6.2.27)

Ïóñòü Or(x) =
∑r

j=0 or,jx
j . Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèîíàëà SB âûòåêàåò

SB(O2
r(x)) = |∆r|SB(xr

r∑
j=0

or,jx
j+r) = |∆r|

r∑
j=0

or,jmj+r. (6.2.28)

Òàêèì îáðàçîì,

|∆r+1| =
r∑

j=0

or,jmj+r. (6.2.29)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ |∆r+1| , åñëè èçâåñòíû êîýôôèöèåíòû
or,j ìíîãî÷ëåíà Or(x) , òðåáóåòñÿ O(r) îïåðàöèé â ïîëå Fq .
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Ïîõîæèì îáðàçîì âû÷èñëÿåòñÿ è êîýôôèöèåíò br = 1
|∆r+1||∆r|SB(x ·O2

r(x)) . Î÷åâèäíî,

SB(x ·O2
r(x)) = SB(or,rx

r+1Or(x) + or,r−1x
rOr(x)) = or,r

r∑
j=0

or,jmj+r+1 + or,r−1

r∑
j=0

or,jmj+r.

(6.2.30)
Îòñþäà òàêæå ñëåäóåò, ÷òî êîýôôèöèåíò br âû÷èñëÿåòñÿ çà O(r) îïåðàöèé â ïîëå Fq ,
åñëè èçâåñòåí ìíîãî÷ëåí Or(x) .

Êîýôôèöèåíò βr âû÷èñëÿåòñÿ î÷åâèäíûì îáðàçîì.
Òàêèì îáðàçîì, ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà (6.2.26) ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ìíîãî÷ëåí Or+1(x) ,

åñëè èçâåñòíû ìíîãî÷ëåíû Or(x), Or−(x) , çà O(r) îïåðàöèé â ïîëå Fq .
Ïåðåõîäÿ îò ìíîãî÷ëåíà Or+1(x) ê ìíîãî÷ëåíó Or+2(x) è òàê äàëåå, ìû â êîíå÷òîì

èòîãå âû÷èñëèì íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåíí Ou(x) , ðåøèâ òåì ñàìûì ëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâ-
íåíèé (6.2.16). Åå ðåøåíèåì ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíû Ou(x) . Òàêèì îáðàçîì,
îáùåå ÷èñëî îïåðàöèé â ïîëå Fq , òðåáóåìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà ëîêàòîðîâ îøè-
áîê Ou(x) ðàâíî O(u2) .

Íàïîìíèì, ÷òî ðàññìîòðåííûé àëãîðèòì ðàáîòàåò òîëüêî â ñëó÷àå |∆j| 6= 0, j =
0, . . . , r + 1 .

6.2.5 Êàê âû÷èñëèòü ìíîãî÷ëåí Ou(x) , åñëè |∆r| = 0 äëÿ íåêîòî-
ðîãî r ≤ u− 1?

Ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî äëÿ öåëåé äåêîäèðîâàíèÿ íàì íåîáõîäèì òîëüêî ìíîãî÷ëåí
Ou(x) . Ïîýòîìó òîëüêî åãî ìû è áóäåì âû÷èñëÿòü. Ìíîãî÷ëåíû Or(x), r < u, èñïîëü-
çóþòñÿ òîëüêî â ïðîìåæóòî÷íûõ âû÷èñëåíèÿõ Ou(x) .

Ëåììó 6.2.4 ìû ïåðåïèøåì â ëåäóþùåì âèäå

Ëåììà 6.2.6 Ìíîãî÷ëåíû Or(x), r = 0, . . . , u−1, ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ìíîãî÷ëå-
íàìè, ò.å. SB(Or(x)Or′(x)) = 0 , åñëè r 6= r′ .

Áîëåå òîãî, SB(Or(x)f(x)) = 0 , åñëè deg f(x) < r .

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ðàâåíñòâà (6.2.20). ¤
Ëåììà 6.2.5 îòëè÷àåòñÿ îò àíàëîãè÷íîé ëåììû 6.2.4 òåì, ÷òî ìíîãî÷ëåíû Or(x) íå

îáÿçàòåëüíî èìåþò ñòåïåíü ðàâíóþ r . Â ÷àñòíîñòè, SB(O2
r(x)) = 0 , åñëè deg Or(x) < r .

Âìåñòî ðàâåíñòâà 6.2.23, êîòîðîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíåíî äëÿ ìíîãî÷ëåíîâ Or(x) ,
ìû ðàññìîòðèì åãî àíàëîã. À èìåííî, ïîëîæèì O′

u−1(x) = Ou−1(x) è

O′
r(x) =

{
xr + Or(x), åñëè deg Or(x) < r

Or(x), åñëè deg Or(x) = r
, r = 0, . . . , u− 2. (6.2.31)

Òàêèì îáðàçîì, deg O′
r(x) = r . Çàìåòèì, ÷òî SB(Or(x))O′

s(x)) = 0 , åñëè r > s .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Or(x) 6= 0 . Î÷åâèäíî,

xOr(x) =
r′+1∑

k=0

cr,kO
′
k(x) = cr,r+1O

′
r+1(x) + cr,rO

′
r(x) + cr,r−1O

′
r−1(x), r = 0, . . . , u− 2, (6.2.32)
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ãäå r′ � ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Or(x) . Âû÷èñëèì ïîñòîÿííûå cr,k .
Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ðàâåíñòâà (6.2.32) íà O′

k(x) è ïðèìåíèì ê îáåèì
÷àñòÿì îïåðàòîð SB . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

xOr(x) =
r′+1∑

k=0

cr,kO
′
k(x) = cr,r+1O

′
r+1(x) + cr,rO

′
r(x) + cr,r−1O

′
r−1(x), r = 0, . . . , u− 2, (6.2.33)

Îñíîâíàÿ èäåÿ ñîñòîèò â òîì. ÷òîáû ïðåîáðàçîâàòü îñîáûì îáðàçîì ìîìåíòû mj â "íî-
âûå"ìîìåíòû m′

j òàê, ÷òîáû ñ îäíîé ñòîðîíû âûïîëíÿëèñü ñîîòíîøåíèÿ |∆′
r| 6= 0, j =

0, . . . , u , à ñ äðóãîé � òàê, ÷òîáû ìíîãî÷ëåí Ou(x) = Ou(x, m0,m1, . . . ,m2u−1) ïðîñòî
âûðàæàëèñü ÷åðåç ìíîãî÷ëåí O′

u(x) = Ou(x,m′
0,m

′
1, . . . , m

′
2u−1) . Îòìåòèì, ÷òî ñâÿçü ïðî-

ìåæóòî÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ Or(x) è O′
r(x), r < u, ìåæäó ñîáîé ìîæåò áûòü äîñòàòî÷íî

ñëîæíîé.
Óêàçàííîå ïðåîáðàçîâàíèå ìîìåíòîâ ìîæíî ðåàëèçîâàòü ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè. Îäèí

èç íèõ èçëîæåí íèæå.
Åñëè â ñîîòíîøåíèè (6.2.3) ïîëîæèòü β′j = βj+γ , òî, ìîìåíòû mj , î÷åâèäíî, çàìåíÿòñÿ

íà ìîìåíòû

m′
j =

j∑
i=0

mi

(
j

i

)
γj−i. (6.2.34)

Äëÿ ìíîãî÷ëåíà O′
u(x) = Ou(x,m′

0,m
′
1, . . . , m

′
2u−1) , â âèäó ëåììû 6.2.3 (ðàâåíñòâà (6.2.12)

è (6.2.13)), áóäåò ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

O′
u(x− γ, m′

0,m
′
1, . . . , m

′
2u−1) = CuOu(x,m0,m1, . . . , m2r−1), Cu 6= 0. (6.2.35)

Â ñâîþ î÷åðåäü îïðåäåëèòåëü |∆′
r(γ)| , ãäå

∆r(γ) =




m′
0 m′

1 · · · m′
r−1

m′
1 m′

2 · · · m′
r... ... · · · ...

m′
r−1 m′

r · · · m′
2r−2


 , (6.2.36)

ÿâëÿåòñÿ, â âèäó (6.2.35), íåíóëåâûì ìíîãî÷ëåíîì îò ïåðåìåííîãî γ è ïîýòîìó ïðèíè-
ìàåò íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ. Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî ìíîãî÷ëåí

∏u−1
r=1 ∆r(γ) òàêæå ïðèíèìàåò

íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ.
Ýòî äîêàçûâàåò, ÷òî âñåãäà ñóùåñòâóåò ýëåìåíò γ , ïðèíàäëåæàùèé íåêîòîðîìó ðàñ-

øèðåíèþ ïîëÿ Fq , òàêîé, ÷òî |∆r| 6= 0, r = 1, . . . , u .
Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (6.2.24), ìû ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

a′rO
′
r+1(x) = (6.2.37)

6.2.6 Ôîðìóëà Êðèñòîôåëÿ-Äàðáó

Èñïîëüçóÿ ôîðìóëó Êðèñòîôåëô-Äàðáó ìîæíî ïîíèçèòü ÷èñëî îïåðàöèé, íåîáõîäè-
ìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèé îøèáîê kj (ñì. ðàâåíñòâî (6.2.3)) àíàëîãè÷íî òîìó, êàê ýòî
äåëàåòñÿ ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà Áåðëåêåìïà, âû÷èñëÿþùåãî ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ îøèáîê.

122



Îòìåòèì, ÷òî èç ëåììû 6.2.2 ñëåäóåò

kj = − 1

Tu(βj, βj, B)
. (6.2.38)

Íåñêîëüêî èíîé ïóòü âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ kj îøèáîê ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Âåëè÷è-
íû kj ÿâëÿþòñÿ ðåøåíèåì íåâûðîæäåííîé ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé (6.2.3), êîýôôè-
öèåíòû êîòîðîé îïðåäåëÿþòñÿ ìíîæåñòâîì B , à ïðàâàÿ ÷àñòü � çíà÷åíèÿìè ìîìåíòîâ
mi, i = 1, . . . , u . Òàêèì îáðàçîì, ðåøàÿ ñèñòåìó (6.2.3), ìû âû÷èñëèì çíà÷åíèé îøèáîê
kj , åñëè ìíîæåñòâî ëîêàòîðîâ îøèáîê B óæå âû÷èñëåíî.

Ïåðâûé èç ýòèõ ïóòåé (ñîîòíîøåíèå (6.2.38)) òðåáóåò O(u4) îïåðàöèé, à âòîðîé (ðåøå-
íèå ñèñòåìû (6.2.3)) � O(u3) îïåðàöèé â ïîëå Fq . Ôîðìóëà Êðèñòîôåëÿ-Äàðáó ïîçâîëÿåò
ïîíèçèòü ýòè îöåíêè çà ñ÷åò òîãî, ÷òî ìíîãî÷ëåí Tu(x, y, B) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â èíîì,
áîëåå óäîáíîì äëÿ âû÷èñëåíèÿ âèäå.

Ëåììà 6.2.7 (Ôîðìóëà Êðèñòîôåëÿ-Äàðáó) Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

au−1(Pu(x)Pu−1(y)− Pu(y)Pu−1(x)) = (y − x)
u−1∑
r=0

Pr(x)Pr(y), (6.2.39)

ãäå êîýôôèöèåíò au−1 îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì (6.2.25).

Äîêàçàòåëüñòâî. Âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèåì (6.2.24) ñ íåèçâåñòíûì x ðàññìîòðèì òàêîå
æå ñîîòíîøåíèå ñ íåèçâåñòíûì y :

yPr(y) = arPr+1(y) + brPr(y) + ar−1Pr−1(y). (6.2.40)

Óìíîæèì ñîîòíîøåíèå (6.2.24) íà Pr(y) , à ñîîòíîøåíèå (6.2.40) � íà Pr(x) è âû÷òåì
îäíî èç äðóãîãî. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

(y − x)Pr(x)Pr(y) = ar(Pr+1(x)Pr(y)− Pr+1(y)Pr(x)) + ar−1(Pr−1(x)Pr(y)− Pr−1(y)Pr(x))
(6.2.41)

Òåïåðü ïðîñóììèðóåì ñîîòíîøåíèå (8.6.13) îò r = 0 äî r = u− 1 . â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì
ñîîòíîøåíèå (6.2.39). ¤

Ñóììó

hu(x, y) =
u∑

r=0

Pr(x)Pr(y) (6.2.42)

íàçûâàþò ïîëèíîìèàëüíûì ÿäðîì ñòåïåíè y . Îíà îáëàäàåò ñëåäóþùèì çàìå÷àòåëüíûì
ñâîéñòâîì âîñïðîèçâåäåíèÿ

SB(hu(x, y)f(x)) = f(y), deg f(x) ≤ u. (6.2.43)
Ïîäîáíûìæå ñâîéñòâîì îáëàäàåò, êàê ñëåäóåò èç åå îïðåäåëåíèÿ, è ôóíêöèÿ Tu(x, y, B) :

SB(Tu(x, y, B)xr) = −yr, r = 0, . . . , u. (6.2.44)

(Óïðàæíåíèå) Îòñþäà ñëåäóåò
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Ñëåäñòâèå 6.2.2 Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

−Tu(x, y, B) =
u∑

r=0

Pr(x)Pr(y), x, y ∈ Fq, (6.2.45)

òàê, ÷òî

−Tu(βj, βj,B) =
u∑

r=0

P 2
r (βj) =

1

kj

. (6.2.46)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñîîòíîøåíèå (6.2.45) âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ñîîòíîøåíèå (6.2.42)
ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåò ïîëèíîìèàëüíîå ÿäðî hu(x, y) , à ñîîòíîøåíèå (6.2.44) � ìíîãî÷ëåí
Tu(x, y, B) . Ïîýòîìó çíà÷åíèÿ ôóíêöèé −Tu(x, y, B) è hu(x, y) ñîâïàäàþò íà Fq × Fq .

Ñîîòíîøåíèå (6.2.46) ñëåäóåò èç (6.2.38). ¤
Ñîîòíîøåíèå (6.2.46), åñëè ñ÷èòàòü èçâåñòíûìè êîýôôèöèåíòû ar, br â ðàâåíñòâå

(6.2.24), ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü çíà÷åíèå hu(βj, βj) , ðàâíîå 1
kj
, çà O(u) îïåðàöèé â ïî-

ëå Fq . Äëÿ ýòîãî ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ (6.2.25) ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëÿåì çíà÷åíèÿ
Pr(βj), r = 1, . . . , u , à çàòåì � ñóììó â ïðàâîé ÷àñòè (6.2.46). Òàêèì îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî
îïåðàöèé, òðåáóåìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ âñåõ çíà÷åíèé îøèáîê kj , ðàâíî O(u2) .

6.2.7 Êàê âû÷èñëèòü ÷èñëî u îøèáîê, ïîðàçèâøèõ êîäîâûé âåê-
òîð?

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðåøàåòñÿ ñëåäóþùàÿ çàäà÷à. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì èçâåñòíà
íåíóëåâàÿ ðåêóððåíòíàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

a = (a0, a1, . . . , aN), aj ∈ Fq, (6.2.47)

çàêîí ðåêóðñèè ó êîòîðîé íåèçâåñòåí. Íåîáõîäèìî íàéòè ýòîò çàêîí, ò.å. íàéòè ìíîãî÷ëåí
g(x) = gu + gu−1x + · · · + g1x

u−1 + xu ∈ Fq[x], gu 6= 0, ìèíèìàëüíîé ñòåïåíè u < N , äëÿ
êîòîðîãî âûïîëíåíî

aj+u = −(aj+u−1g1 + · · ·+ aj−1gu−1 + ajgu), j = 1, . . . , N − u. (6.2.48)

×èñëî u ìû íàçûâàåì ðåêóððåíòíûì ðàíãîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a . Ìû âñåãäà áóäåì
ïðåäïîëàãàòü, ÷òî ÷èñëà u è q ÿâëÿþòñÿ âçàèìíî ïðîñòûìè. Èç ýòîãî ïðåäïîëîæåíèÿ, â
÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî ìíîãî÷ëåí g(x) íå èìååò êðàòíûõ êîðíåé.

Ïóñòü ĝ(x) = xug(x−1) è n ìèíèìàëüíîå ÷èñëî, äëÿ êîòîðîãî ìíîãî÷ëåí ĝ(x) äåëèò
ìíîãî÷ëåí xn − 1 . Î÷åâèäíî, òàêîå ÷èñëî n âñåãäà ñóùåñòâóåò â âèäó òîãî, ÷òî gu 6= 0 .

Â ðàçäåëå 5.1.2 áûëè ðàññìîòðåí öèêëè÷åñêèé êîä K ⊆ Fn
q äëèíû n ñ ïîðîæäàþùèì

ìíîãî÷ëåíîì f(x) = xn−1
bg(x)

. Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 5.1.3, êàæäûé âåêòîð a ëèíåéíîãî öèê-
ëè÷åñêîãî êîäà K c ïîðîæäàþùèì ìíîãî÷ëåíîì f(x) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñ çàêîíîì ðåêóðñèè (6.2.48).

Ïîýòîìó, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî N ≤ n . Èç òåîðåìû 5.1.3
âûòåêàåò, ÷òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a ∈ K áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

aj =
u∑

i=1

αiθ
j
i , αi ∈ Fqn \ {0}, j = 0, . . . , n− 1, (6.2.49)
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ãäå θi � êîðíè ìíîãî÷ëåíà ĝ(x) .
Èç ïîñëåäíåãî ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî ýëåìåíòû aj ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ìî-

ìåíòû ìàññ αi , ñîñðåäîòî÷åííûõ â òî÷êàõ θi (ñì. ðàçäåë 6.2.2).
Ðàññìîòðèì ìàòðèöó Ãàíêåëÿ

Θr−1(a) =




a0 a1 · · · ar−1

a1 a2 · · · ar
... ... · · · ...

ar−1 ar · · · a2r−2


 , (6.2.50)

êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì ìàòðèöû ∆r−1 ðàçäåëà 6.2.2. Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 6.2.1,
îïðåäåëèòåëü |Θr−1(a)| ìàòðèöû Θr−1(a) ïðè r = u îòëè÷åí îò íóëÿ, à ïðè r > u

|Θr−1(a)| = 0 . Åñëè æå 0 < r < u , òî îïðåäåëèòåëü |Θr−1(a)| ìîæåò ïðèíèìàòü ëþáûå
çíà÷åíèÿ: êàê íóëåâûå òàê è íåíóëåâûå. Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Ëåììà 6.2.8 Åñëè u � ðåêóððåíòíûé ðàíã ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a , òî ó ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè (|Θu−1(a)|, |Θu(a)|, . . . , |Θr(a)|) ïåðâàÿ êîîðäèíàòà îòëè÷íà îò íóëÿ, à âñå
îñòàëüíûå êîîðäèíàòû ðàâíû 0 .

Ëåììà, ïî ñóùåñòâó, îïðåäåëÿåò àëãîðèòì äëÿ âû÷èñëåíèÿ ðàíãà u ðåêóððåíòíîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè a . À èìåííî, ðàíã a ðàâåí ìàêñèìàëüíîìó ÷èñëó u , äëÿ êîòîðîãî
îòëè÷åí îò íóëÿ îïðåäåëèòåëü |Θu−1(a)| .

Â ÷àñòíîñòè, îäíèì èç âîçìîæíûõ ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ gj â (6.2.48)
ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñíà÷àëà íàõîäèì ñ ïîìîùüþ âûøåîïèñàííîãî àëãîðèòìà ðåêóð-
ðåíòíûé ðàíã u ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a . Çàòåì âû÷èñëÿåì ìíîãî÷ëåí Ou(x, a0, a1, . . . , a2u−1)
(ñì. (6.2.11)), íàçâàíûé âûøå ìíîãî÷ëåíîì ëîêàòîðîâ îøèáîê. Êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëå-
íà 1

∆u−1
Ou(x, a0, a1, . . . , a2u−1) = gr + gr−1x+ · · ·+ g1x

r−1 +xr è îïðåäåëÿþò êîýôôèöèåíòû
gj â ðåêóððåíòíîì ñîîòíîøåíèè (6.2.48).

Äðóãîé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ gj ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ñèñòåìà (6.2.48),
â êîòîðîé ýëåìåíòû gj ðàññìàòðèâàþòñÿ êàê íåèçâåñòíûå, èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,
òàê êàê åå ìàòðèöà êîýôôèöèåíòîâ, ðàâíàÿ Θu−1(a) , íåâûðîæäåííà. Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó,
ìû íàéäåì ýëåìåíòû gj .

6.2.8 Îäèí íåñèäðîìíûé àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà

Äî ñèõ ïîð ìû ðàññìàòðèâàëè ñèíäðîìíûå àëãîðèòìû, êîòîðûå âû÷èñëÿþò âåêòîð e ,
èñõîäÿ èç óðàâíåíèÿ (6.2.1), à çàòåì è êîäîâûé âåêòîð a = a′ − e . Äàëåå ìû ðàññìîòðèì
ïðîñòåéøèé âàðèàíò àëãîðèòìà, êîòîðûé íåïîñðåäñòâåííî âû÷èñëÿåò ðåøåíèå x óðàâíå-
íèÿ (6.1.4). Ýòîò àëãîðèòì èìååò íåêîòîðûå îáùèå ÷åðòû ñ àëãîðèòìîì äåêîäèðîâàíèÿ
Ñóäàíà, ðàññìàòðèâàåìûé â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåêòîðû êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà RSq(n, d), n = q, òèïà 2 êàê ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòè af çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà f(x) ñòåïåíè íå âûøå n− d âî âñåõ òî÷êàõ ìíî-
æåñòâà A = Fq (ñì. ñëåäñòâèå 5.0.1). Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè èçâåñòíû çíà÷åíèÿ aβj

= f(βj)
ìíîãî÷ëåíà f(x) â ëþáûõ ðàçëè÷íûõ òî÷êàõ βj, ∈ Fq, j = 1, . . . , n − d + 1 , òî ìû
ìîæåì âû÷èñëèòü âñå êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà f(x) è âîññòàíîâèòü êîäîâûé âåêòîð
af ∈ RSq(n, d) . Âû÷èñëèòü ìíîãî÷ëåí f(x) ìîæíî ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.
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Âî-ïåðâûõ, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ðàâåíñòâà aβj
= f(βj), j = 1, . . . , n − d + 1 êàê

ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà f(x) . Ðàíã ýòîé
ñèñòåìû ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì n − d + 1 íåèçâåñòíûõ (÷èñëîì êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà
f(x) ) è ïîýòîìó îíà âñåãäà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå.

Âî-âòîðûõ, äëÿ ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ ìíîãî÷ëåíà f(x) ìîæíî èñïîëüçîâàòü õîðîøî èç-
âåñòíóþ, òàê íàçûâàåìóþ, èíòåðïîëÿöèîííóþ ôîðìóëó. Ïîÿñíèì ïîäðîáíåå, ÷òî ýòî òàêîå.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåíû r(x) =
∏n−d+1

j=1 (x − βj) è rj(x) = r(x)
x−βj

, j = 1, . . . , n − d + 1 .
Î÷åâèäíî, γj = rj(βj) 6= 0, è rj(βi) = 0 , åñëè i 6= j .

Ñëåäóþùåå ñîîòíîøåíèå îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåò ìíîãî÷ëåí f(x) ñòåïåíè íå âûøå n−
d , êîòîðûé ïðèíèìàåò çíà÷åíèå aβj

â òî÷êå βj, j = 1, . . . , n− d + 1 :

f(x) =
aβ1

γ1

r1(x) +
aβ2

γ1

r2(x) + · · ·+ aβn−d+1

γn−d+1

rn−d+1(x). (6.2.51)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû, èñïîëüçóÿ ðåçóëüòàòû ðàçäåëà (6.2.7), âû÷èñëèëè ÷èñëî îøèáîê
u = wt(e) , ïîðàçèâøèõ âåêòîð a′ = a + e, a ∈ RSq(n, d), à çàòåì è ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ
îøèáîê Ou(x, b0, . . . , b2u−1) èëè FB(x) (ñì. ðàçäåë (6.2.3)).

Ïóñòü β ∈ A ⊆ Fq è Ou(β, b0, . . . , b2u−1) 6= 0 . Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî β 6∈ B , ò.å., ÷òî êîîð-
äèíàòà èñêàæåííîãî âåêòîðà a′ , èíäåêñèðîâàííàÿ ýëåìåíòîì β , ïðèíèìàåò ïðàâèëüíîå
çíà÷åíèå. Ïîñëåäîâàòåëüíî ïåðåáèðàÿ ýëåìåíòû ïîëÿ Fq = A , íàéäåì n−d+1 ýëåìåíòîâ
βj ∈ A , äëÿ êîòîðûõ êîîðäèíàòà aβj

âåêòîðà a′ ïðèíèìàåò ïðàâèëüíîå çíà÷åíèå. Ýòî
ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü ìíîãî÷ëåí f(x) è òåì ñàìûì êîäîâóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a , íå
âû÷èñëÿÿ âåêòîð îøèáîê e .

6.2.9 Êðàòêèé îáçîð íåêîòîðûõ ðåçóëüòàòîâ ïî äåêîäèðîâàíèþ êî-
äîâ Ðèäà-Ñîëîìîíà

Âàæíåéøåé ïðîáëåìîé â äåêîäèðîâàíèè êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà ÿâëÿåòñÿ åãî äåêîäèðî-
âàíèè çà ïðåäåëàìè êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ, ò.å. ïðè ÷èñëå îøèáîê t áîëüøåì d−1

2
, ñ ïî-

ëèíîìèàëüíîé îòíîñèòåëüíî åãî äëèíû ñëîæíîñòüþ. Ýòîé ïðîáëåìå çà ïîñëåäíèå 10 ëåò
ïîñâÿùåíî çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðàáîò è ïîëó÷åíû âåñüìà èíòåðåñíûå ðåçóëüòàòû. Äâå èç
íèõ [31] (Â.Ì. Ñèäåëüíèêîâ) è [63] (Â. Ãóðóñâàìè, Ì. Ñóäàí) ìû áåç êàêèõ-ëèáî äîêàçà-
òåëüñòâ ðàññìîòðèì â äàííîì ðàçäåëå.

Àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ Ãóðóñâàìè-Ñóäàíà
Ïóñòü a′ = a + e � âåêòîð êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà K(B

(d)
A ) = RSq(n, d), A = {α1, . . . , αn} ⊆

Fq, (ñì. ðàçäåë 5.0.3) íà âûõîäå êîìáèíàòîðíîãî êàíàëà ñâÿçè, â êîòîðîì ïðîèñõîäèò íå
áîëåå, ÷åì t , ò.å. wt(e) ≤ t . Ìû íå ïðåäïîëàãàåì, ÷òî d ≥ 2t + 1 , ò.å. ìû ðàññìàòðèâàåì,
âîîáùå ãîâîðÿ, äåêîäèðîâàíèå çà ïðåäåëàìè êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà.
Åñòåñòâåííî, ÷òî àëãîðèòì Ñóäàíà ðàáîòàåò ïðàâèëüíî, åñëè ÷èñëî t íåêîòîðûì îáðàçîì
îãðàíè÷åíî ñâåðõó. Ïîäîáíàÿ îöåíêà áóäåò ïðèâåäåíà äàëåå.

Ìû ïîëàãàåì, ÷òî
a = (a1, . . . , an) = (f(α1), . . . , f(αn)), (6.2.52)

ò.å. ïðåäïîëàãàåì, ÷òî êîîðäèíàòû êîäîâîãî âåêòîðà a ∈ RSq(n, d) ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè
ìíîãî÷ëåíà f(x) ñòåïåíè íå âûøå s = n− d â òî÷êàõ ìíîæåñòâà A (ñì. ñëåäñòâèå 5.0.1).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç cj j− óþ êîîðäèíàòó âåêòîðà a′ , ò.å. cj = aj + ej . Ðàññìîòðèì ìíî-
æåñòâî ïàð P = {(a1, c1), . . . , (an, cn)} êàê ïîäìíîæåñòâî òî÷åê äâóìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
Fq × Fq .

Ïóñòü D(x, y) ∈ Fq[x, y] � ìíîãî÷ëåí îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Ìû ãîâîðèì, ÷òî ìíîæåñòâî
P ïðîõîäèò ÷åðåç ìíîãî÷ëåí D(x, y) , åñëè D(aj, cj) = 0 äëÿ âñåõ j = 1, . . . , n .

Åñëè e = 0 , ò.å. îøèáîê íåò, òî ìíîæåñòâî P , î÷åâèäíî, ïðîõîäèò ÷åðåç ìíîãî÷ëåí âè-
äà y−f(x) , ãäå f(x) � ìíîãî÷ëåí, êîòîðûé îïðåäåëÿåò êîäîâûé âåêòîð a â ñîîòâåòñòâèè
ñ ñîîòíîøåíèåì (6.2.52).

Åñëè F (x) � îäèí èç ìíîãî÷ëåíîâ ëîêàòîðîâ îøèáîê äëÿ âåêòîðà a′ , òî òî ìíîæåñòâî
P , î÷åâèäíî, ïðîõîäèò ÷åðåç ìíîãî÷ëåí âèäà F (x)(y−f(x)), deg F (x) ≤ t, deg f(x) ≤ n−d .
Çàìåòèì, ÷òî óðàâíåíèå (6.1.4) â ñëó÷àå d < 2t+1 ìîæåò èìåòü íåñêîëüêî ðåøåíèé (a, e) ,
ïîýòîìó ïîñëåäíèé ìíîãî÷ëåí îïðåäåëåí íåîäíîçíà÷íî.

Òàêèì îáðàçîì, âñåãäà íàéäåòñÿ ìíîãî÷ëåí D(x, y) âèäà

D(x, y) = R(x, y)(y − f(x)), deg f(x) ≤ n− d, (6.2.53)

ó êîòîðîãî ìíîãî÷ëåí (y − f(x)) ïðîõîäèò ÷åðåç ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî òî÷åê
ìíîæåñòâà P .

Ìíîãî÷ëåí D(x, y) , ïðîõîäÿùèé ÷åðåç ìíîæåñòâî òî÷åê P , ìîæåò áûòü íàéäåí ñ ïî-
ìîùüþ ðåøåíèÿ, òàê íàçûâàåìîé, çàäà÷è èíòåðïîëÿöèè åãî çíà÷åíèé â çàäàííûõ òî÷êàõ,
íàïîäîáèå óæå ðàññìîòðåííîé çàäà÷è â ðàçäåëå 6.2.8 ïîñòðîåíèÿ ìíîãî÷ëåíà îò äâóõ ïåðå-
ìåííûõ íàèìåíüøåé ñòåïåíè îäíîé ïåðåìåííîé, ïðèíèìàþùèõ çàäàííîå çíà÷åíèå â çàäàí-
íûõ òî÷êàõ. À èìåííî, ìû õîòèì íàéòè êîýôôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíà â íåêîòîðîì ñìûñëå
íàèìåíüøåé ñòåïåíè, ó êîòîðîãî çíà÷åíèÿ â òî÷êàõ ìíîæåñòâà P ðàâíû íóëþ.

Î÷åíü âàæíîé ïðîáëåìîé ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ïîíÿòèÿ "ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Λ(x, y) "îò
äâóõ ïåðåìåííûõ. Îáû÷íîå åãî îïðåäåëåíèå êàê max i + j , ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì
ìîíîì xiyj , âõîäÿùèì ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòàì â ìíîãî÷ëåí Λ(x, y) , íå ïîäõîäèò: èç
ñîîòíîøåíèÿ (6.2.53) ìû âèäèì, ÷òî ñòåïåíü ïî ïåðåìåííîé x è ïåðåìåííîé y ó ìíîãî÷ëå-
íà D(x, y) , êîòîðûé ìû õîòèì ïîñòðîèòü, ñóùåñòâåííî ðàçëè÷íû: ñòåïåíü ïî x ïðèìåðíî
â n − d ðàç âûøå ñòåïåíè ïî y . Ïîýòîìó, åñëè èñïîëüçîâàòü îáû÷íîå îïðåäåëåíèå ñòå-
ïåíè ìíîãî÷ëåíà, òî ìû áóäåì ïîëó÷àòü â êà÷åñòâå ðåøåíèÿ èíòåðïîëÿöèîííîé çàäà÷è
ìíîãî÷ëåíû, êîòîðûå íå ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå (6.2.53).

Îïðåäåëåíèå 6.2.1 Ïóñòü Λ(x, y) =
∑∞

i=0

∑∞
j=0 = ωi,jx

iyj � ìíîãî÷ëåí íàä ïîëåì Fq è
s, u � öåëûå ÷èñëà. (s, u)− ñòåïåíü Ns,u ìíîãî÷ëåíà Λ(x, y) ìû îïðåäåëèì êàê max is +
ju , ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ïàðàì (i, j) òàêèì, ÷òî ωi,j 6= 0 .

Â ñëó÷àå u = s = 1 N1,1 � ýòî îáû÷íàÿ ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Λ(x, y) . Äàëåå ìû áóäåì
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé s = n− d, u = 1 .

Ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ìíîãî÷ëåíîâ, îáðàçîâàííîå âñåìè ìíîãî÷ëåíàìè, (s, 1)− ñòå-
ïåíü êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò h , ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç Ns,1(h) . Òàêèì îáðàçîì, Ns,1(h) �
÷èñëî ìîíîìîâ xiyj , ó êîòîðûõ is + j ≤ h . Âû÷èñëåíèå ÷èñëà Ns,1(h) ÿâëÿåòñÿ äåëîì
íå î÷åíü ñëîæíûì. Âìåñòå ñ òåì äåëàòü ìû ýòîãî íå áóäåì. Îòìåòèì òîëüêî, ÷òî ïðè
áîëüøèõ h ÷èñëî Ns,1(h) ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíî h2

2s
.

Íàøåé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ ïîñòðîåíèå ìíîãî÷ëåíà DP(x, y) ñ íàèìåíüøåé (s, 1)− ñòåïåíüþ
h , êîòîðûé ïðîõîäèò ÷åðåç âñå òî÷êè ìíîæåñòâà P .
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Êîýôôèöèåíòû ωi,j ìíîãî÷ëåíà Λ(x, y) =
∑∞

i=0

∑∞
j=0 = ωi,jx

iyj , ó êîòîðîãî (s, 1)− ñòå-
ïåíü íå ïðåâîñõîäèò h è êîòîðûé ïðîõîäèò ÷åðåç âñå òî÷êè ìíîæåñòâà P , óäîâëåòâîðÿþò
ñëåäóþùåé ñèñòåìå ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

∑

ui+j≤h

ωi,jα
iβj = 0 äëÿ âñåõ (α, β) èç ìíîæåñòâà P . (6.2.54)

Ñèñòåìà (6.2.54) èìååò Ns,1(h) íåèçâåñòíûõ ωi,j è n = |P| óðàâíåíèé. Ïðåäïîëîæèì
÷òî ÷èñëî h âûáðàíî òàê, ÷òî ñèñòåìà (6.2.54) èìååò îäíî (èëè íåáîëüøîå ÷èñëî) ðåøåíèå,
êîòîðîå îïðåäåëÿåò ìíîãî÷ëåí QP(x, y) . Î÷åâèäíî, äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïðåäïîëîæèòü,
÷òî Ns,1(h) ≥ n .

Âû÷èñëèâ ìíîãî÷ëåí QP(x, y) , ìû íàõîäèì âñå åãî ìíîæèòåëè âèäà y−f(x), deg f(x) <

s . Ýòî îòíîñèòåëüíî ïðîñòàÿ çàäà÷à, âûïîëíèìàÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Íà ýòîò ñ÷åò
èìååòñÿ îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà.

Êàæäûé ìíîãî÷ëåí f(x) îïðåäåëÿåò êîäîâûé âåêòîð af â ñîîòâåòñòâèè ñ ñîîòíîøå-
íèåì (6.2.52). Ñïèñîê âñåõ òàêèõ af ìû îáîçíà÷èì ÷åðåç L(QP(x, y)) .

Îñíîâíîå óòâåðæäåíèå, ïîëó÷åííîå Ñóäàíîì ñîñòîèò â ñëåäóþùåì.

Òåîðåìà 6.2.1 Ïóñòü a′ � èñêàæåííûé êîäîâûé âåêòîð êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà RSq(n, d) .
Òîãäà ñïèñîê L(QP(x, y)) ñîäåðæèò âñå êîäîâûå âåêòîðû, îòñòîÿùèå îò a′ íà ðàñ-

ñòîÿíèå ìåíüøåå, ÷åì

n− δ >
[
n

(
1−

√
2R

)]
= n−

√
2n(n− d), (6.2.55)

ãäå R = n−d
n

� ñêîðîñòü ïåðåäà÷è ñ ïîìîùüþ êîäà RSq(n, d) è δ � íàèìåíüøåå öåëîå
òàêîå, ÷òî Ns,1(δ) > n

2
.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî òåîðåìà ìîæåò áûòü óñèëåíà. Äëÿ ýòîãî âìåñòî ìíîãî÷ëåíà
QP(x, y) ðàññìàòðèâàåòñÿ ïîäîáíûé ìíîãî÷ëåí QP,m(x, y) , êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ òåì,
÷òî îí ïðîõîäèò ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ìíîæåñòâà P ñ êðàòíîñòüþ m .

Ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè
Ns,1 >

nm(m− 1)

2
, (6.2.56)

òî ñóùåñòâóåò íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí QP,m(x, y) , ïðîõîäÿùåé ÷åðåç êàæäóþ òî÷êó ìíîæå-
ñòâà P ñ êðàòíîñòüþ m .

Åñëè â òåîðåìå 6.2.1 âìåñòî ìíîãî÷ëåíà QP(x, y) èñïîëüçîâàòü ìíîãî÷ëåí QP,m(x, y) ,
òî ïîëó÷èì

Òåîðåìà 6.2.2 (Òåîðåìà Ãóðóñâàìè-Ñóäàíà) Ïóñòü a′ � èñêàæåííûé êîäîâûé âåê-
òîð êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà RSq(n, d) .

Òîãäà ñïèñîê L(QP,m(x, y)) ñîäåðæèò âñå êîäîâûå âåêòîðû, îòñòîÿùèå îò a′ íà
ðàññòîÿíèå ìåíüøåå, ÷åì

n−
[

δ

m

]
>

[
n

(
1−

√
R

m + 1

m

)]
= n−

√
m + 1

m
n(n− d), (6.2.57)

ãäå R = n−d+1
n

� ñêîðîñòü ïåðåäà÷è ñ ïîìîùüþ êîäà RSq(n, d) è δ � íàèìåíüøåå öåëîå
òàêîå, ÷òî Ns,1(δ) > n

2
.
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Ýòà òåîðåìà ïîêàçûâàåò, ÷òî åñëè m → ∞ , òî àëãîðèòì ïîçâîëÿåò êîððåêòèðîâàòü
îøèáêè, ïðîèçîøåäøèå â t < n − n

√
R ðàçðÿäàõ êîäîâîãî âåêòîðà. Çàìåòèì, ÷òî äåêî-

äèðîâàíèå â ïðåäåëàõ êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ, ïîçâîëÿåò êîððåêòèðîâàòü îøèáêè, ïðîèçî-
øåäøèå òîëüêî â t < n(1−R)

2
= d

2
ðàçðÿäàõ êîäîâîãî âåêòîðà, ò.å. àëãîðèòì äåêîäèðîâà-

íèÿ Ãóðóñâàìè-Ñóäàíà ïîçâîëÿåò èñïðàâëÿòü ñóùåñòâåííî áîëüøåå ÷èñëî îøèáîê, ÷åì d
2

� ÷èñëî îøèáîê, êîòîðûå êîððåêòèðóþòñÿ òðàäèöèîííûì àëãîðèòìàìè, èçëîæåííûìè â
ðàçäåëå 6.

Îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ îøèáîê. Ðåçóëüòàòû ðàáîòû [31]

Â ðàçäåëå 6.2.3 áûë â ÿâíîì âèäå ïðåäñòàâëåí (ðàâåíñòâî (6.2.11)) ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ
îøèáîê Ou(x,m0,m1, . . . , m2u−1) , êîðíÿìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû βj , åñëè ìîìåíòû
mi, i = 0, . . . , 2u− 1 ìîãóò áûòü ïðåäñòàâëåíû â âèäå

mi =
u∑

j=1

kjβ
i
j, kj ∈ Fq r {0}, u ≥ 1, i = 0, . . . , 2u− 1, (6.2.58)

ñ íåêîòîðûìè ýëåìåíòàìè kj , ïðèíàäëåæàùèìè íåêîòîðîìó ðàñøèðåíèþ Fq ïîëÿ Fq .
Îòìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí Ou(x,m0,m1, . . . , m2u−1) îïðåäåëÿåòñÿ âñåìè 2u ïåðâûìè ìî-
ìåíòàìè mi è ìîæåò áûòü âûïèñàí òîëüêî â ñëó÷àå, åñëè âñå îíè èçâåñòíû. Åñëè æå
÷èñëî èçâåñòíûõ ïåðâûõ ìîìåíòîâ ìåíüøå, ÷åì 2u , òî ïðè çàäàííîì u ýëåìåíòû βj ,
âîîáùå ãîâîðÿ îïðåäåëÿþòñÿ íåîäíîçíà÷íî.

Ïóñòü Nu,r = N(m0, m1, . . . ,m2u−r) � ìíîæåñòâî âñåõ u− ýëåìåíòíûõ ìíîæåñòâ
B = {β1, . . . , βu} ⊆ Fq , äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò ýëåìåíòû kj ∈ Fq r {0} , äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíåíû ñîîòíîøåíèÿ (6.2.58) äëÿ i = 0, . . . , 2u − r . Ýòè ìíîæåñòâà B ìû íàçûâàåì
u− ðåøåíèÿìè óðàâíåíèÿ (6.2.58). Òàêèì îáðàçîì, Nu,r � ìíîæåñòâî âñåõ u− ðåøåíèé
óðàâíåíèÿ (6.2.58).

Â ðàáîòå àâòîðà [31] âûïèñàí â ÿâíîì âèäå ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí Ou,r(x1, . . . , xr) =
Ou(x1, . . . , xr,m0,m1, . . . , m2u−r) ∈ Fq[x1, . . . , xr] îò r ïåðåìåííûõ ñòåïåíè u−r+1 ïî êàæ-
äîìó ïåðåìåííîìó, êîòîðûé îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè.

• Åñëè B ⊆ Nu,r , òî ëþáîå r− ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî C = {βj1 , . . . , βjr} ⊆ B

ìíîæåñòâà B ÿâëÿåòñÿ íóëåì ìíîãî÷ëåíà Ou(x1, . . . , xr) , ò.å. Ou,r(βj1 , . . . , βjr) = 0 .

• Åñëè
a) C = {βj1 , . . . , βjr} � r− ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî Fq ÿâëÿåòñÿ íóëåì ìíîãî÷ëåíà
Ou(x1, . . . , xr) ,
b) ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Ou(βj1 , . . . , βjr−1 , x) ðàâíà u− r + 1 ,
c) êîðíè ìíîãî÷ëåíà Ou,r(βj1 , . . . , βjr−1 , x) ðàçëè÷íû è îòëè÷íû îò βj1 , . . . , βjr−1 , òî-
ãäà íàéäåòñÿ u− ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî B ∈ Nu,r òàêîå, ÷òî B = C ∪DO , ãäå DO

� ìíîæåñòâî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà Ou,r(βj1 , . . . , βjr−1 , x) .

• Åñëè C = {βj1 , . . . , βjr} � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà Ou,r(x1, . . . , xr) è ìíîãî÷ëåí
Ou,r(βj1 , . . . , βjr−1 , x) òîæäåñòâåííî ðàâåí íóëþ, òî íàéäåòñÿ ìíîæåñòâî D ñ ìåíü-
øèì, ÷åì u− r ÷èñëîì ýëåìåíòîâ, äëÿ êîòîðîãî ìíîæåñòâî B = C ∪D ñ ìåíüøèì,
÷åì u ÷èñëîì ýëåìåíòîâ, ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì óðàâíåíèé (6.2.58) äëÿ i = 0, . . . , 2u−r .
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• Åñëè C = {βj1 , . . . , βjr} � êîðåíü ìíîãî÷ëåíà Ou,r(x1, . . . , xr) è ñòåïåíü íåíóëåâîãî
ìíîãî÷ëåíà Ou,r(βj1 , . . . , βjr−1 , x) ìåíüøå u−r+1 , òî ðåøåíèé B óðàâíåíèÿ (6.2.58)
äëÿ i = 0, . . . , 2u− r , êîòîðûå âêëþ÷àþò â ñåáÿ ìíîæåñòâî Cr {βjr} , íå ñóùåñòâóåò.

Ðàññìîòðèì ìíîãî÷ëåí

Du,r(x1, . . . , xr,m0,m1, . . . , m2u−r) =

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

1 · · · 1 m0 · · · mu−r

x1 · · · xr m1 · · · mu−r+1

x2
1 · · · x2

r m2 · · · mu−r+2
... · · · ... ... · · · ...

xu
1 · · · xu

r mu · · · m2u−r

∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣

(6.2.59)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî Du,r(x1, . . . , xr,m0,m1, . . . , m2u−r) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ñòåïåíè u ïî
êàæäîé ïåðåìåííîé xj . Îïðåäåëèì ìíîãî÷ëåí Ou,r(x1, . . . , xr,m0,m1, . . . , m2u−r) ñ ïîìî-
ùüþ ñîîòíîøåíèÿ

Ou,r(x1, . . . , xr,m0,m1, . . . , m2u−r) =

(∏
i<j

(xi − xj)

)−1

Du,r(x,m0,m1, . . . , m2u−r). (6.2.60)

Çàìåòèì, ÷òî ìíîãî÷ëåí Ou,r(x1, . . . , xr,m0,m1, . . . , m2u−r) íåñîìíåííî ÿâëÿåòñÿ îáîá-
ùåíèåì ìíîãî÷ëåíà ëîêàòîðîâ îøèáîê èç ðàçäåëà 6.2.3, ñîîòíîøåíèå (6.2.11). Âìåñòå ñ
òåì äî êîíöà íå ÿñíî êàê íàèáîëåå ýôôåêòèâíî åãî èñïîëüçîâàòü äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ êîäà
Ðèäà-Ñîëîìîíà.
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Ãëàâà 7

Êîäû Ðèäà-Ìàëëåðà

Ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî êëàññè÷åñêèå äâîè÷íûå êîäû Ðèäà-Ìàëëåðà. Ñëåäóåò òàêæå
ñêàçàòü, ÷òî èçâåñòíû íåñêîëüêî êëàññîâ êîäîâ, êîòîðûå ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê îáîá-
ùåíèåì êëàññè÷åñêèõ äâîè÷íûõ êîäîâ Ðèäà-Ìàëëåðà íà q− çíà÷íûé ñëó÷àé. Ýòè êîäû
ìû íå ðàññìàòðèâàåì.

7.0.10 Áóëåâû ôóíêöèè è ìíîãî÷ëåíû Æåãàëêèíà
×åðåç Fm

2 ìû îáîçíà÷àåì ìíîæåñòâî âñåõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû n . Ìíîæåñòâî Fm
2

ÿâëÿåòñÿ m−ìåðíûì ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä ïîëåì F2 â îáû÷íîì ïîíèìàíèè ýòîãî
ïîíÿòèÿ. Ýëåìåíòû Fm

2 ìû îáîçíà÷àåì ïîëóæèðíûìè áóêâàìè: a = (a1, . . . , am),x =
(x1, . . . , xm) è ò.ï.

Áóëåâîé ôóíêöèåé f(x) íàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ ìíîæåñòâî Fm
2 (èëè â

äðóãîé òåðìèíîëîãèè ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî) â ìíîæåñòâî F2 (êîíå÷íîå ïîëå) èç äâóõ
ýëåìåíòîâ. Êîðîòêî ýòî îáîçíà÷àåòñÿ òàê: f : Fm

2 → F2 .
Î÷åâèäíî, êàæäàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ f(x) ìîæåò áûòü çàäàíà òàáëèöåé åå çíà÷åíèé, ò.å.

òàáëèöåé, â êàæäîé ñòðîêå êîòîðîé ðàñïîëîæåí âåêòîð a ∈ Fm
2 è ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó

âåêòîðó çíà÷åíèå áóëåâîé ôóíêöèè f(a) ∈ F2 . ×èñëî ðàçëè÷íûõ ñòðî÷åê òàáëèöû ðàâíî
2m � ÷èñëó ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà Fm

2 .
×èñëî ðàçëè÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé ðàâíî 22m . Ýòî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òàá-

ëè÷íîãî çàäàíèÿ áóëåâîé ôóíêöèè.
Ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ïðîñòðàíñòâîì LPm íàä ïîëåì

F2 ðàçìåðíîñòè 2m . Ñêàæåì íåñêîëüêî ñëîâ î ñïîñîáàõ ïðåäñòàâëåíèÿ è åñòåñòâåííûõ
áàçèñàõ ïðîñòðàíñòâà LPm .

Î÷åâèäíûì è ÷àñòî î÷åíü ïîëåçíûì ñïîñîáîì ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà
LPm ÿâëÿåòñÿ åãî ïðåäñòàâëåíèå â âèäå âåêòîðîâ çíà÷åíèé áóëåâûõ ôóíêöèé. Äëÿ òîãî,
÷òîáû ÿâíî ïîñòðîèòü îäíî èç òàêèõ ïðåäñòàâëåíèé, ìû óïîðÿäî÷èì êàêèì-ëèáî îáðàçîì
ýëåìåíòû m−ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà Fm

2 , ò.å. çàïèøåì ìíîæåñòâî Fm
2 â âèäå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè m−ìåðíûõ âåêòîðîâ: {α0, . . . , α2m−1} = Fm
2 . Ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ýëåìåíòîâ

ìíîæåñòâà {α0, . . . , α2m−1} , êàê ïðàâèëî, íå ñóùåñòâåíåí. Ãëàâíîå òî, ÷òî îí (ïîðÿäîê)
çàôèêñèðîâàí.

Â ýòîì ñëó÷àå áóëåâîé ôóíêöèè f(x) ìû ñîïîñòàâëÿåì âåêòîð åå çíà÷åíèé

f(x) = (f(α0), . . . , f(α2m−1)). (7.0.1)
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Ìû ãîâîðèì, ÷òî âåêòîð f(x) ïðåäñòàâëÿåò ôóíêöèþ f(x1, . . . , xm) . È íàîáîðîò, âåê-
òîð a ∈ F2m

2 ïðåäñòàâëÿåò áóëåâó ôóíêöèþ f(x) , åñëè a = f(x) .
Âåñ wt(f(x)) âåêòîðà f(x) íàçûâàåòñÿ òàêæå âåñîì áóëåâîé ôóíêöèè f(x) è îáî-

çíà÷àåòñÿ êàê wt(f(x)) . Òàêèì îáðàçîì wt(f(x)) � ýòî ÷èñëî çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x)
ðàâíûõ 1 , êîãäà x ïðîáåãàåò âñå ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà Fm

2 .
Äàëåå ïîä ïðîñòðàíñòâîì LPm áóäåì ïîíèìàòü 2m−ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî, îáðàçîâàí-

íîå âñåìè âåêòîðìè âèäà (7.0.1). Êàæäîìó âåêòîðó èç LPm ñîîòâåòñòâóåò áóëåâà ôóíêöèÿ,
äëÿ êîòîðîé ýòîò âåêòîð ÿâëÿåòñÿ åå âåêòîðîì çíà÷åíèé.

Êîîðäèíàòû âåêòîðîâ èç LPm áóäåì íóìåðîâàòü ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà Fm
2 . Òàêèì

îáðàçîì, j− îé êîîðäèíàòîé âåêòîðà (aα0 , . . . , aα2m−1
) ∈ LPm ÿâëÿåòñÿ êîîðäèíàòà aα , äëÿ

êîòîðîé α = αj .
Äðóãèì åñòåñòâåííûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà LPm ÿâëÿåòñÿ áàçèñ Ωm , îáðàçîâàííûé

âåêòîðàìè

ωa = (fa(α0), . . . , fa(α2m−1)), a ∈ Fm
2 , (7.0.2)

ãäå fa(x) � áóëåâà ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé fa(α) = 1 , åñëè a = α , è fa(α) = 0 , åñëè
α 6= a . Äðóãèìè ñëîâàìè, ó âåêòîðà ωa êîîðäèíàòà, èíäåêñèðîâàííàÿ ýëåìåíòîì a , ðàâíà
1 , à âñå îñòàëüíûå ðàâíû 0 .

Åùå îäíèì åñòåñòâåííûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà LPm ÿâëÿåòñÿ áàçèñ, ñâÿçàííûé ñ ìíî-
ãî÷ëåíàìè Æåãàëêèíà, ê èçó÷åíèþ êîòîðûõ ìû è ïåðåõîäèì.

Ìíîãî÷ëåíîì Æåãàëêèíà f(x1, . . . , xm) â Ðîññèè ïðèíÿòî íàçûâàòü îáû÷íûé ìíîãî-
÷ëåí f(x) ∈ F2[x1, . . . , xm] îò m ïåðåìåííûõ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ F2 . Î÷åâèäíî,
êàæäûé ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà f(x) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê áóëåâóþ ôóíêöèþ, çíà÷åíèÿ
êîòîðîé íà íàáîðå x ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè ýòîãî ìíîãî÷ëåíà â òî÷êå x .

Â âèäó òîãî, ÷òî x2 = x ïðè x ∈ F2 , òî â êà÷åñòâå ìíîãî÷ëåíîâ Æåãàëêèíà, ðàñ-
ñìàòðèâàåìûõ êàê áóëåâû ôóíêöèè, ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ìíîãî÷ëåíû, êîòîðûå
ÿâëÿþòñÿ ñóììîé ìîíîìîâ âèäà xi1 · · · xik , â êîòîðûõ êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ âõîäèò â ïåð-
âîé ñòåïåíè. Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà f(x1, . . . , xm) ìîæåò áûòü
çàïèñàí â âèäå

f(x1, . . . , xm) =
m∑

k=0

∑
1≤i1<···<ik≤m

ai1,...,ikxi1 · · · xik , ai1,...,ik ∈ F2. (7.0.3)

Çàìåòèì, ÷òî â ïîñëåäíåé ñóììå ñëîæåíèå îñóùåñòâëÿåòñÿ â ïîëå F2 (ïî mod 2 ). Òàêèì
îáðàçîì, êàæäûé ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà ÿâëÿåòñÿ áóëåâîé ôóíêöèåé. Âåðíî è îáðàòíîå
óòâåðæäåíèå: êàæäàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå (7.0.3).

Â ÷àñòíîñòè, ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà

x(a) = x1
(a1) · · ·x(am)

m , ãäå x(a) =

{
x, åñëè a = 1 ,

x = x + 1, åñëè a = 0
, (7.0.4)

ÿâëÿåòñÿ áóëåâîé ôóíêöèåé, êîòîðàÿ, êàê ëåãêî óñòàíîâèòü, ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 , åñëè
x = a , è x(a) = 0 , åñëè x 6= a .

Òåîðåìà 7.0.3 Êàæäàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xm) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà åäèí-
ñòâåííûì îáðàçîì â âèäå ìíîãî÷ëåíà Æåãàëêèíà.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî,

f(x1, . . . , xm) =
∑

f(a)=1

x(a), (7.0.5)

ãäå ñóììèðîâàíèå â ñóììå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì a ∈ Fm
2 , äëÿ êîòîðûõ f(a) = 1 . Ýòî

ñîîòíîøåíèå äîêàçûâàåò, ÷òî êàæäàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ ïðåäñòàâèìà â âèäå ìíîãî÷ëåíà
Æåãàëêèíà.

Åäèíñòâåííîñòü âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî ðàçìåðíîñòè ïðîñòðàíñòâà, îáðàçîâàííîãî âñå-
ìè áóëåâûìè ôóíêöèÿìè, ñîâïàäàåò ñ ðàçìåðíîñòüþ ïðîñòðàíñòâà îáðàçîâàííîãî âñåìè
ìíîãî÷ëåíàìè Æåãàëêèíà. ¤

Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 7.0.3, ïðîñòðàíñòâî ìíîãî÷ëåíîâÆåãàëêèíà LGm = F2[x1, . . . , xm]
èçîìîðôíî ïðîñòðàíñòâó LGm . Èç ñîîòíîøåíèÿ (7.0.5) ñëåäóåò, ÷òî ìíîãî÷ëåíû x(a), a ∈
Fm

2 îáðàçóþò áàçèñ Ωm ïðîñòðàíñòâà LGm , êîòîðûé ìû îáîçíà÷èëè òåì æå ñèìâîëîì,
÷òî è óæå ðàññìîòðåííûé áàçèñ ïðîñòðàíñòâà LPm .

Ñëåäñòâèå 7.0.3 Ìíîæåñòâî Ξm , îáðàçîâàííîå âñåìè ìîíîìàìè xi1 · · · xik , 1 ≤ i1 <

· · · < ik ≤ m, k = 0, . . . , m, ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà LGm .

Äîêàçàòåëüñòâî.Ìíîæåñòâî Ξm äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ áàçèñîì LGm , èáî, ïî îïðå-
äåëåíèþ, êàæäûé ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà ïðåäñòàâèì â âèäå (7.0.3) è |Ξm| =

∑m
k=0

(
m
k

)
=

2m = dimLGm = dimLPm . ¤
Áàçèñ Ξm íàçûâàåòñÿ ìîíîìèàëüíûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà LGm è ÿâëÿåòñÿ äðóãèì,

îòëè÷íûì îò Ωm , åñòåñòâåííûì áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà LGm .
Ìàòðèöà ïåðåõîäà îò áàçèñà Ξm ê áàçèñó Ωm ïðîñòðàíñòâà LGm ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé

2m×2m−ìàòðèöó R , êàæäàÿ ñòðîêà êîòîðîé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð-ñòðîêó çíà÷åíèé
îäíîãî èç ìîíîìîâ xi1 · · · xik . (Óïðàæíåíèå) Ïî ñóùåñòâó, ìàòðèöà R îñóùåñòâëÿåò ïå-
ðåõîä îò âåêòîðîâ, êîîðäèíàòàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòû ai1,...,ik ìíîãî÷ëåíà
Æåãàëêèíà g(x) , ê âåêòîðó g(x) , êîîðäèíàòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè
g(x) .

Ñòåïåíüþ deg xi1 · · · xik ìîíîìà xi1 · · · xik íàçûâàåòñÿ ÷èñëî k � ÷èñëî âõîäÿùèõ â
íåãî ïåðåìåííûõ. Ñòåïåíü deg g(x) ìíîãî÷ëåíà Æåãàëêèíà g(x) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìàê-
ñèìàëüíàÿ ñòåïåíü ìîíîìà, âõîäÿùåãî â ìíîãî÷ëåí g(x) ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì
ai1,...,ik (ñì. (7.0.3)).

7.0.11 Ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà êîäà Ðèäà-Ìàëëåðà
Îïðåäåëåíèå 7.0.2 (Êîäà Ðèäà-Ìàëëåðà) Ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà F2m

2 , îá-
ðàçîâàíîå âåêòîðàìè çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíîâ Æåãàëêèíà, ñòåïåíü êîòîðûõ íå ïðåâîñõî-
äèò r , íàçûâàåòñÿ äâîè÷íûì êîäîì Ðèäà-Ìàëëåðà äëèíû N = 2m è ïîðÿäêà r (ñîêðà-
ùåííî RM-êîäîì) è îáîçíà÷àåòñÿ ÷åðåç RMr,m èëè êîðî÷å � ÷åðåç RMr .

Ìîæíî ñêàçàòü è íåñêîëüêî èíà÷å è êîðî÷å: ïîäïðîñòðàíñòâî (êîä) RMr,m îáðàçîâàíî
âñåìè âåêòîðàìè g(x) , ó êîòîðûõ deg g(x) ≤ r .

Ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé g(x) îò m ïåðåìåííûõ, ó êîòîðûõ deg g(x) ≤ r ,
áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç R̂M r,m
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Òåîðåìà 7.0.4 Êîäîâîå ðàññòîÿíèå d è ðàçìåðíîñòü k RM-êîäà RMr,m ðàâíû d =
2m−r è k =

(
m
0

)
+

(
m
1

)
+ · · ·+ (

m
r

)
, ñîîòâåòñòâåííî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû îá ðàçìåðíîñòè RM-êîäà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî
áàçèñ ïîäïðîñòðàíñòâà, îáðàçîâàííîãî ìíîãî÷ëåíàìè, ñòåïåíü êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò r ,
ñîñòîèò èç âñåõ ìîíîìîâ xi1 · · · xik , 0 ≤ k ≤ r . Î÷åâèäíî, ÷èñëî òàêèõ ìîíîìîâ ðàâíî(

m
0

)
+

(
m
1

)
+ · · ·+ (

m
r

)
.

Ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ î êîäîâîì ðàññòîÿíèè. Ñîãëàñíî Ëåììå
14.3.1 äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, âåñ wt(f(x)) íåíóëåâîãî âåêòîðà f(x) ∈ RMr (âåñ ôóíêöèè
f(x) ) íå ìåíåå 2m−r .

Äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî m è r . Åñëè m = 1 , òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû
ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. Ïóñòü òåïåðü óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûïîëíåíî äëÿ âñåõ
m′ < m è âñåõ r′ ≤ r .

Êàæäóþ áóëåâó f(x1, . . . , xm) 6= 0 ôóíêöèþ ïðåäñòàâèì â âèäå

f(x1, . . . , xm) = x1f(1, x2, . . . , xm) + (x1 + 1)f(0, x2, . . . , xm). (7.0.6)

(Óïðàæíåíèå.)
Êîîðäèíàòû âåêòîðà f(x) , êîòîðûå ìû èíäåêñèðîâàëè ýëåìåíòàìè ïðîñòðàíñòâà Fm

2 ,
ðàçäåëèì íà äâå ÷àñòè: êîîðäèíàòû, ó êîòîðûõ x1 = 1 , è êîîðäèíàòû, ó êîòîðûõ x1 = 0 .

Îòñþäà,

wt(f(x1, x2, . . . , xm)) = wt(f(1, x2, . . . , xm)) + wt(f(0, x2, . . . , xm)). (7.0.7)
Åñëè îáå ôóíêöèè f(1, x2, . . . , xm) è f(0, x2, . . . , xm) ÿâëÿþòñÿ íåíóëåâûìè, òî îòñþäà

è èç èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî wt(f(x1, x2, . . . , xm)) ≥ 2m−1−r +2m−1−r =
2m−r .

Åñëè f(0, x2, . . . , xm) = 0 , òî èç ðàâåíñòâà (7.0.6) ñëåäóåò, ÷òî deg f(1, x2, . . . , xm) ≤
r − 1 . Îòñþäà è èç èíäóêòèâíîãî ïðåäïîëîæåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî wt(f(x)) ≥ 2m−r .

Ñîâåðøåííî àíàëîãè÷íî äîêàçûâàåòñÿ, ÷òî wt(f(x)) ≥ 2m−r , åñëè f(1, x2, . . . , xm) = 0 .
¤

Ëåììà 7.0.9 Ïóñòü l1(x), . . . , ls(x), s ≤ m, � íàáîð ëèíåéíûõ ôóíêöèé.
Òîãäà

∑

x∈Fm
2

l1(x) · · · ls(x) =





0, åñëè s < m, ëèáî, åñëè s = m è ôóíêöèè l1(x), . . . , ls(x)

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-çàâèñèìûìè,

1, åñëè s = m è ôóíêöèè l1(x), . . . , ls(x)

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè

.

(7.0.8)

Äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðîå ðàâåíñòâî â (7.0.16) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ëèíåéíàÿ ñèñòå-
ìà óðàâíåíèé lj(x) = 1, j = 1, . . . , m, èìååò òîëüêî îäíî ðåøåíèå, ïîýòîìó â ñóììå∑
x∈Fm

2
l1(x) · · · ls(x) èìååòñÿ òîëüêî îäíî íåíóëåâîå ñëàãàåìîå, ðàâíîå 1 .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî s < m . Êàê íåòðóäíî óñòàíîâèòü (Óïðàæíåíèå), ÷òî

∑

x∈Fm
2

xi1 · · ·xis =

{
0, åñëè s < m ,

1, åñëè s = m
. (7.0.9)
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Ïîýòîìó
∑
x∈Fm

2
l1(x) · · · ls(x) = 0 .

Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî s = m è ôóíêöèè lj(x) = 1, j = 1, . . . , m, ÿâëÿþòñÿ
ëèíåéíî-çàâèñèìûìè (íàä ïîëåì F 2)., lm(x) =

∑m−1
j=1 ajlj(x), aj ∈ F2 . Îòñþäà ñëåäóåò

(Óïðàæíåíèå), ÷òî l1(x) · · · lm(x) = l1(x) · · · lm−1(x)
∑m−1

j=1 aj , ò.å. â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçâå-
äåíèå l1(x), . . . , lm(x) ñîâïàäàåò ñ ïðîèçâåäåíèåì ëèíåéíûõ ôóíêöèé ñ ìåíüøèì, ÷åì m

ñîìíîæèòåëåé. Ýòî äîêàçûâàåò ïåðâîå ðàâåíñòâî â (7.0.16). ¤

Òåîðåìà 7.0.5 Êîäîì, äâîéñòâåííûì ê êîäó RMr,m ÿâëÿåòñÿ êîä RMm−r−1,m .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî x = f(x1, . . . , xm) ∈ RMr,m è ëþáîãî
y = g(x1, . . . , xm) ∈ RMm−r−1,m âûïîëíåíî

〈x,y〉 =
∑

x∈Fm
2

f(x1, . . . , xm)g(x1, . . . , xm) = 0. (7.0.10)

Äåéñòâèòåëüíî, ïóñòü i1 < · · · < is . Â âèäó òîãî, ÷òî x = f è y = g , ãäå deg f ≤ r è
deg g ≤ n− r − 1 , èç ðàâåíñòâà (7.0.9), íåïîñðåäñòâåííî, âûòåêàåò ðàâåíñòâî (7.0.10).

Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû, äîñòàòî÷íî çàìåòèòü, ÷òî dim RMr,m+
dim RMm−r−1,m = N = 2m . ¤

Ñëåäñòâèå 7.0.4 Äëÿ ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè f îò m ïåðåìåííûõ ñòåïåíè ìåíüøåé
m èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî ∑

α∈Fm
2

f(α) = 0. (7.0.11)

Ëåììà 7.0.10 Ïóñòü L = 〈a1, . . . , ar〉 � ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè r ≤ m ïðî-
ñòðàíñòâà Fm

2 , íàòÿíóòîå íà ìíîæåñòâî âåêòîðîâ {a1, . . . , ar} , α � âåêòîð ïðî-
ñòðàíñòâà Fm

2 , L⊥ = 〈b1, . . . , bm−r〉 � ïðîñòðàíñòâî, äâîéñòâåííîå ê ïðîñòðàíñòâó
L , è φL+α(x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ñìåæíîãî êëàññà L + α , ò.å. φL+α(x) �
ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé

φL+α(x) =

{
1, åñëè x ∈ L + α ,

0, åñëè x 6∈ L + α
. (7.0.12)

Òîãäà

φL+0(x) = φL(x) = (b1(x) + 1) · · · (bm−r(x) + 1) è φL+α(x) = φL(x + α), (7.0.13)

ãäå bj(x) = 〈bj,x〉 � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âòîðîå ðàâåíñòâî â (7.0.13) î÷åâèäíî. Ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó
ïåðâîãî.

Ïî îïðåäåëåíèþ, ïðîñòðàíñòâî L⊥ , äâîéñòâåííîå ê L , ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ b ∈
Fm

2 , äëÿ êîòîðûõ ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈a, b〉 ðàâíî íóëþ âñåõ a ∈ L . Åñëè b1, . . . , bm−r

� áàçèñ ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L⊥ , òî, î÷åâèäíî, bj(x) = 0, j = 1, . . . , m − r, òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà x ∈ L . Ýòî óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåò ïåðâîå ðàâåíñòâî â (7.0.13). ¤
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Ñëåäñòâèå 7.0.5 (èç òåîðåìû 7.0.5) Ïóñòü Lr+1 � ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè
r + 1 ≤ m ïðîñòðàíñòâà Fm

2 .
Òîãäà ïðè ëþáîì α ∈ Fm

2 ∑
x∈Lr+1+α

f(x) = 0, (7.0.14)

åñëè degf(x) ≤ r .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè r+1 = m äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ (7.0.9). Äëÿ
äîêàçàòåëüñòâà ñëåäñòâèÿ ïðè r + 1 < m äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ
ôóíêöèÿ ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå ìíîãî÷ëåíà Æåãàëêèíà, ñòåïåíü êîòîðîãî íå
âûøå m− r − 1 .

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî òàê, òî
∑
x∈L+α

f(x) =
∑

x∈Fm
2

φL+α(x)f(x), deg φL+α(x)f(x) < m, (7.0.15)

è èç ñëåäñòâèÿ 7.0.4 âûòåêàåò òðåáóåìîå ðàâåíñòâî (7.0.14). ¤

Ëåììà 7.0.11 Ðàññìîòðèì ëèíåéíûå ôóíêöèè l
(L)
j (x), j = 1, . . . , r, îïðåäåëåííûå íà

ïðîñòðàíñòâå L , êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ îãðàíè÷åíèåì ëèíåéíûõ ôóíêöèé lj(x), j = 1, . . . , r,

íà ïîäïðîñòðàíñòâî L , ò.å. l
(L)
j (x) = lj(x) , åñëè x ∈ L .

Òîãäà

∑
x∈L

l1(x) · · · ls(x) =





0, åñëè ôóíêöèè l
(L)
1 (x), . . . , l

(L)
r (x)

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-çàâèñèìûìè,

1, åñëè ôóíêöèè l
(L)
1 (x), . . . , l

(L)
r (x)

ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè

. (7.0.16)

Äîêàçàòåëüñòâî íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ëåììû (7.0.9). ¤

Ñëåäñòâèå 7.0.6 Ïóñòü L � ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè r + 1 ≤ m ïðîñòðàíñòâà
Fm

2 .
Òîãäà ∑

x∈L+α

f(x) = 0, (7.0.17)

åñëè degf(x) ≤ r .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñëåäñòâèÿ 7.0.6.

Òåîðåìà 7.0.6 Ïóñòü L � ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè r ≤ m ïðîñòðàíñòâà Fm
2 ,

α ∈ Fm
2 è f(x) � áóëåâà ôóíêöèÿ ïîðÿäêà íåëèíåéíîñòè t ≥ r .

Òîãäà ñòåïåíü íåëèíåéíîñòè ôóíêöèè

g(x) =
∑
x∈L+α

f(x), (7.0.18)

íå âûøå t− r .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü. ÷òî ñòåïåíü íåëèíåéíîñòè ôóíêöèè g0(x) =∑
x∈L+α f0(x) , ãäå f0(x) = xi1 · · ·xit , i1 < · · · < it, íå âûøå t − r . Ýòî ñëåäóåò èç ëåãêî

ïðîâåðÿåìîãî ñîîòíîøåíèÿ (Óïðàæíåíèå) deg
∑
x∈L0+α f0(x) ≤ t−1, , ãäå L0 � îäíîìåðíîå

ïðîñòðàíñòâî. ¤
Ïî ñëîæèâøåìóñÿ ó ñïåöèàëèñòîâ ìíåíèþ êîäû Ðèäà-Ìàëëåðà ÿâëÿþòñÿ ñëàáûìè êî-

äàìè (èìåþò ìàëîå ïî ñðàâíåíèþ ñ ìàêñèìàëüíî âîçìîæíûì êîäîâîå ðàññòîÿíèå), íî â
òîæå âðåìÿ ÿâëÿþòñÿ êîäàìè ñ ïðîñòûì äåêîäèðîâàíèåì. Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ðàñ-
ñìîòðèì íåêîòîðûå èç ýòèõ îòíîñèòåëüíî ïðîñòûõ àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ è ñâÿçàííûå
ñ íèìè äðóãèå çàäà÷è.

7.1 Äåêîäèðîâàíèå êîäà Ðèäà-Ìàëëåðà
Îáû÷íî êîððåêòèðóþùóþ ñïîñîáíîñòü êîäà õàðàêòåðèçóþò âåëè÷èíîé åãî êîäîâîãî ðàñ-
ñòîÿíèÿ d . Âìåñòå ñ òåì íå ìåíåå åñòåñòâåííî, à äëÿ íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèé è áîëåå åñòå-
ñòâåííî, ïðåäñòàâëÿåòñÿ õàðàêòåðèçàöèÿ êîððåêòèðóþùåé ñïîñîáíîñòü ÷èñëîì îøèáîê t̂ ,
êîòîðûå êîä èñïðàâëÿåò ïî÷òè âñåãäà. Áîëåå ïîäðîáíî è òî÷íî ïîíÿòèÿ êîððåêòèðóþùàÿ
ñïîñîáíîñòü êîäà, ñëîæíîñòü äåêîäèðîàíèÿ ðàññìîòðåíû âûøå â ðàçäåëå 6.1.

Â íàñòîÿùåì ïàðàãðàôå ïîêàçàíî, ÷òî åñëè r = const è m →∞ , òî êîä RMr,m èñïðàâ-
ëÿåò ïî÷òè âñå îøèáêè êðàòíîñòè t̂ = 1

2
(1− ε̂m)2m ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ

ñî ñëîæíîñòüþ O(mr−12m) , ãäå ε̂m = ε̂m,r � íåêîòîðàÿ ôóíêöèÿ, ñòðåìÿùàÿñÿ ê íóëþ ïðè
m →∞ .

Ñêîðîñòü ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ ôóíêöèè ε̂m â êîíå÷íîì èòîãå îïðåäåëÿåò êà÷åñòâî àëãî-
ðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ: ÷åì áûñòðåå ñòðåìèòñÿ ê íóëþ ε̂m , òåì ëó÷øå åãî êîððåêòèðóþùàÿ
ñïîñîáíîñòü.

Çàìåòèì, ÷òî íèæå â ïàðàãðàôå 7.1.7 äëÿ àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ êîäà RMr,m ïî
ìèíèìîìó ðàññòîÿíèÿ ïîëó÷åíû íèæíèè îöåíêè ôóíêöèè εr,m , ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ
èñïðàâëÿþòñÿ ïî÷òè âñå îøèáêè êðàòíîñòè t̂ ≈ 1

2
(1− εm)2m (Ñëåäñòâèå 7.1.2).

Ýòîò àëãîðèòì ïðè r ≥ 2 íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì, ò.å. åãî ñëîæíîñòü, êàê ôóíê-
öèÿ îò äëèíû êîäà, ðàñòåò áûñòðåå ñêîðîñòè ðîñòà ëþáîãî ïîëèíîìà ôèêñèðîâàííîé ñòå-
ïåíè.

Äëÿ ðàññìîòðåííûõ â ýòîì ðàçäåëå ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ êîäà
RMr,m ôóíêöèÿ εm ñòðåìèòñÿ ê íóëþ çíà÷èòåëüíî ìåäëåíåå, ÷åì åå íèæíÿÿ îöåíêà èç
ñëåäñòâèÿ 7.1.2. Â ñâÿçè ñ ýòèì åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: êàêîâà ìàê-
ñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ñòðåìëåíèÿ ê íóëþ εm ïðè òîì èëè èíîì îãðàíè÷åíèè íà ñëîæíîñòü
àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ, â ÷àñòíîñòè, êàêîâà ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü ñðåìëåíèÿ ê íóëþ
ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ RM-êîäà âòîðîãî ïîðÿäêà.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, êàê ñëåäóåò èç ñëåäñòâèÿ 7.1.2 äëÿ êîäà RM2,m ñóùåñòâóåò íåïîëèíî-
ìèàëüíûé àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ, äëÿ êîòîðîãî εm ≈ Cm2−

m
2 è ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè

O(m2m) . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, äëÿ ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ, ðàññìîòðåí-
íîãî â �7.1.5, εm & C ′m

1
2 2−

m
4 , ãäå C,C ′ � ïîñòîÿííûå.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ íåïîëèíîìèàëüíîãî è èçâåñòíûõ ïîëèíîìèàëüíûõ àëãîðèòìîâ äå-
êîäèðîâàíèÿ RM-êîäà âòîðîãî ïîðÿäêà èìååñÿ ñóùåñòâåííûé çàçîð ìåæäó ÷èñëàìè îøè-
áîê ïðè êîòîðûõ ýòè àëãîðèòìû ðàáîòàþò ïî÷òè âñåãäà ïðàâèëüíî. Â íàñòîÿùåå âðåìÿ íå
ÿñíî êàê ñóçèòü ýòîò çàçîð.
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7.1.1 Àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ RM-êîäà ïåðâîãî ïîðÿäêà ïî ìàê-
ñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ è "áûñòðîå" óìíîæåíèå âåêòîðà íà
ìàòðèöó Àäàìàðà

Êîä Ðèäà-Ìàëëåðà RM1,m ïåðâîãî ïîðÿäêà ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ f çíà÷åíèé àôôèí-
íûõ ôóíêöèé fa(x) = a1 + · · · + am + a0, aj ∈ F2 . Èõ ÷èñëî ðàâíî 2 · 2m , ò.å. ÿâëÿåòñÿ
ïîëèíîìèàëüíûì îò åãî äëèíû N = 2m êîäà. Ïîýòîìó äåêîäèðîâàíèå êîäà RM1,m äà-
æå íàèáîëåå ñèëüíûì àëãîðèòìîì äåêîäèðîâàíèÿ ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ ÿâëÿåòñÿ
ïîëèíîìèàëüíûì.

Çàìåòèì, ÷òî àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ äëÿ ëþáîãî âåê-
òîðà a′ ∈ Fm

2 âû÷èñëÿåò îäèí èç áëèæàéøèõ ê íåìó â ìåòðèêå Õåììèíãà êîäîâûé âåêòîð
a ∈ RM1,m . Ðåàëèçàöèÿ ýòîãî àëãîðèòìà îáû÷íî îñóùåñòâëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ðàññìîòðèì 2m × 2m−ìàòðèöó

Am = ‖(−1)〈a,b〉‖, a, b ∈ Fm
2 , ãäå 〈a, b〉 = a1b1 + · · ·+ ambm . (7.1.1)

Ïóñòü Fm
2 = {α1, . . . , αN}, N = 2m . Ñòðîêè è ñòîëáöû ìàòðèöû A áóäåì èíäåêñèðîâàòü

ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà {α1, . . . , αN} .
Ïóñòü y ∈ F2m

2 è ỹ = ((−1)y1 , . . . , (−1)yN ), N = 2m . Õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî

ỹAm = (δα1 , . . . , δαN
), N = 2m, (7.1.2)

ãäå

δαj
= N − 2d(y, fαj

(x)) (7.1.3)

è d � ìåòðèêà Õåììèíãà. (Óïðàæíåíèå)
Ñîîòíîøåíèå (7.1.3) ïîêàçûâàåò, ÷òî èíäåêñ αs êîîðäèíàòû âåêòîðà yA c ìàêñèìàëü-

íûì çíà÷àíèåì îïðåäåëÿåò âåêòîð fαs(x) çíà÷åíèé àôôèííîé ôóíêöèè fαs(x) , êîòîðûé
íàèáîëåå áëèçîê â ìåòðèêå Õåììèíãà ê âåêòîðó y .

Òàêèì îáðàçîì, äåêîäèðîâàíèå êîäà RM1,m ìîæíî ñâåñòè ê óìíîæåíèþ âåêòîðà ỹ ñ
äåéñòâèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè íà ìàòðèöó Àäàìàðà Am . Èñõîäÿ èç ñòàíäàðòíîãî îïðå-
äåëåíèÿ óìíîæåíèÿ âåêòîðà íà ìàòðèöó, ñëîæíîñòü Tm âû÷èñëåíèÿ ïðîèçâåäåíèÿ yAm ,
îöåíèâàåòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé 22m = N2 . Âìåñòå ñ òåì, êàê ìû ñåé÷àñ ïîêàæåì, ÷òî
ñëîæíîñòü Tm óìíîæåíèÿþ âåêòîðà íà ìàòðèöó Àäàìàðà Am ìîæåò áûòü ïîíèæåíà äî
âåëè÷èíû m2m , ò.å. Tm ≤ m2m .

Ñíèæåíèå ñëîæíîñòè ìîæíî îñóùåñòâèòü ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåãî ïðîñòîãî ñîîáðàæå-
íèÿ, êîòîðîå áûâàåò ïîëåçíûì è äëÿ ðåøåíèÿ ìíîãèõ äðóãèõ ïîäîáíûõ çàäà÷. Ïðåäïîëî-
æèì, ÷òî ìàòðèöà Am ïðåäñòàâëåíà â âèäå

Am = A(1)
m · · ·A(m)

m (7.1.4)

ïðîèçâåäåíèÿ ìàòðèö A
(j)
m , êàæäàÿ èç êîòîðûõ èìååò ìàëîå ÷èñëî íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ.

Â ýòîì ñëó÷àå óìíîæåíèå yAm ðåàëèçóåòñÿ êàê öåïî÷êà ïîñëåäîâàòåëüíûõ óìíîæåíèé
âåêòîðà íà ìàòðèöû A

(j)
m . Â ðåçóëüòàòå ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ ìàòðèöû íà âåêòîð áóäåò

îöåíèâàòñÿ ñâåðõó âåëè÷èíîé T
(1)
m + · · ·+ T

(m)
m , ãäå T

(j)
m � ñëîæíîñòü óìíîæåíèÿ âåêòîðà

íà ìàòðèöó A
(j)
m .
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Â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå êàæäàÿ ìàòðèöà A
(j)
m ñîäåðæèò äâà íåíóëåâûõ ýëå-

ìåíòà ±1 â êàæäîé åå ñòðîêå è ñòîëáöå, ïîýòîìó T
(j)
m = 2m è, ñëåäîâàòåëüíî, Tm ≤

T
(1)
m + · · · + T

(m)
m = m2m . Ïîñòðîèòü òàêèå óäîáíûå ìàòðèöû A

(j)
m ìîæíî ñëåäóþùèì îá-

ðàçîì.
Ïóñòü A = ‖ai,j‖ � k × k−ìàòðèöà, B = ‖bu,v‖ � s× s−ìàòðèöà. ks× ks−ìàòðèöà

A⊗B (òåíçîðíîå èëè, êàê åãî åùå íàçûâàþò, êðîíåêåðîâî ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö A è B )
îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì

A⊗B = ‖ai,jB‖ = ‖Abu,v‖ = ‖ai,jbu,v‖, i, j = 1, . . . , k, u, v = 1, . . . , s. (7.1.5)

Êàê õîðîøî èçâåñòíî, è ýòî äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïðîâåðèòü, ÷òî ìàòðèöó Am ìîæíî
ïðåäñòàâèòü â âèäå

Am = A1 ⊗ A1 ⊗ · · · ⊗ A1 = ⊗Am
1 , (7.1.6)

ãäå A1 =

(
1 1
1 −1

)
=

(
(−1)ab

)
, a, b ∈ F2, � ìàòðèöà Àäàìàðà ïîðÿäêà 2 . (Óïðàæíåíèå)

Ëåììà 7.1.1 Ðàâåíñòâî (7.1.4) áóäåò âûïîëíåíî, åñëè â êà÷åñòâå ìàòðèö A
(j)
m , j =

1, . . . ,m, âçÿòü ìàòðèöó A
(j)
m = I2j−1⊗A1⊗I2m−j , ãäå I2j � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà

2j .
Êàæäàÿ ìàòðèöà A

(m−j)
m èìååò â êàæäîì ñòîëáöå è ñòðîêå ïî äâà íåíóëåâûõ ýëå-

ìåíòà ±1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ìàòðèöó Am ñ ó÷åòîì (7.1.6) ìîæíî ïðåä-
ñòàâèòü â ñëåäóþùåì âèäå (Óïðàæíåíèå).

Am = I2 ⊗ Am−1 · Am−1
1 ⊗ I2m−1 . (7.1.7)

Â êà÷åñòâå ìàòðèöû A
(m)
m â (7.1.4) âîçüìåì ìàòðèöó Am−1

1 ⊗ I2m−1 . Ýòîò æå ïðîöåññ
ïðîäîëæèì è äëÿ ìàòðèöû Am−1 â (7.1.6), à èìåííî, â êà÷åñòâå ìàòðèöû A

(m−1)
m âîçüìåì

ìàòðèöó I2⊗A1⊗ I2m−2 , äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå Am = I4⊗Am−2 · I2⊗A1⊗
I2m−2 · Am−1

1 ⊗ I2m−1 .
Ïðîäîëæàÿ ýòîò ïðîöåññ, ìû óñòàíîâèì, ÷òî åñëè â êà÷åñòâå ìàòðèöû A

(m−j)
m ìû âîçü-

ìåì ìàòðèöó I2j−1 ⊗ A1 ⊗ I2m−j , òî ñîîòíîøåíèå (7.1.4) áóäåò âûïîëíåíî.
Òàêæå î÷åâèäíî, ÷òî êàæäàÿ ìàòðèöà A

(m−j)
m èìååò â êàæäîì ñòîëáöå è ñòðîêå ïî äâà

íåíóëåâûõ ýëåìåíòà ±1 . ¤

Ñëåäñòâèå 7.1.1 Óìíîæåíèå âåêòîðà ỹ ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè íà ìàò-
ðèöó Am ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàíî çà m2m îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ â ïîëå
äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë R .

Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Òåîðåìà 7.1.1 Ñëîæíîñòü àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ êî-
äà Ðèäà-Ìàëëåðà ïåðâîãî ïîðÿäêà íå áîëåå, ÷åì O(m2m) .
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Èçâåñòíû ìíîãî÷èñëåííûå äðóãèå ðåçóëüòàòû, êàñàþùèå ñëîæíîñòè äåêîäèðîâàíèÿ
RM-êîäîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà. Îáû÷íî ýòè àëãîðèòìû "ðàáîòàþò"òîëüêî ïðè ÷èñëå îøèáîê â
êîäîâîì âåêòîðå ìåíüøåì, ÷åì 2m−2 − 1 � ïðèìåðíî ïîëîâèíå êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ êîäà
RM1,m . Ýòî îãðàíè÷åíèå íà ÷èñëî îøèáîê ïîçâîëÿåò, â ÷àñòíîñòè, ïîíèçèòü ñëîæíîñòü
äåêîäèðîâàíèÿ RM1,m äî O(2m) (ñì. [17]).

Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü, ÷òî äëÿ êðèïòîãðàôèè èíòåðåñíû àëãîðèòìû äåêîäèðîâàíèÿ
"ñèëüíî óêîðî÷åííûõ" RM-êîäîâ ïåðâîãî ïîðÿäêà, ò.å. êîäîâ, îáðàçîâàííûõ íåáîëüøîé
÷àñòüþ ðàçðÿäîâ ïîëíîãî RM-êîäà. Ýòî ñîâñåì äðóãàÿ òåìà, êîòîðîé â äàííîé êíèãå ìû
êàñàòüñÿ íå áóäåì.

Äëÿ RM-êîäîâ ïîðÿäêà r > 1 òàêæå èçâåñòíû [6] "áûñòðûå"àëãîðèòìû âû÷èñëåíèÿ
ïðîèçâåäåíèÿ

ỹAm,r, (7.1.8)
ãäå Am,r � 2m×2dim RMm,r−ìàòðèöà, ñòîëáöàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âñåâîçâìîæíûå ñòîëá-
öû ã = ((−1)a1 , . . . , (−1)a2m )T , ãäå a = (a1, . . . , a2m) ∈ RMm,r , è ỹ � 2m−ìåðíûé
âåêòîð ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîîðäèíàòàìè. Ñëîæíîñòü åãî ðåàëèçàöèè ðàâíà O(2dim RMm,r)
îïåðàöèé ñëîæåíèÿ è âû÷èòàíèÿ.

7.1.2 Ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ RM-êîäà ïîðÿä-
êà r > 1

Ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ êîäà RM-êîäà r− ãî ïîðÿäêà ÿâëÿåòñÿ ÿâëÿåòñÿ ïîëíàÿ àôôèí-
íàÿ ãðóïïà GAm , ñîñòîÿùàÿ èç âñåõ îòîáðàæåíèé ïðîñòðàíñòâà Fm

2 â ñåáÿ âèäà

σ : x → xA + α, x ∈ Fm
2 , (7.1.9)

ãäå α ∈ Fm
2 è A � íåâûðîæäåííàÿ m×m−ìàòðèöà ñ ýëåìåíòàìè èç F2 . Òàêèì îáðàçîì,

åñëè f(x) ∈ RMr,m , òî è g(x) ∈ RMr,m , ãäå g(x) = f(xA + α) .
Òàê êàê êîä RMr,m ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì, òî âåêòîð

fA,α = f(x) + f(xA + α), x ∈ Fm
2 , (7.1.10)

òàêæå ïðèíàäëåæèò êîäó RMr,m . Ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâåííûì äëÿ
äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû âû÷èñëèòü âåêòîð fA,α íåò íóæäû çíàòü ïðåäñòàâëåíèå ôóíêöèè f(x)
â âèäå ìíîãî÷ëåíà Æåãàëêèíà. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ fA,α äîñòàòî÷íî ñëîæèòü âåêòîð f(x) ñ
âåêòîðîì f(xA + α) , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì f(x) ñ ïåðåñòàâëåííûìè êîîðäèíàòàìè
â ñîîòâåòñòâèè ïåðåñòàíîâêîé σ (ñì. (7.1.9)).

Åñëè çàôèêñèðîâàòü ýëåìåíòû A,α è çàñòàâèòü ôóíêöèþ f ïðîáåæàòü âñå ýëåìåíòû
RMr,m , òî ìíîæåñòâî âåêòîðîâ fA,α áóäåò îáðàçîâûâàòü íåêîòîðûé ëèíåéíûé ïîäêîä êîäà
RMr,m , êîòîðûé ìû áóäåò îáîçíà÷àòü ÷åðåç RMr,m(A,α) .

Äàëåå ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ñëó÷àÿ: ìàòðèöà A ÿâëÿåòñÿ åäèíè÷íîé
ìàòðèöåé E , ò.å. ìû áóäåì ðàññìàòðèâàåì òîëüêî îòîáðàæåíèÿ, êîòîðûå ïîðîæäàþòñÿ
ñäâèãàìè σ : x → x + α, α ∈ Fm

2 , ïðîñòðàíñòâà Fm
2 . Â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèÿ

fE,α = fα(x) = f(x) + f(x + α) (7.1.11)
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íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäíîé áóëåâîé ôóíêöèè f ïî íàïðàâëåíèþ α .
Ëåììà 7.1.2 Åñëè α 6= 0 , òî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî RMr,m(α) = {fα|f ∈ R̂M r,m} ,
ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ g ∈ RM r−1,m , îïðåäåëÿåìûõ áóëåâûìè ôóíêöèÿìè g(x) ∈
R̂M r−1,m , äëÿ êîòîðûõ ñïðàâåäëèâî

g(x) + g(x + α) = 0. (7.1.12)
Ðàçìåðíîñòü dim RMr,m(α) ïðîñòðàíñòâà RMr,m(α) ðàâíà

dim RMr,m(α) = dim RMr−1,m−1 =
r−1∑
j=0

(
m− 1

j

)
. (7.1.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè fα ñëåäóåò, ÷òî ñîîòíîøåíèå
(7.1.12) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ ôóíêöèé f(x) ∈ R̂M r,m(α) .

Ñëåäîâàòåëüíî, îñòàëîñü äîêàçàòü, ÷òî ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî R̂M r,m(α) ñîñòîèò èç
âñåõ òàêèõ ôóíêöèé, ó êîòîðûõ ìíîãî÷ëåí Æåãàëêèíà èìååò ñòåïåíü íå âûøå r − 1 .

Åñëè deg f ≤ r , òî èç ñîîòíîøåíèÿ (7.1.11) è òåîðåìû 7.0.6 ñëåäóåò, ÷òî deg fα ≤ r− 1 .
Òî æå ñàìîå íåòðóäíî äîêàçàòü è íåïîñðåäñòâåííî (Óïðàæíåíèå).

Î÷åâèäíî, îòîáðàæåíèå σα : f → fα, f ∈ RMr,m, ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì îòîáðàæåíèåì
ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâà RMr,m â ëèíåéíîãî ïðîñòðàíñòâî RMr−1,m . Âû÷èñëèì ðàçìåð-
íîñòü dim RMr,m(α) � îáðàçà ýòîãî îòîáðàæåíèÿ.

Ïóñòü A ∈ Mm(F2) � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà òàêàÿ, ÷òî α = e1A , ãäå e1 =
(1, 0, . . . , 0) � åäèíè÷íûé âåêòîð. O÷åâèäíî, fα = f ′e1 , ãäå f ′(x) = f(xA) . Åñëè ôóíê-
öèÿ f ïðîáåãàåò âñå ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà R̂M r,m , òî ôóíêöèÿ f ′ òàêæå ïðîáåãàåò âñå
ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà R̂M r,m . Ïîýòîìó dim RMr,m(α) = dim RMr,m(e1) . Ñëåäîâàòåëüíî,
ìû áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî α = e1 è âû÷èñëÿòü ðàçìåðíîñòü
ïðîñòðàíñòâà dim RMr,m(e1) .

Î÷åâèäíî, åñëè f(x) = x1xi2 · · · xit , 1 < i2 < · · · < it ≤ m , òî

fe1 = x1xi2 · · · xit + (x1 + 1)xi2 · · · xit = xi2 · · · xit . (7.1.14)
Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî áàçèñîì ïðîñòðàíñòâà RMr,m(e1) ÿâëÿþòñÿ âñå

ìîíîìû xi2 · · ·xit , 1 < i2 < · · · < it ≤ m . Ñëåäîâàòåëüíî, dim R̂Mr,m(e1) = dim R̂Mr−1,m−1 =∑r−1
j=0

(
m−1

j

)
. ¤

Êàê ñëåäóåò èç äîêàçàííîé òåîðåìû êàæäûé âåêòîð fα ∈ RM r,m(α) èìååò 2m−1 îäèíà-
êîâûõ ïàð êîîðäèíàò: fα(x) è fα(x+α) . Âûáåðåì â êàæäîé òàêîé ïàðå îäíó êîîðäèíàòó
è ðàññìîòðèì âåêòîð fα

∗ äëèíû 2m−1 , êàæäàÿ êîîðäèíàòà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ îäíîé êî-
îðäèíàòîé èç ïàðû fα(x) è fα(x + α) . Óêàçàííîå "âûêàëûâàíèå" ïîëîâèíû êîîðäèíàò
ó âåêòîðà fα ìû ïðåäñòàâèì â âèäå ëèíåéíîãî îòîáðàæåíèÿ Φα , êîòîðîå ïðîåêòèðóåò
âåêòîð fα ∈ RM r,m(α) â âåêòîð fα

∗ , êîòîðûé ïðèíàäëåæèò êîäó RM r−1,m−1 .
Ïóñòü g(x) ∈ RM r−1,m � áóëåâà ôóíêöèÿ, äëÿ êîòîðîé âûïîëíåíî ðàâåíñòâî (7.1.12),

è Aα � íåâûðîæåííàÿ ìàòðèöà, äëÿ êîòîðîé ñïðàâåäëèâî α = e1Aα . Êàê ñëåäóåò èç
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû, fα = f ′e1 , ãäå f ′(x) = f(xA) .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî â êà÷åñòâå Φα ìîæíî âçÿòü îòîáðàæåíèå, êîòîðîå âûêàëûàåò êî-
îðäèíàòó g(αj) ó âåêòîðà g(x) = (g(α1), . . . , g(α2m)) ∈ RMr,m(α) òîëüêî òîãäà, êîãäà ïåð-
âàÿ êîîðäèíàòà ó âåêòîðà αjAα ðàâíà 1 . Â ýòîì ñëó÷àå îáðàç Φα(g(x)) = g′(0, x2, . . . , xm)
áóäåò, î÷åâèäíî, âåêòîðîì RM-êîäà RM r−1,m−1 .
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7.1.3 Îñíîâíàÿ èäåÿ ïîëèíîìèàëüíîãî äåêîäèðîâàíèÿ RM-êîäà
r−ãî ïîðÿäêà

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî f(x) ∈ RMr,m è e ∈ F2m

2 � âåêòîð, êîòîðûé ìû áóäåì íàçûâàòü
âåêòîðîì îøèáêè. Âåêòîð f(x) ′ = f(x)+e ìû íàçûâàåì êîäîâûì âåêòîðîì, èñêàæåííûì
t îøèáêàìè, ãäå t = wt(e) (âåñ âåêòîðà e ).

Çàäà÷à äåêîäèðîâàíèÿ âåêòîðà f(x) ′ , ðàññìàòðèâàåìàÿ â íàñòîÿùåì ðàçäåëå, ñîñòî-
èò â ñëåäóþùåì. Èìåÿ â íàëè÷èè òîëüêî âåêòîð f(x) ′ , íàäî âû÷èñëèòü âåêòîð f(x) ∈
RMr,m ∈ RMr,m , áëèæàéøèé ê f(x) ′ , èëè, ÷òî îäíî è òî æå, âñå êîýôôèöèåíòû ai1,...,ik , 0 ≤
k ≤ r, â ïðåäñòàâëåíèè ôóíêöèè f(x) â âèäå ìíîãî÷ëåíà Æåãàëêèíà (ñì. (7.0.3)). Çàìå-
òèì, ÷òî èìåþòñÿ è äðóãèå îïðåäåëåíèÿ çàäà÷è äåêîäèðîâàíèÿ êîäà (ñì. ðàçäåë 6.1).

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïðîèçâîäíîé áóëåâîé ôóíêöèè è ýòî óæå áûëî çàìå-
÷åíî âûøå, äëÿ âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà fα äîñòàòî÷íî ñëîæèòü âåêòîð f(x) ñ âåêòîðîì
f(xA + α) . Ïîñëåäíèé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì f(x) , ó êîòîðîãî êîîðäèíàòû ïåðåñòàâ-
ëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ ïåðåñòàíîâêîé σ : x → x + α . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî èñêàæåííûé
âàðèàíò fα

′ ïðîèçâîäíîé fα ìîæíî ïîëó÷èòü â ñëåäóþùåì âèäå

fα
′ = f(x) ′ + f(x + α) ′ = fα + e + eα, (7.1.15)

ãäå f(x + α) ′ � âåêòîð f(x) ′ , ó êîòîðîãî êîîðäèíàòû ïåðåñòàâëåíû â ñîîòâåòñòâèè ñ
ïåðåñòàíîâêîé σ è eα � âåêòîð îøèáêè e , ó êîòîðîãî êîîðäèíàòû ïåðåñòàâëåíû â ñîîò-
âåòñòâèè ñ ïåðåñòàíîâêîé σα åãî êîîðäèíàò.

Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 7.1.2, âåêòîð fα ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì âåêòîðîì RM-êîäà RMr−1,m ñ
äóáëèðîâàííûìè êîîðäèíàòàìè (êîîðäèíàòû fα(x) è fα(x+α) ó âåêòîðà fα ñîâïàäàþò).
Îòñþäà è èç (7.1.15) ñëåäóåò, ÷òî fα

′ ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì âåêòîðîì RM-êîäà RMr−1,m ,
èñêàæåííûì t′ = wt(e + eα) îøèáêàìè.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ìû êàêèì-ëèáî îáðàçîì ïðàâèëüíî äåêîäèðîâàëè èñêàæåííûé âåê-
òîð fα

′ , ò.å. ïðàâèëüíîãî îïðåäåëèëè âåêòîð fα è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâèëüíîãî îïðåäåëè-
ëè êîýôôèöèåíòû bj1,...,js â ìíîãî÷ëåíå Æåãàëêèíà

fα(x) =
r−1∑
s=0

∑
j1<···<js

bj1,...,jsxj1 · · ·xjs . (7.1.16)

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè fα(x) (ñì. ñîîòíîøåíèå (7.1.11)), êîýôôèöèåíòû
bj1,...,jr−1 ëèíåéíî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç êîýôôèöèåíòû ai1,...,ir â ïðåäñòàâëåíèè (7.0.3) ôóíê-
öèè f(x) â âèäå ìíîãî÷ëåíà Æåãàëêèíà. Ýòè ëèíåéíûå ñîîòíîøåíèÿ ìû òðàêòóåì êàê
ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ai1,...,ir , â êîòîðîé ïðàâûìè
÷àñòÿìè ÿâëÿþòñÿ èçâåñòíûå êîýôôèöèåíòû bj1,...,jr−1 .

Ýòó ñèñòåìó äîâîëüíî ïðîñòî âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå, íî ýòîãî äåëàòü â äàííîì ìåñòå
ìû íå áóäåì. Âìåñòå ñ òåì óêàæåì, ÷òî îíà (ñèñòåìà) èìååò

(
m

r−1

)
(÷èñëî ðàçëè÷íûõ

bj1,...,js ) óðàâíåíèé è
(

m
r

)
íåèçâåñòíûõ ai1,...,ir .

Åñëè îáúåäèíèòü äëÿ íåñêîëüêèõ ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé α óêàçàííûå ñèñòåìû ëèíåéíûõ
óðàâíåíèé, òî â èòîãå ìû ïîëó÷èì îáùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, êîòîðàÿ, êàê áóäåò
ïîêàçàíî íèæå, èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ïðè õîðîøî âûáðàííûõ çíà÷åíèÿõ ïàðàìåòðà
α .
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Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðàâèëüíî íàéäåíû âñå êîýôôèöèåíòû bi1,...,ir−1 , òî ðåøèâ óêàçàí-
íóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé, ìû âû÷èñëèì âñå êîýôôèöèåíòû ai1,...,ir ìíîãî÷ëåíà
Æåãàëêèíà, ïðåäñòàâëÿþùåãî ôóíêöèþ f .

Îñòàâøèåñÿ íåâû÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòû ai1,...,is , 0 ≤ s < r, ôóíêöèè f ìîãóò áûòü
îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü
f̂(x) =

∑
i1<···<ir

ai1,...,irxi1 · · · xir (7.1.17)

� ôóíêöèÿ, îáðàçîâàííàÿ óæå âû÷èñëåííûìè êîýôôèöèåíòàìè ai1,...,ir . Òîãäà, î÷åâèäíî,
âåêòîð f(x) ′+ f̂(x) ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì êîäà RMr−1,m , èñêàæåííîãî t îøèáêàìè è ìîæåò
áûòü äåêîäèðîàí óæå ðàññìîòðåííûìè ìåòîäàìè.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñâîäèì äåêîäèðîâàíèå èñêàæåííîãî âåêòîðà êîäà RMr,m ê äåêîäè-
ðîâàíèþ íåñêîëüêèõ èñêàæåííûõ âåêòîðîâ êîäà RMr−1,m , ïîðÿäîê êîòîðîãî, ïî êðàéíåé
ìåðå, íà åäèíèöó ìåíüøå, ÷åì r , è ðåøåíèþ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ

(
m
r

)
íåèç-

âåñòíûìè.
Ïðè ýòîì ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ÷èñëî îøèáîê t′ , êîòîðûå ïîðàæàþò âåêòîðû fα êîäà

RMr−1,m , âîîáùå ãîâîðÿ, áóäåò áîëüøèì, ÷åì t . Î÷åâèäíî, äëÿ ÷èñëà t′ ñïðàâåäëèâû
îöåíêè 0 ≤ t′ ≤ 2t . Êðîìå îøèáêè â âåêòîðå fα íå ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè, äàæå åñëè
òàêîâûìè ÿàëÿëèñü îøèáêè â âåêòîðå f .

Çàìåòèì, ÷òî ñîâåðøåííî òàêèì æå ñïîñîáîì äåêîäèðîâàíèå âåêòîðîâ êîäà RMr−1,m

ìîæíî ñâåñòè ê äåêîäèðîâàíèþ âåêòîðîâ êîäà RMr−2,m è ò.ä.
Íå âäàâàÿñü îñîáåííî â ïîäðîáíîñòè, óêàæåì, ÷òî ñëîæíîñòü T (r,m) ðåàëèçàöèè ðàñ-

ñìîòðèâàåìîãî àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ êîäà Ðèäà-Ìàëëåðà RMr,m ðàâíà

T (r,m) = O((

(
m

r

)3

+ Cm2m)T (r − 1,m)), (7.1.18)

ãäå
(

m
r

)3 � ÷èñëî îïåðàöèé, òðåáóåìûõ äëÿ ðåøåíèÿ ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ
(

m
r

)
íåèçâåñòíûìè ìåòîäîì èñêëþ÷åíèÿ Ãàóññà, è C ′m � ïðèáëèçèòåëüíîå ÷èñëî ðàçëè÷íûõ
çíà÷åíèé α , êîòîðûå íåîáõîäèìî èñïîëüçîâàòü äëÿ ñîñòàâëåíèÿ îáùåé íåâûðîæäåííîé
ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ ai1,...,ir , C ′′2m � ÷èñëî îïå-
ðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ "èñêàæåííîé" ïðîèçâîäíîé fα

′ ïî íàïðàâëåíèþ α

(ñì. (7.1.15)), è C = C ′C ′′ .
Êàê âèäíî èç ñîîòíîøåíèÿ (7.1.18) ÷èñëî T (r,m) ïðè m →∞ è r = const ïîëèíîìè-

àëüíî çàâèñèò îò ÷èñëà 2m � äëèíû êîäà RMr,m .
Âûïèøåì óïîìÿíóòóþ âûøå ñèñòåìó óðàâíåíèé â ñëó÷àå r = 1 è r = 2 .

7.1.4 Äåêîäèðîâàíèå êîäà RM1,m ïåðâîãî ïîðÿäêà
Â ñëó÷àå r = 1 êàæäàÿ ôóíêöèÿ f ∈ RM1,m ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé è èìååò âèä f(x) =
〈a,x〉 + a0 = a1x1 + · · · + amxm + a0 . Ïðîèçâîäíàÿ fα(x) ïî íàïðàâëåíèþ α èìååò âèä
fα(x) = 〈a, α〉 = bα , ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïîñòîÿííîé.

Ïðè äåêîäèðîâàíèè èñêàæåííîãî âåêòîðà fα
′, fα ∈ RM0,m, ìû ñíà÷àëà âû÷èñëÿåì

âåêòîð fα
′ = f(x) ′ + f(x + α) ′ = bα + e + eα = b′α . Ïîñòîÿííóþ bα åñòåñòâåííî âû÷èñ-

ëÿòü ìàæîðèòàðíûì àëãîðèòìîì, à èìåííî â êà÷åñòâå bα ïðèíÿòü òî çíà÷åíèå, êîòîðîå
íàèáîëåå ÷àñòî âñòðå÷àåòñÿ ñðåäè êîîðäèíàò âåêòîðà fα

′ .
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Ñèñòåìà ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî êîýôôèöèåíòîâ aj ôóíêöèè f èìååò âèä

〈a, α(j)〉 = b′α(j) , j = 1, . . . ,m′, (7.1.19)
ãäå Ω = {α(1), . . . , α(m′)} � ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà Fm

2 . Åñ-
ëè â êà÷åñòâå Ω âçÿòü ìíîæåñòâî èç m′ = m ëèíåéíî-íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ, òî ñèñòå-
ìà (7.1.19) áóäåò èìåòü åäèíñòâåííîå ðåøåíèå a , êîòîðîå îïðåäåëÿåò ôîðìó (ëèíåéíóþ
ôóíêöèþ) 〈a,x〉 . Êîýôôèöèåíò a0 ôóíêöèè f ìîæíî îïðåäåëèòü, íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ
äåêîäèðîâàíèÿ èñêàæåííîãî âåêòîðà fα

′ + 〈a,x〉 êîäà RM0,m .
Îöåíèì âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî äåêîäèðîâàíèÿ èñêàæåííîãî âåêòîðà f ′ = f +e êîäà

RM1,m ðàññìîòðåííûì àëãîðèòìîì.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ìû ïðèíèìàåì áåç äîêàçàòåëüñâà. Åñëè ïîÿâëåíèå âñåõ âåê-

òîðîâ îøèáîê e âåñà t = wt(e) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåðîÿòíûì, òî âåðîÿòíîñòü Pt ñîáûòèÿ
b′α = bα áëèçêà ê 1 , åñëè t < 1

2
(N − C 4

√
N) , ãäå C � äîñòàòî÷íî áîëüøàÿ ïîñòîÿííàÿ.

Ïðè÷èíà, ïî êîòîðîé â ïîñëåäíåé ôîðìóëå èç N âû÷èòàåòñÿ C 4
√

N , à íå C
√

N çàêëþ÷à-
åòñÿ â òîì, ÷èñëî îøèáîê â âåêòîðå fα

′ ðàâíî ÷èñëó t′ = wt(e+eα) , à íå ÷èñëó t = wt(e) .
Åñëè t ≈ N

2
(1− ε), ε < 1 , òî, êàê íåòðóäíî âû÷èñëèòü, t′ ≈ N

2
(1− ε2) .

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî âåðîÿòíîñòü Pt,m ñîáûòèÿ b′α = bα äëÿ m ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèé
α áëèçêà ê 1 , åñëè t < 1

2
(N − ρ(m) 4

√
N) , ãäå ρ(m) � ìåäëåííî ðàñòóùàÿ ôóíêöèÿ.

Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå ρ(m) ìîæíî âçÿòü ôóíêöèþ ρ(m) = C
√

m .
Êàê íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü, ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ ðàâíà T =

O(m2m) .
Çàìåòèì, ÷òî òàêóå æå ñëîæíîñòü èìååò àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ RM-êîäà ïåðâîãî ïî-

ðÿäêà ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ (ñì. ðàçäåë 7.1.1). Âìåñòå ñ òåì àëãîðèòì äåêîäèðî-
âàíèÿ ïî ìàêñèìîìó ïðàâäîïîäîáèÿ èñïðàâëÿåò ïî÷òè âñåãäà ñóùåñòâåííî áîëüøåå ÷èñëî
îøèáîê (ñì. ðàçäåë 7.1.7, ñëåäñòâèå 7.1.2), ÷åì ðàññìîòðåííûé àëãîðèòì, ò.å. â äàííîì
ñëó÷àå ïðåäïî÷òèòåëüíî èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïî-
äîáèÿ. Ñîâåðøåííî èíàÿ êàðòèíà èìååò ìåñòî äëÿ êîäà RM2,m .

7.1.5 Äåêîäèðîâàíèå êîäà RM2,m

Â ñëó÷àå r = 2 êàæäàÿ ôóíêöèÿ f ∈ RM2,m èìååò âèä

f(x) =
∑
i<j

ai,jxixj + a1x1 + · · ·+ amxm + a0. (7.1.20)

Ïðîèçâîäíàÿ fα(x) ïî íàïðàâëåíèþ α èìååò âèä

fα(x) = f(x + α) + f(x) = a0 + f(α) +
m∑

i=1

bi(α)xi, (7.1.21)

ãäå bi(α) =
∑m

j=1 a∗i,jαj , aj,j = 0 è a∗i,j =

{
ai,j, åñëè i < j ,

aj,i, åñëè i > j
.

Äëÿ äåêîäèðîâàíèè èñêàæåííîãî âåêòîðà fα
′, fα ∈ RM1,m, ìû èñïîëüçóåì àëãîðèòì

äåêîäèðîâàíèÿ êîäà RM1,m ïî ïî ìàêñèìîìó ïðàâäîïîäîáèÿ (ñì. ðàçäåë 7.1.2), êîòîðîé
èìååò ñëîæíîñòü O(m2m) (ñì. ðàçäåë 7.1.7). Ïîñëå âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà fα

?
, fα

? ∈ RM1,m,
áëèæàéøåãî ê fα

′ , ìû îïðåäåëÿåì çíà÷åíèå êîíñòàíò b?
i (α), i = 1, . . . , m, , òàêèõ, ÷òî
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f ?
α(x) =

∑m
i=1 b?

i (α)xi + b0 . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êàæäîãî çàäàííîãî çíà÷åíèÿ ïàðàìåòðà
(âåêòîðà) α ìû ïîëó÷àåì ñîâîêóïíîñòü èç m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

m∑
j=1

a∗i,jαj = b?
i (α), i = 1, . . . , m, (7.1.22)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ai,j .
Åñëè ïîëîæèòü â (7.1.22) α = es = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0) (åäèíèöà íà s− îì ìåñòå), òî

ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó èç m ëèíåéíûõ óðàâíåíèé

a∗i,s = b?
i (es), i = 1, . . . , m. (7.1.23)

îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ ai,j, i < j . Ðàññìîòðèì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óîàâíåíèé, êîòîðàÿ
ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì ñèñòåì (7.1.23) äëÿ ðàçëè÷íûõ s . Ýòà ñèñòåìà, íàçûâàåìàÿ äàëåå
îáúåäèíåííîé, èìååò

(
m
2

)
íåèçâåñòíûõ ai,j, i < j è m2 óðàâíåíèé.

Çàìåòèì, ÷òî èç îïðåäåëåíèÿ âåëè÷èí bi(es) ñëåäóåò, ÷òî bi(es) = bs(ei) . Ïîýòîìó, åñëè
b?
i (es) 6= b?

s(ei) , òî ýòî ñîáûòèå ñâåäåòåëüñòâóåò î òîì, ÷òî îäíî èç çíà÷åíèé b?
i (es) èëè

b?
s(ei) îïðåäåëåíî íåïðàâèëüíî.

Åñëè æå b?
i (es) = b?

s(ei) äëÿ âñåõ i, s, i 6= s , òî îáúåäèíåííàÿ ñèñòåìà áóäåò èìåòü
åäèíñòâåííîå ðåøåíèå ai,j = b?

i (es), i < j .
Â îáùåì ñëó÷àå îáúåäèíåíèå ñèñòåì ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (7.1.22), ïîëó÷àåìûõ ïðè

ðàçíûõ çíà÷åíèÿõ α , îáðàçóþò ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ
çíà÷åíèé êîýôôèöèåíòîâ ai,j .

Òàê êàê ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîýôôèöèåíòîâ ai,j ðàâíî
(

m
2

)
= m(m−1)

2
, òî äëÿ îäíîç-

íàçíà÷íîé ðàçðåøèìîñòè ýòîé ñèñòåìû íåîáõîäèìî âûáðàòü íå ìåíåå , ÷åì m−1
2

ðàç-
ëè÷íûõ âåêòîðîâ α , è çàòåì äåêîäèðîâàòü äëÿ êàæäîãî èç íèõ èñêàæåííûé âåêòîð
fα

′, fα ∈ RM1,m .
Èç ñêàçàííîãî âûøå âûòåêàåò, ÷òî ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ðàññìîòðåííîãî àëãîðèòìà

äåêîäèðîâàíèÿ íå áîëåå, ÷åì O(m2m) .
Îöåíèì âåðîÿòíîñòü ïðàâèëüíîãî äåêîäèðîâàíèÿ èñêàæåííîãî âåêòîðà f ′ = f +e êîäà

RM2,m ñ ïîìîùüþ ðàññìîòðåííîãî àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ.
Çàìåòèì, ÷òî èç ñëåäñòâèÿ 7.1.2 âûòåêàåò, ÷òî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ

ïî ìàêñèìîìó ïðàâäîïîäîáèÿ êîäà RM1,m ìû ïî÷òè âñåãäà ïðàâèëüíî âû÷èñëèì âåêòîð
fα

? ∈ RM1,m , åñëè wt(e + eα) < 1
2
(N − Crm

1
2

√
N) .

Âìåñòå ñ òåì íåëüçÿ óòâåðæäàòü, ÷òî âåðîÿòíîñòü ïîÿâëåíèå âñåõ âåêòîðîâ îøèáîê
e + eα îïðåäåëåííîãî âåñà t′ ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåðîÿòíûì, åñëè ðàâíîâåðîÿòíî ïîÿâëåíèå
âñåõ âåêòîðîâ e âåñà t . Ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî âåêòîð e + eα ñîñòîèò èç äâóõ
îäèíàêîâûõ ïîëîâèíîê: êîîðäèíàòû eαj

è eαj+α âåêòîðà e+eα , èíäåêñèðîâàííûå âåêòî-
ðàìè αj è αj + α , îäèíàêîâû. Ïîýòîìó ñëåäñòâèå 7.1.2, äîêàçàííîå ïðè óñëîâèè ðàâíîé
âåðîÿòíîñòè âñåõ âåêòîðîâ îøèáîê âåñà t , â äàííîé ñèòóàöèè íåïðèìåíèìî.

Äåëî ñïàñàåò ñëåäóþùåå çàìå÷àíèå. Åñëè âûêîëîòü â âåêòîðå fα îäíó êîîðäèíàòó èç
ïàðû îäèíàêîâûõ êîîðäèíàò, èíäåêñèðîâàííûõ âåêòîðàìè αj è αj + α , òî ìû ïîëó÷èì
âåêòîð fα

M äëèíû 2m−1 , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì êîäà RM1,m−1 . Îá ýòîì ïîäðîáíåå
íàïèñàíî â êîíöå ðàçäåëà 7.1.2.

Òó æå ñàìóþ ïðîöåäóðó ïî âûêàëûâàíèþ ïðîäåëàåì è äëÿ âåêòîðà e+eα . Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì âåêòîð îøèáîê {e+eα}M äëèíû 2m−1 . Êàê ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî åñëè çàñòàâèòü
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âåêòîð e ïðîáåæàòü âñå âåêòîðû âåñà t′ , òî âåêòîð {e+eα}M áóäåò ïðîáåãàòü âñå âåêòîðû
âåñà t , ãäå 0 ≤ t ≤ min(2t′, 2m−1), ïðè ýòîì êàæäûé âåêòîð {e + eα}M ôèêñèðîâàííîãî
âåñà t áóäåò ïîÿâëÿòñÿ îäèíàêîâî ÷àñòî. (Óïðàæíåíèå)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñëåäñòâèå ïðèìåíèìî ê èñêàæåííîé ïîëîâèíêå fα
M′

= fα
M

+ {e +
eα}M .

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ìû ïðèíèìàåì áåç äîêàçàòåëüñâà. Åñëè ïîÿâëåíèå âñåõ âåê-
òîðîâ îøèáîê e âåñà t = wt(e) ÿâëÿåòñÿ ðàâíîâåðîÿòíûì è t < 1

2
(N − C1m

1
4

4
√

N) , òî
ïî÷òè âñåãäà wt(e + eα) < 1

2
(N − C ′

1m
1
2

√
N) ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ C ′

1 .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî åñëè t < 1

2
(N − C1m

1
4

4
√

N) , òî âåêòîð fα + e + eα áóäåò ïî÷òè
âñåãäà äåêîäèðîâàí ïðàâèëüíî ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ.

Äëÿ ïîëó÷åíèÿ îáùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé íàì íåîáõîäèìî ïðîâåñòè m àêòîâ äåêîäèðî-
âàíèÿ ïðè ðàçëè÷íûõ α . Ýòî ïîçâîëèò âû÷èñëèòü âñå êîýôôèöèåíòû ai,j = b?

i (es), i < j .
Êàê ëåãêî óñòàíîâèò, âñå ýòè m äåêîäèðîâàíèé áóäóò ïðàâèëüíûìè, åñëè t < 1

2
(N −

ρ(m) 4
√

m 4
√

N) , ãäå ρ(m) � ìåäëåííî ðàñòóùàÿ ôóíêöèÿ. Íàïðèìåð, â êà÷åñòâå ρ(m) ìîæ-
íî âçÿòü ôóíêöèþ ρ(m) = C 4

√
m .

Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîêàçàëè, ÷òî åñëè ÷èñëî îøèáîê t = wt(e) , êîòîðûìè ïîðàæåí
âåêòîð f +e ìåíüøå, ÷åì t < 1

2
(N−C

√
m 4
√

N) , òî ïî÷òè âñåãäà ðàññìîòðåííûé àëãîðèòì
äåêîäèðîâàíèÿ âûäàñò ïðàâèëüíûé âåêòîð f .

Ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé, êîòîðûå ïîçâîëÿþò óñèëèòü êîððåêòèðóþùóþ ñïîñîá-
íîñòü ðàññìîòðåííîãî àëãîðèòìà. Çàìåòèì, ÷òî ïðîèçâîäíûå fα ïðè ðàçëè÷íûõ α ñâÿçà-
íû îäíà ñ äðóãîé ëèíåéíûìè ñîîòíîøåíèÿìè. Ïîýòîìó, íàïðèìåð, åñëè α(1)+α(2)+α(3) = 0 ,
òî, êàê ñëåäóåò èç (7.1.21), fα(1) + fα(2) + fα(3) = const . Ýòî è ïîäîáíûå ýòîìó ñîîáðàæåíèÿ
ïîçâîëÿþò èñïðàâèòü ñ ïîìîùüþ îñîáûõ àëãîðèòìîâ îøèáêè, êîòîðûå ìîãëè âîçíèêíóòü
ïðè âû÷èñëåíèè fα

? . Ïîäîáíûå àëãîðèòìû ðàññìîòðåíû â ðàáîòàõ [12] è [].
Çàìåòèì, ÷òî ñëîæíîñòü èìååò ïåðåáîðíîãî àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ RM-êîäà âòîðîãî

ïîðÿäêà ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ (ñì. ðàçäåë 7.1.1) èìååò ïîðÿäîê 21+(m
1 )+(m

2 ) , ãäå
1 +

(
m
1

)
+

(
m
2

)
� ðàçìåðíîñòü êîäà RM1,m , ò.å. ñëîæíîñòü àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ïî

ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíëé îò åãî äëèíû N = 2m . â òî âðåìÿ
êàê ðàññìîòðåííûé àëãîðèòì èìååò ñëîæíîñòü O(m22m) , ò.å. ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì.

Âìåñòå ñ òåì àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ïî ìàêñèìîìó ïðàâäîïîäîáèÿ èñïðàâëÿåò ïî÷òè
âñåãäà ñóùåñòâåííî áîëüøåå ÷èñëî îøèáîê (ñì. ðàçäåë 7.1.7, ñëåäñòâèå 7.1.2), ÷åì ðàññìîò-
ðåííûé àëãîðèòì, ò.å. â äàííîì ñëó÷àå èìååòñÿ àëüòåðíàòèâà â èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìîâ
äåêîäèðîâàíèÿ ïî ìàêñèìóìó ïðàâäîïîäîáèÿ è ðàññìîòðåííîãî àëãîðèòìà: åñëè ìû õîòèì
èñïðàâèòü ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî îøèáîê, òî ìû èñïîëüçóåì àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ïî
ìàêñèìîìó ïðàâäîïîäîáèÿ, åñëè íàì õâàòàåò äëÿ ýòîãî âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé. Åñëè
æå ýòî íå òàê (íå õâàòàåò âû÷èñëèòåëüíûõ ìîùíîñòåé), òî ìû âûíóæäåíû èñïîëüçîâàòü
ðàññìîòðåííûé àëãîðèòì äåêîäèðîàíèÿ èëè åìó ïîäîáíûé.

7.1.6 Ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ â ñëó÷àå r = 2

Â äàííîì ðàçäåëå ýôôåêòèâíîñòü àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ îöåíèâàåòñÿ ñëåäóþùèìè
äâóìÿ ïàðàìåòðàìè:

• 1. Ñëîæíîñòüþ àëãîðèòìà, ò.å. ÷èñëîì îïåðàöèé íåîáõîäèìûõ äëÿ åãî ðåàëèçàöèè.
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• 2. Ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì îøèáîê â êàíàëå ñâÿçè, ïðè êîòîðûõ àëãîðèòì äåêîäèðî-
âàíèÿ ðàáîòàåò ïî÷òè âñåãäà ïðàâèëüíî.

Ýòî íå î÷åíü ñòðîãèå ïîíÿòèÿ. Áîëåå ðàçâåðíóòàÿ èõ òðàêòîâêà èìååòñÿ â ðàçäåëå 6.1.
Äàëåå ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî èñêàæåííûé âåêòîð f(x) ′ = f(x) + e ïîÿâëÿåòñÿ

âûõîäå äâîè÷íîãî äèñêðåòíîãî ñèììåòðè÷íîãî êàíàëà ñâÿçè (ÄÑÊ), îïèñàííîãî â ðàçäåëå
6.1, åñëè íà åãî âõîä ïîäàí âåêòîð f(x) . Òàêèì îáðàçîì, ìû ïîëàãàåì, ÷òî êàæäàÿ êî-
îðäèíàòà âåêòîðà f(x) èñêàæàåòñÿ â êàíàëå íåçàâèñèìî îäíà îò äðóãîé, à âåðîÿòíîñòü
òîãî, ÷òî ôèêñèðîâàííàÿ êîîðäèíàòà âåêòîðà îøèáêè e ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 , ðàâíà
p, 0 ≤ p < 1

2
. Ýòî ñòàíäàðòíûå ïðåäïîëîæåíèÿ, ïðè êîòîðûõ èçó÷àþòñÿ ýôôåêòèâíîñòü

àëãîðèòìîâ äåêîäèðîâàíèÿ.
Ìû ðàññìîòðèì ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξα, α ∈ Fm

2 , êîòîðûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 1 ñ
âåðîÿòíîñòüþ p = 1−ε

2
è çíà÷åíèå 0 ñ âåðîÿòíîñòüþ q = 1+ε

2
, 1 ≥ ε ≥ 0 . Îòìåòèì, ÷òî

çàïèñü âåðîÿòíîñòüåé p è q â óêàçàííîì âèäå 1±ε
2

, êàê áóäåò âèäíî íèæå, ÿâëÿåòñÿ âåñüìà
óäîáíîé. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξα, α ∈ Fm

2 , ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìàìè.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç ξ âåêòîð ξ = (ξα1 , . . . , ξαN

), N = 2m .
Êàê íåòðóäíî óñòàíîâèòü,

P (ξα + ξβ = 1) =
1− ε2

2
, α 6= β. (7.1.24)

(Óïðàæíåíèå) Òðèâèàëüíûì îáîáùåíèåì ðàâåíñòâà (7.1.24) ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

P (f(α) + ξα + f(β) + ξβ = 1) =
1− (−1)f(α)+f(β)ε2

2
, α 6= β. (7.1.25)

Ââåäåííûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξα ïîçâîëÿþò ñêàçàòü. ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîé ìîäå-
ëè êàíàëà ñâÿçè êîîðäèíàòà, èíäåêñèðîâàííàÿ ýëåìåíòîì α , èñêàæåííîãî âåêòîðà f(x) ′

èìååò âèä f(α) + eα , ãäå eα � ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξα .
Îáîçíà÷èì ÷åðåç Mκ ìàòåìàòè÷åñêîå îæèäàíèå èëè â äðóãîé òåðìèíîëîãèè ñðåäíåå

çíà÷åíèå ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû κ .
Çàìåòèì, ÷òî èç ðàâåíñòâà (7.1.25) ñëåäóåò, ÷òî

M(−1)f(α)+ξα = (−1)f(α)ε è M (−1)f(α)+ξα+f(β)+ξβ =

{
(−1)f(α)+f(β)ε2 if α 6= β

1 if α = β
. (7.1.26)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî Np îøèáîê â âåêòîðå f(x) ′ áóäåò ðàâíî

Np = Mwt(ξ) =
∑

x∈Fm
2

Mwt(ξx) = p2m = 2m−1(1− ε), (7.1.27)

Âû÷èñëèòü ÷èñëî îøèáîê N ′
p â âåêòîðå fα(x) ′ íåñêîëüêî ñëîæíåå. Èìåÿ â âèäó ñîîò-

íîøåíèå (7.1.26), ãäå ïîëîæåíî f(x) = 0 , ïîëó÷èì ïðè α 6= 0

N ′
p =

∑

x∈Fm
2

Mwt(ξx + ξx+α) =
1

2

∑

x∈Fm
2

M (1− (−1)ξx+ξx+α) = 2m−1(1− ε2) = 2m+1pq. (7.1.28)
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Èç ðàâåíñòâà (7.1.28) ñëåäóåò, ÷òî ñðåäíåå ÷èñëî îøèáîê N ′
p â âåêòîðå fα(x) ′ áîëü-

øå, ÷åì ñðåäíåå ÷èñëî îøèáîê â âåêòîðå f(x) ′ , çàòî âåêòîð fα(x) ïðèíàäëåæèò êîäó
PMr−1,m , åñëè âåêòîð f(x) ïðèíàäëåæèò êîäó PMr,m .

7.1.7 Îöåíêà âåðîÿòíîñòè îøèáêè äåêîäèðîâàíèÿ êîäà ïî êðèòå-
ðèþ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ

Ïîä äåêîäèðîâàíèåì äâîè÷íîãî êîäà K äëèíû n ïî êðèòåðèþ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäî-
áèÿ èëè, äðóãîå íàçâàíèå ýòîãî äåêîäèðîâàíèÿ, � ïî êðèòåðèþ ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ,
ìû ïîíèìàåì àëãîðèòì AK , ó êîòîðîãî âõîäîì ÿâëÿåòñÿ âåêòîð x ∈ Fn

2 , à âûõîäîì �
âåêòîð y ∈ K , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ áëèæàéøèì â ìåòðèêå Õåììèíãà ê âåêòîðó x ñðåäè
âñåõ êîäîâûõ âåêòîðîâ êîäà K .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð x ïîÿâèëñÿ íà âûõîäå äâîè÷íîãî ñèììåòðè÷íîãî êàíàëà
ñâÿçè ñ âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè p , åñëè íà åãî âõîä áûë ïîäàí âåêòîð y0 ∈ K . Äðóãèìè
ñëîâàìè, x = y0 + e , ãäå âåêòîð îøèáîê e ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ

(ñì. ðàçäåë 7.1.6).
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âåêòîð e ÿâëÿåòñÿ ðåàëèçàöèåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû ξ , à âåêòîð

y0 ∈ K ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðîÿòíî âûáèðàåòñÿ ñðåäè âñåõ ýëåìåíòîâ êîäà K .
Âåðîÿòíîñòüþ Per(p, K) îøèáî÷íîãî äåêîäèðîâàíèÿ ïî ìèíèìîìó ðàññòîÿíèÿ êîäà K ,

ìû íàçûâàåì âåðîÿòíîñòü íåïðàâèëüíîé ðàáîòû àëãîðèòìà AK , ò.å. Per(p, K) � âåðîÿò-
íîñòü òîãî, ÷òî y 6= y0 .

Ïóñòü x ∈ Fn
2 è X ⊆ Fn

2 . Ðàññòîÿíèåì d(x, X) ìåæäó âåêòîðîì x è ìíîæåñòâîì X

íàçûâàåòñÿ íàçûâàåòñÿ âåëè÷èíà

d(x, X) = min
y∈X

d(x,y). (7.1.29)

Âåêòîð e ìû íàçûâàåì âûäåëåííûì äëÿ êîäà K , åñëè

d(e,K \ {0}) ≤ wt(e), (7.1.30)

è íàçûâàåì íåâûäåëåííûì äëÿ êîäà K â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
Çàìåòèì, ÷òî åñëè d(e,z) ≤ wt(e) äëÿ íåêîòîðîãî z ∈ K , òî äëÿ ëþáîãî y0 ∈ K

ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî d(e + y0,z + y0) ≤ d(y0,y0 + e) = wt(e) . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
åñëè íà âûõîäå êàíàëà ñâÿçè ïîÿâèëñÿ âåêòîð y0 + e , ãäå e � âûäåëåííûé âåêòîð è
y0 ∈ K , òî, îí íå âñåãäà áóäåò ïðàâèëüíî äåêîäèðîâàí àëãîðèòìîì AK , èáî â êîäå K

ñóùåñòâóåò âåêòîð z + y0 6= y0 , êîòîðûé ðàñïîëîæåí íà ðàññòîÿíèè ìåíüøåì èëè ðàâíîì
d(y0, y0 + e) = wt(e) .

Òàêèì îáðàçîì, àëãîðèòìîì äåêîäèðîâàíèÿ AK äîñòîâåðíî ïðàâèëüíî äåêîäèðóåò âåê-
òîð y0 + e òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåêòîð e ÿâëÿåòñÿ íåâûäåëåííûì äëÿ êîäà K .
Åñëè æå âåêòîð e ÿâëÿåòñÿ âûäåëåííûì, òî àëãîðèòìîì äåêîäèðîâàíèÿ AK ìîæåò âû-
äàòü êàê âåêòîð y0 , òàê è âåêòîð y0 + z , îòëè÷íûé îò y0 , ò.å. â ýòîì ñëó÷àå àëãîðèòì
AK íå ðàáîòàåò äîñòîâåðíî ïðàâèëüíî.

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êàíàëå ñâÿçè ïðîèçîøëî t îøèáîê, ò.å. ïðîèçîøëî ñîáûòèå
wt(ξ) = t . Óñëîâíàÿ âåðîÿòíîñòü P (p,K/wt(ξ) = t) äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ, î÷åâèäíî, óäî-
âëåòâîðÿåò ðàâåíñòâó
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Per(p,K/wt(ξ) = t) ≤ M(t, K)(
n
t

) , (7.1.31)

ãäå M(t, K) � ÷èñëî âûäåëåííûõ âåêòîðîâ âåñà t äëÿ êîäà K . Âåëè÷èíó Per(p,K/wt(ξ) =
t) ìû íàçûâàåì óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè îøèáî÷íîãî äåêîäèðîâàíèÿ ïî êðèòåðèþ ìèíèìàëü-
íîãî ðàññòîÿíèÿ èëè âåðîÿòíîñòüþ îøèáêè ïî êðèòåðèþ ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ.

Ïóñòü wt(x) = s . ×èñëî H(t, s) âåêòîðîâ e âåñà t , äëÿ êîòîðûõ ñïàâåäëèâî d(e, x) ≤
t , ðàâíî

H(t, s) =
∑

s
2
≤j≤t

(
s

j

)(
n− s

t− j

)
. (7.1.32)

(Óïðàæíåíèå)

Ëåììà 7.1.3 Äëÿ ëèíåéíîãî äâîè÷íîãî êîäà K èìååò ìåñòî îöåíêà

M(t, K) ≤
∑

x∈K,x6=0

H(t, wt(x)) =
∑

0<s≤2t

ηsH(t, s), (7.1.33)

ãäå ηs � ÷èñëî âåêòîðîâ âåñà s â êîäå K .

Ëåììà î÷åâèäíà.
Ïîñëåäóþùèå ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ïîëó÷åíû ñ ïîìîùüþ äîñòàòî÷íî ãðîìîçäêèõ,

íî, ïî ñóùåñòâó, òðèâèàëüíûõ îöåíîê ïðàâîé ÷àñòè (7.1.33) ïðèìåíèòåëüíî ê êîäó RMr,m .
Çàìåòèì, ÷òî ïîäîáíûå ðåçóëüòàòû ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû è äëÿ ìíîãèõ äðóãèõ ëèíåéíûõ
êîäîâ.

Òåîðåìà 7.1.2 Äëÿ óñëîâíîé âåðîÿòíîñòè Per(p, K/wt(ξ) = t), t < N
2
, îøèáî÷íîãî äå-

êîäèðîâàíèÿ ïî êðèòåðèþ ìèíèìàëüíîãî ðàññòîÿíèÿ êîäà Ðèäà-Ìàëëåðà RMr,m äëèíû
N = 2m è ðàçìåðíîñòè dim RMr,m =

∑r
j=0

(
N
j

)
ïðè m → ∞ , r = const è ÷èñëå îøèáîê

t = N−λ
√

N
2

, λ > 0, ñïðàâåäëèâà îöåíêà

Per(p, K/wt(ξ) = t) ≤ C exp2

(
− 1

2 ln 2
λ2 ε(r) + dim RMr,m

) 1
2

, (7.1.34)

ãäå ε(r) = (2r − 1)−1 è C � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ.
Â ÷àñòíîñòè, ïðè

λ = 2 ((2r − 1) ln 2 dim RMr,m)
1
2 (7.1.35)

ïîëó÷àåì, ÷òî

Per(p,K/wt(ξ) = t) ≤ C exp2 (− dim RMr,m) = C|RMr,m|−1. (7.1.36)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî äëÿ êîäà RMr,m âåëè÷èíà ηs ðàâíà íóëþ, åñëè 0 <

s < N2−r èëè N(1− 2−r) < s < N . Îòñþäà è èç (7.1.33) ïîëó÷èì

M(t, K) ≤ |RMr,m|max H(t, s), (7.1.37)
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ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñå ÷åòíûì s èç èíòåðâàëà [N2−r, N(1− 2−r)] èçìåíåíèÿ ïàðà-
ìåòðà s .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (7.1.31), äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
max H(t, s) ñóùåñòâåííî ìåíüøå ÷èñëà

(
N
t

)
.

Çàìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî öåëîãî è íåîòðèöàòåëüíîãî ÷èñëà s ñïðàâåäëèâî
s∑

i=0

(
s

i

)(
N − s

t− i

)
=

(
N

t

)
. (7.1.38)

Ñóììà H(t, s) =
∑

s
2
≤i≤t

(
s
i

)(
N−s
t−i

)
ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ ñóììû (7.1.38). Ïîýòîìó äëÿ äîêàçà-

òåëüñòâà óêàçàííîãî âûøå óòâåðæäåíèÿ íàäî ïîêàçàòü, ÷òî â ñëó÷àå s ∈ [N2−r, N(1−2−r)]
ñóììà H(t, s) îáðàçîâàíà ñëàãàåìûìè, âåëè÷èíà êîòîðûõ ñóùåñòâåííî ìåíüøå ìàêñèìàëü-
íûõ çíà÷åíèé ñëàãàåìûõ â ñóììå (7.1.38).

Ïîëîæèì t = 1
2
(N − λ

√
N) è i = s

2
+ j , ãäå s � ÷åòíîå ÷èñëî. Ïðåäñòàâèì ôóíêöèþ

H(t, s) â âèäå

H(t, s) =

1
2
s∑

j=0

(
s

1
2
s + i

)(
N − s

1
2
(N − s− λ

√
N)− i

)
. (7.1.39)

Ôóíêöèè
(

s
1
2
s+i

)
è

(
N−s

1
2
(N−s−λ

√
N)−i

)
ÿâëÿþòñÿ óáûâàþùèìè ôóíêöèÿìè ïàðàìåòðà i .

Ïîýòîìó íàèáîëüøèì ÿâëÿåòñÿ ïåðâûé ÷ëåí ñóììû â (7.1.39). Ñëåäîâàòåëüíî

H(t, s) ≤
(

s
1
2
s

)(
N − s

1
2
(N − s− λ

√
N)

)
ρ(s). (7.1.40)

ãäå ρ(s) � íåêîòîðàÿ ìåäëåííî ðàñòóùàÿ ôóíêöèÿ. Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íåå ñïðàâåäëèâà
îöåíêà ρ(s) ≤ s

2
+ 1 , ãäå s

2
+ 1 � ÷èñëî ñëàãàåìûõ â ñóììå (7.1.39). Êàê íåòðóäíî ïîêà-

çàòü, èñïîëüçóÿ àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå äëÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ (ñì.
(2.0.1)), äëÿ ôóíêöèè ñïðàâåäëèâà è áîëåå ñèëüíàÿ îöåíêà

ρ(s) ≤ C1

√
N, (7.1.41)

ãäå C1 � ïîñòîÿííàÿ, íå çàâèùàùàÿ îò s .
Èç ñîîòíîøåíèÿ

(
2k

k−u

) ≤ C2k
− 1

2 exp2{2kH(k−u
2k

)} , ãäå H(x) = −x log2 x−(1−x) log2(1−x)
� ôóíêöèÿ ýíòðîïèè, ñïðàâåäëèâîãî ïðè áîëüøèõ k è 0 ≤ u ≤ C3k, 0 ≤ C3 < 1 (ñì.
(2.0.44)) âûòåêàåò, ÷òî

H(t, s) ≤ C4N
− 1

2 exp2

{
s + (N − s)H

(
N − s− λ

√
N

2(N − s)

)}
. (7.1.42)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,
(

N

t

)
= C5N

− 1
2 exp2

{
NH

(
t

N

)}
= C5N

− 1
2 exp2

{
NH

(
N − λ

√
N

2N

)}
. (7.1.43)

Îòñþäà è èç (7.1.42) ïîëó÷èì, ÷òî

H(t, s)(
N
t

) ≤ C6 exp2

{
s + (N − s)H

(
N − s− λ

√
N

2(N − s)

)
−NH

(
1

2
− λ

2
√

N

)}
. (7.1.44)
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Ôóíêöèÿ s + (N − s)H
(

N−s−λ
√

N
2(N−s)

)
, çàâèñÿùàÿ îò ïàðàìåòðà s , ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííî

óáûâàþùåé íà èíòåðâàëå [2−rN, (1 − 2−r)N ] èçìåíåíèÿ s . Ïîýòîìó îíà ïðèíèìàåò ìàê-
ñèìàëüíîå çíà÷åíèå N

(
2−r + (1− 2−r)H

(
1
2
− λ

2(1−2−r)
√

N)

))
ïðè s = 2−rN .

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå

H

(
1

2
(1− x)

)
= 1− ln−1 2

∞∑
j=1

x2j

2j(2j − 1)
< 1− x2

2 ln 2
, (7.1.45)

ïîëó÷èì, ÷òî

2−r + (1− 2−r)H

(
1

2
− λ

2(1− 2−r)
√

N)

)
−H

(
1

2
− λ

2
√

N

)
< − λ2

2N(2r − 1) ln 2
(7.1.46)

Èç ýòîé îöåíêè è (7.1.44) âûòåêàåò îöåíêà

H(t, s)(
N
t

) ≤ C7 exp2

{
ε(r)λ2

2 ln 2

}
(7.1.47)

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû âûòåêàåò èç ïîñëåäåíåãî ñîîòíîøåíèÿ è íåðàâåíñòâà (7.1.31). ¤
Ñëåäóþùåå ñëåäñòâèå íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç òåîðåìû 7.1.2.

Ñëåäñòâèå 7.1.2 Ïóñòü m → ∞, r = const . Àëãîðèòì ARMr,m äåêîäèðîâàíèÿ êîäà
RMr,m ïî ìèíèìîìó ðàññòîÿíèÿ èñïðàâëÿåò ïðàâèëüíî ïî÷òè âñå îøèáêè e , åñëè t =
wt(e) < 1

2
(N − Crm

r
2

√
N) , ãäå Cr � íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ, çàâèñÿùàÿ òîëüêî îò r .

Çàìåòèì, ÷òî òåîðåìà 7.1.2 âïåðâûå áûëà äîêàçàíà â ðàáîòå [13].

7.2 Äðóãèå ñïîñîáû ïðåäñòàâëåíèÿ âåêòîðîâ RM-êîäà

Ìû ðàññìàòðèâàëè RM-êîä êàê ìíîæåñòâî âåêòîðîâ, êîîðäèíàòû êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ
çíà÷åíèé íà ïðîñòðàíñòâå Fm

2 íåêîòîðûõ ìíîãî÷ëåíîâ íàä F2 îò m ïåðåìåííûõ â òî÷êàõ
ïðîñòðàíñòâà Fm

2 .
Ïðîñòðàíñòâî Fm

2 ìîæíî ðàññìàòðèâàòü è êàê àääèòèâíóþ ãðóïïû êîíå÷íîãî ïîëÿ
F2m . Â ýòîì ñëó÷àå â ïðîñòðàíñòâå Fm

2 ïîÿâëÿåòñÿ äîïîëíèòåëüíàÿ îïåðàöèÿ (óìíîæåíèå).
Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, âîçìîæíî ðàññìàòðèâàòü ìíîãî÷ëåíû, ïîðîæäàþùèå RM-êîä,
êàê ìíîãî÷ëåíû íàä ïîëåì êîíå÷íûì ïîëåì F2m îò îäíîé ïåðåìåííîé, ïðèíèìàþùèå çíà-
÷åíèÿ â ïîëå F2 . Ýòà òåõíèêà, êàê áóäåò âèäíî íèæå, ïîìîæåò íàì íàéòè íîâûå ñåìåéñòâà
"õîðîøèõ"ïîäêîäîâ RM-êîäîâ è âûÿâèòü íîâûå èõ ñâîéñòâà. Â ÷àñòíîñòè, èñïîëüçîâàíèå
ïîëÿ F2m , ïîçâîëÿåò ïðåäñòàâèòü RM-êîä â öèêëè÷åñêîì âèäå. Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàò-
ðèâàòü òîëüêî ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 2 , õîòÿ ìíîãèå ðåçóëüòàòû ýòîãî ðàçäåëà ìîãóò áûòü
ïîëó÷åíû è äëÿ ïîëåé õàðàêòåðèñòèêè p > 2 .

Ôóíêöèþ Tr(x) = x+x2+· · ·+x2m−1
, x ∈ F2m , â áîëåå îáùåì ñëó÷àå ìû ðàññìàòðèâàëè

â ðàçäåëå 5.1.3 , ñîîòíîøåíèå (6.1.4). Ìû áóäåì èçó÷àòü ôóíêöèè âèäà Tr(f(x)) , ãäå
f(x) =

∑t
i=0 αix

i � ìíîãî÷ëåí ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ F2m .
Åñëè ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíò x êàê m−ìåðíûé äâîè÷íûé âåêòîð, ó êîòîðîãî êîîðäè-

íàòàìè ÿâëÿþòñÿ êîýôôèöèåíòàìè â ïðåäñòàâëåíèè x â íåêîòîðîì áàçèñå ïîëÿ F2m íàä
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ïîëåì F2 , òî ôóíêöèÿ Tr(x) ∈ F2 áóäåò áóëåâîé ôóíêöèåé, èáî, êàê íåòðóäíî óñòàíî-
âèòü, Tr2(x) = Tr(x). (Óïðàæíåíèå) Ïîäîáíûå ôóíêöèè áûëè óæå èñïîëüçîâàíû â îäíîì
èç ïðåäñòàâëåíèé öèêëè÷åñêèõ êîäîâ (ñì. Òåîðåìó 5.1.2).

Çàìå÷àíèå 7.2.1 Ïóñòü Ω = {ω1, . . . , ωm} � êàêîé-ëèáî áàçèñ ïîëÿ Fpm íàä ïîëåì Fp .
Çàïèøåì ïðîèçâîëüíûé ýëåìåíò x ∈ F2m â âèäå

x = x1ω1 + · · ·+ xmωm, xj ∈ Fp. (7.2.1)
Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ Tr(f(x)), f(x) =

∑t
i=0 αix

i ∈ F2m [x], ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà êàê ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm ∈ Fp , ïðèíèìàùèõ çíà÷åíèå â
ïîëå Fp ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ Fp , ñëåäóþùèì îáðàçîì

Tr(f(x)) =
t∑

i=0

Tr(αi(x1ω1 + · · ·+ xmωm)i) =

=
t∑

i=0

∑
1≤j1,...,ji≤m

xj1 · · ·xji
Tr(αiωj1 · · ·ωji

).

(7.2.2)

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ïîíÿòèå "öèêëîòîìè÷åñêèé êëàññ"Ch , ââåäåííîå â íà÷àëå ðàç-
äåëà 5.2.5. Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëà j è j′ ïðèíàäëåæàò îäíîìó öèêëîòîìè÷åñêîìó êëàññó
Ch = {hps mod (pm−1)|s = 0, . . . , m−1} , åñëè j′ = jpu ≡ hps mod (pm−1) äëÿ íåêîòîðûõ
u, s, 0 ≤ u, s < m .

Ïóñòü 0 ≤ j ≤ pm − 1 è j = j0 + j1p + · · · + jm−1p
m−1, ji = {0, . . . , p − 1} , � ïðåä-

ñòàâëåíèå öåëîãî ÷èñëà j ïî îñíîâàíèþ p è j = {j0, j1, . . . , jm−1} . Î÷åâèäíî, âåêòîð
jp = {jm−1, j0, . . . , jm−2} ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì ñäâèãîì âåêòîðà j íà îäèí ðàçðÿä â ïðà-
âî.

Öèêëîòîìè÷åñêèé âåñ wc(j) ÷èñëà j îïðåäåëÿåòñÿ êàê wc(j) = j0 + · · · + jm−1 , ãäå
ïîñëåäíÿÿ ñóììà âû÷èñëÿåòñÿ â ïîëå äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë. Î÷åâèäíî, wc(j) = wc(j′) ,
åñëè j è j′ ïðèíàäëåæàò îäíîìó öèêëîòîìè÷åñêîìó êëàññó Ch .

Ëåììà 7.2.1 Còåïåíü íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà Tr(α(x1ω1 + · · ·+xmωm)j) îò ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xm , ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèÿ â ïîäå Fp , íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà wc(j) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåòðóäíî óñòàíîâèò, ÷òî

Tr(α(x1ω1 + · · ·+ xmωm)j) = Tr(α
m−1∏
u=0

(x1ω
pu

1 + · · ·+ xmωpu

m )ju). (7.2.3)

Ñòåïåíü êàæäîãî ìãîãî÷ëåíà (x1ω
pu

1 + · · · + xmωpu

m )ju , î÷åâèòíî, íå ïðåâîñõîäèò ju . Ñëå-
äîâàòåëüíî, ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà Tr(α(x1ω1 + · · · + xmωm)j) íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà wc(j) .
(Óïðàæíåíèå.) ¤

Êàê è ïðåæäå, ÷åðåç Tr(f(x)), f(x) ∈ Fpm [x] , áóäåì îáîçíà÷àòü âåêòîð çíà÷åíèé ôóíê-
öèè Tr(f(x)) , ò.å. Tr(f(x)) = (Tr(f(α1)), . . . , T r(f(αpm))), ãäå {α1, . . . , αpm} = Fpm .

Òåîðåìà 7.2.1 Ïóñòü p = 2 è LTr ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà ôóíêöèè
Tr(αxj) = Tr(α(x1ω1 + · · ·+ xmωm)j), α ∈ F2m , ó êîòîðûõ wc(j) ≤ r .

Òîãäà LTr = RMr .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Èç ëåììû 7.2.1 ñëåäóåò, ÷òî LTm ⊆ RMr .
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà îáðàòíîãî âêëþ÷åíèÿ ïîêàæåì, ÷òî dimLTm ≥ dimRMr .
Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî Cr âñåõ ÷èñåë j , ó êîòîðûõ wc(j) ≤ r . Î÷åâèäíî, Cr ñîñòîèò

èç âñåõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ j (îïðåäåëåíèå ñì. â ðàçäåëå 5.2.5), âåñ (â äàííîì äâîè÷íîì
ñëó÷àå ýòî îáû÷íûé âåñ wt(j) âåêòîðà â Õåììèíãîâîì ïðîñòíàíñòâå) êîòîðûõ íå ïðåâîñ-
õîäèò r . Òàêèì îáðàçîì, |Cr| = 1 +

(
m
1

)
+ · · ·+ (

m
r

)
.

Î÷åâèäíî, ìíîæåñòâî Cr ÿâëÿåòñÿ îáúåäèíåíèåì íåêîòîðûõ öèêëîòîìè÷åñêèõ êëàññîâ
Ch :

Cr =
⋃

wc(h)≤r

Ch, (7.2.4)

ãäå îáúåäèíåíèå ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ðàçëè÷íûì öèêëîòîìè÷åñêèì êëàññàì Ch , ïðåä-
ñòàâèòåëè h êîòîðûõ èìåþò öèêëîòîìè÷åñêèé âåñ íå âûøå r .

Êàê íåòðóäíî óñòàíîâèòü (Óïðàæíåíèå), ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà {Tr(αxj)|α ∈
F2m} ðàâíà |Ch| , ãäå Ch � öèêëîòîìè÷åñêèé êëàññ, ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ÷èñëî j .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ÷òî ìíîæåñòâî íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ {Tr(αjx
j)|j ∈

J} , ãäå J ïðîèçâîëüíîå ìíîæåñòâî ÷èñåë, ïðèíàäëåæàùèõ ðàçëè÷íûì öèêëîòîìè÷åñêèì
êëàññàì Ch , ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûì.

Îòñþäà ñëåäóåò, ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà ìíîæåñòâî ìíîãî÷ëåíîâ {Tr(xj)|j ∈
Cr; α ∈ F2m} èìååò ðàçìåðíîñòü íå ìåíüøóþ, ÷åì

∑

wc(h)≤r

|Ch| = |Cr| = 1 +

(
m

1

)
+ · · ·+

(
m

r

)
, (7.2.5)

ãäå ñóììèðîâàíèå â ñóììå
∑

wc(h)≤r ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ðàçëè÷íûì öèêëîòîìè÷åñêèì
êëàññàì Ch , ïðåäñòàâèòåëè h êîòîðûõ èìåþò öèêëîòîìè÷åñêèé âåñ íå âûøå r . Ýòî äî-
êàçûâàåò òåîðåìó. ¤

Òåîðåìà 7.2.1 ïîçâîëÿåò â ñëåäóþùåé ãëàâå ïîñòðîèòü è èçó÷èòü íåñêîëüêî èíòåðåñíûõ
ïîäêîäîâ RM-êîäà.
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Ãëàâà 8

Íåêîòîðûå ÷àñòíûå êëàññû êîäîâ

8.1 Âñïîìîãàòåëüíûå ðåçóëüòàòû. Âû÷èñëåíèå íåêîòî-
ðûõ òðèãîíîìåòðè÷åñêèõ ñóìì.

Ïîëîæèì Tr(x) = x + x2 + · · ·+ x2m−1 .

Ëåììà 8.1.1 Åñëè b 6= 0 , òî ∑

x∈F2m

(−1)Tr(bx) = 0. (8.1.1)

Äîêàçàòåëüñòâî. (Óïðàæíåíèå)
Ïîëîæèì

Q(a, b) =
∑

x∈F2m

(−1)Tr(ax3+bx) (8.1.2)

Ëåììà 8.1.2 Èìåþò ìåñòî ñîîòíîøåíèÿ.
Åñëè ÷èñëî m = 2t− 1 íå÷åòíîå ÷èñëî è a 6= 0 , òî

|Q(a, b)| =
{

0, åñëè Tr(b) = 1 ,

2
m+1

2 , åñëè Tr(b) = 0
. (8.1.3)

Åñëè ÷èñëî m = 2t ÷åòíîå ÷èñëî è a 6= 0 , òî

|Q(a, b)| =





2
m
2 , åñëè óðàâíåíèå 1 + az3 = 0,

íå èìååò ðåøåíèé â ïîëå F2m ,

2
m+2

2 , åñëè óðàâíåíèå 1 + az3 = 0,

èìååò ðåøåíèå â ïîëå F2m è Tr4(ba
− 1

3 ) = 0,

0, åñëè óðàâíåíèå 1 + az3 = 0,

èìååò ðåøåíèå â ïîëå F2m è Tr4(ba
− 1

3 ) 6= 0

, (8.1.4)

ãäå Tr4(x) =
∑t

s=0 x22s � ëèíåéíàÿ íàä F4 ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ ýëåìåíòû ïîëÿ F2m

â ýëåìåíòû ïîëÿ F4 .
Åñëè a = 0 è b 6= 0 , òî

Q(a, b) = 0. (8.1.5)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî,

Q2(a, b) =
∑

x,y∈F2m

(−1)Tr(ax3+bx+ay3+by) =
∑

z,y∈F2m

(−1)Tr(a(y+z)3+b(y+z)+ay3+by) =

=
∑

z,y∈F2m

(−1)Tr(a(zy2+z2y+az3)+bz) =
∑

z,y∈F2m

(−1)Tr(ay2(z+az4)+az3+bz).
(8.1.6)

Çàìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ Tr(z) = Tr(z2) .
Î÷åâèäíî, ïðè a 6= 0

=
∑

y∈F2m

(−1)Tr(ay2(az4+z)) =

{
0, åñëè az4 + z 6= 0 ,

2m, åñëè az4 + z = 0
. (8.1.7)

Îòñþäà

Q2(a, b) = 2m
∑̃

(−1)Tr(1+bz), (8.1.8)

ãäå ñóììèðîâàíèå â ñóììå
∑̃

ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì êîðíÿì óðàâíåíèÿ az4 + z = 0 ,
ïðèíàäëåæàùèì ïîëþ F2m .

Î÷åâèäíî, êîðíÿìè óðàâíåíèÿ z +az4 = 0, a 6= 0, ÿâëÿþòñÿ z0 = 0 è êîðíè óðàâíåíèÿ
1 + az3 = 0 .

Åñëè ÷èñëî m ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì, òî ïîñëåäíåå óðàâíåíèå èìååò îäíî ðåøåíèå z0 =
a−

1
3 , èáî ÷èñëî 3 íå äåëèò ÷èñëî 2m−1 � ïîðÿäîê ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ F2m .

Â ýòîì ñëó÷àå èç ñîîòíîøåíèÿ (8.1.8) ñëåäóåò

Q2(a, b) = 2m

(
1 + (−1)

Tr
�
1+ba−

1
3

�)
= 2m

(
1− (−1)

Tr
�
ba−

1
3

�)
, (8.1.9)

â âèäó òîãî, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå Tr(1) = 1 . (Óïðàæíåíèå)
Åñëè æå ÷èñëî m ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì, òî óðàâíåíèå 1 + az3 = 0, a 6= 0, ëèáî íå èìååò

ðåøåíèÿ â ïîëå F2m , ëèáî èìååò òðè ðàçëè÷íûõ ðåøåíèÿ: z0, ξz0, ξ
2z0 , ãäå ξ � íåíóëåâîé,

îòëè÷íûé îò 1 , ýëåìåíò ïîëÿ F4 ⊆ F2m . Â ýòîì ñëó÷àå èç ñîîòíîøåíèÿ (8.1.8) ñëåäóþò
ñîîòíîøåíèÿ (8.1.4).

Çàìåòèì, ÷òî âòîðîå è òðåòüå ðàâåíñòâà â (8.1.4) ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ïðè c ∈ F2m

∑

ξ∈F4

(−1)Tr(ξc) =

{
0, åñëè T4(c) 6= 0 ,

4, åñëè Tr4(c) = 0
, (8.1.10)

. (Óïðàæíåíèå)¤

Ñëåäñòâèå 8.1.1 ×èñëî ðåøåíèé N(a, b) óðàâíåíèÿ

Tr(ax3 + bx) = 0, x ∈ F2l (8.1.11)

ðàâíîå
N(a, b) =

1

2
(2m −Q(a, b)), m > 2, (8.1.12)

ïîëîæèòåëüíî, ò.å. óðàâíåíèå (8.1.11) âñåãäà èìååò ðåøåíèå.
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Ïîëîæèì

s(ax) =
t∑

i=0

(ax)2i+1, a ∈ F2m (8.1.13)

è

T (a, b) =
∑

x∈F2m

(−1)Tr(s(ax)+bx). (8.1.14)

Êàê ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî

s(az + ay) = s(az) + s(ay) +
t∑

i=0

((az)2i

ay + (ay)2i

az), a, b ∈ F2m . (8.1.15)

Ëåììà 8.1.3 Ïóñòü m = 2t− 1 è a 6= 0 .
Òîãäà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

|T (a, b)| = 2m
(
1 + (−1)Tr( b

a
)
)

=

{
0, åñëè Tr( b

a
) = 1 ,

2
m+1

2 , åñëè Tr( b
a
) = 0

. (8.1.16)

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî,

T 2(a, b) =
∑

x,y∈F2m

(−1)Tr(s(ax)+bx)+s(ay)+by) =
∑

z,y∈F2m

(−1)Tr(s(az+ay)+s(ay)+bz) =

=
∑

z,y∈F2m

(−1)Tr(s(az)+
Pt

i=0((az)
2i

ay+(ay)2
i
az)+bz) =

∑

z,y∈F2m

(−1)Tr(s(az)+ay
Pt

i=0((az)
2i

+(az)2
−i

)+bz) =

= 2m
∑̃

(−1)Tr(s(az)+bz),

(8.1.17)

ãäå ñóììèðîâàíèå â ñóììå
∑̃

ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì êîðíÿì óðàâíåíèÿ
t∑

i=0

((az)2i

+ (az)2−i

) = 0, (8.1.18)

êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ïîëþ F2m .
Òàê êàê (az)2−i

= (az)2m−i , òî
∑t

i=0((az)2i
+(az)2−i

) =
∑m−1

i=1 (az)2i
= f(x) . Ìíîãî÷ëåí

f(x) , î÷åâèäíî, ïðè x ∈ Fm ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé (Trm−1(ax))2 , ãäå Trm−1(y) � ôóíê-
öèÿ ñëåä äëÿ ïîëÿ F2m−1 . Âñå êîðíè ìíîãî÷ëåíà Trm−1(y) ñòåïåíè 2m−2 ïðèíàäëåæàò
ïîëþ F2m−1 (Óïðàæíåíèå).

Ïîýòîìó ìíîæåñòâî êîðíåé ìíîãî÷ëåíà (Trm−1(y
))2 , ïðèíàäëåæàùèìè ïîëþ F2m , ÿâ-

ëÿåòñÿ ýëåìåíòû ïîëÿ F2 = F2m

⋂
F2m−1 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîðíÿìè óðàâíåíèÿ (8.1.18),

ïðèíàäëåæàùèìè ïîëþ F2m , ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû 0 è a−1 .
Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèÿ (8.1.17) âûòåêàåò ðàâåíñòâî (8.1.16). ¤
Ïîëîæèì

T (a, a′, b) =
∑

x∈F2m

(−1)Tr(s(ax)+s(a′x)+bx). (8.1.19)

Ëåììó 8.1.3 îáîáùèì ñëåäóþùèì îáðàçîì:
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Ëåììà 8.1.4 Ïóñòü m = 2t− 1 (íå÷åòíîå) è a, a′ 6= 0, a 6= a′ .
Òîãäà èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

|T (a, a′, b)|2 =

∣∣∣∣∣
∑

x∈F2m

(−1)Tr(s(ax)+s(a′x)+bx)

∣∣∣∣∣

2

=

=





2m

(
1 + (−1)

Tr
�
s( a2

a2+a′2 )+s( aa′
a2+a′2 )+ ab

a2+a′2
�)

, åñëè Tr( a
a+a′ ) = 1 ,

2m

(
1 + (−1)

Tr

�
s( a′2

a2+a′2 )+s( aa′
a2+a′2 )+ a′b

a2+a′2

�)
, åñëè Tr( a′

a+a′ ) = 1
.

(8.1.20)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà çàìåòèì, ÷òî Tr( a
a+a′ ) + Tr( a′

a+a′ ) = Tr(1) = 1 . Ïîýòîìó
âñå ïàðû (a, a′) óäîâëåòâîðÿþò îäíîìó èç óñëîâèé Tr( a

a+a′ ) = 1 èëè Tr( a′
a+a′ ) = 1 , åñëè

a 6= a′, a 6= 0, a′ 6= 0 .
Äîêàçàòåëüñòâî èñïîëüçóåò äîêàçàòåëüñòâî ëåììû 8.1.3. Â ÷àñòíîñòè, ïîñëåäíåå ðàâåí-

ñòâî â (8.1.17) â óñëîâèÿõ ëåììû ïðèìåò âèä

T 2(a, a′, b) =
∑

z,y∈F2m

(−1)Tr(s(az)+s(a′z)+ay
Pt

i=0((az)
2i

+(az)2
−i

)+a′y
Pt

i=0((a
′z)2

i
+(a′z)2

−i
)+bz) =

= 2m
∑̃

(−1)Tr(s(az)+s(a′z)+bz),

(8.1.21)

ãäå ñóììèðîâàíèå â ñóììå
∑̃

ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì êîðíÿì óðàâíåíèÿ

a

t∑
i=0

((az)2i

+ (az)2−i

) + a′
t∑

i=0

((a′z)2i

+ (a′z)2−i

) =

= a(az + Tr(az)) + a′(a′z + Tr(a′z)) = z(a2 + a′2) + aTr(az) + a′Tr(a′z) = 0,

(8.1.22)

êîòîðûå ïðèíàäëåæàò ïîëþ F2m .
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîðíÿìè ïîñëåäíåãî óðàâíåíèÿ ìîãóò áûòü òîëüêî ñëåäóþùèå

ìíîæåñòâà çíà÷åíèé z :

i. {0, 1
a+a′} , åñëè Tr( a

a+a′ ) = 1, T r( a′
a+a′ ) = 1 ,

ii. {0, a
a2+a′2} , åñëè Tr( a

a+a′ ) = 1, T r( a′
a+a′ ) = 0 ,

iii. {0, a′
a2+a′2} , åñëè Tr( a

a+a′ ) = 0, T r( a′
a+a′ ) = 1 ,

iv. {0} , åñëè Tr( a
a+a′ ) = 0, T r( a′

a+a′ ) = 0 .

Îòìåòèì, ÷òî ïóíêòû i. è iv. íå ìîãóò ðåàëèçîâàòüñÿ, òàê êàê Tr( a
a+a′ ) + Tr( a′

a+a′ ) =

Tr( a
a+a′ + a′

a+a′ ) = Tr(1) = 1 .
Ïîýòîìó êîðíÿìè óðàâíåíèÿ (8.1.22) ÿâëÿþòñÿ ëèáî ìíîæåñòâî {0, a

a2+a′2} , ëèáî ìíî-
æåñòâî {0, a′

a2+a′2} . Äëÿ îïðåäåëåííîñòè, áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, ìû áóäåì ïîëàãàòü,
÷òî ìíîæåñòâî {0, a

a2+a′2} ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì êîðíåé óðàâíåíèÿ (8.1.22).
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Òàêèì îáðàçîì èç (4.1.1) âûòåêàåò, ÷òî

T 2(a, a′, b) = 2m

(
1 + (−1)

Tr
�
s( a2

a2+a′2 )+s( aa′
a2+a′2 )+ ab

a2+a′2
�)

. (8.1.23)

Èç ýòîãî ðàâåíñòà âûòåêàåò óòâåðæäåíèå äîêàçûâàåìîé ëåììû. ¤
Çàìåòèì, ÷òî ëåììó 8.1.4 ìîæíî äîêàçàòü è íåñêîëüêî èíà÷å: à èìåííî, îñíîâûâàÿñü íà

ñîîòíîøåíèè (8.6.1), ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ åå äîêàçàòåëüñòâà ëåììó 8.1.3. Ýòîò ñïîñîá
ïî ìíåíèþ àâòîðà íå ïðîùå ïðèâåäåííîãî äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 8.1.4.

Êàê âûòåêàåò èç ëåììû 8.1.20 è èç òåîðåìû Äèêñîíà î ïðåäñòàâëåíèè ìíîãî÷ëåíà
ñòåïåíè äâà íàä ïîëåì F2 â êàíîíè÷åñêîì âèäå (ñì., íàïðèìåð, [7]), íåïîñðåäñòâåííî âû-
òåêàåòS

Ñëåäñòâèå 8.1.2 Ïðè ëþáûõ a, a′, b ∈ Fq, a 6= a′, ôóíêöèÿ Tr(s(ax) + s(a′x) + bx) âòî-
ðîãî ïîðÿäêà ìîæåò áûòü â íîâûõ ïåðåìåííûõ y = xA , ãäå x = (x1, . . . , xm) è A �
íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà, ïðåäñòàâëåíà â âèäå

Tr(s(ax) + s(a′x) + bx) =

m−1
2∑

i=1

y2i−1y2i + αym, α ∈ F2. (8.1.24)

8.2 Êîä Êåðäîêà
Â ýòîì ðàçäåëå ìû èñïîëüçóåì õîðîøî èçâåñòíûå êîíñòðóêöèè Äåëüñàðòà è Ãåòàëñà êîäà
Êåðäîêà, èçëîæåííûå, íàïðèìåð, â êíèãå [7]. Âìåñòå ñ òåì íàøè ìåòîäû äîêàçàòåëüñòâ
îñíîâíûõ ðåçóëüòàòîâ ñóùåñòâåííî îòëè÷àþòñÿ îò âåñüìà íåïðîñòûõ ìåòîäîâ, êîòîðûå
áûëè èñïîëüçîâàíû Äåëüñàðòîì è Ãåòàëñîì.

Îïðåäåëåíèå 8.2.1 [ Êîä Êåðäîêà] Ïóñòü m = 2t− 1, t > 1 � íå÷åòíîå ÷èñëî è s(ax)
� ôóíêöèÿ îïðåäåëåííàÿ ðàâåíñòâîì (8.1.13), ãäå m = 2t − 1 . Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî
K(m) âåêòîðîâ, îáðàçîâàííîå âñåìè âåêòîðàìè äëèíû n = 2m+1 = 22t è âèäà

Υ(a, b, ε, γ) = ( Tr(s(ax) + bx + ε) |Tr(s(ax) + (a + b)x + γ + ε) ), γ, ε ∈ F2, a, b ∈ F22t−1 ,

(8.2.1)
ñîñòàâëåííûõ èç äâóõ "ïîëîâèíîê"Tr(s(ax) + bx + ε) è Tr(s(ax) + (a + b)x + γ + ε) , êàæ-
äàÿ äëèíîþ n

2
= 2m .

Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ K(m) íàçûâàåòñÿ êîäîì Êåðäîêà.

Çàìåòèì, ÷òî êîä Êåðäîêà K(m) íå ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì êîäîì: ñóììà Υ(a, b, ε, γ) +
Υ(a′, b′, ε′, γ′) äâóõ åãî âåêòîðîâ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ïðèíàäëåæèò K(m) . Ýòî ñëåäóåò
èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæåíèé. Âåêòîð Tr(s(ax)) + Tr(s(a′x)) + bx + b′x , êîòîðûé ÿâëÿåò-
ñÿ ëåâîé ïîëîâèíêè ñóììû âåêòîðîâ Υ(a, b, ε, γ) è Υ(a, b, ε, γ) , ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëå-
íà êàê âåêòîð Tr(s((a + a′)x) + b′x + bx + b′′x ñ íåêîòîðûì b′′ ∈ F2m , çàâèñÿùåì îò a

è a′ . Âìåñòå ñ òåì ïðàâàÿ ïîëîâèíêà ñóììû ýòèõ âåêòîðîâ íå èìååò òðåáóåìîãî âèäà
Tr(s((a + a′)x) + (a + a′)x + (b′ + b)x + b′′x .

Òåîðåìà 8.2.1 Ïóñòü m � íå÷åòíîå ÷èñëî.
Äâîè÷íûé êîä Êåðäîêà K(m) äëèíû n = 2m+1 èìååò ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû:
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i. ×èñëî ýëåìåíòîâ K(m) ðàâíî 4 · 22m = n2 .

ii. Êîäîâîå ðàññòîÿíèå d êîäà K(m) ðàâíî d = 2m − 2
1
2
(m−1) = 1

2
(n−√n) .

iii. Ïóñòü A(j) ÷èñëî ïàð âåêòîðîâ (Υ, Υ′) êîäà Êåðäîêà K(m) , äëÿ êîòîðûõ d(Υ, Υ′) =
j . Òîãäà ÷èñëî A(j) ïðèíèìàåò íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ òîëüêî ïðè j = 0, 1

2
(n±√n), n .

Ñïåêòð âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé ïðåäñòàâëåí â ñëåäóþùåé òàáëèöå.
Òàáëèöà 1.

Ðàññòîÿíèå d(Υ, Υ′) 0 1
2
(n−√n) n

2
1
2
(n +

√
n) n

×èñëî ïàð âåêòîðîâ (Υ, Υ′) ñ âçàèì-
íûì êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d(Υ, Υ′)

n2 1
2
n3(n− 2) 2n3−2n2 1

2
n3(n− 2) n2

iv. Êîä Êåðäîêà K(m) ëåæèò íà ãðàíèöå (2.0.34) Òåîðåìû 2.0.8, ò.å. îí èìååò ìàê-
ñèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ñðåäè âñåõ àíòèïîäàëüíûõ êîäîâ ñ êîäîâûì
ðàññòîÿíèåì d = 1

2
(n−√n) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ï. i. î÷åâèäíî.
Ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó óòâåðæäåíèÿ ï. ii. Äëÿ ýòîãî ìû äîêàæåì, ÷òî ñêàëÿðíîå

ïðîèçâåäåíèå (Υ(a, b, ε, γ), Υ(a′, b′, ε′, γ′)), (a, b, ε, γ) 6= (a′, b′, ε′, γ′), äâóõ âåêòîðîâ èç K(m)
ïðèíèìàåò îäíî èç òðåõ çíà÷åíèé: 0 è ±2

m
2 .

a.) Ïóñòü a 6= a′ è a 6= 0, a′ 6= 0 . Â âèäó òîãî, ÷òî Tr( a
a+a′ ) + Tr( a′

a+a′ ) = Tr(1) = 1 ,
áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî Tr( a

a+a′ ) = 1 . Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå
îäíî èç ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé

(Tr(s(ax) + bx + ε), T r(s(a′x) + b′x + ε′) = (−1)ε+ε′T (a, a′, b + b′)

è
(Tr(s(ax) + (a + b)x + γ + ε)), T r(s(a′x) + (a′ + b′)x + γ′ + ε′)) =

= (−1)ε+ε′+γ+γ′T (a, a′, b + b′ + a + a′)

(8.2.2)

ðàâíî 0 , â òî âðåìÿ êàê ìîäóëü äðóãîãî ðàâåí 2t = 2
m+1

2 .
Äåéñòâèòåëüíî, êàê íåòðóäíî óâèäåòü, èç óòâåðæäåíèÿ ëåìììû 8.1.4 (ðàâåíñòâî (8.1.20))

ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ

Tr

(
a(b + b′)
a2 + a′2

)
+ Tr

(
a(a + a′ + b + b′)

a2 + a′2

)
= Tr

(
a(a + a′)
a2 + a′2

)
= Tr

(
a

a + a′

)
= 1 (8.2.3)

âûòåêàåò, ÷òî T (a, a′, b + b′) = 0, T (a, a′, b + b′ + a + a′) = ±2t , ëèáî T (a, a′, b + b′) =
±2t, T (a, a′, b + b′ + a + a′) = 0 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

|T (a, a′, b + b′)± T (a, a′, b + b′ + a + a′)| = 2t. (8.2.4)

Èç ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà, î÷åâèäíî, âûòåêàåò âûøåïðèâåäåííîå óòâåðæäåíèå î ñêàëÿðíûõ
ïðîèçâåäåíèÿõ (8.2.2). Òàêèì îáðàçîì, ñàìûé ñëîæíûé ñëó÷àé ï.ii. äîêàçàí.

b.) Ïóñòü ëèáî a 6= 0, a′ = 0 , ëèáî a′ 6= 0, a = 0 . Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå îäíî èç
ñêàëÿðíûõ ïðîèçâåäåíèé
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(Tr(s(ax) + bx + ε), T r(b′x + ε′) = (−1)ε+ε′T (a, b + b′)

è
(Tr(s(ax) + (a + b)x + γ + ε)), T r(+b′)x + γ′ + ε′)) =

= (−1)ε+ε′+γ+γ′T (a, b + b′ + a)

(8.2.5)

ðàâíî 0 , â òî âðåìÿ êàê ìîäóëü äðóãîãî ðàâåí 2t = 2
m+1

2 .
Ýòî óòâåðæäåíèå òàêæå êàê â ïðåäûäóùåì ñëó÷àå âûòåêàåò èç ëåììû 8.1.3 (ðàâåíñòâî

(8.1.20)).
c.) Ïóñòü a = a′, b + b′ 6= 0 . Â ýòîì ñëó÷àå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå

(Υ(a, b, ε, γ), Υ(a, b′, ε′, γ′)) , î÷åâèäíî, ðàâíî íóëþ.
d.) Ñëó÷àé a = a′, b = b′, (ε, γ) 6= (ε′, γ′) òðèâèàëåí: (Υ(a, b, ε, γ), Υ(a, b, ε′, γ′)) = 0 ,

åñëè γ + γ′ 6= 0 , è (Υ(a, b, ε, γ), Υ(a, b, ε′, γ′)) = −2m , åñëè γ + γ′ = 0 , à ε + ε′ 6= 0 .
Óòâåðæäåíèå ï.ii. ïîëíîñòüþ äîêàçàíî.
Ïåðåõîäèì ê äîêàçàòåëüñòâó ï.iii.
Î÷åâèäíî, ÷èñëî ïàð (a, b, ε, γ) è (a′, b′, ε′, γ′) , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû óñëîâèÿ a.) èëè

b.), ðàâíî 4n2
((

n
2

)2 − n
2

)
= n4 − 2n3 . Äëÿ ýòèõ ïàð âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

|(Υ(a, b, ε, γ), Υ(a, b, ε′, γ′))| = 2
m+1

2 .
Òàê êàê êîä Km âìåñòå ñ âåêòîðîì Υ ñîäåðæèò åìó ïðîòèâîïîëîæíûé, òî ÷èñëî ïàð

Υ, Υ′ ∈ Km , äëÿ êîòîðûõ (Υ(a, b, ε, γ), Υ(a, b, ε′, γ′)) = −2
m
2 ðàâíî ÷èñëó ïàð, äëÿ êîòîðûõ

(Υ(a, b, ε, γ), Υ(a, b, ε′, γ′)) = 2
m+1

2 .
Ýòè ðàñ÷åòû ïîçâîëÿþò çàïîëíèòü âòîðóþ è ÷åòâåðòóþ êîëîíêè Òàáëèöû 1.
×èñëî ïàð (a, b, ε, γ) è (a′, b′, ε′, γ′) , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå ñ.), î÷åâèäíî,

ðàâíî 8n
((

n
2

)2 − n
2

)
= 2n3 − 4n2 .

×èñëî ïàð (a, b, ε, γ) è (a′, b′, ε′, γ′) , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíî óñëîâèå d.) è
(Υ(a, b, ε, γ), Υ(a, b, ε′, γ′)) = 0 , î÷åâèäíî, ðàâíî 8

(
n
2

)2
= 2n2 . ×èñëî ïàð, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíåíî óñëîâèå d.) è (Υ(a, b, ε, γ), Υ(a, b, ε′, γ′)) = ±n òàêæå ðàâíî 2n2 .
Ýòè ðàñ÷åòû ïîçâîëÿþò çàïîëíèòü îñòàëüíûå êîëîíêè Òàáëèöû 1.
Óòâåðæäåíèå ï.iv. ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî. ¤

Çàìå÷àíèå 8.2.1 Êîäû Êåðäîêà ÿâëÿþòñÿ îäíèì èç íàèáîëåå èíòåðåñíûõ îáúåêòîâ
òåîðèè êîäèðîâàíèÿ. Ñ èõ ïîìîùüþ ìîãóò áûòü ïîñòðîåíû ìíîãîå äðóãèå êîìáèíàòîð-
íûå êîíñòðóêöèè.

Èçâåñòíî íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ ñïîñîáîâ ïîñòðîåíèÿ êîäîâ Êåðäîêà. Íàèáîëåå èíòå-
ðåñíûì èç íèõ ÿâëÿåòñÿ êîíñòðóêöèÿ, èñïîëüçóþùàÿ êîëüöî Z4 âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 4 .
Êîäû íàä êîëüöîì Ãàëóà, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ êîëüöî Z4 , âïåðâûå áûëè
ðàññìîòðåíû À.À. Íå÷àåâûì. Åãî ïîäõîä ïîçâîëèë ïîñòðîèòü ðÿä èíòåðåñíûõ êëàññîâ
êîäîâ, ñðåäè êîòîðûõ åñòü è êîä Êåðäîêà.

Â ÷àñòíîñòè, À.À. Íå÷àåâ ïîêàçàë, ÷òî åñëè âûêîëîòü èç êîäà Êåðäîêà äâà ðàçðÿäà,
òî îí ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â öèêëè÷åñêîì âèäå [29]. Çàòåì ýòîò ðåçóëüòàò áûë
ìíîãîêðàòíî ïîâòîðåí.

Çàìåòèì, ÷òî êîëüöî Ãàëóà ñàìî ïî ñåáå ÿâëÿåòñÿ âåñüìà èíòåðåñíûì îáúåêòîì,
ñâîéñòâà êîòîðîãî ïîõîæè íà ñâîéñòâà êîíå÷íîãî ïîëÿ. Õîðîøåå èçëîæåíèå ñâîéñòâ
êîëåö Ãàëóà è êîäîâ íàä íèìè, â ÷àñòíîñòè, êîäà Êåðäîêà èìååòñÿ â êíèãå [4].
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Ïîêàæåì, ÷òî âåêòîð Υ ∈ K(m) ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç âåêòîðîâ êîäà Ðèäà-Ìàëëåðà
RM2,m+1 , ãäå m + 1 = 2t � ÷åòíîå ÷èñëî. Äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîð Υ
ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì çíà÷åíèé f(x), x ∈ F2m+1

2 íåêîòîðîé áóëåâîé ôóíêöèè f(x) , ïðåä-
ñòàâëåííîé ìíîãî÷ëåíîì Æåãàëêèíà, ñòåïåíü êîòîðîãî íå ïðåâîñõîäèò 2 .

Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 7.2.1, âåêòîð Tr(s(ax) + bx) , ãäå x = x1ω1, . . . , xmωm , ÿâëÿ-
åòñÿ âåêòîðîì çíà÷åíèé íåêîòîðîé áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xm) . Íåïîñðåäñòâåííî èç
îïðåäåëåíèÿ 8.2.1 êîäà Êåðäîêà K(m) ñëåäóåò, ÷òî âåêòîð Υ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð
çíà÷åíèé ôóíêöèè gΥ(x1, . . . , xm, xm+1) = f(x1, . . . , xm)+xm+1l(x1, . . . , xm)+ ε, ε ∈ F2 , ãäå
xm+1 = γ è l(x1, . . . , xm) � ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, êîòîðàÿ ïðåäñòàâëÿåò ëèíåéíóþ íàä F2

ôóíêöèþ Tr(ax), x = x1ω1 + · · ·+ xmωm .
Îòñþäà è èç ëåììû 8.1.3 âûòåêàåò, ÷òî ðàíã ôóíêöèè gΥ(x1, . . . , xm, xm+1) (ïðè s(ax) 6=

0 ) ðàâåí m + 1 , ò.å. åå ñ ïîìîùüþ àôôèííîé çàìåíû x = yA + α ïåðåìåííûõ x =
(x1, . . . , xm, xm+1) ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé A ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê
g((x1, . . . , xm, xm+1)A + α) =

∑t
i=1 y2i−1y2i + ε .

Êðîìå òîãî, èç òåîðåìû 8.2.1 ñëåäóåò, ÷òî ðàíã ëþáîé ñóììû gΥ(x1, . . . , xm, xm+1) +
gΥ′(x1, . . . , xm, xm+1) ëèáî ðàâåí m+1 , ëèáî ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ àôôèííîé. Äîêàçàòåëü-
ñòâî ýòîãî íåòðèâèàëüíîå ñâîéñòâà, ïî ñóùåñòâó, è ÿâëÿåòñÿ ñîäåðæàíèåì äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 8.2.1.

8.3 Êîä Ïðåïàðàòà
Ïóñòü m � íå÷åòíîå ÷èñëî, n = 2m − 1 è X ⊂ F2m è Y ⊂ F2m � äâà ïîäìíîæåñòâà
ýëåìåíòîâ ïîëÿ F2m . Ïóñòü

ϕX(x) =

{
1, åñëè x ∈ X ,

0, åñëè x 6∈ X
(8.3.1)

� õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ìíîæåñòâà X .
Ïóñòü F2m = (α1, α2, . . . , α2m) � ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, îáðàçîâàííàÿ âñåìè ýëåìåíòàìè

ïîëÿ F2m , âûïèñàííûìè â êàêîì-ëèáî îïðåäåëåííîì ïîðÿäêå.
Ñèìâîëîì (X, Y ) = (ϕX , ϕY ) ìû îáîçíà÷àåì äâîè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû

2m+1 , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ êîíêàòåíàöèåé äâîè÷íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

ϕX = (ϕX(α1), ϕX(α2), . . . , ϕX(α2m)) è ϕY = (ϕY (α1), ϕY (α2), . . . , ϕY (α2m)). (8.3.2)

Òàêèì îáðàçîì, (X, Y ) � äâè÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, íåíóëåâûå êîîðäèíàòû êîòîðîé
èíäåêñèðîâàíû ìíîæåñòâàìè X è Y .

Îïðåäåëåíèå 8.3.1 [77](Îïðåäåëåíèå êîäà Ïðåïàðàòà Pm )
Ðàñøèðåííûé êîä Ïðåïàðàòà Pm îáðàçîâàí âñåìè äâîè÷íûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè

(X, Y ) ⊂ Fm+1
2 , äëÿ êîòîðûõ âûïîëíåíû ñëåäóþùèå óñëîâèÿ

(i). ×èñëî ýëåìåíòîâ êàæäîãî èç ìíîæåñòâ X è Y � ÷åòíî, ò.å.
∑

α∈X ϕX(α) =
=

∑
α∈Y ϕX(α) = 0 .

(ii).
∑

x∈X x =
∑

y∈Y y.
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(iii).
∑

x∈X x3 +
(∑

x∈X x
)3

=
∑

y∈Y y3.

Çàìåòèì, ÷òî êîä Pm ÿâëÿåòñÿ íåëèíåéíûì. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè (X, Y ), (X ′, Y ′) ∈
Pm , òî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü (X + X ′, X + Y ′) íå îáÿçàòåëüíî ïðèíàäëåæèò êîäó Pm â
âèäó òîãî, ÷òî äëÿ íåå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå âûïîëíåíî óñëîâèå (iii).. (Óïðàæíåíèå)

Òåîðåìà 8.3.1

(a) Êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîäà Ïðåïàðàòà Pm ðàâíî 6 .

(b) ×èñëî ýëåìåíòîâ êîäà Ïðåïàðàòà Pm ðàâíî 22m−2m .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü (X, Y ), (X ′, Y ′) ∈ Pm . Åñëè wt(ϕX +ϕX′)+wt(ϕY +ϕY ′) > 4 ,
òî, î÷åâèäíî, d((X, Y ), (X ′, Y ′)) ≥ 6 , â âèäó òîãî, ÷òî âåñ êàæäîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
(ϕX |ϕY ) è (ϕX′ |ϕY ′) ÿâëÿåòñÿ ÷åòíûì.

Òàêèì îáðàçîì, îñòàëîñü ïîêàçàòü, íå ñóùåñòâóåò ïàð (X, Y ), (X ′, Y ′) ðàçëè÷íûõ âåê-
òîðîâ êîäà Pm òàêèõ, ÷òî wt(ϕX + ϕX′) + wt(ϕY + ϕY ′) ≤ 4 .

Î÷åâèäíî, ϕX + ϕX′ = ϕX4X′ , ãäå X4X ′ = (X ∪ X ′) \ (X ′ ∩ X) � ñèììåòðè÷åñêàÿ
ðàçíîñòü ìíîæåñòâ X è X ′ .

Íå ñóùåñòâóåò ïàð (X, Y ), (X ′, Y ′) ∈ Pm òàêèõ, ÷òî wt(ϕX+ϕX′) = 2, wt(ϕY +ϕY ′) = 0 .
(Óïðàæíåíèå)

Ïîêàæåì, ÷òî íå ñóøåñòâóþò ïàð (X, Y ), (X ′, Y ′) ∈ Pm òàêèõ, ÷òî wt(ϕX + ϕX′) +
wt(ϕY + ϕY ′) = 4 .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî wt(ϕY +ϕY ′) = 0 , ò.å. ïðåäïîëîæèì, ÷òî Y = Y ′ . Â ýòîì ñëó÷àå èç
ïï. (i)-(iii) âûòåêàåò, ÷òî

∑
x∈X

ϕX(x) +
∑

x′∈X′
ϕX′(x′) = 0,

∑
x∈X

x +
∑

x′∈X′
x′ = 0,

∑
x∈X

x3 +
∑

x′∈X′
x′3 = 0. (8.3.3)

Èç ïîñëåäíèõ ðàâåíñòâ âûòåêàåò, ÷òî
∑
z∈Z

ϕZ(z) = 0,
∑
z∈Z

z = 0,
∑
z∈Z

z2 = 0,
∑
z∈Z

z3 = 0,
∑
z∈Z

z4 = 0, (8.3.4)

ãäå Z = X 4X ′ . Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå |Z| > 4 .
Ñëåäîâàòåëüíî, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå wt(ϕX + ϕX′) + wt(ϕY + ϕY ′) > 4 .
Ïóñòü òåïåðü wt(ϕY + ϕY ′) = 2 . Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå wt(ϕX + ϕX′) > 2 .
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè wt(ϕX +ϕX′) = 2 , òî ñ îäíîé ñòîðîíû èç ñîîòíîøåíèé ïï. (ii),(iii)

îïðåäåëåíèÿ 8.3.1 ñëåäóåò, ÷òî
∑
z∈Z

z =
∑

z′∈Z

z′,
∑
z∈Z

z3 + (
∑
x∈X

x)3 + (
∑
x∈X

x +
∑
z∈Z

z)3 =
∑

z′∈Z′
z′3, (8.3.5)

ãäå Z = X4X ′ , Z ′ = Y4Y ′ è |Z| = |Z ′| = 2 .
Äîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà (8.3.5) ñ äâóìÿ óðàâíåíèÿìè íå èìååò ðåøåíèÿ.
Ñíà÷àëà ïðåäïîëîæèì, ÷òî

∑
x∈X x = 0 , ò.å. äîêàæåì, ÷òî ñèñòåìà

∑
z∈Z

z =
∑

z′∈Z

z′,
∑
z∈Z

z3 + (
∑
z∈Z

z)3 =
∑

z′∈Z′
z′3, |Z| = |Z ′| = 2, (8.3.6)
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íå èìååò ðåøåíèÿ.
Êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, èç (8.3.6) âûòåêàþò ðàâåíñòâà

∑
z∈Z z3 + (

∑
z∈Z z)3 = z1z

2
2 +

z2
1z2 è

∑
z′∈Z′ z

′3 = (z1 +z2)
3 +z′1z

′
2(z1 +z2) , ãäå Z = {z1, z2}, Z ′ = {z′1, z′2} . Ñëåäîâàòåëüíî,

z1z2 + z′1z
′
2 +(z1 + z2)

2 = 0 . Ïîëîæèì òåïåðü z′1 = z1 +h, z′2 = z2 +h . Çàìåòèòü, ÷òî â âèäó
ïåðâîãî ðàâåíñòâà â (8.3.6) òàêîé ýëåìåíò h ∈ F2m âñåãäà ñóùåñòâóåò.

Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàâåíñòâî h2 + h(z1 + z2) + (z1 + z2)
2 = 0 , èç êîòîðîãî âûòåêàåò

ñîîòíîøåíèå

1 +
h

z1 + z2

+

(
h

z1 + z2

)2

= 0. (8.3.7)

Äîêàæåì, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåñòâî íå âûïîëíåíî íè ïðè êàêèõ h, z1, z2, z1 + z2 6= 0 .
Äåéñòâèòåëüíî, ñ îäíîé ñòîðîíû Tr(1 + h

z1+z2
+

(
h

z1+z2

)2

) = Tr(1) = 1 . Ñ äðóãîé ñòî-

ðîíû, åñëè ðàâåíñòâî (8.3.7) âûïîëíåíî, òî Tr(1 + h
z1+z2

+
(

h
z1+z2

)2

) = Tr(0) = 0 . Ïîëó-
÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå äîêàçûâàåò, ÷òî â êîäå Ïðåïàðàòà Pm íå ñóùåñòâóåò ïàð âåêòîðîâ
(ϕX , ϕY ), (ϕX′ , ϕY ′) òàêèõ, ÷òî wt(ϕX + ϕX′) = wt(ϕY + ϕY ′) = 2 , ÷òî çàâåðøàåò äîêàçà-
òåëüñòâî ï.(a) òåîðåìû â ñëó÷àå

∑
x∈X x = 0 .

Ñâåäåì òåïåðü ñëó÷àé S =
∑

x∈X x 6= 0 ê ïðåäóùåìó.
Ïîëîæèì X̂ = X ∪ {S} , Ŷ = Y ∪ {S}, X̂ ′ = X ′ ∪ {S} è Ŷ ′ = Y ′ ∪ {S} . Î÷åâèäíî,

Z = X̂4X̂ ′ , Z ′ = Ŷ4Ŷ ′ è, ñëåäîâàòåëüíî, wt(ϕŶ + ϕŶ ′) = 2 , åñëè wt(ϕY + ϕY ′) = 2 , è
wt(ϕX̂ + ϕX̂′) = 2 , åñëè wt(ϕX + ϕX′) = 2 .

Î÷åâèäíî, ñîîòíîøåíèå (8.3.6) äëÿ ìíîæåñòâ X̂, Ŷ , X̂ ′, Ŷ ′ âûïîëíåíî òîãäà è òîëü-
êî òîãäà, êîãäà îíî âûïîëíåíî äëÿ ìíîæåñòâ X, Y, X ′Y ′ . Ìíîæåñòâî X̂ ïîäîáðàíî òàê,
÷òî

∑
x∈X̂ x = 0 , ÷òî ñâîäèò ðàññìàòðèâàåìûõ ñëó÷àé

∑
x∈X x 6= 0 ê ïðåäûäóùåìó. Òà-

êèì îáðàçîì, äîêàçàòåëüñòâî ï.(a) òåîðåìû çàâåðøåíî. Çàìåòèì, ÷òî ïðè ýòîì óñëîâèå (i)
îïðåäåëåíèÿ 8.3.1 áûëî èñïîëüçîâàíî òîëüêî ïðè äîêàçàòåëüñòâå ñëó÷àÿ Y = Y ′ .

Ïîäñ÷èòàåì òåïåðü ÷èñëî âåêòîðîâ (ϕX , ϕY ) êîäà Pm .
Èíäåêñèðóåì êîîðäèíàòû âåêòîðà x = (xα1 , . . . , xα2m ) ∈ F2m

2 ýëåìåíòàìè αj ïîëÿ
F2m = {α1, . . . , α2m} . Îáîçíà÷èì ÷åðåç X(x) = {αj|xαj

= 1} èíäåêñîâ òåõ êîîðäèíàò
âåêòîðà x , êîòîðûå ðàâíû 1 .

Î÷åâèäíî, ñîîòâåòñòâèå x ↔ X(x) ÿâëÿåòñÿ âçàèìíî îäíîçíà÷íûì. Ïóñòü âåêòîð x =
x(X) ñîîòâåòñòâóåò ìíîæåñòâó X â ýòîì ñîîòâåòñòâèè. Êàê íåòðóäíî óâèäåòü, âûðàæåíèÿ∑

α∈F2m
ϕX(α),

∑
α∈X α,

∑
α∈X α3 â îïðåäåëåíèè 8.3.1 ìîæíî ïðåäñòàâèòü â ñëåäóþùåì

âèäå
∑

α∈F2m

xα,
∑

α∈F2m

xαα,
∑

α∈F2m

xαα3, (8.3.8)

ñîîòâåòñòâåííî.
Çàôèêñèðóåì ìíîæåñòâî X â â îïðåäåëåíèè 8.3.1. Ïîêàæåì, ÷òî ìíîæåñòâî Y , óäî-

âëåòâîðÿþùåå ïï. (i)-(iii) ýòîãî îïðåäåëåíèÿ, ìîæíî âûáðàòü 22m−2m−1 ñïîñîáàìè.
Äåéñòâèòåëüíî, ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà ðåøåíèé íåâûðîæäåííîé îäíîðîäíîé ñèñòå-

ìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé
∑

α∈F2m

xα = 0,
∑

α∈F2m

xαα = 0,
∑

α∈F2m

xαα3 = 0 (8.3.9)
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ðàâíà 2m − 2m− 1 . Ïîýòîìó ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ Y ïðè ôèêñèðîâàííîì X ðàâíî
óêàçàííîìó ÷èñëó. (Óïðàæíåíèå)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ X ñ ÷åòíûì ÷èñëîì ýëåìåíòîì, î÷åâèä-
íî, ðàâíî 22m−1 . Ýòî äîêàçûâàåò ïóíêò (b) óòâåðæäåíèÿ òåîðåìû. ¤

Ñëåäñòâèå 8.3.1 Êîä P ′
m äëèíû n = 2m+1 − 1 , ãäå m � íå÷åòíîå ÷èñëî, îáðàçîâàííûé

âñåìè âåêòîðàìè êîäà Pm ñ îäíîé âûêîëîòîé êîîðäèíàòîé (ïðîèçâîëüíî êàêîé) ÿâëÿåòñÿ
íåëèíåéíûì äâîè÷íûì êîäîì ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 5 è ÷èñëîì ýëåìåíòîâ 2n−2m−2 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Óïðàæíåíèå.
Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî êîä P ′

m îáëàäàåò ìíîãèìè çàìå÷àòåëüíûìè ñâîéñòâàìè. Â ÷àñò-
íîñòè, ÷òî âåñüìà ñóùåñòâåííî, îí èìååò ÷èñëî ýëåìåíòîâ â äâà ðàçà áîëüøåå, ÷åì ÷èñëî
ýëåìåíòîâ äâîè÷íîãî Á×Õ-êîäà (ñì.5.2.3) ñ òåì æå êîäîâûì ðàññòîÿíèåì è òîé æå äëèíîé.

Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé ìåæäó ïàðàìè âåêòîðîâ êîäà Pm íå
î÷åíü òðóäíî âû÷èñëèòü íåïîñðåäñòâåííî, èñõîäÿ èç åãî îïðåäåëåíèÿ 8.3.1. Ýòîãî ìû çäåñü
äåëàòü íå áóäåì.

Çàìåòèì òîëüêî, ÷òî ðàñïðåäåëåíèå âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé êîäà Ïðåïàðàòû ÿâëÿåòñÿ
â íåêîòîðîì ñìûñëå äâîéñòâåííûì ê ðàñïðåäåëåíèå âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé êîäà Êåðäîêà,
õîòÿ îáà êîäà ÿâëÿþòñÿ íåëèíåéíûìè è äëÿ íèõ ñîîòíîøåíèå ÌàêÂèëüìñ êîíå÷íî íåïðè-
ìåíèìî. Âìåñòå ñ òåì ìîæíî íåïîñðåäñòâåííî ïðîâåðèòü, ÷òî âçàèìíûå ðàññòîÿíèÿ ýòèõ
êîäîâ óäîâëåòâîðÿþò ñîîòíîøåíèþ ÌàêÂèëüÿìñ (9.0.5), â êîòîðîì K � ñïåêòð âçàèì-
íûõ ðàññòîÿíèé êîäà Êåðäîêà è K⊥ � ñïåêòð âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé êîäà Ïðåïàðàòû. Ýòî
äðóãîå îòëè÷èòåëüíîå ñâîéñòâî êîäà Pm .

Ïðè÷èíà ýòîãî äîâîëüíî äîëãî áûëà íå ïîíÿòà. Çàòåì áûëî óñòàíîâëåíî, ÷òî êîäû
Êåðäîêà è Ïðåïàðàòû ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê ïðîåêöèè ëèíåéíûõ êîäîâ K è K⊥ íàä
êîëüöîì Z4 = Z/4Z âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ 4 â êîëüöî Z2 ñ ïîìîùüþ, òàê íàçûâàåìîãî,
îòîáðàæåíèÿ Ãðåÿ (ñì., íàïðèìåð, [4]). Îêàçàëîñü, ÷òî êîä K è K⊥ ÿâëÿþòñÿ äâîéñòâåí-
íûìè â êîëüöå Z4 îäèí ê äðóãîìó. Äëÿ íèõ íåòðóäíî âûâåñòè ñîîòíîøåíèå ÌàêÂèëüÿìñ
âèäà (9.0.5), ÷òî è îáúÿñíÿåò äâîéñòâåííîñòü èõ ñïåêòðîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âû÷èñëèòü ðàñïðåäåëåíèå âçàèìíûõ ðàññòîÿíèé â êîäå Ïðåïà-
ðàòà ìîæíî âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì ÌàêÂèëüÿìñ è èçâåñòíûì èç òåîðåìû 8.2.1.
(Óïðàæíåíèå)

Ñëåäóåò òàêæå ñêàçàòü, ÷òî óêîðî÷åííûé êîä Ïðåïàðàòà äëèíû 2m+1 − 2 ïóòåì ïå-
ðåñòàíîâêè åãî êîîðäèíàò ïðèìåðíî òàêæå êàê ýòî áûëî ñäåëàíî äëÿ êîäà Êåðäîêà À.À.
Íå÷àåââûì [27] ìîæåò áûòü ïðåâðàùåí â öèêëè÷åñêèé êîä.

Òàêæå êàê è êîä Êåðäîêà êîä Ïðåïàðàòà øèðîêî èñïîëüçóåòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ êîìáè-
íàòîðíûõ êîíñòðóêöèé (ñì. [77]).

8.4 Öèêëè÷åñêèé ëèíåéíûé êîä, ïîðîæäàåìûé áóëåâû-
ìè ôóíêöèÿìè ðàíãà 2

Òåîðåìà 8.4.1 Ïóñòü m = 2t− 1 � íå÷åòíîå ÷èñëî.
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Ëèíåéíûé àíòèïîäàëüíûé äâîè÷íûé êîä Km äëèíû n = 2m , îáðàçîâàííûé âåêòîðàìè
âèäà

Υ = Tr(x3 + bx + ε), a, b ∈ F2m , ε ∈ F2, (8.4.1)

i. Êîä Km èìååò ðàçìåðíîñòü 2m+1 è êîäîâîå ðàññòîÿíèå ðàâíî d = 2m−1−2
1
2
(m+1) =

1
2
(n−√2n) .

ii. Êîä Km ëåæèò íà ãðàíèöå (2.0.34) Òåîðåìû 2.0.8, ò.å. îí èìååò ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ ñðåäè âñåõ àíòèïîäàëüíûõ êîäîâ ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì
d = 1

2
(n−√2n) .

iii. ×èñëî âåêòîðîâ êîäà Km âåñà 0, 1
2
(n±√2n) è n

2
ïðèâåäåíî â ñëåäóþùåé òàáëèöå

Òàáëèöà 2.

Âåñ âåêòîðà Υ ∈ Km 0 1
2
(n−√2n) n

2
1
2
(n +

√
2n) n

×èñëî âåêòîðîâ Υ ñ çàäàí-
íûì âåñîì

1 1
2
n(n− 1) n2+n−2 1

2
n(n− 1) 1

1 Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå òåîðåìû î ðàçìåðíîñòè êîäà Km î÷åâèäíî.
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà óòâåðæäåíèÿ î êîäîâûì ðàññòîÿíèè âîñïîëüçóåìñÿ ëåììîé 8.1.2

(ñîîòíîøåíèå (8.1.3)) è î÷åâèäíûì ñîîòíîøåíèåì (Υ, Υ′) = n− 2d(Υ, Υ′) .
Ñïðàâåäëèâîñòü óòâåðæäåíèÿ ï. ii. òåîðåìû ïðîâåðÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííî.
Óòâåðæäåíèå ï. iii. òåîðåìû âûòåêàåò èç óòâåðæäåíèé ëåììû 8.1.2. ¤
Ìû èíäåêñèðîâàëè êîîðäèíàòû âåêòîðà Tr(x3 + bx + ε) ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòîâ ïîëÿ

F2m , çàïèñàííûõ â íåêîòîðîì ïîðÿäêå: F2m = {α1, α1, . . . , α2m}, α2m = 0 . Äàëåå óïî-
ðÿäî÷èì íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ F2m ñ ïîìîùüþ åãî ïåðâîîáðàçíîãî ýëåìåíòà θ , à
èìåííî, ïîëîæèì αj = θj−1, j = 1, . . . , 2m − 1, è áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè Tr(f(x))

′
, f(x) = x3 + bx + ε ñ îäíîé âûêîëîòîé êîîðäèíàòîé, íîìåð êîòîðîé ðàâåí

0 ∈ F2m . Òàêèì îáðàçîì,

Tr(x3 + bx + ε)
′
= (Tr(f(θ0)), T r(f(θ1), . . . , T r(f(θ2m−2))). (8.4.2)

Íåïîñðåäñòâåííî èç òåîðåìû 8.4.1 âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 8.4.1 Êîä K′m äëèíû n = 2m − 1, m = 2t − 1 > 1 , îáðàçîâàííûé âñåìè ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòÿìè âèäà (8.4.2), ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íûì öèêëè÷åñêèì êîäîì ðàçìåðíîñòè
2m + 1 ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d = 1

2
(n−√2n)− 1 .

8.5 Àâòî è âçàèìíàÿ êîððåëÿöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé

Ïóñòü x = (x0, x1, . . . , xn−1), y = (y0, y1, . . . , yn−1) � âåêòîðû ñ êîîðäèíàòàìè èç ïîëÿ
êîìïëåêñíûõ ÷èñåë C , ò.å. x,y ∈ Cn .
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Îïðåäåëåíèå 8.5.1 Ôóíêöèÿ

Tx,y(j) = <{x0yj + x1yj+1 + · · ·+ xn−1yn−1+j}, (8.5.1)

ãäå èíäåêñû ó yj+k ðàññìàòðèâàþòñÿ ïî mod n , <{x} � äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü êîì-
ïëåêñíîãî ÷èñëà x è yk � ÷èñëî, êîìïëåêñíî-ñîïðÿæåííîå ñ yk , íàçûâàåòñÿ âçàèìíî
êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x è y .

Åñëè x = y , òî ôóíêöèÿ Tx(j) = Tx,x(j) íàçûâàåòñÿ àâòîêîððåëÿöèîííîé ôóíêöèåé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x . Î÷åâèäíî, Tx(0) = |x0|2 + · · ·+ |xn−1|2 = |x|2 .

Çàìå÷àíèå 8.5.1 Èíîãäà âìåñòî ôóíêöèè Tx,y(j) â êà÷åñòâå âçàèìíî êîððåëÿöèîííîé
ôóíêöèè ðàññìàòðèâàþò ôóíêöèþ

T̃x,y(j) = |x0yj + x1yj+1 + · · ·+ xn−1yn−1+j|. (8.5.2)

Äàëåå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â êà÷åñòâå âçàèìíî êîððåëÿöèîííîé ôóíêöèè òîëüêî
ôóíêöèþ Tx,y(j) . Âìåñòå ñ òåì çíà÷èòåëüíîå ÷èñëî ðàáîò ïîñâÿùåíî èçó÷åíèþ èìåííî
ôóíêöèè T̃x,y(j) .

Ïðèìåð 8.5.1 Ðàññìîòðèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

x = (1, 1, exp−2π i

3
, exp

2π i

3
, exp

2π i

3
, exp−2π i

3
, 1) (8.5.3)

äëèíû 7 , êîîðäèíàòàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ êîðíè 3− åé ñòåïåíè èç 1 . Ãðàôèê ôóíêöèè
Tx(j) èìååò ñëåäóþùèé âèä

Ðèñ. 1
Îòìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Tx(j) èìååò "âûñîêèé"ïèê ïðè j ≡ 0 mod 7 è ïðèíèìàåò

"ìàëûå"îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ ïðè j 6≡ 0 mod 7 . Ýòî ñâîéñòâî ïðè èõ òåõíè÷åñêîì
èñïîëüçîâàíèè îáåñïå÷èâàåò õîðîøóþ ðàçëè÷èìîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x îò åå öèê-
ëè÷åñêèõ ñäâèãîâ.

×àñòî ïðåäïîëàãàåòñÿ, ÷òî |y| = |x| = n , ò.å. ïîëàãàåòñÿ, ÷òî âåêòîðû x, y ëåæàò íà
óíèòàðíîé ñôåðå Un−1 ðàäèóñà √n .

Êàê âèäíî èç (8.5.1) ôóíêöèÿ Tx,y(j) ðàâíà äåéñòâèòåëüíîé ÷àñòè îáû÷íîãî ñêàëÿð-
íîãî ïðîèçâåäåíèÿ â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå Cn âåêòîðîâ x è y(j) (öèêëè÷åñêèé ñäâèã
âåêòîðà y íà j ðàçðÿäîâ).

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî åñëè |y| = |x| = n , òî ÷èñëî Tx,y(j) ìîæåò áûòü âûðàæåíî ÷åðåç
åâêëèäîâî ðàññòîÿíèå λC(x, y) (ñì. ðàçäåë 1.2.1) ìåæäó âåêòîðàìè x è y(j) ñëåäóþùèì
îáðàçîì (ñì. (1.2.6)).

Tx,y(j) = n(1− 1

2
λ2
C(x, y(j)) (8.5.4)

Îáû÷íî, íî íå âñåãäà, â êà÷åñòâå êîîðäèíàò x è y ðàññìàòðèâàþòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè, ó êîòîðûõ êîîðäèíàòàìè ÿâëÿþòñÿ êîðíè m− îé ñòåïåíè èç 1 , ò.å. xj = exp

2π i aj

m
, i =√−1 , ãäå ai, 0 ≤ ai < m, � öåëîå ÷èñëî.

Ìû äàëåå îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî ñëó÷àÿ m = p , ãäå p � ïðîñòîå ÷èñëî,
â êîòîðîì êîîðäèíàòàìè x è y ñëóæàò ÷èñëà exp

2π i aj

p
. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x â ýòîì
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ñëó÷àå îïðåäåëÿåòñÿ p− è÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ a = (a0, a1, . . . , an−1) ∈ Fn
p . Â ñëó÷àå

p = 2 , â êîòîðîì xj = (−1)aj , ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x òàêæå êàê è ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a

ìû áóäåì íàçûâàòü äâîè÷íîé.
Ïóñòü a = (a0, . . . , an−1) ∈ Fn

p � âåêòîð â ïðîñòðàíñòâå Fn
p . Ôóíêöèÿ f : a → â =

1√
n
(exp 2π i a0

p
, . . . , exp 2π i an−1

p
) ïåðåâîäèò ýëåìåíòû ïðîñòðàíñòâà Fn

p â òî÷êè åäèíè÷íîé
óíèòàðíîé ñôåðû Un−1 .

Ïðîñòðàíñòâî Fn
p ñíàáæåíî ìåòðèêîé Õåììèíãà d , à ïðîñòðàíñòâî Un−1 , â êîòîðîå ïî-

ãðóæàåòñÿ ïðîñòðàíñòâî Fn
p ñ ïîìîùüþ îòîáðàæåíèÿ f , � åâêëèäîâîé ìåòðèêîé λC(x,y) .

Êàê âèäíî èç îïðåäåëåíèÿ ýòèõ ìåòðèê ïðè p ≫ 2 îíè ñëàáî ñâÿçàíû ìåæäó ñîáîé. Íà-
ïðèìåð, âåêòîðû a0 = (0, . . . , 0) è a1 = (1, . . . , 1) â ìåòðèêå Õåììèíãà d ìàêñèìàëüíî
äàëåêî ðàñïîëîæåíû îäèí îò äðóãîãî, à â ìåòðèêå λC îáðàçû ýòèõ âåêòîðîâ â0 è â1

ëåæàò äîñòàòî÷íî áëèçêî îäèí ê äðóãîìó. Âìåñòå ñ òåì ïðè p = 2 ìåòðèêè d è λC(x,y)
ýêâèâàëåíòíû, ò.å. ñóùåñòâóåò ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ ρ(x) òàêàÿ, ÷òî ρ(λC(â, b̂)) = d(a, b) .
(Óïðàæíåíèå: âûïèñàòü â ÿâíîì âèäå ôóíêöèþ ρ(x) )

Ïóñòü W = {a1, . . . , aM} ⊂ Fn
p êîä (ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî) â ïðîñòðàíñòâå Fn

p ,
â êîòîðûé âõîäÿò òîëüêî âåêòîðû îáëàäàþùèå ñâîéñòâîì a

(j)
s 6= as, j = 1, . . . , n − 1,

(àöèêëè÷åñêèå âåêòîðû), è Ŵ = {â1, . . . , âM} ⊂ Un−1 � îáðàç W ïðè îòîáðàæåíèè f .
Ïîëîæèì

τ(Ŵ ) = max
x, y ∈ Ŵ , 0 ≤ t < n
è t > 0, åñëè x = y

Tx,y(j). (8.5.5)

Âåëè÷èíà τ(Ŵ ) íàçûâàåòñÿ âçàèìíîé êîððåëÿöèåé êîäà Ŵ .
Ïóñòü W (c) � êîä, îáðàçîâàííûé âñåìè öèêëè÷åñêèìè ñäâèãàìè âåêòîðîâ êîäà W .

Êàê íåòðóäíî óâèäåòü, âåëè÷èíà τ(Ŵ ) ñîâïàäàåò ñ âåëè÷èíîé

η(Ŵ (c)) = max
x,y∈W (c),x6=y

<(x̂, ŷ). (8.5.6)

Îòìåòèì, ÷òî èç ñîîòíîøåíèÿ (8.5.6) ñëåäóåò, ÷òî η(Ŵ (c)) = 1 − 1
2
λ2
C(Ŵ (c)) , ãäå

λC(Ŵ (c)) � êîäîâîå ðàññòîÿíèå â ìåòðèêå λC êîäà Ŵ (c) , ò.å. âçàèìíàÿ êîððåëÿöèÿ êîäà
Ŵ ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì â ìåòðèêå λC êîäà Ŵ (c) . Î÷åâèäíî,
÷åì áîëüøå êîäîâîå ðàññòîÿíèå λC(Ŵ (c)) , òåì ìåíüøå âçàèìíàÿ êîððåëÿöèÿ τ(Ŵ ) .

Ìíîæåñòâà Ŵ , äëÿ êîòîðûõ âåëè÷èíà τ(Ŵ ) ïðèíèìàåò çíà÷åíèå áëèçêîå ê ìèíèìàëü-
íî âîçìîæíîìó íàõîäÿò ïðèìåíåíèå â ðàäèîòåõíèêå. Îíè èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîâûøåíèÿ
ðàçðåøàþùåé ñïîñîáíîñòè ðàäèîëîêàöèîííûõ èçìåðåíèé, äëÿ ðàçäåëåíèÿ ðàäèîñèãíàëîâ
ïî ôîðìå è âðåìåíè â øèðîêîïîëîñíûõ ìíîãîêàíàëüíûõ ñèñòåìàõ ñâÿçè, òåëåìåòðèè è
àäðåñíûõ ñèñòåìàõ.

Ýòî çàìå÷àíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî èçó÷åíèå öèêëè÷åñêèõ êîäîâ â ìåòðèêå λC èìååò â
òåõíèêå ñâÿçè ñóùåñòâåííûå ïðàêòè÷åñêîå çíà÷åíèå.

Ïðèìåð 8.5.2 Ïóñòü ξ � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ
Fp ( p � ïðîñòîå ÷èñëî) è a = (ξ0, ξ1, . . . , ξp−2) ∈ Fp−1

p . Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü â =
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1√
p−1

(exp 2π i a0

p
, exp 2π i a1

p
, . . . , exp 2π i ap−2

p
) , ãäå aj = ξj , èìååò ñëåäóþùóþ àâòîêîððåëÿöè-

îííîé ôóíêöèþ:

Tx(j) =

{
1, åñëè j ≡ 0 mod n ,

− 1
p−1

, åñëè j 6≡ 0 mod n
. (8.5.7)

Äîêàçàòåëüñòâî ñïðàâåäëèâîñòè ñîîòíîøåíèÿ (8.5.7) ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ (Óïðàæ-
íåíèå).

Äàëåå â ýòîì ðàçäåëå ìû ïðèâåäåì ïðèìåðû ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x ∈ {1,−1}nj c
áåñïðåäåëüíî âîçðàñòàþùèìè äëèíàìè nj, j = 1, 2 . . . , äëÿ êîòîðûõ Tx(j) = −1 ïðè j 6≡
0 mod n . Äëÿ ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé τ({x}) = max1<k<nj

(x,x(k)) = −1 , ÷òî ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíî âîçìîæíûì çíà÷åíèåì ýòîé âåëè÷èíû. (Óïðàæíåíèå)

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîëó÷àåìûå ñ ïîìîùüþ ñèìâîëîâ Ëåæàíäðà

Ïóñòü Fq � êîíå÷íîå ïîëå ñ q = pl ýëåìåíòàìè è F∗q = Fq r {0} � åãî ìóëüòè-
ïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà. Êàê õîðîøî èçâåñòíî, ãðóïïà F∗q ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, ò.å. â íåé
ñîäåðæèòñÿ ýëåìåíò ξ (íå îäèí), êîòîðûé åå ïîðîæäàåò. Ýòîò ýëåìåíò íàçûâàåòñÿ ïðèìè-
òèâíûì èëè ïîðîæäàþùèì ýëåìåíòîì ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ. Òàêèì îáðàçîì,
F∗q = {ξj|j = 0, . . . , p− 2} .

Ïóñòü m|p− 1 . Ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç ψ(x) ãîìîìîðôèçì ãðóïïû F∗q â ãðóïïó êîðíåé
m− îé ñòåïåíè èç 1 . Ýòîò ãîìîìîðôèçì íàçûâàåòñÿ m− çíà÷íûì ìóëüòèïëèêàòèâíûì
õàðàêòåðîì ãðóïïû

F∗q . Äðóãèìè ñëîâàìè, ψ(x) � ôóíêöèÿ ñî çíà÷åíèÿìè â ïîäãðóïïå ïîðÿäêà m ãðóïïû
Φ = {exp 2π i a

p−1
|a = 0, . . . , p− 2} , êîòîðàÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèì îñíîâíûì ñâîéñòâîì

ψ(x · y) = ψ(x) · ψ(y) äëÿ âñåõ x, y ∈ F∗q. (8.5.8)

Ìíîæåñòâî âñåõ ãîìîìîðôèçìîâ ψ(x) , î÷åâèäíî, îáðàçóåò ãðóïïó, ãðóïïîâîé îïåðàöè-
åé â êîòîðîé ÿâëÿåòñÿ ïîòî÷å÷íîå óìíîæåíèå ãîìîìîðôèçìîâ. Ñòàíäàðòíîå îáîçíà÷åíèå
äëÿ ýòîé ãðóïïû:

Hom (F∗q,C∗) .
Ýëåìåíòàðíûå ñâîéñòâà õàðàêòåðîâ èçëîæåíû ïî÷òè âî âñåõ êíèãàõ ïî òåîðèè ÷èñåë

èëè â íà÷àëüíûõ êóðñàõ àëãåáðû (ñì., íàïðèìåð, [11]). Àâòîð ïðåäëàãàåò äëÿ ïåðâîíà÷àëü-
íîãî èçó÷åíèÿ êíèãó [], (Âèíîãðàäîâ) è îñîáåííî ðåêîìåíäóåò ðåøèòü õîòÿ áû íåêîòîðûå
çàäà÷è, ïðèâåäåííûå â íåé.

Íà ýëåìåíòå x = 0 ôóíêöèÿ ψ(x) íå îïðåäåëåíà, ò.ê. 0 íå ïðèíàäëåæèò ìóëüòèïëè-
êàòèâíîé ãðóïïå ïîëÿ Fq . Îáû÷íî ïîëàãàþò, ÷òî ψ(0) = 0 . Âìåñòå ñ òåì äàëåå ìû áóäåì
îïðåäåëÿòü çíà÷åíèå ôóíêöèè ψ(x) â íóëå êàæäûé ðàç îñîáî óêàçûâàåìûì îáðàçîì.

Êàê íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ôóíêöèÿ ψ(x), x ∈ F∗q, èìååò ñëåäóþùèé ÿâíûé âèä

ψ(x) = exp
2π i t ind x

m
, (t,m) = 1, (8.5.9)

ãäå ôóíêöèÿ indξ x = ind x ïðèíèìàåò çíà÷åíèå y, 0 ≤ y ≤ p− 2 , åñëè x = ξy . Ôóíêöèþ
indξ x îáû÷íî íàçûâàþò èíäåêñîì èëè äèñêðåòíûì ëîãàðèôìîì ïî îñíîâàíèþ ξ ýëåìåíòà
(âû÷åòà) x .
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Åñëè q � íå÷åòíîå ÷èñëî è m = 2 , òî â ýòîì ñëó÷àå õàðàêòåð ψ(x) ïðèíèìàåò òîëüêî
äåéñòâèòåëüíûå çíà÷åíèÿ ±1 . Åãî ïðèíÿòî íàçûâàòü ñèìâîëîì Ëåæàíäðà è îáîçíà÷àòü
÷åðåç

(
x
p

)
.

Çàìåòèì, ÷òî ñ íåêîòîðîé óñëîâíîñòüþ â îáîçíà÷åíèÿõ ìîæíî ïîêàçàòü, ÷òî
(

x

p

)
= x

p−1
2 . (8.5.10)

Óñëîâíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà (8.5.10) ñòîèò äåéñòâèòåëüíîå
÷èñëî ( 1 èëè −1 ), â òî âðåìÿ êàê â åãî ïðàâîé ÷àñòè ñòîèò ýëåìåíò ïîëÿ Fq òàêæå ðàâíûé
1 èëè −1 . Ýòîé óñëîâíîñòü ìû áóäåì ïðåíåáðåãàòü, èáî âñåãäà èç êîíòåêñòà áóäåò ÿñíî
ñ êàêèìè ýëåìåíòàìè â äàííîì ìåñòå ìû èìååì äåëî � äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè èëè
ýëåìåíòàìè ïîëÿ Fq . Ïîìèìî (8.5.10) èìååòñÿ òàêæå ìíîãî äðóãèõ ñïîñîáîâ âû÷èñëåíèÿ
ñèìâîëà Ëåæàíäðà (ñì., íàïðèìåð, []).

Ìû íåñêîëüêî ðàñøèðèì îáëàñòü îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè
(

x
p

)
ñèìâîë Ëåæàíäðà. À

èìåííî, ïîëîæèì
(

0
p

)
= 1 . Òàê îïðåäåëåííóþ ôóíêöèþ áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç

(
x
p

)
[

Ðàññìîòðèì äâîè÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü x ∈ {1,−1}p

x =

((
0

p

)

[

,

(
1

p

)

[

,

(
2

p

)

[

, . . . ,

(
p− 1

p

)

[

)
. (8.5.11)

Î÷åâèäíî, ñäâèã x(j) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x íà j ðàçðÿäîâ âïðàâî èìååò âèä

x(j) =

((
j

p

)

[

,

(
j + 1

p

)

[

,

(
j + 2

p

)

[

, . . . ,

(
j + p− 1

p

)

[

)
. (8.5.12)

Ëåììà 8.5.1 Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

S =
∑

x∈Fq

(
x(x + a)

p

)
= −1, åñëè a 6= 0. (8.5.13)

Íàïîìíèì, ÷òî â ëåâîé ÷àñòè (8.5.13) ìû ïîëàãàåì, ÷òî
(

y
p

)
= 0 , åñëè y = 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû. Î÷åâèäíî, (â ÷àñòíîñòè, ýòî ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ
(8.5.10)) ÷òî

(
x
p

)
=

(
x−1

p

)
, x ∈ F∗p . Ïîýòîìó

S =
∑

x∈Fq

(
x−1(x + a)

p

)
=

∑

x∈Fq

(
(1 + a

x
)

p

)
=

∑

y∈Fq , y 6=0

(
1 + y

p

)
= −1. (8.5.14)

¤

Òåîðåìà 8.5.1 Åñëè p = 4t− 1 , òî äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x , îïðåäåëåííîé ñîîòíî-
øåíèåì (8.5.11), âûïîëíåíî

Tx(j) =

{
p, åñëè j ≡ 0 mod p ,

−1, åñëè j 6≡ 0 mod p
. (8.5.15)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x

Tx(j) = (x,x(j)) =
∑

x∈Fq

(
x(x + j)

p

)
+

(
j

p

)
+

(−j

p

)
. (8.5.16)

Òàê êàê
(
−1
p

)
= −1 , åñëè p = 4t − 1 , òî

(
j
p

)
+

(
−j
p

)
= 0 . Îòñþäà è èç ñîîòíîøåíèÿ

(8.5.16) è ëåììû 8.5.1 ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû. ¤
Çàìåòèì, ÷òî åñëè p = 4t + 1 , òî

(
j
p

)
=

(
−j
p

)
, è, êàê ñëåäóåò èç (8.5.16),

âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

Tx(j) =

{
p, åñëè j ≡ 0 mod p ,

2
(

j
p

)
− 1, åñëè j 6≡ 0 mod n

. (8.5.17)

Ïðè p = 4t − 1 , êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 8.6.4, äâîè÷íûé êîä, ïîðîæäåííûé âñåìè
öèêëè÷åñêèìè ñäâèãàìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x ê êîòîðûì äîáàâëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
(−1,−1, . . . ,−1) , èìååò êîäîâîå ðàññòîÿíèå Õåììèíãà ðàâíîå p+1

2
(ïðîâåðèòü) è ÷èñëî

ýëåìåíòîâ p + 1 . ×èñëî ýëåìåíòîâ ýòîãî êîäà ëåæèò íà ãðàíèöå Ïëîòêèíà (2.0.11), ò.å. îí
ÿâëÿåòñÿ êîäîì ñ ìàêñèìàëüíûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ.

Ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ìàêñèìàëüíîãî ïåðèîäà

Åñëè â ïðåäûäóùåì ðàçäåëå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè x èñïîëüçîâàëèñü
ñâîéñòâà àääèòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ Fp , â òî âðåìÿ êàê â íàñòîÿùåì ðàçäåëå äëÿ ïîñòðîåíèÿ
ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé x ñ "õîðîøèìè"êîððåëÿöèîííûìè ñâîéñòâàìè ìû áóäåì èñïîëüçî-
âàòü ñâîéñòâà ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ Fq, q = pl , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé
è èìååò ïîðÿäîê q − 1 .

Ïóñòü Tr(x) : Fq → Fp, � ëèíåéíàÿ íàä Fp ôóíêöèÿ "ñëåä", îïðåäåëåííàÿ ñîîòíîøå-
íèåì (6.1.4), â êîòîðîì ïîëîæåíî r = p . Ìû ðàññìàòðèâàåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

a = (Tr(aθ0), T r(aθ1), T r(aθ2), . . . , T r(aθq−2)), a ∈ Fq \ {0}, (8.5.18)

ïîðîæäåííóþ ïåðâîîáðàçíûì ýëåìåíòîì θ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ Fq è êîýô-
ôèöèåíòîì a .

Åñëè ýëåìåíò a çàñòàâèòü ïðîáåãàòü âñå ýëåìåíòû ïîëÿ Fq , òî ìíîæåñòâî ïîëó÷àåìûõ
ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé âèäà (8.5.18), êàê íåòðóäíî óâèäåòü, ÿâëÿåòñÿ p− çíà÷íûì
ëèíåéíûì íàä Fp êîäîì Kθ , ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî ðàâíà l . Áîëåå òîãî, êîä Kθ ÿâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêèì â âèäó òîãî, ÷òî öèêëè÷åñêèé ñäâèã a(j) = (Tr(aθj), T r(aθj+1), . . . ,
T r(aθj+q−2)) = (Tr(a′θ0), T r(a′θ1), T r(a′θ2), . . . , T r(a′θq−2)) âåêòîðà a íà j ðàçðÿäîâ ïî-
ðîæäàåòñÿ êîýôôèöèåíòîì a′ = θja .

Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 5.1.2 è ëåììû 5.1.3 ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a ÿâëÿåòñÿ ðå-
êóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñ àííóëèðóþùèì (ïðîâåðî÷íûì) ìíîãî÷ëåíîì g(x) =
xlf(x−1) = xl + gl−1x

l−1 + · · ·+ g1x + g0 , ãäå f(x) � ìèíèìàëüíûé ìíîãî÷ëåí ýëåìåíòà θ .
Òàêèì îáðàçîì, ïîñëåäîâàòåëüíîñòü a = (a0, a1, . . . , aq−1) , îïðåäåëåííàÿ ñîîòíîøåíèåì

(8.5.18), ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

aj+l = −(aj+l−1g1 + · · ·+ aj−1gl−1 + ajgl), j = 0, . . . , q − 2, (8.5.19)
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ò.å. îíà ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé ðåêóððåíòíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ.
Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò ïîðîæäàòü çíàêè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè a ñ ïîìîùüþ, òàê

íàçûâàåìîãî, ðåãèñòðà ñäâèãà, ñîñòîÿùåãî èç l ÿ÷ååê ïàìÿòè ñ ëèíåéíîé îáðàòíîé ñâÿçüþ.
Ïðîèñõîäèò ýòî ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ïóñòü a(t) = (at+l−1, at+l−2, . . . , at) � çàïîëíåíèå ðåãèñòðà â ìîìåíò âðåìåíè t . Â ìî-
ìåíò âðåìåíè t+1 çàïîëíåíèå ðåãèñòðà áóäåò ñëåäóþùèì: a(t+1) = (at+l, at+l−12, . . . , at+1) ,
ãäå at+l = −(at+l−1g1 + · · · + at−1gl−1 + atgl), t = 0, . . . , q − 2, ò.å. ñëåäóþùåå ñîñòî-
ÿíèå ðåãèñòðà îáðàçóåòñÿ ñ ïîìîùüþ ñäâèãà åãî ñîäåðæèìîãî íà îäèí ðàçðÿä âïðàâî
è çàïîëíåíèåì îñâîáîäèâøåéñÿ ÿ÷åéêè ïàìÿòè çíà÷åíèåì ëèíåéíîé ôóíêöèè L(x) =
−(xl−1g1 + · · ·+ x1gl−1 + x0gl) â òî÷êå a(t) .

Ðèñ.
Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

â =

(
exp

2π i Tr(aθ0)

p
, exp

2π i Tr(aθ1)

p
, . . . , exp

2π i Tr(aθq−2)

p

)
(8.5.20)

è èçó÷àòü åå àâòîêîððåëÿöèîííóþ ôóíêöèþ Tba(j) .

Òåîðåìà 8.5.2 Àâòîêîððåëÿöèîííàÿ ôóíêöèÿ Tba(j) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè â èìååò âèä

Tba(j) =

{
q − 1, åñëè j ≡ 0 mod q − 1 ,

−1, åñëè j 6≡ 0 mod q − 1
. (8.5.21)

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî,

Tba(j) =

q−2∑
s=0

exp
2π i (Tr(aθs)− Tr(aθs+j))

p
=

q−2∑
s=0

exp
2π i Tr(a′θs)

p
, (8.5.22)

ãäå a′ = a(1− θj) 6= 0 , åñëè j 6≡ 0 mod q− 1 . Òàêèì îáðàçîì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî ïîñëåäíÿÿ ñóììà â (8.5.22) ðàâíà −1 , åñëè a′ 6= 0 .

Äëÿ ëþáîãî α ∈ Fp è a′ 6= 0 ÷èñëî ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

Tr(a′x) = 0, (8.5.23)

ïðèíàäëåæàùèõ ïîëþ Fq , î÷åâèäíî, ðàâíî q
p
. Äåéñòâèòåëüíî, ïðè a′ 6= 0 Tr(a′x) �

íåíóëåâàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ íàä Fp . Ïîýòîìó ìíîæåñòâî L ðåøåíèé óðàâíåíèÿ (8.5.23)
ÿâëÿåòñÿ ïîäïðîñòðàíñòâîì, ðàçìåðíîñòü êîòîðîãî íàä Fp , î÷åâèäíî, ðàâíà l− 1 . Ñëåäî-
âàòåëüíî, |L| = q

p
= p l−1 .

Òàê êàê ôóíêöèÿ Tr(a′x) ïðèíèìàåò çíà÷åíèÿ èç ïîëÿ Fp , òî îíà ïðèíèìàåò è íåíóëå-
âûå çíà÷åíèÿ. Êàæäîå íåíóëåâîå çíà÷åíèå ôóíêöèÿ Tr(a′x) ïðèíèìàåò îäèíàêîâîå ÷èñëî
ðàç, èáî Tr(a′αx) = αTr(a′x), α ∈ Fp . Îòñþäà íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî óðàâíåíèå
Tr(a′x) = α äëÿ ëþáîãî α ∈ Fp èìååò p l−1 ðåøåíèé.

Çíà÷åíèÿ ôóíêöèè θs, s = 0, . . . , q − 2, ïðîáåãàþò âñå íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ èç ïîëÿ
Fq . Ñëåäîâàòåëüíî, èç âûøåñêàçàííîãî âûòåêàåò, ÷òî ôóíêöèÿ Tr(a′θs), s = 0, . . . , q − 2,
ïðèíèìàåò p l−1 ðàç çíà÷åíèå α , åñëè α 6= 0 , è ïðèíèìàåò p l−1 − 1 ðàç çíà÷åíèå 0 .

Îòñþäà è èç î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà
p−1∑
α=0

exp
2π i α

p
= 0 (8.5.24)
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ñëåäóåò âòîðîå ñîîòíîøåíèå â (8.5.21). Ñïðàâåäëèâîñòü ïåðâîãî ñîîòíîøåíèÿ â (8.5.21)
î÷åâèäíà. ¤

Èç òåîðåìû 8.4.1 è òîãî íåîäíîêðàòíî óïîìèíàåìîãî ôàêòà, ÷òî d(x,y) = 1
2
(n−(x̂, ŷ)) ,

íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò

Òåîðåìà 8.5.3 Ïóñòü m = 2t − 1 � íå÷åòíîå ÷èñëî, θ � ïåðâîîáðàçíûé ýëåìåíò
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ Fq, q = 2m .

Ðàññìîòðèì ëèíåéíûé äâîè÷íûé öèêëè÷åñêèé êîä R
(c)
m äëèíû n = 2m − 1 è ðàçìåð-

íîñòè 2m , îáðàçîâàííûé âåêòîðàìè âèäà

Θ(a, b) = (Tr(aθ3 + bθ), T r(aθ3·2 + bθ2), . . . , T r(aθ3·(2m−1) + bθ2m−1)), a, b ∈ F2m , ε ∈ F2,

(8.5.25)
è êîä Rm, |Rm| = 2m + 1 = 1

2m−1
(|R(c)

m | − 1) , îáðàçîâàííûé ïðåäñòàâèòåëÿìè öèêëîâ íåíó-
ëåâûõ ýëåìåíòîâ êîäà Rm .

Òîãäà
τ(Rm) = η(R(c)

m ) = 2
m+1

2 − 1. (8.5.26)

8.6 Êîäû ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 5 èëè 6

Cíà÷àëà åñòåñòâåííî ðàññìîòðåòü ñâîéñòâà íåêîòîðûõ p− çíà÷íûõ Á×Õ-êîäû ñ êîäîâûì
ðàññòîÿíèåì 2 äëèí pl − 1, pl è pl + 1 .

Îïðåäåëåíèå 8.6.1 [Êâàçèñîâåðøåííûé êîä] Êîä K ⊂ Fn
q íàçûâàåòñÿ êâàçèñîâåðøåí-

íûì, åñëè äëÿ íåêîòîðîãî t øàðû ðàäèóñà t ñ öåíòðàìè â êîäîâûõ òî÷êàõ íå ïåðåñåêà-
þòñÿ, à øàðû ðàäèóñà t + 1 ñîäåðæàò âñå âåêòîðû ïðîñòðàíñòâà Fn

q .

Íåñêîëüêî èíà÷å òîæå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïîëîæèì

d(a,K) = min
x∈K

d(a,x). (8.6.1)

×èñëî d(a,K) íàçûâàåòñÿ ðàññòîÿíèåì ìåæäó âåêòîðîì a è êîäîì K .
Êîä K ⊂ Fn

q íàçûâàåòñÿ êâàçèñîâåðøåííûì, åñëè
d(K) ≥ 2t + 1 , è ëþáîé âåêòîð x ∈ Fn

q íàõîäèòñÿ íà ðàññòîÿíèè íå áîëåå ÷åì t + 1 îò
êîäà K .

Òåîðåìà 8.6.1 Ëèíåéíûé íàä ïîëåì Fq êîä K ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d ≥ 2t + 1 è
ðàçìåðíîñòüþ k ÿâëÿåòñÿ êâàçèñîâåðøåííûì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà åãî ïðîâåðî÷-
íàÿ n× k−ìàòðèöà (ìàòðèöà ñ n ñòîëáöàìè è k ñòðîêàìè) B îáëàäàåò ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì.

Ëþáîé âåêòîð-ñòîëáåö aT "âûñîòû" k ñ êîîðäèíàòàìè èç ïîëÿ Fq ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåí êàê ñóììà ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Fn

q íå áîëåå ÷åì èç t + 1 ñòîëáöîâ ïðîâå-
ðî÷íîé ìàòðèöû B .

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê ðàçìåðíîñòü ïðîñòðàíñòâà, íàòÿíóòîãî íà ñòîëáöû ìàòðèöû
ðàâíà k (êîä èìååò ðàçìåðíîñòü k ), òî äëÿ ëþáîãî a ∈ Fk

q íàéäåòñÿ âåêòîð x ∈ Fn
q òàêîé,

÷òî aT = BxT . Åñëè êîä K � êâàçèñîâåðøåííûé, òî äëÿ x ∈ Fn
q íàéäåòñÿ âåêòîð y âåñà

íå áîëåå, ÷åì t + 1 òàêîé, ÷òî x + y ∈ K .
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Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî aT = BxT = −ByT , ò.å. aT � ñóììà íå áîëåå, ÷åì t+1 ñòîëáöîâ
ìàòðèöû B .

Åñëè íåêîòîðûé âåêòîð aT íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ñóììû íå áîëåå, ÷åì t + 1
ñòîëáöîâ ìàòðèöû B , òî, êàê íåòðóäíî óñòàíîâèòü, âåêòîð x , îïðåäåëÿåìûé ðàâåíñòâîì
aT = BxT , íàõîäèòñÿ îò êîäà K íà ðàññòîÿíèè áîëåå t + 1 , ò.å. êîä K íå ÿâëÿåòñÿ
êâàçèñîâåðøåííûì. ¤

8.6.1 Á×Õ-êîäû
Ìû ñíà÷àëà ðàññìàòðèâàåì p− çíà÷íûå Á×Õ-êîäû äëèíû q , îïðåäåëÿåìûå ïðîâåðî÷íîé
ìàòðèöåé âèäà (5.0.1), ó êîòîðûõ ïàðàìåòåð d ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 5 , ò.å. Á×Õ-êîäû ñ
ãàðàíòèðîâàííûì êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 5 .

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå, êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 8.6.1, äåëî ñâîäèòüñÿ ê äîêàçàòåëü-
ñòâó ðàçðåøèìîñòè ïðè âñåõ αj, j = 0, 1, 2, 3 (â ýòîì ñëó÷àå êîä êâàçèñîâåðøåííûé) èëè
íåðàçðåøèìîñòè ïðè íåêîòîðûõ αj, j = 0, 1, 2, 3 (â ýòîì ñëó÷àå êîä íå ÿâëÿåòñÿ êâàçèñî-
âåðøåííûì) ñëåäóþùåé ñèñòåìû óðàâíåíèé

z1x
j
1 + z2x

j
2 + z3x

j
3 = αj, j = 0, 1, 2, 3, z1, z2, z2, α0 ∈ Fp, x1, x2, x2 ∈ Fq, (8.6.2)

ãäå αj, j = 1, 2, 3, � ôèêñèðîâàííûå ýëåìåíòû ïîëÿ Fq .
Ïóñòü p > 3 . Óêàæåì çíà÷åíèÿ ýëåìåíòîâ αj , äëÿ êîòîðûõ ñèñòåìà (8.6.2) íå èìååò

ðåøåíèé, à èìåííî ïîëîæèì αj = z0x
j
0, z0 ∈ Fp \ {0}, j = 0, 1, 2, è α3 = z′0x

j
0 , ãäå x0 �

ôèêñèðîâàííûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ Fq è z′0 6= z0, z
′
0 6= 0 .

Çàìåòèì, ÷òî åñëè x0 6∈ {x1, x2, x3} è |{x1, x2, x3}| = 3 , òî ñèñòåìà îòíîñèòåëüíî íåèç-
âåñòíûõ z1, z2, z3 îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé (8.6.2) ïðè ôèêñèðîâàííûõ zj è z′3
íå èìååò íåíóëåâûõ ðåøåíèé, èáî â ýòîì ñëó÷àå ìàòðèöà ‖xj

i‖i,j=0,...,3 åå êîýôôèöèåíòîâ
íåâûðîæäåíà (åå îïðåäåëèòåëü ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëåì Âàíäåðìîíäà).

Åñëè æå, íàïðèìåð, x0 = x1 è |{x1, x2, x3}| = 3 , òî ñèñòåìà, ñîñòîÿùàÿ èç ïåðâûõ òðåõ
óðàâíåíèé â (8.6.2) îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ z1−z0, z2, z3 , èìååò òîëüêî íóëåâîå ðåøåíèå
z1−z0 = 0, z2 = 0, z3 = 0 â Fp , èáî ìàòðèöà ‖xj

i‖i,j=0,1,2 åå êîýôôèöèåíòîâ íåâûðîæäåííà.
Ýòî íóëåâîå ðåøåíèå íå ÿâëÿåòñÿ ðåøåíèåì ïîëíîé ñèñòåìû (8.6.2).

Åñëè |{x1, x2, x3}| < 3 , òî, î÷åâèäíî, óðàâíåíèå (8.6.2) íå èìååò ðåøåíèé ïðè óêàçàííûõ
çíà÷åíèÿõ αj .

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (8.6.2) íå èìååò ðåøåíèé ïðè óêàçàííûõ çíà÷åíèÿõ αj , ò.å.
ðàññìàòðèâàåìûé Á×Õ-êîä, èñïðàâëÿþùèé äâå îøèáêè, íå ÿâëÿåòñÿ êâàçèñîâåðøåííûì
ïðè p > 3 .

8.6.2 Òðîè÷íûé Á×Õ-êîä, èñïðàâëÿþùèé äâå îøèáêè

Òåîðåìà 8.6.2 Òðîè÷íûé Á×Õ-êîä BCH3,q(n, 5) (ñì. òåîðåìó 5.2.1) äëèíû n = 3l − 1 ,
èñïðàâëÿþùèé äâå îøèáêè, ÿâëÿåòñÿ êâàçèñîâåðøåííûì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà B êîäà BCH3,q(n, 5) èìååò âèä
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B =




θ0
1 θ0

2 · · · θ0
n

θ1 θ2 · · · θn

θ2
1 θ2

2 · · · θ2
n


 , (8.6.3)

ãäå {θ1, θ2, . . . , θn} = Fq r {0} . Çàìåòèì, ÷òî ìàòðèöà B íå ñîäåðæèò ñòðîêó âèäà
θ3
1, θ

3
2, · · · , θ3

n , êîòîðàÿ îáÿçàòåëüíî äîëæíà ïðèñóòñòâîâàòü, åñëè çíà÷íîñòü êîäà áîëåå,
÷åì 3 .

Èç òåîðåìû 8.6.1 ñëåäóåò, ÷òî äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äàííîé òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü,
÷òî ñèñòåìà

z1 + z2 + z3 = α0

z1x1 + z2x2 + z3x3 = α1, ãäå z1, z2, z3 ∈ F3, x1, x2, x3 ∈ Fq,
z1x

2
1 + z2x

2
2 + z3x

2
3 = α2

(8.6.4)

ïðè ëþáûõ α1, α3 ∈ Fq è α0 ∈ F3 èìååò ðåøåíèå â ïîëå Fq . Äîêàæåì ýòî.
Åñëè (α0, α1, α2) 6= (0, 0, 0) , òî, î÷åâèäíî ,
áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè, çàìåíèâ αj íà αj

z1
, ìû ìîæåì ïîëàãàòü, ÷òî z1 = 1 . Ïî-

ëîæèì x1 = −z2x2 − z3x3, z2 = z3 = 1 . Â ýòîì ñëó÷àå ñèñòåìà 8.6.4 ïðè x2 6= 0 ïðèìåò
âèä

(1 + y)2 + 1 + y2 = −y2 − y − 1 =
α2

x2

, (8.6.5)

ãäå y = x3

x2
. Åñëè α2 6= 0 , òî íå òðóäíî ïîêàçàòü, ÷òî ïðè íåêîòîðîì çíà÷åíèè x2 ∈ Fqr{0}

óðàâíåíèå (8.6.5) èìååò ðåøåíèå. (Óïðàæíåíèå.) Åñëè æå α2 = 0 , òî ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ
(8.6.5) ÿâëÿåòñÿ y = 1 . ¤

8.6.3 Òðîè÷íûé êîä ðàáîòû [26], èñïðàâëÿþùèé äâå îøèáêè
Äðóãèì èíòåðåñíûì ïðèìåðîì êâàçèñîâåðøåííîãî êîäà ÿâëÿåòñÿ òðîè÷íûé êîä Cl , îïè-
ñàííûé â ðàáîòå [26].

Ïóñòü Fq, q = 3l, � êîíå÷íîå ïîëå õàðàêòåðèñòèêè 3 . Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Gl

ïîäãðóïïó ïîðÿäêà n = q+1
2

ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû F∗q2 ïîëÿ Fq . Ýëåìåíòàìè ãðóïïû
Gl , î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ âñå êîðíè óðàâíåíèÿ xn−1 = 0 . Ïóñòü ξ � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò
ãðóïïû Gl .

Ìû áóäåì îòäåëüíî ðàññìàòðèâàòü äâà ñëó÷àÿ l = 2r è l = 2r + 1 � ÷åòíûå è íå÷åò-
íûå çíà÷åíèÿ l . Îáîçíà÷èì ÷åðåç C2r ëèíåéíûé òðîè÷íûé êîä äëèíû n ñ ïðîâåðî÷íîé
ìàòðèöåé

B2r = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), (8.6.6)
ãäå ξj = ξj .

×åðåç C2r+1 ìû îáîçíà÷àåì òðîè÷íûé êîä äëèíû n ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé

B2r+1 = (ξ1, ξ2, . . . , ξn), (8.6.7)

ãäå ξj = ξj, i = 0, . . . , n
2
− 1, ξj = θξj, j = n

2
, . . . , n − 1, è θ � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò

ïîäãðóïïû ïîðÿäêà 4 ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ F∗q2 , èëè, ïî äðóãîìó, θ � êîðåíü
óðàâíåíèÿ x4 − 1 = 0 , òàêîé, ÷òî θ2 = −1 .
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Òåîðåìà 8.6.3 Êîä Cl, l ≥ 1 ÿâëÿåòñÿ êâàçèñîâåðøåííûì ëèíåéíûì òðîè÷íûì êîäîì,
èñïðàâëÿþùèì äâå îøèáêè. Ïðè ÷åòíîì l êîä Cl ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêèì.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ïîêàæåì, ÷òî êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîäà Cl íå ìåíüøå ïÿòè,
à èìåííî ïîêàæåì, ÷òî ðàâåíñòâî

3∑
i=0

xiξsi
= 0, xi ∈ F3, s0 < s1 < s2 < s3 (8.6.8)

âîçìîæíî òîëüêî ïðè x0 = · · · = x3 = 0 .
Äëÿ ýòîãî âîçâåäåì ðàâåíñòâî (8.6.8) â ñòåïåíü 2, 3l, 3l+1 . Â ðåçóëüòàòå ñ ó÷åòîì ñî-

îòíîøåíèÿ ξ3l

i = ξ−1
i ïîëó÷èì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî

íåèçâåñòíûõ xi

3∑
i=0

xiξsi
=

3∑
i=0

xiξ
3
si

=
3∑

i=0

xiξ
−1
si

=
3∑

i=0

xiξ
−3
si

= 0. (8.6.9)

Îïðåäåëèòåëü

∆ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

ξs0 ξs1 ξs2 ξs3

ξ3
s0

ξ3
s1

ξ3
s2

ξ3
s3

ξ−1
s0

ξ−1
s1

ξ−1
s2

ξ−1
s3

ξ−3
s0

ξ−3
s1

ξ−3
s2

ξ−3
s3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (ξs0ξs1ξs2ξs3)

−3

∣∣∣∣∣∣∣∣

ξ2
s0

ξ2
s1

ξ2
s2

ξ2
s3

ξ6
s0

ξ6
s1

ξ6
s2

ξ3
s6

ξ4
s0

ξ4
s1

ξ4
s2

ξ4
s3

ξ0
s0

ξ0
s1

ξ0
s2

ξ0
s3

∣∣∣∣∣∣∣∣
(8.6.10)

ìàòðèöû èç êîýôôèöèåíòîâ ýòîé ñèñòåìû êðàòåí îïðåäåëèòåëþ Âàíäåðìîíäà � ïîñëåä-
íåìó îïðåäåëèòåëþ â (8.6.10). Îïðåäåëèòåëü

Âàíäåðìîíäà îòëè÷åí îò 0 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âñå ýëåìåíòû ξ2
s0

, ξ2
s1

, ξ2
s2

, ξ2
s3

ïîïàðíî ðàçëè÷íû. Êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü (Óïðàæíåíèå), ýëåìåíòû ξj îïðåäåëåíû òàê,
÷òî ýòî ñâîéñòâî äåéñòâèòåëüíî âûïîëíåíî. Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû î êîäî-
âîì ðàññòîÿíèè êîäà Cl .

Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà êâàçèñîâåðøåííîñòè êîäà Cl äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü. ÷òî äëÿ ëþ-
áîãî α ∈ Fq2 , α 6= 0, íàéäóòñÿ òàêèå ýëåìåíòû òàêèå ýëåìåíòû ξs1 , ξs2 , ξs3 è ýëåìåíòû
x1, x2, x3 ∈ F3 , ÷òî α = x1ξs1 + x2ξs2 + x3ξs3 .

Â âèäó òîãî, ÷òî ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ {±ξj|j = 1, . . . , n} ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì Π
êîðíåé óðàâíåíèÿ x3l+1 − 1 = 0, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü óðàâíåíèÿ

π1 + π2 + π3 = α, π1, π2, π3 ∈ Π. (8.6.11)
Çàìåòèì, ÷òî ëþáîé íåíóëåâîé ýëåìåíò α ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå α = π · β ,

ãäå π ∈ Π è β � îäèí èç êîðíåé èç êîðíåé óðàâíåíèÿ y2(3l−1) − 1 = 0 . òàêèì îáðàçîì,
äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü îòíîñèòåëüíî π1, π2, π3 óðàâíåíèÿ

π1 + π2 + π3 = β, π1, π2, π3 ∈ Π, (8.6.12)
ãäå β � êîðåíü îäíîãî èç óðàâíåíèé y3l−1 − 1 = 0 èëè y3l−1 + 1 = 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè óðàâíåíèÿ (8.6.12) ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ñëîæíûì è ìû
åãî ïðèâîäèòü íå áóäåì. Ïîëíîå äîêàçàòåëüñòâî, èñïîëüçóþùåå, òàê íàçûâàåìóþ, îöåíêó
À.Âåéëÿ (ñì. òåîðåìó 9.2.1, â êîòîðîé âìåñòî àääèòèâíîãî õàðàêòåðà χ íóæíî âçÿòü êâàä-
ðàòè÷íûé õàðàêòåð ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ Fq ), èìååòñÿ â ðàáîòå [26]. Âìåñòå

176



ñ òåì ÷èòàòåëü, âîçìîæíî, ñìîæåò ñàìîñòîÿòåëüíî íàéòè äîêàçàòåëüñòâî ðàçðåøèìîñòè
óðàâíåíèÿ (8.6.12) áåç èñïîëüçîâàíèÿ îöåíêè À.Âåéëÿ.

Òî, ÷òî ïðè ÷åòíîì l êîä Cl �= öèêëè÷åñêèì, ÿâëÿåòñÿ î÷åâèäíûì. ¤
(Óïðàæíåíèå. Ïðåäëîæèòü êîíñòðóêöèþ öèêëè÷åñêîãî êîäà Cl ïðè íå÷åòíîì l )

8.6.4 Êîäû Ãåâîðêÿíà
Ðàññìîòðèì â íåñêîëüêî óñîâåðøåíñòâîâàííîì âèäå êîíñòðóêöèþ, ïðåäëîæåííóþ â 1975
ã. Ä.Í. Ãåâîðêÿíîì, òðîè÷íîãî êîäà CG

l äëèíû n = 3l−1
2

(íà åäèíèöó ìåíüøåé, ÷åì ó
êîäà Cl ), èñïðàâëÿþùåãî äâå îøèáêè, ñ òåì æå ÷èñëîì 2l ïðîâåðîê ÷òî è ó êîäà Cl ,
è ÷åòâåðè÷íîãî äëèíû n′ = 4l−1

3
òàêæå èñïðàâëÿþùåãî äâå îøèáêè ñ ÷èñëîì ïðîâåðîê

2l . Ïðåäïîëîæèòåëüíî ýòè êîäû ÿâëÿþòñÿ êâàçèñîâåðøåííûì, íî äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî
ôàêòà àâòîðó íå èçâåñòíî.

Òðîè÷íûå êîäû

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç Hl ïîäãðóïïó ïîðÿäêà n = 3l−1
2

ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû
F∗

3l ïîëÿ F3l è ÷åðåç Jl � ïîäãðóïïó ïîðÿäêà n′ = 4l−1
3

ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû
F∗

4l ïîëÿ F4l . Èõ ýëåìåíòàìè, î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ âñå êîðíè óðàâíåíèé xn − 1 = 0 è
xn′ − 1 = 0 . Ïóñòü ξ � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ãðóïïû Hl è θ � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò
ãðóïïû Jl .

Â ñëó÷àå íå÷åòíîãî l (â ýòîì ñëó÷àå äëèíà n êîäà CG
l ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì ÷èñëîì) â

êà÷åñòâå ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû òðîè÷íîãî êîäà CG
l ìû âîçüìåì ìàòðèöó

BG
l =

(
ξ ξ2 · · · ξn

ξ−1 ξ−2 · · · ξ−n

)
. (8.6.13)

Çàìåòèì, ÷òî îðèãèíàëüíàÿ êîíñòðóêöèÿ Ä.Í. Ãåâîðêÿíà ìàòðèöû BG
l íåìíîãî äðóãàÿ �

åãî êîíñòðóêöèÿ íå îáåñïå÷èâàåò öèêëè÷íîñòü êîäà CG
l .

Òåîðåìà 8.6.4 Ïðè íå÷åòíîì l ≥ 1 êîä CG
l ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì öèêëè÷åñêèì òðîè÷-

íûì êîäîì, èñïðàâëÿþùèì äâå îøèáêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Öèêëè÷íîñòü êîäà CG
l î÷åâèäíà.

Ïîêàæåì, ÷òî ëþáûå ÷åòûðå ðàçëè÷íûå ñòîëáöà ìàòðèöû BG
l ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-

íåçàâèñèìûìè. Äåéñòâèòåëüíî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî

3∑
i=0

xiξ
si = 0,

3∑
i=0

xiξ
−si = 0, xi ∈ F3, s0 < s1 < s2 < s3.

(8.6.14)

Âîçâåäåì êàæäîå èç ðàâåíñòâ â (8.6.14) â ñòåïåíü 3 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ñèñòåìó èç
÷åòûðåõ îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ x0, x1, x2, x3
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3∑
i=0

xiξ
si = 0,

3∑
i=0

xiξ
3si = 0,

3∑
i=0

xiξ
−si = 0,

3∑
i=0

xiξ
−3si = 0, xi ∈ F3, s0 < s1 < s2 < s3.

(8.6.15)

Îïðåäåëèòåëü

∆′ =

∣∣∣∣∣∣∣∣

ξs0 ξs1 ξs2 ξs3

ξ3s0 ξ3s1 ξ3s2 ξ3s3

ξ−s0 ξ−s1 ξ−s2 ξ−s3

ξ−3s0 ξ−3s1 ξ−3s2 ξ−3s3

∣∣∣∣∣∣∣∣
= (ξs0ξs1ξs2ξs3)−3

∣∣∣∣∣∣∣∣

ξ2s0 ξ2s1 ξ2s2 ξ2s3

ξ6s0 ξ6s1 ξ6s2 ξ6s6

ξ4s0 ξ4s1 ξ4s2 ξ4s3

ξ0 ξ0 ξ0 ξ0

∣∣∣∣∣∣∣∣
(8.6.16)

ìàòðèöû èç êîýôôèöèåíòîâ ýòîé ñèñòåìû êðàòåí îïðåäåëèòåëþ Âàíäåðìîíäà � ïîñëåä-
íåìó îïðåäåëèòåëþ â (8.6.16). Ýòîò îïðåäåëèòåëü Âàíäåðìîíäà îòëè÷åí îò 0 , èáî âñå
ýëåìåíòû ξ2s0 , ξ2s1 , ξ2s2 , ξ2s3 ïîïàðíî ðàçëè÷íû â âèäó òîãî, ÷òî ïðè íå÷åòíîì l ïîðÿäîê
ãðóïïû Hl âçàèìíî ïðîñò ñ ÷èñëîì 2 .

Òàêèì îáðàçîì, ñèñòåìà (8.6.16) èìååò ïîëíûé ðàíã è, ñëåäîâàòåëüíî, îíà íå èìååò
íåíóëåâûõ ðåøåíèé. Ýòî äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû î êîäîâîì ðàññòîÿíèè êîäà
CG

l . ¤
Åñëè l � íå÷åòíîå ÷èñëî, òî êîíñòðóêöèþ ìàòðèöû BG

l íàäî íåìíîãî âèäîèçìåíèòü.
Íàïðèìåð, ìîæíî èñïîëüçîâàòü ìàòðèöó ïîäîáíóþ ìàòðèöå B2r+1 èç ðàäåëà 8.6.3. Â îðè-
ãèíàëüíîé ðàáîòå Ä.Í. Ãåâîðêÿíà èñïîëüçóåòñÿ ìàòðèöà

BG
l =

(
γ γ2 · · · γn

γ−1 γ−2 · · · γ−n

)
, (8.6.17)

ãäå γ � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ F3l . Â ýòîì ñëó÷àå
Cl � òðîè÷íûé êîä ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì, ïî ìåíüøåé ìåðå, 5 , êîòîðûé íå ÿâëÿåòñÿ
öèêëè÷åñêèì. (Óïðàæíåíèå)

×åòâåðè÷íûå êîäû

Ïóñòü ϑ � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ F4l , n = 4l−1
3

è

BG
l =

(
ϑ ϑ2 · · · ϑn

ϑ−1·2 ϑ−2·2 · · · ϑ−n·2

)
, (8.6.18)

� ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà ÷åòâåðè÷íîãî êîäà CG
l .

Òåîðåìà 8.6.5 Êîä CG
l ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì ÷åòâåðè÷íûì êîäîì äëèíû n = 4l−1

3
è

ðàçìåðíîñòè íàä F4 ðàâíîé log4(3n− 1) , èñïðàâëÿþùèì äâå îøèáêè.

Äîêàçàòåëüñòâî ñâîäèòüñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó íåâûðîæäåííîñòè îäíîðîäíîé ñèñòåìû
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ x0, x1, x2, x3
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3∑
i=0

xiϑ
si = 0,

3∑
i=0

xiϑ
4si = 0,

3∑
i=0

xiϑ
−si = 0,

3∑
i=0

xiϑ
−4si = 0, xi ∈ F4, s0 < s1 < s2 < s3.

(8.6.19)

Ýòî ñâîéñòâî äîêàçûâàåòñÿ ïî÷òè òàêæå êàê è â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 8.6.4. ¤
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî êîäû òåîðåìû 8.6.5 íå ÿâëÿþòñÿ öèêëè÷åñêèìè. (Óïðàæíåíèå.

Âèäîèçìåíèòü ìàòðèöó (8.6.19) òàê, ÷òîáû êîä CG
l áûë öèêëè÷åñêèì) Âîçìîæíî, îíè

ÿâëÿþòñÿ êâàçèñîâåðøåííûìè, íî, êàê óæå îòìå÷àëîñü, äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî íåèçâåñòíî.
(Óïðàæíåíèå. Èçó÷èòü êîäû, äâîéñòâåííûå ê CG

l )

Äâîè÷íûå êîäû
Ïóñòü ζ � ïîðîæäàþùèé ýëåìåíò ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ F2l , n = 2l − 1 è

BG
l =

(
ζ ζ2 · · · ζn

ζ1·3 ζ2·3 · · · ζn·3

)
, (8.6.20)

� ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà äâîè÷íîãî Á×Õ-êîäà Kl . Êîä Kl èñïðàâëÿåò äâå îøèáêè (òåî-
ðåìà 5.2.2) è èìååò ðàçìåðíîñòü 2l (òåîðåìà 5.2.3).

Òåîðåìà 8.6.6 Êîä Kl ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíûì öèêëè÷åñêèì êâàçèñîâåðøåííûì êîäîì äëè-
íû n = 2l − 1 , èñïðàâëÿþùèì äâå îøèáêè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç òåîðåìû 8.6.1 âûòåêàåò, ÷òî äîñòàòî÷íî äîêàçàòü ðàçðåøèìîñòü
ñèñòåìû óðàâíåíèé

3∑
i=1

yi = α,

3∑
i=1

y3
i = β, yi ∈ F2l (8.6.21)

ïðè ëþáûõ α, β ∈ F2l . Ïîëîæèì zi = yi +α , i=1,2,3. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì (óïðàæíåíèå),
÷òî ñèñòåìà (8.6.23) èìååò ðåøåíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà èõ èìååò ñèñòåìà

3∑
i=1

zi = 0,
3∑

i=1

z3
i = γ, zi ∈ F2l , γ = α3 + β. (8.6.22)

Ïîëàãàÿ z3 = z1 + z2 , ïîëó÷àåì ñèñòåìó

z1z2(z1 + z2) = γ. (8.6.23)

Ïîëîæèì x = z1

z2
, z2 6= 0 . Â ýòîì ñëó÷àå äëÿ ðàçðåøèìîñòè ñèñòåìû äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü

ðàçðåøèìîñòü â ïîëå F2l óðàâíåíèÿ

x2 + x +
γ

z3
2

= 0. (8.6.24)
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ïðè íåêîòîðîì z2 ∈ F∗q .
Äëÿ òîãî, ÷òîáû óðàâíåíèå áûëî ðàçðåøèìî äîëæíî íàéòèñü òàêîå z2 , ÷òî Tr( γ

z3
2
) = 0 .

(ñì. Ïðèëîæåíèå I). Ýòî ñâîéñòâî ïðè l > 2 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ñëåäñòâèÿ 8.1.1.
¤

Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà äâîè÷íîãî êîäà Ãîïïû KG äëèíû n = 2l , èñïðàâëÿþùèå äâå
îøèáêè, èìåþò âèä

Bl =

(
1

ϑ− a1

,
1

ϑ− a1

, . . . ,
1

ϑ− a2l−1

)
, (8.6.25)

ãäå ϑ � êîðåíü íåïðèâîäèìîãî ìíîãî÷ëåíà x2 +ax+b, a, b ∈ F2l è {a0, a1, . . . , a2l−1} = F2l

(ñì.
ñì. ðàçäåë 5.3.3 è òåîðåìó 5.3.2).
Èñïîëüçóÿ îöåíêó À.Âåéëÿ, íåòðóäíî äîêàçàòü ñëåäóþùóþ òåîðåìó. (Óïðàæíåíèå)

Òåîðåìà 8.6.7 Äâîè÷íûé êîä Ãîïïû KG äëèíû n = 2l , èñïðàâëÿþùèå äâå îøèáêè, ÿâ-
ëÿåòñÿ êâàçèñîâåðøåííûì.
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Ãëàâà 9

Âåñîâîé ñïåêòð ëèíåéíîãî êîäà

Ïóñòü K ∈ Fn
q � ëèíåéíûé êîä. Îáîçíà÷èì ÷åðåç ηj = ηj(K), j = 0, . . . , n, � ÷èñëî

âåêòîðîâ â êîäå K âåñà j . Î÷åâèäíî, η0 = 1 è ηj = 0, åñëè j = 1, . . . , d − 1, ãäå d �
êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîäà K . Âåêòîð η(K) = (η0, . . . , ηn) íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì êîäà K .

Âìåñòå ñ êîäîì K ðàññìîòðèì êîä K⊥ , äâîéñòâåííûé ê íåìó (ñì. ðàçäåë 1.1.3), è åãî
ñïåêòð η(K⊥) .

Âîîáùå ãîâîðÿ, ñïåêòð η(K) íå îïðåäåëÿåò ëèíåéíûé êîä K : ðàçëè÷íûå â òîì èëè
èíîì ñìûñëå (óòî÷íÿòü íå áóäåì) êîäû ìîãóò èìåòü îäèí è òîò æå ñïåêòð. Âìåñòå ñ òåì,
êàê ìû óâèäèì äàëåå, ñïåêòð η(K) ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ñïåêòðîì äâîéñòâåííîãî êîäà
η(K⊥) è íàîáîðîò. Ýòî óòâåðæäåíèå äîñòàòî÷íî äàâíî èçâåñòíî â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ ïîä
íàçâàíèåì ñîîòíîøåíèå ÌàêÂèëüÿìñ.

Ýòî ñîîíîøåíèå îáû÷íî ôîðìóëèðóåòñÿ â òåðìèíàõ íóìåðàòîðà WK(x) âåñîâ êîäà K .
Íóìåðàòîð îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì.

WK(x, y) =
n∑

j=0

ηjx
jyn−j, (9.0.1)

ãäå x, y � ôîðìàëüíûå ïåðåìåííûå. Åñëè îáîçíà÷èòü ÷åðåç w(a) âåñ Õåììèíãà âåêòîðà
a ∈ Fn

q , òî ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå, î÷åâèäíî, ìîæíî çàïèñàòüâ âèäå

WK(x, y) =
∑

a∈K

xw(a)yn−w(a). (9.0.2)

Ôóíêöèÿ

ψK(a) =

{
1, åñëè a ∈ K,
0, åñëè a 6∈ K.

(9.0.3)

íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèåé êîäà K .
Ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè ψK(x) ñîîòíîøåíèå (9.0.2) ìîæíî, î÷åâèäíî, çàïèñàòü â âèäå

WK(x, y) =
∑

a∈Fn
q

ψK(a)xw(a)yn−w(a). (9.0.4)

Êàê ìû óâèäèì äàëåå, õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ ψK(x) äîñòàòî÷íî ïðîñòî ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåíà ÷åðåç ñïåêòð êîäà K⊥ . Ïîýòîìó ðàâåíñòâî 9.0.4 ïîñëå íåêîòîðûõ ïðå-
îáðàçîâàíèé ïðåâðàùàåòñÿ â ñîîòíîøåíèå, êîòîðîå íîñèò íàçâàíèå ñîîòíîøåíèÿ ÌàêÂè-
ëüÿìñ. Îíî ñâÿçûâàåò ñïåêòð êîäà K ñî ñïåêòðîì êîäà K⊥ . Ïåðåä âûâîäîì ñîîòíîøåíèÿ
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ÌàêÂèëüÿìñ ïîëó÷èì ÿâíîå ïðåäñòàâëåíèå õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ψK(x) ÷åðåç ïà-
ðàìåòðû êîäà K⊥ .

Âî-ïåðâûõ, çàìåòèì, ÷òî

Òåîðåìà 9.0.8 (Ñîîòíîøåíèå ÌàêÂèëüÿìñ) Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

WK(x, y) =
1

|K⊥|WK⊥ (y − x, y + (q − 1)x) =

=
1

|K⊥|
n∑

s=0

νs(y − x)s(y + (q − 1)x)n−s,
(9.0.5)

ãäå νs � ÷èñëî âåêòîðîâ âåñà s â êîäå K⊥ .

Ïåðåä äîêàçàòåëüñòâîì òåîðåìû äîêàæåì ëåììó.

Ëåììà 9.0.1 Ïóñòü l(x) � íåíóëåâàÿ ëèíåéíàÿ íàä Fp ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ ýëå-
ìåíòû ïîëÿ Fq â ýëåìåíòû ïîëÿ Fp .

Òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèÿ ψK(x) êîäà K ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

ψK(x) =
1

|K⊥|
∑

y∈K⊥

exp

(
2πi l(〈x,y〉)

p

)
, x ∈ Fn

q . (9.0.6)

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ äâîéñòâåííîãî êîäà âåêòîð x ïðè-
íàäëåæèò êîäó K òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà 〈x,y〉 = 0 äëÿ âñåõ y ∈ K⊥ , ãäå
〈x,y〉 = x1y1 + · · ·+ xnyn � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïîëå Fq . Ïîýòîìó, åñëè x 6∈ K , òî
ñóùåñòâóåò òàêîå y0 ∈ K⊥ , ÷òî 〈x, y0〉 6= 0 . Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî b ∈ Fq ýëåìåíò by0

òàæå ïðèíàäëåæèò êîäó K⊥ . Îòñþäà äëÿ ëþáîãî b ∈ Fq ñëåäóåò, ÷òî

∑

y∈K⊥

exp

(
2πi l(〈x,y〉)

p

)
=

∑

y∈K⊥

exp

(
2πi l(〈x,y + by0〉)

p

)

= exp

(
2πi l(b〈x,y0〉)

p

) ∑

y∈K⊥

exp

(
2πi l(a〈x, y〉)

p

)
.

(9.0.7)

l(·) � íåíóëåâàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ è 〈x,y0〉 6= 0 , ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîå b0 ∈ Fq ,
÷òî l(b0〈x,y0〉) 6= 0 . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæèòåëü exp

(
2πi l(b0〈x,y0〉)

p

)
â ïðàâîé ÷àñòè

(9.0.7) îòëè÷åí îò 1 . Ñëåäîâàòåëüíî, ψK(x) = exp
(

2πi l(b0〈x,y0〉)
p

)
ψK(x) . Ýòî âîçìîæíî,

òîëüêî ïðè ψK(x) = 0 .
Åñëè x ∈ K , òî, î÷åâèäíî, ψK(x) = 1 . ¤

Ñëåäñòâèå 9.0.1 Åñëè Fq � ïðîñòîå ïîëå, ò.å. q = p , òîãäà õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíê-
öèÿ ψK(x) êîäà K ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

ψK(x) =
1

|K⊥|
∑

y∈K⊥

exp

(
2πi 〈x, y〉

p

)
, x ∈ Fn

q . ¤ (9.0.8)
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Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 9.0.8.
Ïîäñòàâèì â ñîîòíîøåíèå (9.0.4) âûðàæåíèå (9.0.6) äëÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè

ψK(x) . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

WK(x, y) =
1

|K⊥|
∑

y∈K⊥

∑

x∈Fn
q

xw(x)yn−w(x) exp

(
2πi l(〈x,y〉)

p

)
. (9.0.9)

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ, w(x) = w(x1) + · · · + w(x1), x = (x1, . . . , xn) ∈ Fn
q , ãäå

w(x) =

{
1, åñëè x 6= 0,
0, åñëè x = 0

. Ïîýòîìó

∑

x∈Fn
q

xw(x)yn−w(x) exp

(
2πi l(〈x,y〉)

p

)
=

n∏
s=1

∑

xs∈Fq

xw(xs)y1−w(xs) exp

(
2πi l(xsys)

p

)
. (9.0.10)

Êàê ëåãêî óñòàíîâèòü,

∑

xs∈Fq

xw(xs)y1−w(xs) exp

(
2πi l(xsys)

p

)
=

{
(y − x), åñëè ys 6= 0 ,
y + (q − 1)x, åñëè ys = 0

. (9.0.11)

Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè a 6= 0

∑

x∈Fn
q

xw(x) exp

(
2πi l(a〈x,y〉)

p

)
= ((1− x))w(y) (1 + (q − 1)x)n−w(y) . (9.0.12)

Âîçâðàùàÿñü òåïåðü ê ñîîòíîøåíèþ (9.0.9), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî ÌàêÂèëüÿìñ (9.0.5).
¤

Ëåììà 9.0.2 Ïóñòü l(x) � ïðîèçâîëüíàÿ íåíóëåâàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ, îòîáðàæàþùàÿ
àääèòèâíóþ ãðóïïó ïîëÿ Fq â àääèòèâíóþ ãðóïïó ïîëÿ Fp .

9.1 Ñïåêòð ëèíåéíîãî êîäà è ìíîãî÷ëåíû Êðàâ÷óêà
9.1.1 Ñîîòíîøåíèå ÌàêÂèëüÿìñ äëÿ âåñîâîé ôóíêéèè ëèíåéíîãî

êîäà
Ìíîãî÷ëåíû Êðàâ÷óêà áûëè îïðåäåëåíû â ðàçäåëå 3 (ñì. ðàâåíñòâî (3.2.13)). Îíè èãðàþò
âåñüìà ñóùåñòâåííóþ ðîëü â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ. Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû èçó÷àåì ñî-
îòíîøåíèÿ, êîòîðûå ñ ïîìîùüþ ìíîãî÷ëåíâ Êðàâ÷óêà è èì ïîäîáíûì âûðàæàþò ñïåêòð
ëèíåéíîãî êîäà K ÷åðåç ñïåêòð êîäà K⊥ , äâîéñòâåííîãî ê íåìó.

Ñíà÷àëà îòìåòèì, ÷òî åñëè ïðèðàâíÿòü êîýôôèöèåíòû ïðè xsyn−s â ëåâîé è ïðàâîé
÷àñòÿõ ñîîòíîøåíèÿ ÌàêÂèëüÿìñ (9.0.5), òî ìû, êàê íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ïðè q = p

ïîëó÷èì

ηw =
1

|K⊥|
n∑

s=0

Pw(s)νs, (9.1.1)
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ãäå ìíîãî÷ëåí Êðàâ÷óêà Pw(s) = K
(p,n)
w (x) îïðåäåëåí ðàâåíñòâîì (3.2.13). Îáðàòíî, åñëè

äëÿ ñïåêòðîâ η(K) è η(K⊥) = (ν0, . . . , νn) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (4.1.1), òî íóìåðàòîð
W (x, y) ñïåêòðà η(K) ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå (9.0.5).

Êàê ïðåäñòàâëÿåòñÿ àâòîðó, ñîîòíîøåíèå (4.1.1) èãðàåò â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíóþ ðîëü. Ýòî ïðîèñõîäèò ïî ñëåäóþùèì äâóì ïðè÷èíàì.

Âî-ïåðâûõ, ðàâåíñòâî (4.1.1) ñ ïîìîùüþ òåîðèè õàðàêòåðîâ, èçëîæåííîé â ðàçäåëå 3,
ìîæíî äîâîëüíî ïðîñòî îáîáùèòü â íåñêîëüêèõ íàïðàâëåíèÿõ.

Âî-âòîðûõ, ðàâåíñòâî (4.1.1) ïîçâîëÿåò âûâåñòè íîâûå ñîîòíîøåíèÿ ìåæäó ñïåêòðàìè
êîäîâ K è K⊥ , êîòîðûå ïîçâîëÿþò â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîëó÷èòü ÿâíûå àñèìïòîòè÷åñêèå
âûðàæåíèÿ ýëåìåíòîâ ñïåêòðà êîäà K . Îá ýòîì ïîäðîáíî íàïèñàíî â ðàçäåëå 9.1.3.

Ñîîòíîøåíèå ÌàêÂèëüÿìñ îñòàâëÿåò ìåíüøå ïðîñòîðà äëÿ îáîáùåíèé è èññëåäîâàíèé
ñïåêòðà êîäà.

Êàê óæå áûëî îòìå÷åíî, (ñì. ðàçäåë 3.2.3, ãëàâû 3) ôóíêöèÿ wt(x) ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëü-
íîé îòíîñèòåëüíî ìîíîìèàëüíîé ãðóïïû H ⊂ Aut(Fn

p) . Íàïîìíèì, ÷òî H äåéñòâóåò íà
ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ãðóïïå Fn

p ïîñðåäñòâîì óìíîæåíèÿ åå ýëåìåíòîâ íà ìîíîìèàëü-
íûå ìàòðèöû. Êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû Fn

p îòíîñèòåëüíî ìîíîìèàëüíîé
ãðóïïû H åå àâòîìîðôèçìîâ îáðàçîâàíû âåêòîðàìè èç Fn

p îïðåäåëåííîãî âåñà.
Íåñêîëüêî èíà÷å îá ýòîì ìîæíî ñêàçàòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Àääèòèâíàÿ ãðóïïà Fn

q

îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ H ðàçáèâàåòñÿ íà n+1 îðáèò A0, . . . , An . Îðáèòà Aw ñîñòîèò èç
âåêòîðîâ x ∈ Fn

p âåñà w . Ôóíêöèÿ wt(x) íà êàæäîé îðáèòå Aw ïðèíèìàåò îäíî è òîæå
çíà÷åíèå � w .

Ñîîòíîøåíèå (9.1.1) ìîæåò áûòü âûâåäåíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Î÷åâèäíî

ηw =
∑

wt(x)=w

ψK(x), (9.1.2)

ãäå ψK(x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîäà K è ñóììèðîâàíèå â ñóììå
∑

wt(x)=w

ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì âåêòîðàì x èç Fn
p , âåñ êîòîðûõ ðàâåí w .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàê ëåãêî óâèäåòü, çíà÷åíèå ôóíêöèè

Φw(y) =
∑

wt(x)=w

exp

(
2πi 〈x,y〉)

p

)
(9.1.3)

îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî çíà÷åíèåì wt(y) = s , ò.å. Φx(y) � öåíòðàëüíàÿ ôóíêöèÿ êàê ïî y

îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ ìîíîìèàëüíîé ãðóïïû H . (Óïðàæíåíèå)

ΦH(x, $) = SH(s)PH(s, w) = S̃ eH(w)P̃ eH(w, s), åñëè x ∈ As, $ ∈ Ãw , (9.1.4)

Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ Φw(x) ñîâïàäàåò ñ ôóíêöèåé Yw(y) =
∑

$∈ eAw
$(y) , ãäå y = y

(ñì. 3.1.17), ïîýòîìó

Φw(x) = PH(s, w) = Pw(s), (9.1.5)

åñëè wt(x) = s (ñì. (3.1.18)).
Îòñþäà, èñïîëüçóÿ ïðåäñòàâëåíèå (9.0.6) õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ψK(x) , è ñîîò-

íîøåíèÿ (9.1.2) è (9.1.5), ïîëó÷èì ðàâåíñòâî (9.1.1), èç êîòîðîãî, êàê áûëî îòìå÷åíî âûøå,
âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå ÌàêÂèëüÿìñ (9.0.5).
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9.1.2 Ñîîòíîøåíèå ÌàêÂèëüÿìñ äëÿ ïîëíîé âåñîâîé ôóíêéèè ëè-
íåéíîãî êîäà

Âûøåïðèâåäåííûå ðàññóæäåíèÿ îòíîñèòåëüíî âûâîäà ñîîòíîøåíèÿ (9.1.1) ìîãóò áûòü ëåã-
êî ïåðåíåñåíû íà ôóíêöèè, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ öåíòðàëüíûìè îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ íà
ãðóïïå Fn

p òîé èëè èíîé ïîäãðóïïå åå ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ. Äàëåå ðå÷ü ïîéäåò î ñèì-
ìåòðè÷åñêîé ãðóïïå â êà÷åñòâå ãðóïïû H (ñì. ãëàâó 3, ðàçäåë "Ñèììåòðè÷åñêàÿ ãðóïïà
â êà÷åñòâå ãðóïïû H è ïëíàÿ âåñîâàÿ ôóíêöèÿ").

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ ck(x) , ðàâíóþ ÷èñëó êîîðäèíàò ó âåêòîðà x , ïðèíèìàþùèõ
çíà÷åíèå k ∈ Fp . Âåêòîð c(x) = (c0(x), . . . , cp−1(x)) íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèåé âåêòîðà x

èëè ïîëíûì âåñîì âåêòîðà x .
Î÷åâèäíî, êîìïîçèöèÿ c(x) ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíî äåéñòâèÿ

íà ãðóïïå Fn
p ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn , ýëåìåíòû êîòîðîé ïåðåñòàâëÿþò êîîðäèíàòû

âåêòîðîâ èç Fn
p .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç κc = κc(K) � ÷èñëî âåêòîðîâ x êîäà K , ó êîòîðûõ êîìïîçèöèÿ c(x)
ðàâíà c . Ìíîæåñòâî âåêòîðîâ

κ = κ(K) = {κc(K) |c = (c0, . . . , cp−1) ïðîáåãàåò âñå âåêòîðû òàêèå, ÷òî c0 + · · ·+ cp−1 = n}
(9.1.6)

íàçûâàåòñÿ êîìïîçèöèîííûì ñïåêòðîì èëè ïîëíûì ñïåêòðîì êîäà K .
Êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ 9.0.8,

κc =
∑

c(x)=c

ψK(x) =
1

|K⊥|
∑

y∈K⊥

∑

c(x)=c

exp

(
2πi 〈x,y〉

p

)
, (9.1.7)

ãäå ψK(x) � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êîäà K è ñóììèðîâàíèå â ñóììå
∑
c(x)=c ïðî-

èçâîäèòñÿ ïî âñåì x ∈ Fp òàêèì, ÷òî c(x) = c .
Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ck(y) = wk, k = 0, . . . , p−1, w0 + · · ·wp−1 = n è w = (w0, . . . , wp−1) .

Ëåãêî óâèäåòü, ÷òî

Φc(y) =
∑

c(x)=c

exp

(
2πi 〈x,y〉

p

)
, (9.1.8)

ôóíêöèÿ îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî çíà÷åíèåì ôóíêöèè c(y) = w , ò.å. Φc(y) = Φc(y
′) , åñëè

c(y) = c(y′) .
Ïóñòü c(y) = w . Èñïîëüçóÿ ýëåìåíòàðíûå êîìáèíàòîðíûå ñîîáðàæåíèÿ, ñâÿçàííûå ñ

ðàçìåùåíèåì p ðàçëè÷íûõ ÷èñåë (ïðåäìåòîâ) 0, . . . , p− 1 êàæäûé â ÷èñëå c0, . . . , cp−1 ïî
p ÿùèêîâ, êàæäûé îáúåìîì w0, . . . , wp−1 , ïîëó÷èì

Φc(y) := pc(w) =
∑̃(

w0

c0,0, . . . , c0,p−1

)
· · ·

(
wp−1

cp−1,0, . . . , cp−1,p−1

)
exp

(
2πi

∑p−1
t=0 stct,s

p

)
,

(9.1.9)
ãäå ct,s � ÷èñëî ñèìâîëîâ ðàâíûõ t â âåêòîðå x ïîïàâøèõ íà ñèìâîë s â âåêòîðå y .
Ñóììèðîâàíèå â ñóììå

∑̃
ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì âåêòîðàì c(j) = (cj,0, . . . , cj,p−1), j =

0, . . . , p− 1, òàêèì, ÷òî
∑p−1

s=0 cj,s = cj, j = 0, . . . , p− 1, è
∑p−1

t=0 ct,s = ws, s = 0, . . . , p− 1.
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Ïóñòü z0, . . . , zm � ôîðìàëüíûå ïåðåìåííûå. Íåïîñðåäñòâåííî âèäíî, ÷òî

pc(w) = coeff
z

c0
0 ···zcp−1

p−1

l∏
j=0

(
m∑

s=0

exp

(
2πi s

p

)
zs

)wt

. (9.1.10)

Ñîîòíîøåíèå (9.1.9) ïîçâîëÿþò çàïèñàòü ðàâåíñòâî (9.1.7) â âèäå

κc =
∑
w

pc(w)νw(K⊥), (9.1.11)

ãäå νw(K⊥) � ÷èñëî âåêòîðîâ â êîäå K⊥ , ó êîòîðûõ ïîëíûé âåñ ðàâåí w .
Åñëè âîñïîëüçîâàòüñÿ ñîîòíîøåíèåì (9.1.10), òî ðàâåíñòâî (9.1.11) ìîæíî ïðåäñòàâèòü

â âèäå

∑
c

κc(K)zc0
0 zc1

1 · · · zcp−1

p−1 =

1

|K⊥|
∑
w

νw(K⊥)

p−1∏
j=0

(
z0 + exp

(
2πij

p

)
z1 + · · ·+ exp

(
2πi(p− 1)j

p

)
zp−1

)wj

,

(9.1.12)

ãäå ñóììèðîâàíèå â ñóììàõ
∑
c è

∑
w ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì âåêòîðàì c = (c0, . . . , cp−1)

è w = (w0, . . . , wp−1) òàêèì, ÷òî c0 + · · ·+ cp−1 = w0 + · · ·+ wp−1 = n .
Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèþ pc(w) , îïðåäåëåííàÿ ñîîòíîøåíèåì (9.1.9), ìîæíî ðàññìàòðè-

âàòü êàê ìíîãî÷ëåí îò öåëî÷èñëåííûõ ïåðåìåííûõ w0, . . . , wp−1 , ñâÿçàííûõ ñîîòíîøåíè-
åì w0 + · · · + wp−1 = n . Òàêèì îáðàçîì pc(w) � ìíîãî÷ëåí îò p − 1 öåëî÷èñëåííûõ
íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ. Êàê ëåãêî óñòàíîâèòü, ìíîãî÷ëåí pc(w) ïðè p = 2 ÿâëÿåòñÿ
ìíîãî÷ëåíîì Êðàâ÷óêà (ñì. ðàâåíñòâî (3.2.13)).

Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 3.1.1 ìíîãî÷ëåíû pc(w) ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ñ âåñàìè
Cw =

(
n

w0,...,wp−1

)
, ò.å.

1

pn

∑
w

Cwpc(w)pc′(w) =

{
0, åñëè c 6= c′,
Cc, åñëè c = c′

. (9.1.13)

9.1.3 Èñïîëüçîâàíèå ñîîòíîøåíèÿ ÌàêÂèëüÿìñ äëÿ âû÷èñëåíèÿ
ñïåêòðà êîäà.

Ïóñòü K � ëèíåéíûé íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fp ( p � ïðîñòîå ÷èñëî) êîä äëèíû n è
ðàçìåðíîñòè k . Êàê è ðàíåå, ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç ηs = ηs(K) ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîäà
K , âåñ êîòîðûõ ðàâåí s . Âåêòîð η(K) = (η0, η1, . . . , ηn) íàçûâàåòñÿ ñïåêòðîì êîäà K , à
ôóíêöèÿ

WK(x, y) =
n∑

j=0

ηjx
jyn−j =

∑

a∈K

xwt(a)yn−wt(a), (9.1.14)

ãäå wt(x) � âåñ âåêòîðà x , � íóìåðàòîðîì êîäà K . (ñì. òàêæå ðàçäåë 9)
×åðåç K⊥ ìû îáîçíà÷àåì êîä îðòîãîíàëüíûé â ïðîñòðàíñòâå Fn

p ê êîäó K . Êîä K⊥

ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ b ∈ Fn
p , äëÿ êîòîðûõ (b,a) = 0 ïðè âñåõ a ∈ K , ãäå (b, a) =∑n

j=1 ajbj � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïðîñòðàíñòâå Fn
p .
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Êàê ïîêàçàíî â ðàçäåëå 9 ñïåêòðû η(K) è η(K⊥) = (ν0, ν1, . . . , νn) ñâÿçàíû, òàê íàçû-
âàåìûì, ñîîòíîøåíèåì ÌàêÂèëüÿìñ (9.0.5).

Äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà η(K) êîäà K ðàâåíñòâî (9.0.5) ìîæíî èñïîëüçîâàòü ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàì èçâåñòíà íåêàÿ èíôîðìàöèÿ î ñïåêòðå êîäà K⊥ . Â
ýòîì ñëó÷àå ìîæíî ïîëó÷èòü îïðåäåëåííóþ èíôîðìàöèþ è î ñïåêòðå êîäà K .

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ðàññìîòðèì äâîè÷íûé êîä K = Rm−2 Ðèäà-Ìàëëåðà m−2− ïîðÿäêà,
äëèíû n = 2m è ðàçìåðíîñòè k = 2m − m − 1 . Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà ýòîãî êîäà èìååò
âèä

B =




1 1 · · · 1 1
a1,1 a1,2 · · · a1,2m−1 a1,2m

a2,1 a2,2 · · · a2,2m−1 a2,2m

... ... ... ... ...
am,1 am,2 · · · am,2m−1 am,2m




, ai,j ∈ F2, (9.1.15)

ãäå âñå âåêòîð-ñòîëáöû




a1,j

a2,j
...

am,j


 , j = 1, . . . , 2m, ñ êîîðäèíàòàìè èç F2 ðàçëè÷íû. Çàìå-

òèì, ÷òî êîäû Ðèäà-Ìàëëåðà áóäóò ïîäðîáíî èçó÷àòñÿ äàëåå â ãëàâå 7.
Êàê ëåãêî âèäåòü, ëþáûå òðè ñòîëáöà ìàòðèöû B ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè

íàä ïîëåì F2 . Êðîìå òîãî, ñóììà ëþáûõ òðåõ ñòîëáöîâ ìàòðèöû B ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç åå
ñòîëáöîâ. Ïîýòîìó êîä K = Rm−2 ñîäåðæèò âåêòîð âåñà 4 . Ñëåäîâàòåëüíî, â ñîîòâåòñòâèè
ñ òåîðåìîé 1.1.1 êîäîâîâîå ðàññòîÿíèå êîäà Rm−1 ðàâíî 4 .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, î÷åâèäíî, ñïåêòð ëèíåéíîãî êîäà R⊥
m−2 = R1 ðàçìåðíîñòè m + 1 ,

êîòîðûé ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïðîñòðàíñòâî, íàòÿíóòîå íà ñòðîêè ìàòðèöû B , èìååò âèä

η(R⊥
m−2) = (1, 0, . . . , 0, 2(n− 1), 0, . . . , 0, 1), (9.1.16)

ãäå êîîðäèíàòà ñî çíà÷åíèåì 2(n− 1) èìååò íîìåð n
2

= 2m−1 . (Óïðàæíåíèå)
Òàêèì îáðàçîì, ñîîòíîøåíèå ÌàêÂèëüÿìñ (9.0.5) äëÿ êîäà Rm−2 ïðèìåò âèä

WRm−2(x, y) =
1

2n

(
(x + y)n + 2(n− 1)(x + y)n/2(y − x)n/2 + (y − x)n

)
(9.1.17)

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè xwyn−w â ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòÿõ ðàâåíñòâà (14.3.11),
ïîëó÷èì

ηw =
1

2n

((
n

w

)
(K(2,n)

w (0) + K(2,n)
w (n)) + 2(n− 1)K(2,n)

w

(n

2

))
, (9.1.18)

ãäå K
(2,n)
w (c) = coeffxcyn−c(y−x)w(x+y)n−w � ìíîãî÷ëåí Êðàâ÷óêà (ñì. (3.2.13) è (3.2.15)).

Çàìåòèì, ÷òî K
(2,n)
w (0) =

(
n
w

)
è K

(2,n)
w (n) = (−1)w

(
n
w

)
. Òàê êàê (y−x)

n
2 (y+x)

n
2 = (y2−x2)

n
2 ,

òî K
(2,n)
w (n

2
) = 0 ïðè íå÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ w è K

(2)
2t (n

2
) = (−1)t

(
n/2
t

)
ïðè ÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ

w = 2t . Îòñþäà ñëåäóåò

ηw =

{
0, åñëè w � íå÷åòíîå ÷èñëî
1
n

((
n
2t

)
+ (−1)t(n− 1)

(n
2
t

))
, åñëè w = 2t

. (9.1.19)
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Òàêèì îáðàçîì, ìû âû÷èñëèëè ñïåêòð êîäà Rm−2 , èñõîäÿ èç èçâåñòíîãî ñïåêòðà äâîé-
ñòâåííîãî ê Rm−2 êîäà R⊥m− 2 = R1 .

Çàìåòèì, ÷òî èç ñîîòíîøåíèé (9.1.19) âûòåêàåò, ÷òî η0 = 1, η1 = η2 = η3 = 0 è

η4 =
1

n

((
n

4

)
+ 2(n− 1)

(
n
2

2

))
. (9.1.20)

Ñîîòíîøåíèå (9.1.20) èìååò èíòåðåñíóþ êîìáèíàòîðíóþ òðàêòîâêó, à èìåííî, âåêòîðû
êîäà Rm−2 âåñà 4 ÿâëÿþòñÿ âåêòîðàìè èíöèäåíöèè, òàê íàçûâàåìîé, ñèñòåìû Øòåéíåðà.

Ïóñòü X � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñ n ýëåìåíòàìè. Íàáîð S(t, w, n) = {B1, . . . , BN}
w− ïîäñíîæåñòâ (áëîêîâ) Bj ìíîæåñòâà X íàçûâàåòñÿ ñèñòåìîé Øòåéíåðà, åñëè ëþ-
áîå t− ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà X ñîäåðæèòñÿ ðîâíî â îäíîì áëîêå íàáîðà S(t, w, n) .
Ýòî ïîíÿòèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì ïîíÿòèÿ êîìáèíàòîðíîé òàêòè÷åñêîé êîíôèãóðà-
öèè. Îáùåèçâåñòíàÿ ñèñòåìà òðîåê Øòåéíåðà â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿõ ÿâëÿåòñÿ ñèñòåìîé
S(2, 3, n) .

Åñëè â êà÷åñòâå íàáîðà {B1, . . . , BN} âçÿòü ÷åòûðåõýëåìåíòíûå ïîäìíîæåñòâà Bj ìíî-
æåñòâà X = {1, . . . , 2m} , ó êîòîðûõ âåêòîðîì èíöåäåíòíîñòè ÿâëÿåòñÿ îäèí èç âåêòîðîâ
âåñà 4 êîäà Rm−2 , òî ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó Øòåéíåðà S(3, 4, n) , ó êîòîðîé N = η4 .
(Óïðàæíåíèå) Ýòî óòâåðæäåíèå ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì òåîðåìû Àññìóñà-Ìåòòñîíà
[48].

Ñîîòíîøåíèå (9.1.20) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå

η4 =

{
0, åñëè w � íå÷åòíîå ÷èñëî,
1
n

(
n
w

)
(1 + ε4,n), åñëè w � ÷åòíîå ÷èñëî,

(9.1.21)

ãäå ε4,n ∼ 1
n
, n → ∞ . (Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî, àíàëîãè÷íîå

(9.1.21), äëÿ ñîîòíîøåíèÿ (9.1.19).)
Â îáùåì ñëó÷àå èç ñîîòíîøåíèÿ ÌàêÂèëüÿìñ (9.0.8) âûòåêàåò ðàâåíñòâî (4.1.1). Ýòî

ñîîòíîøåíèå ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ ìíîãî÷ëåíîâ Êðàâ÷óêà K
(p,n)
w (x) ïðåäñòàâèòü ñïåêòð

êîäà K ÷åðåç ñïåêòð êîäà, äâîéñòâåííîãî ê íåìó. Ïîëó÷àåìûå ïðè ýòîì ÿâíûå âûðàæåíèÿ
äëÿ ηw ÿâëÿþòñÿ âåñüìà ãðîìîçäêèìè. Áîëåå òîãî, åñëè ñïåêòð êîäà K⊥ èçâåñòåí íå
òî÷íî, íàïðèìåð, äëÿ åãî ýëåìåíòîâ èçâåñòíû òîëüêî àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ, òî
ñîîòíîøåíèå (4.1.1), ïî ñóùåñòâó, íå ïîçâîëÿåò âû÷èñëèòü äàæå ïðèáëèæåííî âåëè÷èíó
ηw èç-çà òîãî, ÷òî çíà÷åíèå ìíîãî÷ëåíà Êðàâ÷óêà â òî÷êå x òðóäíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
ïðîñòîãî è ÿâíîãî àñèìïòîòè÷åñêîãî âûðàæåíèÿ.

Âìåñòå ñ òåì, ñîîòíîøåíèå (4.1.1) ïîäõîäèò äëÿ âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà êîäà K ñ ïîìîùüþ
ÝÂÌ äëÿ êîäîâ, äëÿ êîòîðûõ òî÷íî èçâåñòåí ñïåêòð åãî äâîéñòâåííîãî êîäà K⊥ .

Ïîëó÷èòü íåòðèâèàëüíûå àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè äëÿ âåëè÷èí |K(p,n)
w (x)| âåñüìà

íåïðîñòî. Îíè èçâåñòíû â ñëó÷àå x = 0 x = n : K
(p,n)
w (0) =

(
n
w

)
(p − 1)w è K

(p,n)
w (n) =(

n
w

)
(−1)w . Òàêæå äîñòàòî÷íî ïðîñòî ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêèå îöåíêè |K(p,n)

w (x)| â ñëó-
÷àå x = (p−1)n

p
(1 + ε), n →∞ .

Èç ýòèõ îöåíîê âûòåêàåò, ÷òî åñëè |K(p)
w (x)| ¿ K

(p)
w (0) = (p− 1)j

(
n
w

)
è êîä íå ñîäåðæèò

íåíóëåâûõ âåêòîðîâ ìàëåíüêîãî è î÷åíü áîëüøîãî âåñà (ñïåêòð ñîñðåäîòî÷åí îêîëî (p−1)n
p

),
òî îïðåäåëÿþùèìè ÷ëåíàìè â ïðàâîé ÷àñòè ñóììû (4.1.1) ÿâëÿþòñÿ ïåðâûé è ïîñëåäíèé
(ïðè w = 0 è w = n ). Â ýòîì ñëó÷àå ìîæíî îæèäàòü, ÷òî

ηw ≈ 1

|K⊥|
(

n

w

)
((p− 1)w + (−1)wνn), (9.1.22)
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ãäå νn � ÷èñëî âåêòîðîâ ìàêñèìàëüíîãî âåñà n â êîäå K⊥ , â âèäó òîãî, ÷òî ñóììà âñåõ
îñòàëüíûõ ÷ëåíîâ ñóììû â (4.1.1) áóäåò ïðåäïîëîæèòåëüíî ìàëîé ïî ñðàâíåíèþ ñ êðàé-
íèìè ÷ëåíàìè.

Ñòðîãî äîêàçàòü ñîîòíîøåíèå, ïîäîáíîå (9.1.22), âåñüìà íåïðîñòî. Ýòî ñäåëàíî òîëüêî
äëÿ íåêîòîðûõ êîäîâ K ñïåöèàëüíîãî âèäà. Â ÷àñòíîñòè, â ðàáîòå [36] ñòðîãî äîêàçàíî
ñîîòíîøåíèå ïîäîáíîå (9.1.22) äëÿ âåëè÷èí ηw äâîè÷íîãî êîäà Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãå-
ìà äëèíû n = 2m − 1 â ñëó÷àå n → ∞ è ÷èñëå èñïðàâëÿåìûõ îøèáîê t = o(

√
n) . Ýòîò

ðåçóëüòàò ïîëó÷åí ñ èñïîëüçîâàíèåì ãëóáîêîé è íåòðèâèàëüíîé îöåíêè À. Âåéëÿ ñóìì ñ
õàðàêòåðàìè. À èìåííî, ñ ïîìîùüþ îöåíêè À. Âåéëÿ ïîëó÷åíà îöåíêà

∑n−1
s=1 νsK

(2,n)
s (x) ¿(

n
j

)
, èç êîòîðîé ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå (9.1.22).
Â ïîñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû ïîêàæåì êàê ìîæíî ïîëó÷àòü àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæå-

íèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ηw ñïåêòðà êîäà K , íå âû÷èñëÿÿ ÿâíî çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíà Êðàâ÷óêà.
Ýòî ïîçâîëèò íàì, â ÷àñòíîñòè, âûâåñòè äîñòàòî÷íî ïðîñòûìè ìåòîäàìè óêàçàííûé âûøå
ðåçóëüòàò î ñïåêòðå Á×Õ-êîäà.

9.1.4 Ôóíêöèÿ òèïà χ2 äëÿ ýëåìåíòîâ ñïåêòðà êîäà K .
Ìû ðàññìàòðèâàåì êâàäðàò âçâåøåííîãî ñðåäíåãî îòêëîíåíèÿ ÷èñëà ýëåìåíòîâ ñïåêòðà
êîäà K îò áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ. Ãîâîðÿ áîëåå òî÷íî, ìû äëÿ ëèíåéíîãî íàä Fp

êîäà K äëèíû n ðàññìàòðèâàåì ôóíêöèþ

Ξ(K) =
1

|K|
n∑

w=1

(ηw − ω(w)|K|)2

ω(j)
, (9.1.23)

ãäå ω(w) = ωp(w) :=
(p−1)w(n

w)
pn . ×èñëî ω(w) ìîæíî òðàêòîâàòü êàê äîëþ âåêòîðîâ âåñà w

â âñåì ïðîñòðàíñòâå Fn
p . Çàìåòèì, ÷òî ôóíêöèÿ ω(w) èìååò êîëîêîëîîáðàçíûé ãðàôèê,

ïðèíèìàÿ íàèáîëüøèå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ïðèáëèçèòåëüíî ðàâíû C√
n
, ïðè w ∼ (p−1)n

p
. Ïðè

w òàêèõ, ÷òî |w− (p−1)n
p
| ≥ c · n, c > 0, çíà÷åíèå ôóíêöèè ω(w) â ýêñïîíåíöèàëüíîå îò n

÷èñëî ðàç ìåíüøå, ÷åì ω( (p−1)n
p

) .
Ôóíêöèÿ Ξ(K) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé íîðìèðîâàííûé ñðåäíèé êâàäðàò îòêëîíåíèÿ ýëå-

ìåíòîâ ηw ñïåêòðà êîäà K îò îæèäàåìîãî çíà÷åíèÿ � ω(w)|K| .
Âûáîð íîðìèðîâêè (èíà÷å � âåñîâîé ôóíêöèè 1

ω(w)
) ïðåäñòàâëÿåòñÿ åñòåñòâåííûì:

âêëàä "òèïè÷íûõ"ýëåìåíòîâ (ýëåìåíòîâ ηw ñî çíà÷åíèÿìè w îêîëî p−1
p

n ) äåëèòñÿ íà
áîëüøîå ÷èñëî ω(w) = (p−1)w

(
n
w

)
p−n , à âêëàä "íå òèïè÷íûõ"ýëåìåíòîâ ηw , ò.å. ñ "ìàëåíü-

êèìè"èëè "î÷åíü áîëüøèìè"çíà÷åíèÿìè w , � íà îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîå ÷èñëî ω(w) .
Åñòåñòâåííî ïîëàãàòü, ÷òî ìîäóëü îòêëîíåíèÿ |ηw−ω(w)|K| èìååò ïîðÿäîê

√
ω(w)|K| ≈√

ηw , ïîýòîìó ñóììà â (9.1.23) ïðåäïîëîæèòåëüíî ïî ïîðÿäêó ðàâíà n ïðè áîëüøèõ k è
n− k . Ýòî óòâåðæäåíèå ñòðîãî íå äîêàçàíî.

Ôóíêöèþ Ξ(K) ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç íîðìèðîâàííóþ ñóììó êâàäðàòîâ ýëåìåíòîâ
ν ñïåêòðà äâîéñòâåííîãî êîäà K⊥ (Òåîðåìà 9.1.1). Ýòî â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ ïîçâîëÿåò
íàõîäèòü àñèìïòîòè÷åñêèå âûðàæåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ñïåêòðà êîäà K .

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ òîæäåñòâà, êîòîðûå ñâÿçûâàþò ôóíêöèþ Ξ(K)
ñ íåêîòîðûìè ôóíêöèÿìè îò ñïåêòðà êîäà K⊥ .
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9.1.5 Âûðàæåíèå ôóíêöèè Ξ(K) ÷åðåç ñïåêòð äâîéñòâåííîãî êîäà.
Òåîðåìà 9.1.1 Ïóñòü P (x) � ïðîèçâîëüíûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè ≤ n ñ êîýôôèöèåíòà-
ìè èç ïîëÿ äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë è

P (x) =
n∑

t=0

αtK
(p,n)
t (x) (9.1.24)

� åãî ïðåäñòàâëåíèå ÷åðåç áàçèñ {K(p,n)
t (x)|t = 0, . . . , n} îðòîãîíàëüíûõ ìíîãî÷ëåíîâ

Êðàâ÷óêà.
Òîãäà äëÿ ýëåìåíòîâ ηj ñïåêòðà êîäà K è ýëåìåíòîâ νj ñïåêòðà êîäà K⊥ âûïîëíåíî

ñîîòíîøåíèå

1

|K⊥|
n∑

t=0

(νt − ω(t)P (t))2

ω(t)
=

1

|K|
n∑

s=0

(ηs − ω(s)|K|αs)
2

ω(s)
. (9.1.25)

ãäå ω(j) =
(p−1)j(n

j)
pn .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàâåíñòâî (4.1.1), ìåíÿÿ ìåñòàìè K è K⊥ , çàïèøåì â âèäå

νj =
1

|K|
n∑

x=0

ηxK
(p,n)
j (x). (9.1.26)

Èñïîëüçóÿ ëåììó 3.2.1, ïîëó÷èì ñîîòíîøåíèå

K
(p,n)
j (s)ω(s) = K(p,n)

s (j)ω(j). (9.1.27)

Ñ ïîìîùüþ (9.1.27) ñîîòíîøåíèå (9.1.26) ïðåäñòàâèì â âèäå

νj

ω(j)
=

1

|K|
n∑

s=0

ηsK
(p,n)
s (j)

ω(s)
. (9.1.28)

Èç ðàâåíñòâ (9.1.28) è (9.1.24) ñëåäóåò ñîîòíîøåíèå

νj

ω(j)
− P (j) =

n∑
s=0

(
ηs

ω(s)|K| − αs

)
K(p,n)

s (j). (9.1.29)

Âîçâåäåì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà â êâàäðàò. Çàòåì óìíîæèì èõ íà ω(j) è
ïðîñóììèðóåì ïî j îò 0 äî n . Âîñïîëüçîâàâøèñü ñîîòíîøåíèåì îðòîãîíàëüíîñòè äëÿ
ìíîãî÷ëåíîâ K

(p)
j (s) (ñì. (3.2.17) ), ñîîòíîøåíèåì (9.1.27) â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì

n∑
t=0

(νj − ω(j)P (j))2

ω(j)
=

pn

|K|2
n∑

s=0

(ηs − ω(s)|K|αs)
2

ω(s)
, (9.1.30)

÷òî ýêâèâàëåíòíî (9.1.25), èáî |K| · |K⊥| = pn . ¤
Òåîðåìà 9.1.1 áûëà âïåðâûå äîêàçàíà â ðàáîòå [26].
Íåcêîëüêî ñëåäóþùèõ ñëåäñòâèé âûòåêàþò èç òåîðåìû 9.1.1 ñ ïîìîùüþ âûáîðà ïîä-

õîäÿùåãî ìíîãî÷ëåíà P (x) .
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Ñëåäñòâèå 9.1.1 Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Ξ(K) =
1

|K|
n∑

j=0

(ηj − ω(j)|K|)2

ω(j)
=

1

|K⊥|
n∑

j=1

νj
2

ω(j)
, (9.1.31)

ãäå νj � ÷èñëî ýëåìåíòîâ êîäà K⊥ âåñà j .

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíà K0(s) =
∑n

t=0 K
(p,n)
w (s) ðàâíû 0

ïðè s = 1, . . . , n è K0(0) = pn . Ýòî ìîæíî óñòàíîâèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Èç ðàâåíñòâà (3.2.15) âûòåêàåò, ÷òî K0(s) = Ω(s, 1, 1) , ãäå

Ω(s, x, y) = (y − x)s(x + (p− 1)y)n−s =
n∑

w=0

K(p,n)
w (s)xwyn−w. (9.1.32)

Çàìåòèì, ÷òî ν0 − ω(0)K0(0) = 0 , èáî ν0 = 1 .
Îòñþäà è ðàâåíñòâà (9.1.25), â êîòîðîì ïîëîæåíî P (s) = K0(s) , ò.å. â (9.1.25) αs =

1, s = 0, . . . , n , ñëåäóþò òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå (9.1.31). ¤

Ñëåäñòâèå 9.1.2 Èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå

Ξ1(K) =
1

|K|
n∑

s=0

(
ηs −

(
1 + νn

(−1)s

(p−1)s

)
ω(s)|K|

)2

ω(s)
=

1

|K⊥|
n−1∑
t=1

νt
2

ω(t)
, (9.1.33)

ãäå νn � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êîäå K⊥ .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü K1(s) =
∑n

t=0

(
− 1

p−1

)t

K
(p,n)
t (s) . Èç î÷åâèäíîãî ñîîòíîøåíèÿ

K1(s) = Ω(s, 1,− 1
p−1

) ñëåäóåò, ÷òî

K1(s) =

{
0, åñëè s = 0, . . . , n− 1 ,

pn

(p−1)n , åñëè s = n
. (9.1.34)

Îòñþäà è èç (9.1.25), êîòîðîì ïîëîæåíî P (x) = K0(x) + νnK1(x) , ñëåäóåò (9.1.33). ¤

Ñëåäñòâèå 9.1.3 Ïðè p = 2 , νn = 1 ðàâåíñòâî (9.1.33) ïðèíèìàåò âèä

Ξ1(K) =
1

|K|
[n
2
]∑

s=0

(η2s − 2ω(2s)|K|)2

ω(2s)
=

1

|K⊥|
n−1∑
t=1

νt
2

ω(t)
. (9.1.35)

¤
Çàìåòèì, ÷òî ïðè p = 2 è νn = 1 êîä ñîäåðæèò âåêòîðû òîëüêî ÷åòíîãî âåñà è ïîýòîìó

ν2j+1 = 0 .

Çàìå÷àíèå 9.1.1 Åñëè ïîëîæèòü â Òåîðåìå (9.1.1)

P (x) =
1

|K|
n∑

s=0

ηs
K

(p,n)
s (x)

ω(t)
, (9.1.36)
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òî ëåâàÿ ðàâåíñòâà (9.1.25) îáðàòèòñÿ â íóëü. Ñëåäîâàòåëüíî,

(νt − ω(t)P (t))2 = 0, t = 0, . . . , n. (9.1.37)
Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå, ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèÿ (9.1.27) ñîâïàäàåò ñ ñîîòíîøåíèåì

(4.1.1), â êîòîðîì ïåðåñòàâëåíû ìåñòàìè νt è ηs . Ñîîòíîøåíèå (4.1.1) ÿâëÿåòñÿ îäíîé
èç ôîðì ñîîòíîøåíèÿ ÌàêÂèëüÿìñ.

Ýòî ïîêàçûâàåò, ÷òî â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå Òåîðåìà (9.1.1) è ñîîòíîøåíèå Ìà-
êÂèëüÿìñ (Òåîðåìà 9.0.8) ÿâëÿþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè óòâåðæäåíèÿìè.

9.1.6 Ñðåäíåå ôóíêöèè Ξ(K)

Âû÷èñëåíèå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè Ξ(K) (ñì. (9.1.31)) äàåò ñîäåðæàòåëüíóþ "ãëîáàëüíóþ"èí-
ôîðìàöèþ î ñïåêòðå η(K) êîäà K , â ÷àñòíîñòè, îá åãî îòêëîíåíèè îò áèíîìèàëüíîãî çà-
êîíà ðàñïðåäåëåíèÿ. Âìåñòå ñ òåì â îáùåì ñëó÷àå âû÷èñëèòü ïðàâóþ èëè ëåâóþ ÷àñòè
ñîîòíîøåíèÿ (9.1.31) ïðè áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ k = dim K è n − k íå ïðåäñòàâëÿåòñÿ âîç-
ìîæíûì. Ýòî ïðîèñõîäèò ïîòîìó, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåèçâåñòíî êàê ïî ïðîâåðî÷íîé
èëè ïîðîæäàþùåé ìàòðèöû âû÷èñëèòü ñïåêòð η(K) áåç ÿâíîãî âû÷èñëåíèÿ âåñîâ âñåõ
ýëåìåíòîâ K èëè K⊥ .

Åñòåñòâåííî ïîïûòàòüñÿ âû÷èñëèòü ñðåäíåå çíà÷åíèå MΞ1(K) ôóíêöèè Ξ(K) , âçÿòîå
ïî âñåì êîäàì K ñ çàäàííîé ðàçìåðíîñòüþ k , è ñðàâíèòü åãî ñî çíà÷åíèåì Ξ(K) äëÿ
êîíêðåòíîãî êîäà K . Åñëè MΞ1(K) ∼ Ξ1(Km) , òî ìîæíî ãîâîðèòü î òîì, ÷òî ñïåêòð
η(Km) ÿâëÿåòñÿ "òèïè÷íûì"ñðåäè âñåõ ñïåêòðîâ êîäîâ çàäàííîé ðàçìåðíîñòè.

Àâòîðó âû÷èñëèòü èëè îöåíèòü çíà÷åíèå M k = MΞ(K), k = dim K íå óäàëîñü, õîòÿ îí
çàòðàòèë íà ýòî çíà÷èòåëüíûå óñèëèÿ. Âìåñòå ñ òåì ýòà çàäà÷à ïî íàøèì ïðåäñòàâëåíèÿì
íå áåçíàäåæíà.

9.1.7 Ïðèìåð âû÷èñëåíèÿ ñïåêòðà êîäà K ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè
Ξ(K)

Äëÿ ìíîãèõ êîäîâ K ìîæíî ïîëó÷èòü èíôîðìàöèþ î ñïåêòðå êîäà K⊥ . Ýòó èíôîðìàöèþ
ìîæíî èñïîëüçîâàòü äëÿ ïîëó÷åíèÿ àñèìïòîòè÷åñêèõ âûðàæåíèé äëÿ ýëåìåíòîâ ñïåêòðà
êîäà K .

Íàïðèìåð, êîä R1 = R⊥
m−2 , äâîéñòâåííûé ê êîäó K = Rm−2 , èìååò ñïåêòð η(R⊥

m−2) ,
îïðåäåëÿåìûì ñîîòíîøåíèåì (9.1.16). Ïîýòîìó ïðàâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (9.1.35) ìîæíî
îöåíèòü ñâåðõó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

|R1|
n−1∑
t=1

νt
2

ω(t)
<
|R1|
ω(n

2
)
. (9.1.38)

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðè ëþáîì s ≤ n
2

ëåâóþ ÷àñòü ðàâåíñòâà (9.1.35) ìîæíî îöåíèòü
ñíèçó ñëåäóþùèì îáðàçîì:

1

|Rm−2|ω(2s)
(η2s − 2ω(2s)|K|)2 <

1

|Rm−2|
[n
2
]∑

j=0

(η2j − 2ω(2j)|Rm−2|)2

ω(2j)
. (9.1.39)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì ñîîòíîøåíèé (9.1.35), (9.1.39) è |RM1| · |Rm−2| = 2n ïîëó÷èì
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(η2s − 2ω(2s)|Rm−2|) | <
√

2nω(2s)

ω(n
2
)

. (9.1.40)

Èç îöåíîê äëÿ áèíîìèàëüíûõ êîýôôèöèåíòîâ (Ëåììà 2.0.5) âûòåêàåò, ÷òî

ω
(n

2

)
= 2−n

(
n
n
2

)
<

1

C0

√
n

, (9.1.41)

ãäå C0 � àáñîëþòíàÿ ïîñòîÿííàÿ, è, ñëåäîâàòåëüíî, ïðàâàÿ ÷àñòü (9.1.40) íå ïðåâîñõîäèò
C1n

1
4

(
n
2s

) 1
2 , ãäå C1 =

√
C0 .

Îòñþäà

| (η2s − 2ω(2s)|Rm−2|) | < C1n
1
4

√(
n

2s

)
. (9.1.42)

Òàê êàê äëÿ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n 2ω(2s)|Rm−2| = (n
2s)
n

> C1n
1
4

√(
n
2s

)
, s = 2, . . . , n

2
− 2 ,

òî îöåíêó (8.2.1) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

η2s = 2ω(2s)|Rm−2|(1 + εn) =

(
n
2s

)

n
(1 + εn), s = 2, . . . ,

n

2
− 2, (9.1.43)

ãäå εn → 0 , åñëè n →∞ .
Òàêèì îáðàçîì, ìû ñíîâà ïîëó÷èëè ñîîòíîøåíèå (9.1.21), íî ïðè ýòîì ìû íå âû÷èñëÿëè

è íå îöåíèâàëè çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ Êðàâ÷óêà. Ýòî îáñòîÿòåëüñòâî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
èìååò ïðèíöèïèàëüíîå çíà÷åíèå. Íàïðèìåð, ïðè ïîëó÷åíèè àñèìïòîòè÷åñêèõ âûðàæåíèé
ýëåìåíòîâ ñïåêòðà äëÿ Á×Õ-êîäîâ ïðèõîäèòñÿ, åñëè èñïîëüçóåòñÿ ñîîòíîøåíèå (4.1.1),
îöåíèâàòü çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ Êðàâ÷óêà â òî÷êàõ x , îòëè÷íûõ îò x = n

2
. Ïîëó÷åíèå

ïîäîáíûõ îöåíîê ïðåäñòàâëÿåò çíà÷èòåëüíûå ñëîæíîñòè è, êðîìå òîãî, âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ
ïðèâîäèò ê îãðóáëåíèþ ïîëó÷àåìûõ îöåíîê äëÿ ýëåìåíòîâ ñïåêòðà.

Â ñëåäóþùåì ðàçäåëå ìû ñ ïîìîùüþ Òåîðåìû 9.1.1 ïîëó÷èì àñèìïòîòè÷åñêèå âûðà-
æåíèÿ äëÿ ýëåìåíòîâ ñïåêòðà Á×Õ-êîäîâ.

9.2 Ñïåêòð Á×Õ-êîäîâ
Â ñóùíîñòè, â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ïîâòîðèì ðàññóæäåíèÿ ïðåäûäóùåãî ðàçäåëà, èñ-
ïîëüçîâàííûå ïðè ïîëó÷åíèè âûðàæåíèÿ (9.1.43), íî â çíà÷èòåëüíî áîëåå ñëîæíîì ñëó÷àå.

Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ãëóáîêèé ðåçóëüòàò (îöåíêà Âåéëÿ), ïîëó÷åííûé ôðàíöóçñêèì
ìàòåìàòèêîì À. Âåéëåì â 1947 ã, êîòîðûé èçâåñòåí òàêæå êàê ãðàíèöà Êàðëèöà-Óøèÿìû.
Â íàñòîÿùåå âðåìÿ ýòîò ðåçóëüòàò îáùåèçâåñòåí. Áîëåå ïîäðîáíûå ñâåäåíèÿ î íåé èìåþòñÿ,
íàïðèìåð, â êíèãå [18].

Ïåðåä ôîðìóëèðîâêîé ðåçóëüòàòà À. Âåéëåì íàïîìíèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ. Ëè-
íåéíàÿ íàä ïîëåì Fp ôóíêöèÿ ñëåä Tr(x), x ∈ Fq, q = pl , îòîáðàæàþùàÿ ïîëå Fq â ïîëå
Fp , áûëà îïðåäåëåíà â ãëàâå 5 (ðàâåíñòâî (5.1.11) ïðè r = p ).

Ôóíêöèÿ
χ(x) = exp

(
2π i Tr(x)

p

)
, i =

√−1, (9.2.1)
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íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðîì àääèòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ Fq . Îíà ãîìîìîðôíî îòîáðàæàåò àääè-
òèâíóþ ãðóïïó ïîëÿ Fq â ãðóïïó êîðíåé èç 1 p− îé ñòåïåíè, ò.å. χ(x+y) = χ(x)χ(), x, y ∈
Fq .

Òåîðåìà 9.2.1 (Îöåíêà À.Âåéëÿ) Åñëè f(x) ∈ Fq[x] òàêîé ìíîãî÷ëåí, ÷òî ôóíê-
öèÿ Tr(f(x)) ïðèíèìàåò, ïî ìåíüøåé ìåðå, äâà ðàçëè÷íûõ çíà÷åíèÿ ïðè x ∈ Fq , ò.å.
Tr(f(x)) 6≡ const , òîãäà

Tf =

∣∣∣∣∣∣
∑

x∈Fq

χ(f(x))

∣∣∣∣∣∣
≤ (r − 1)q

1
2 , ãäå r = deg f(x) . (9.2.2)

Îöåíêà (9.2.2) ÿâëÿåòñÿ íåòðèâèàëüíîé, òîëüêî åñëè r − 1 ≤ √
q .

Ìû ðàññìàòðèâàåì êîäû Ðèäà-Ñîëîìîíà K(B
(d)
A ) òèïà 2 äëèíû q , ò.å. êîäû, ó êîòîðûõ

ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà B = B
(d)
A (ñì. (5.0.1)), îïðåäåëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì A = Fq . Êàê

îáû÷íî, êîä BCH(B
(d)
A ) = K(B

(d)
A )

⋂
Fq

p ìû áóäåì íàçûâàòü Á×Õ-êîäîì íàä ïîëåì Fp

òèïà 2.
Êîä K⊥(B

(d)
A ) , äâîéñòâåííûé ê êîäó K(B

(d)
A ) , î÷åâèäíî, ñîñòîèò èç âñåõ âåêòîðîâ âèäà

af = (f(α1), . . . , f(αq)) (9.2.3)

Ëåììà 9.2.1 Ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Fp , ñîñòîÿùåå èç âñåõ âåêòîðîâ âèäà

af = (Tr(f(α1)), . . . , T r(f(αq))), deg f ≤ d− 2, (9.2.4)

ÿâëÿåòñÿ êîäîì BCH⊥(B
(d)
A ) , äâîéñòâåííûé ê êîäó BCH(B

(d)
A ) .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ω = {ω1, . . . , ωl} � êàêîé-ëèáî áàçèñ ïîëÿ Fq íàä ïîëåì Fr .
Â ýòîì ñëó÷àå ýëåìåíò α ∈ Fq ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå α =

∑l
j=1 ajωj, aj ∈ Fp . Âåêòîð

α = (a1, . . . , al) ÿâëÿåòñÿ çàïèñüþ ýëåìåíòà α ïîëÿ Fq â áàçèñå ω .
Çàìåíèì â ìàòðèöå B

(d)
A êàæäûé ýëåìåíò αs

i âåêòîðîì-ñòîëáöîì αs
i
T . Â ðåçóëüòàòå

ïîëó÷èì ìàòðèöó B̂
(d)
A ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ Fp . Ïî îïðåäåëåíèþ êîä, íàòÿíóòûé íà

ñòðîêè ìàòðèöû B̂
(d)
A , ÿâëÿåòñÿ êîäîì BCH⊥(B

(d)
A ) .

Òàêèì îáðàçîì, íàì íàäî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî âåêòîðîâ Ld = {af | deg f ≤ d−2}
ñîâïàäàåò ñ ïðîñòðàíñòâîì ñòðîê ìàòðèöû B̂

(d)
A .

Ïóñòü b ∈ BCH(B
(d)
A ) . Èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè Tr(x) ñëåäóåò, ÷òî 〈b, af〉 = 0 äëÿ

âñåõ af ∈ Ld . Ïîýòîìó Ld ⊆ BCH⊥(B
(d)
A ) .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ðàññìîòðèì l × q−ìàòðèöó B
(d),s
A = (as

1
T
, . . . , as

q
T
), 0 ≤ s ≤ d −

2 . Ëåãêî ïîêàçàòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî ñòðîê ìàòðèöû B
(d),s
A ïðèíàäëåæèò ïðîñòðàíñòâó

{af |f(x) = axs} . Ïîýòîìó BCH⊥(B
(d)
A ) ⊆ Ld , ÷òî äîêàçûâàåò ëåììó. ¤

Ëåììà 9.2.2 Åñëè αf ∈ BCH⊥(B
(d)
A ) è Tr(f(x)) 6≡ const , òî

p− 1

p
(q + (d− 3)

√
q) ≥ w(αf ) ≥ p− 1

p
(q − (d− 3)

√
q) . (9.2.5)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, âåñ wt(α) âåêòîðà α = (a1, . . . , an) ∈ Fn
p ðàâåí

wt(α) = q −
n∑

s=1

1

p

(
p−1∑
j=0

exp

(
2π i jas

p

))
. (9.2.6)

Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

w(αf ) = q − 1

p

∑

x∈Fq

p−1∑
j=0

χj(f(x)) =


p− 1

p
q − 1

p

p−1∑
j=1

∑

x∈Fq

χj(f(x))


 . (9.2.7)

Îòñþäà è èç îöåíêè À. Âåéëÿ (9.2.2) ñëåäóþò îöåíêè (9.2.7). ¤

Òåîðåìà 9.2.2 Ïóñòü p > 2 , K = BCH(B
(d)
A ) � p− çíà÷íûé Á×Õ-êîäà äëèíû q =

pl ñ ãàðàíòèðîâàííûì êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d , îïðåäåëÿåìûé ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé
B

(d)
A , A = Fq (ñì. (5.0.1)), è ïóñòü rd = 1 + l ·

(
d− 2−

[
d−2

p

])
� ðàçìåðíîñòü êîäà

BCH⊥(B
(d)
A ) (ñì. Òåîðåìó 5.2.3).

Òîãäà ïðè
d = const, q →∞, è s > 2

(
d− 2−

[
d− 2

p

])
(9.2.8)

èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòà ηs = ηs(BCH(B
(d)
A )) ñïåêòðà

êîäà BCH(B
(d)
A )

ηs = p−rd ((p− 1)s + (−1)s(p− 1))

(
q

s

)
(1 + εs,q) , (9.2.9)

ãäå

εs,q ³ q−
1
4 prd(p− 1)−s

(
q

s

)− 1
2

→ 0 ïðè q →∞. (9.2.10)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü ñîîòíîøåíèå (9.2.20) Ñëåäñòâèÿ 9.1.2.
Âî-ïåðâûõ, äîêàæåì, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû νq = p − 1 . Ïðåäïîëîæèì, ÷òî αf ∈

BCH⊥(B
(d)
A ) è Tr(f(x)) 6≡ const . Òîãäà ñîãëàñíî (9.2.5) w(αf ) < q . Òàêèì îáðàçîì,

w(αf ) = q òîëüêî, åñëè Tr(f(x)) ≡ const ∈ Fp .
Ñòåïåíü íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà Tr(x) ðàâíà pl−1 < q . Ïîýòîìó îí ïðèíèìàåò íåíóëå-

âîå çíà÷åíèå ïðè
íåêîòîðîì x ∈ Fq , ò.å. äëÿ íåêîòîðîãî a ∈ Fq Tr(a) = b 6= 0, b ∈ Fp . Ïîýòîìó ïðè ïîä-

õîäÿùåì c ∈ Fp \{0} è f(x) = a ìíîãî÷ëåí Tr(cf(x)) = cTr(f(x)) = cb ïðèíèìàåò ëþáîå
íàïåðåä çàäàííîå íåíóëåâîå çíà÷åíèå. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîä BCH⊥(B

(d)
A ) ñîäåðæèò

ðîâíî p− 1 âåêòîðîâ αf âåñà q , êîòîðûå îïðåäåëÿþòñÿ ìíîãî÷ëåíàìè f(x) , èìåþùèìè
âèä f(x) = ac .

Òàê êàê |K||K⊥| = pq , òî èç (9.2.20) ñëåäóåò, ÷òî ïðè ëþáîì s

(
ηs −

(
1 + νq

(−1)s

(p− 1)s

)
ω(s)|K|

)2

< |K|ω(s)Ξ1(K) =
1

|K⊥|2
(

q

s

) n−1∑
t=1

νt
2

ω(t)
= Rd. (9.2.11)

Îöåíèì ñâåðõó ïðàâóþ ÷àñòü Rd íåðàâåíñòâà (8.6.11). Èç Ëåììû 9.2.2 (ðàâåíñòâî
(9.2.5)) ñëåäóåò, ÷òî âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå
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νt = 0, åñëè
∣∣∣∣t−

(p− 1)q

p

∣∣∣∣ >
p− 1

p
(d− 3)

√
q . (9.2.12)

Îòñþäà è èç î÷åâèäíîãî íåðàâåíñòâà
∑n−1

t=1 νt
2 < |K⊥|2 ñëåäóåò, ÷òî

Rd ≤ 1

ωmin|K⊥|2
(

q

s

) n−1∑
t=1

νt
2 <

(
q
s

)

ωmin

, (9.2.13)

ãäå ωmin = min ω(t) è min áåðåòñÿ ïî âñåì t òàêèì, ÷òî
∣∣∣t− (p−1)q

p

∣∣∣ ≤ p−1
p

(d− 3)
√

q .

Î÷åâèäíî, min ω(t) äîñòèãàåòñÿ íà ãðàíèöå èíòåðâàëà
[

(p−1)q
p

− (d− 3)
√

q, (p−1)q
p

+ (d− 3)
√

q
]

èçìåíåíèÿ ïàðàìåòðà t , ò.å.

ωmin =
1

pq
min

(
(p− 1)t0

(
q

t0

)
, (p− 1)t1

(
q

t1

))
, (9.2.14)

ãäå t0 = p−1
p

(
q − (d− 3)

√
q
)
è t1 = p−1

p

(
q + (d− 3)

√
q
)
.

Êàê ñëåäóåò èç îöåíîê âåðîÿòíîñòåé áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ (ñì. Ëåììó 2.0.5,
îöåíêè (2.0.44)), åñëè d = const, q →∞ , òî

ωmin =
1

Cd
√

q
, (9.2.15)

ãäå ïîñòîÿííàÿ Cd çàâèñèò îò ïàðàìåòðà d . (Óïðàæíåíèå)
Ñîãëàñíî Ëåììå 5.2.5 â óñëîâèÿõ òåîðåìû d = const, q → ∞ ðàçìåðíîñòü êîäà K⊥

ðàâíà rd = 1 +
(
d− 2− l ·

[
d−2

p

])
. Ïîýòîìó

ω(s)|K| =
(

q
s

)

prd
. (9.2.16)

Îòñþäà ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî νq = p− 1 , èç (8.6.11), (9.2.13), (9.2.16) ñëåäóåò îöåíêà
∣∣∣∣
(

ηs − p−rd ((p− 1)s + (−1)s(p− 1))

(
q

s

))∣∣∣∣ <
√

Rd <

√
Cd
√

q

(
q

s

)
= Qd,s. (9.2.17)

Èç ïîñëåäíåé îöåíêè âûòåêàåò, ÷òî åñëè p = const, q →∞ , òî

εs,q =
Qd,s

p−rd ((p− 1)s + (−1)s(p− 1))
(

q
s

) ³ q
1
4 prd(p− 1)−s

(
q

s

)− 1
2

, p > 2, s > 1. (9.2.18)

Åñëè d = const , òî rd = 1 + l ·
(
d− 2−

[
d−2

p

])
= const′ (ñì. (5.2.16)). Ñëåäîâàòåëüíî,

ïðè s > 2
(
d− 2−

[
d−2

p

])

εs,q → 0 ïðè q →∞. (9.2.19)
Ýòî äîêàçûâàåò òåîðåìó. ¤

Çàìåòèì, ÷òî óñëîâèå òåîðåìû p > 2 íåîáõîäèìî òîëüêî ïðè âûâîäå ñîîòíîøå-
íèÿ (9.2.19). Â ñëó÷àå p = 2 ñîîòíîøåíèå (9.2.19) íå âûïîëíÿåòñÿ, åñëè s > q −
2
(
d− 2−

[
d−2

p

])
, ò.å. òîãäà, êîãäà s áëèçêî ê ÷èñëó q . Ýòîò ñëó÷àé ìû ðàññìîòðèì

îòäåëüíî.
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Ñëåäñòâèå 9.2.1 Â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 9.2.2 ïðè p = 2 èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêîå
ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòà ñïåêòðà ηs :

η2s = 2−rd

(
q

2s

)
(1 + ε2s,q) äëÿ âñåõ s òàêèõ, ÷òî d ≤ s ≤ q − d,

è ηt = 0, äëÿ âñåõ íå÷åòíûõ t,

(9.2.20)

ãäå |ε2s,q)| ³ q
1
4 2rd

(
q
2s

)− 1
2 .

Äîêàçàòåëüñòâî ïîâòîðÿåò äîêàçàòåëüñòâî Òåîðåìû 9.2.2. Ñëåäóåò ïðè ýòîì çàìåòèòü,
÷òî äâîè÷íûé Á×Õ-êîä BCH(B

(d)
A ) ñîäåðæèò òîëüêî âåêòîðû ÷åòíîãî âåñà, ò.å. d � ÷åò-

íîå ÷èñëî. Ïîýòîìó äëÿ ðàçìåðíîñòè rd = 1+l·(d− 2− [
d−2
2

])
= 1+l· d−2

2
îðòîãîíàëüíîãî ê

íåìó êîäà BCH⊥(B
(d)
A ) (ñì. (5.2.16)) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (9.2.19) âûïîëíåíî äëÿ âñåõ

s , íà÷èíàÿ ñ s = d è êîí÷àÿ s = q − d . ¤
Çàìåòèì, ÷òî Ñëåäñòâèå 9.2.1 ïðè d = const ïîçâîëÿåò ïîëó÷èòü àñèìïòîòè÷åñêîå

ïðåäñòàâëåíèå ýëåìåíòîâ ñïåêòðà (9.2.20) äëÿ âñåõ t, 0 < t < q , äëÿ êîòîðûõ ηt 6= 0 .
Â ñëó÷àå æå p > 2 ýòîãî ìû óòâåðæäàòü íå ìîæåì. À èìåííî, ñóùåñòâóþò çíà÷åíèÿ t ,
â ÷àñòíîñòè, t = d , äëÿ êîòîðûõ àñèìïòîòè÷åñêîãî ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòà ñïåêòðà ηt

Òåîðåìà 9.2.2 íå äàåò.
Àñèìïòîòè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèÿ ýëåìåíòîâ äâîè÷íîãî Á×Õ-êîäà áûëî âïåðâûå ïîëó-

÷åíî â ðàáîòå àâòîðà [24] â 1971 ã.

Çàìå÷àíèå 9.2.1 Ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà âåêòîðîâ âåñà s Á×Õ-êîäà èç Òåîðåìû 9.2.2 ïðè
ìàëûõ s çàìåòíî îòëè÷àåòñÿ îò áèíîìèàëüíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ, ò.å. îò ðàñïðåäåëåíèÿ
âèäà ηs ≈ p−rd(p − 1)s

(
q
s

)
. Âèäèìî, ýòîò íå ñîâñåì î÷åâèäíûé ôàêò ñâÿçàí ñ òåì, ÷òî

ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà ðàññìàòðèâàåìîãî Á×Õ-êîäà ñîäåðæèò ñòðîêó, ñîñòîÿùóþ òîëü-
êî èç åäèíèö.

Åñëè ðàññìîòðåòü â êà÷åñòâå Á×Õ-êîäà p -çíà÷íûé êîä äëèíû q ñ ïðîâåðî÷íîé ìàò-
ðèöåé âèäà (5.1.5), êîòîðûé íå ñîäåðæèò âåêòîðîâ âåñà q , òî, êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü,
ýòîò êîä â óñëîâèÿõ Òåîðåìû 9.2.2 èìååò ðàñïðåäåëåíèå ÷èñëà âåêòîðîâ âåñà s ïðè äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèõ s áëèçêîå ê áèíîìèàëüíîìó: ηs ≈ p−rd(p− 1)s

(
q
s

)
.

Çàìå÷àíèå 9.2.2 Òåîðåìó 9.2.2 è Ñëåäñòâèå 9.2.1 äîñòàòî÷íî ëåãêî îáîáùèòü íà ñëó-
÷àé d → ∞ ïðè q → ∞ . Äëÿ ýòîãî íàäî âûÿñíèòü "âçàèìîîòíîøåíèÿ"ïàðàìåòðîâ
d, s, q , ïðè êîòîðûõ |εs,q| → 0 (ñì. (9.2.18)) ïðè q →∞ . Â íàñòîÿùåé ðàáîòå ìû ýòîãî
äåëàòü íå áóäåì.
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Ãëàâà 10

Ñõåìû îòíîøåíèé

10.0.1 Ââåäåíèå

Ñõåìû îòíîøåíèé (ñîîòâåòñòâóþùèé àíãëèéñêèé òåðìèí � noncommutative association
scheme èëè ïðîñòî association scheme) ÿâëÿåòñÿ ïðåäìåòîì èññëåäîâàíèé íàóêè, êîòîðàÿ
íîñèò íàçâàíèå àëãåáðàè÷åñêàÿ êîìáèíàòîðèêà. Àëãåáðàè÷åñêàÿ êîìáèíàòîðèêà (ñì., íà-
ïðèìåð, [61]) ïîìèìî ñõåì îòíîøåíèé âêëþ÷àåò â ñåáÿ êîìáèíàòîðíûå äèçàéíû (combinato-
rial designs), à òàêæå èçó÷àåò è íåêîòîðûå äðóãèå ìàòåìàòè÷åñêèå êîíñòðóêöèè, â ÷àñò-
íîñòè, äèñòàíàöèîííî-ðåãóëÿðíûå ãðàôû [61]. Áåç ñîìíåíèÿ, ñõåìû îòíîøåíèé ÿâëÿþòñÿ
ðîäñòâåííîé ñ òåîðèåé êîäèðîâàíèÿ îáëàñòüþ èññëåäîâàíèé è ìåòîäû, ðàçðàáîòàííûå â
òåîðèè ñõåì îòíîøåíèé, èñïîëüçóþòñÿ â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè, àëãåáðû Áîóçà-
Ìåñíåðà àññîöèàòèâíîé ñõåìû íàõîäÿò ïðèìåíåíèå ïðè îäíîì èç âàðèàíòîâ âûâîäà îöåíîê
÷èñëà ýëåìåíòîâ êîäà ñ çàäàííûì êîäîâûì ðàññòîÿíèåì. Èìåþòñÿ è äðóãèå ïðèìåíåíèÿ
ñõåì îòíîøåíèé â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ, î êîòîðûõ áóäåò ñêàçàíî íèæå. Ñõåìû îòíîøåíèé
íàõîäÿò òàêæå ïðèìåíåíèÿ â êðèïòîãðàôèè.

Îïðåäåëåíèå 10.0.1 [10] Ñõåìà îòíîøåíèé S = S(X, R0, . . . , Rm) (äðóãîå íàçâàíèå �
íåêîììóòàòèâíàÿ àññîöèàòèâíàÿ ñõåìà) íà êîíå÷íîì ìíîæåñòâå X ñ m + 1 êëàññàìè
� ýòî ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà ïàð X×X íà m+1 ïîäìíîæåñòâ R0, . . . , Rm (íàçûâàåìûõ
îòíîøåíèÿìè), êîòîðîå èìååò ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

i R0 = {(x, x)|x ∈ X} .
ii Ïóñòü (x, y) ∈ X × X . ×èñëî ri,j(x, y) ïàð ðåáåð (x, z), (z, y) òàêèõ, ÷òî (x, z) ∈

Ri, (z, y) ∈ Rj îäèíàêîâî äëÿ âñåõ (x, y) ∈ Rk , ò.å. ÷èñëî ri,j(x, y) = rk
i,j îïðåäåëÿ-

åòñÿ òîëüêî îòíîøåíèåì Rk , ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ðåáðî (x, y) .

iii Âçàèìíîå îòíîøåíèå RT
j = {(y, x)|(x, y) ∈ Rj} ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç îòíîøåíèé ìíî-

æåñòâà R0, . . . , Rm , ò.å. RT
j = Rj ′ äëÿ íåêîòîðîãî j ′ .

Ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X îáû÷íî íàçûâàþò âåðøèíàìè, à ýëåìåíòû ìíîæåñòâà ïàð X×
X � ðåáðàìè ñõåìû S . Î÷åíü ÷àñòî â êà÷åñòâå X ðàññìàòðèâàåòñÿ êîíå÷íàÿ ãðóïïà èëè
êîíå÷íîå êîëüöî, ò.å. íà ìíîæåñòâå X îïðåäåëåíû îäíà èëè äâå àëãåáðàè÷åñêèå îïåðàöèè.

Åñëè äëÿ ñõåìû îòíîøåíèé S â äîáàâëåíèå ê ïï. i.,ii.,iii. âûïîëíåíî ñâîéñòâî iv :
rk
i,j = rk

j,i , òî ñõåìà S íàçûâàåòñÿ àññîöèàòèâíîé ñõåìîé.
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Åñëè äëÿ ñõåìû îòíîøåíèé S â äîáàâëåíèå ê ïï. i.,ii.,iii. âûïîëíåíî ñâîéñòâî v :
RT

j = Rj , ò.å. j = j′ , òî ñõåìà S íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ñõåìîé îòíîøåíèé.
×èñëî r0

s,s = vs íàçûâàåòñÿ âàëåíòíîñòüþ îòíîøåíèÿ Rs . Ïî îïðåäåëåíèþ, îíî ðàâíî
÷èñëó ðåáåð (x, y) ∈ X × X ñ ôèêñèðîâàííîé âåðøèíîé x ∈ X , êîòîðûå ïðèíàäëåæàò
îòíîøåíèþ Rs . Äëÿ ñõåì îòíîøåíèé SH(G) , êîòîðûå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íèæå, vs

� ýòî òàêæå ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êëàññå ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ Cs .

Ïðèìåð 10.0.1 Ïðîñòåéøåé ñõåìîé îòíîøåíèé ÿâëÿåòñÿ ñõåìà S ñ äâóìÿ êëàññàìè
R0 è R1 (m = 1 ), ó êîòîðîé

R0 = {(a, a)|a ∈ X}, R1 = {(a, b)|a, b ∈ X, b 6= a} = X ×X rR0. (10.0.1)

Ïðèìåð 10.0.2 Íàèáîëåå èçâåñòíîé ÿâëÿåòñÿ äâîè÷íàÿ ñèììåòðè÷íàÿ àññîöèàòèâíàÿ
ñõåìà Õýììèíãà Hn

2 c m+1 = n+1 êëàññàìè îòíîøåíèé, ó êîòîðîé ìíîæåñòâîì X =
F n, |F | = 2, ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâîì âñåõ n−ìåðíûõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ ñ êîîðäèíàòàìè
èç êîíå÷íîãî ïîëÿ F2 (n−ìåðíîå äâîè÷íîå ïðîñòðàíñòâî). Îòíîøåíèå (ìíîæåñòâî ïàð)
Rj ñîñòîèò èç âñåõ ïàð âåêòîðîâ (x,y), x,y ∈ Fn

2 , ðàññòîÿíèå Õýììèíãà d(x,y) ìåæäó
êîòîðûìè ðàâíî j .

Åñëè d(x,y) = k è i + j − k � ÷åòíîå íåîòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, òî, êàê íåòðóäíî
âû÷èñëèòü (Óïðàæíåíèå),

ri,j(x, y) = rk
i,j =

(
n− k

r

)(
k

k − j + r

)
=

(
n− k

r

)(
k

j − r

)
, ãäå r =

i + j − k

2
. (10.0.2)

Åñëè æå d(x,y) = k è i + j − k � íå÷åòíîå èëè îòðèöàòåëüíîå ÷èñëî, òî ri,j(x,y) =
0 .

Î÷åâèäíî, âçàèìíîå îòíîøåíèå RT
j â äàííîì ïðèìåðå ñîâïàäàåò ñ îòíîøåíèåì Rj .

Îáîáùåíèåì ñõåìû îòíîøåíèé Hn
2 ÿâëÿåòñÿ ñõåìà îòíîøåíèé Hn

q , ó êîòîðîé X =
F n, |F | = q ≥ 2, ÿâëÿåòñÿ n−ìåðíûì äâîè÷íûì âåêòîðíûì ïðîñòðàíñòâîì íàä êîíå÷íûì
ïîëåì Fq èëè íåêîòîðûì êîëüöîì ñ q ýëåìåíòàìè.

Ïðèìåð 10.0.3 Â äàííîì ïðèìåðå ìíîæåñòâî X = {0, 1, . . . , 6} îáðàçîâàíî íàèìåíü-
øèìè íåîòðèöàòåëüíûìè âû÷åòàìè ïî mod 7 . Ñõåìà îòíîøåíèé S èìååò òðè êëàññà
îòíîøåíèé (m = 2 ):

R0 = {(a, a)|a ∈ X}, R+ = {(a, b)|b− a ∈ {1, 2, 4}}, R− = {(a, b)|b− a ∈ {3, 5, 6}}. (10.0.3)

(Óïðàæíåíèå)
Âçàèìíûì ê îòíîøåíèþ R+ ÿâëÿåòñÿ îòíîøåíèå R− , à âçàèìíûì ê îòíîøåíèþ

R− � îòíîøåíèå R+ , ò.å. ýòà ñõåìà íå ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé. (Óïðàæíåíèå)

Êàê íåòðóäíî óâèäåòü, ê îòíîøåíèþ R+ ïðèíàäëåæàò âñå ïàðû (a, b) , äëÿ êîòîðûõ(
b−a
7

)
= 1 , à ê îòíîøåíèþ R− âñå ïàðû, äëÿ êîòîðûõ

(
b−a
7

)
= −1 , ãäå

(
a
p

)
, � ñèìâîë

Ëåæàíäðà ýëåìåíòà a, a 6= 0, ïîëÿ âû÷åòîâ ïî mod p , êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ ñëåäóþùèì
îáðàçîì:

(
a
p

)
= 1 , åñëè â ïîëå âû÷åòîâ ïî modp íàéäåòñÿ òàêîå x , ÷òî a ≡ x2 , è(

a
p

)
= −1 , åñëè òàêîãî x íå ñóùåñòâóåò.

Â ñëåäóþùèõ ðàçäåëàõ ìû áóäåì èçó÷àòü ñõåìû îòíîøåíèé, ÷àñòíûì ñëó÷àåì êîòîðûõ
ÿâëÿåòñÿ ñõåìà îòíîøåíèé ïðèìåðà 10.0.3.
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10.1 Ïîñòðîåíèå ñõåì îòíîøåíèé

Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà è Γ � åå òî÷íîå ïðåäñòàâëåíèå â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå
Cf . Äðóãèìè ñëîâàìè, Γ = {Γ(g)|g ∈ G} � ìíîæåñòâî óíèòàðíûõ ìàòðèö (ñì. ðàçäåë
1.2.2), êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èçîìîðôíûìè îáðàçàìè ýëåìåíòîâ ãðóïïû G , òàê ÷òî

Γ(g)Γ(g′) = Γ(h), åñëè gg′ = h. (10.1.1)
Êàê èçâåñòíî, àâòîìîðôèçì σ ãðóïïû G ýòî îòîáðàæåíèå G â ñåáÿ, êîòîðàÿ îáëàäàåò

ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì
gσg′σ = (gg′)σ, (10.1.2)

ãäå ÷åðåç gσ îáîçíà÷åíî äåéñòâèå àâòîìîðôèçìà σ íà ýëåìåíò g .
Î÷åâèäíî, ñóïåðïîçèöèÿ äâóõ àâòîìîðôèçìîâ ñíîâà àâòîìîðôèçì ãðóïïû G . Ïîýòîìó

ìíîæåñòâî âñåõ àâòîìîðôèçìîâ Aut(G) ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé, â êîòîðîé ãðóïïîâîé îïåðàöèåé
ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèÿ àâòîìîðôèçìîâ.

Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç H = {σ0, . . . , σt} ïîäãðóïïó ãðóïïû Aut(G) .
Ïóñòü h ∈ G . Îáîçíà÷èì ÷åðåç CH

h ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ãðóïïû G âèäà CH
h =

{hσ|σ ∈ H} . Ìíîæåñòâî CH
h , î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ îðáèòîé äåéñòâèÿ íà h ∈ G ýëåìåíòîâ

ïîäãðóïïû H (îðáèòîé H ñ ïðåäñòàâèòåëåì h ) è íîñèò íàçâàíèå êëàññ ñîïðÿæåííûõ
ýëåìåíòîâ îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû H ñ ïðåäñòàâèòåëåì h . Îòìåòèì, ÷òî îðáèòà CH

e

( e � åäèíèöà ãðóïïû G ) ñîñòîèò èç îäíîãî ýëåìåíòà e . Êðîìå òîãî çàìåòèì, ÷òî åñëè
h′ 6∈ CH

h , òî CH
h

⋂
CH

h′ = ∅ .
Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà G ðàçáèâàåòñÿ íà 1 + m êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ:

G =
⋃

j=0m

CH
j , (10.1.3)

ãäå CH
j = CH

hj
, j = 0, . . . , m, � ðàçëè÷íûå êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ îòíîñèòåëüíî

ïîäãðóïïû H è hj � ïðåäñòàâèòåëü CH
j .

Èíäåêñ H â îáîçíà÷åíèè CH
j áóäåì îïóñêàòü. Ýòî íå äîëæíî ïðèâåñòè ê íåäîðàçóìå-

íèÿì.

10.1.1 Ñõåìû îòíîøåíèé SH(G)

Ñ ïîäãðóïïîé H ⊆ Aut(G) åñòåñòâåííî ñâÿçàòü ñõåìó SH(G) , êîòîðàÿ, êàê áóäåò ïîêàçàíî
íèæå, ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé îòíîøåíèé (ñì. îïðåäåëåíèå 10.0.1).

Îïðåäåëåíèå 10.1.1 ( ñõåìû SH(G) ) .
Ìíîæåñòâî âåðøèí X ñõåìû SH(G) îáðàçóþò ýëåìåíòû ãðóïïû G , ò.å. X = G .
Ìíîæåñòâî ïàð G×G ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû îòíîøåíèé Rj, j = 0, . . . , m (G×G =

∪m
j=0Rj ) ñëåäóþùèì îáðàçîì

Rj = {(g, hg)| h ∈ Cj, g ∈ G}. (10.1.4)

Òàêèì îáðàçîì, Rj ñîñòîèò èç ðåáåð (g, g′) , äëÿ êîòîðûõ g′g−1 ∈ Cj . Î÷åâèäíî, |Rj| =
|G||Cj| . Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ïðåäñòàâèòåëåì êëàññà Rj ÿâëÿåòñÿ ðåáðî (e, hj) , ãäå hj �
ïðåäñòàâèòåëü êëàññà ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ Cj .
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Åñëè èç êîíòåêñòà ÿñíî î êàêîé ãðóïïå G èäåò ðå÷ü, èñïîëüçóåì äëÿ SH(G) áîëåå
êîðîòêîå îáîçíà÷åíèå SH .

Òåîðåìà 10.1.1 .

i Ñõåìà SH(G) ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíîé àññîöèàòèâíîé ñõåìîé (ñõåìîé îòíîøå-
íèé).

ii Åñëè ðåáðà (g, g′) è (g′−1, g−1) âñåãäà ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå êëàññó îòíî-
øåíèé, òî SH(G) ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé ñõåìîé.

iii Âçàèìíîå îòíîøåíèå RT
j = Rj ′ ñõåìû SH(G) îïðåäåëÿåòñÿ êëàññîì ñîïðÿæåííûõ

ýëåìåíòîâ Cj ′ ñ ïðåäñòàâèòåëåì hj ′ = h−1
j .

Äîêàçàòåëüñòâî. (ï. i.) Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî ÷èñëî ri,j(g, g′) òåõ h ∈ G , äëÿ
êîòîðûõ (g, h) ∈ Rj, (h, g′) ∈ Ri îäèíàêîâî äëÿ âñåõ (g, g′) ∈ Rk , ò.å. ÷èñëî ri,j(g, g′) = rk

i,j

îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî êëàññîì Rk , ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ðåáðî (g, g′) .
Åñëè (g, h) ∈ Rj, (h, g′) ∈ Ri , òî (gh′, hh′) ∈ Rj, (hh′, g′h′) ∈ Ri ïðè ëþáîì h′ ∈ G .

Ïîýòîìó ÷èñëà ri,j(g, g′) è ri,j(gh′, g′h′) ðàâíû ïðè ëþáîì h′ ∈ G . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî
ri,j(g, g′) = ri,j(e, g

′g−1) , åñëè ïîëîæèòü h′ = g−1 .
Î÷åâèäíî, ri,j(g, g′) = ri,j(g

σ, g′σ) äëÿ ëþáîãî σ ∈ H . Åñëè hk � ïðåäñòàâèòåëü êëàññà
ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ Ck è (g, g′) ∈ Rk , òî íàéäåòñÿ òàêîå σ ∈ H , ÷òî (g′g−1)σ = hk .
Ïîýòîìó ri,j(g, g′) = ri,j(e, g

′g−1) = ri,j(e, hk) , ò.å. ÷èñëî ri,j(g, g′) îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî
êëàññîì îòíîøåíèé Rk , ê êîòîðîìó ïðèíàäëåæèò ðåáðî (g, g′) .

Äëÿ òîãî, ÷òîáû çàâåðøèòü äîêàçàòåëüñòâî ï.i. äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî êàæäîå âçà-
èìíîå îòíîøåíèå òàêæå ïðèíàäëåæèò ñõåìå SH(G) . Ýòî âûòåêàåò èç ï.iii. ëåììû.

(ï. ii.) Íàì íóæíî ïîêàçàòü, ÷òî åñëè ðåáðà (g, g′) è (g′−1, g−1) âñåãäà ïðèíàäëåæàò
îäíîìó è òîìó æå êëàññó îòíîøåíèé, òî ri,j(g, g′) = rj,i(g, g′) äëÿ âñåõ (g, g′) ∈ G×G .

Ïóñòü (e, h) ∈ Ri è (h, hk) ∈ Rj . Òîãäà (e, hkh
−1) ∈ Rj . Ïîêàæåì, ÷òî åñëè âûïîë-

íåíî óñëîâèå â ï. ii., òî (hkh
−1, hk) ∈ Ri . Äåéñòâèòåëüíî, ïî óñëîâèþ ii. ëåììû, ðåáðî

(h−1
k , (hkh

−1)−1) è ðåáðî (e, h) ëåæàò â îäíîì è òîì æå êëàññå îòíîøåíèé Ri . Îòñþäà
ñëåäóåò òðåáóåìîå.

Òàêèì îáðàçîì, âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå h −→ hkh
−1 ïåðåñòàâëÿþò êëàññû

Ri è Rj âî âêëþ÷åíèÿõ (e, h) ∈ Ri è (h, hk) ∈ Rj . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî ri,j(g, g′) =
rj,i(g, g′) .

(ï. iii.) Ìíîæåñòâî {(hg, g)|h ∈ Cj, g ∈ G} , êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, ñîâïàäàåò ñ êëàñ-
ñîì îòíîøåíèé Rj ′ = {(g, hg)|g ∈ Cj ′ , g ∈ G} , îïðåäåëÿåìûì êëàññîì ñîïðÿæåííûõ ýëå-
ìåíòîâ Cj ′ ñ ïðåäñòàâèòåëåì h−1

j , ãäå hj � ïðåäñòàâèòåëü êëàññà Cj . Ïîýòîìó ñâîéñòâî
iii. äëÿ ñõåìû SH(G) âñåãäà âûïîëíåíî. ¤

Óïðàæíåíèå. Ïîêàçàòü, ÷òî SH ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé ñõåìîé â òîì ñëó÷àå, êîãäà G

� àáåëåâà ãðóïïà, èëè H � ãðóïïà âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ.
Óïðàæíåíèå. Àññîöèàòèâíàÿ ñõåìà SH ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ñõåìîé îòíîøåíèé (àñ-

ñîöèàòèâíîé ñõåìîé ñ äîïîëíèòåëüíûì ñâîéñòâîì: j = j ′ ), åñëè äëÿ âñåõ g, g′ ∈ G ýëå-
ìåíòû g, g−1 ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå êëàññó ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóïïû G .

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî îïðåäåëåíèå 10.0.1 âîñõîäèò ê
îïðåäåëåíèþ ðàáîò [55], [57] è [73], â êîòîðûõ ðàññìàòðèâàëèñü àññîöèàòèâíûå ñõåìû ñ

îðáèòàìè Rj = {(xσ, yσ)|σ ∈ H̃} , èãðàþùèìè ðîëü êëàññîâ Rj , ãäå H̃ � ãðóïïà
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ïîäñòàíîâî÷íûõ àâòîìîðôèçìîâ ìíîæåñòâà X è (x, y) ∈ X×X . Íàøà àññîöèàòèâíàÿ
ñõåìà SH(G) ÿâëÿåòñÿ ñïåöèàëüíûì ñëó÷àåì ýòîãî ïîíÿòèÿ, òàê êàê ìû ìîæåì âçÿòü
ãðóïïó G â êà÷åñòâå X è ïîëóïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå H ñ G â êà÷åñòâå H̃ (Çàìå÷àíèå À.
Ìóíåìàñà [68]).

Ñõåìà SH(G) ñ àáåëåâîé ãðóïïîé G ó êîòîðîé H ñîñòîèò èç îäíîãî òðèâèàëüíîãî
àâòîìîðôèçìà íàçûâàþò ñõåìîé Ãåêêå (Hecke). Îíè áûëè ðàññìîòðåíû â ðàáîòå [71].

10.1.2 Ïðèìåðû
.

Ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì äâà ïðèìåðà àññîöèàòèâíûõ ñõåì SH , èçó÷åíèå êîòîðûõ
áóäåò ïðîäîëæåíî â ðàçäåëå 10.4.1.

Ïðèìåð 10.1.1 G = (Fp, +) � àääèòèâíàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî ïðîñòîãî ïîëÿ Fp .
Ãðóïïà Aut(G) âíåøíèõ àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû (Fp, +) îáðàçîâàíà âñåìè îòîáðàæå-

íèÿìè σa : x → ax, a ∈ F∗p = Fp r {0} . Î÷åâèäíî, |Aut(G)| = p− 1.

Ïîäãðóïïà Φ
(p)
d = Φd, d|p − 1, ãðóïïû Aut(G) îáðàçîâàíû îòîáðàæåíèÿìè σa , ó êî-

òîðûõ a ïðèíàäëåæèò ïîäãðóïïå F∗p,d ïîðÿäêà d ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû F∗p ïîëÿ
Fp . Äðóãèìè ñëîâàìè, σa ∈ Φd , åñëè ýëåìåíò a ïðåäñòàâèì â âèäå a = y

p−1
d , y ∈ F∗p .

Ïðåäñòàâëåíèÿ Γa ãðóïïû G , êîòîðûå ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü â äàííîì ïðèìåðå,
îáðàçîâàíû îäíîìåðíûìè ìàòðèöàìè ‖ exp

(
2πiax

p

)
‖, a ∈ F∗p . Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòó

x ∈ Fp ìû ñîïîñòàâëÿåì îäíîìåðíóþ ìàòðèöó Γa(x) = ‖ exp
(

2πiax
p

)
‖ .

Îòìåòèì, ÷òî ãðóïïîâîé îïåðàöèåé â Fp ÿâëÿåòñÿ ñëîæåíèå, â òî âðåìÿ êàê ãðóï-
ïîâîé îïåðàöèåé â Γa ÿâëÿåòñÿ óìíîæåíèå ìàòðèö. Òàêèì îáðàçîì, Γa(x)Γa(y) =

‖ exp
(

2πiax
p

)
‖ · ‖ exp

(
2πiay

p

)
‖ = ‖ exp

(
2πia(x+y)

p

)
‖ = Γa(x + y) òàê, ÷òî îòîáðàæåíèå

x → exp
(

2πiax
p

)
äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì àääèòèâíîé ãðóïïû

Fp . Ôóíêöèþ exp
(

2πiax
p

)
îáû÷íî íàçûâàþò õàðàêòåðîì ãðóïïû Fp .

Ïîäãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Φd ðàçáèâàåò G íà d′+1 = 1+ p−1
d

êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ
ýëåìåíòîâ C0, C1, . . . , Cd′ , C0 = {0}, Cj = {τ jx

p−1
d |x ∈ F∗p}, j = 1, . . . , d′, dd′ = p− 1 , ãäå τ

� ïåðâîîáðàçíûé ýëåìåíò ãðóïïû F∗p .
Êëàññû Rj â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 10.1.1 èìåþò âèä Rj = {(g, h + g)|h ∈

Cj, g ∈ Fp} . (Íàïîìíèì, ÷òî ãðóïïîâîé îïåðàöèåé â äàííîì ñëó÷àå â îòëè÷èå îò îïðåäå-
ëåíèÿ 10.1.1 ÿâëÿåòñÿ ñëîæåíèå).

Êàê ñëåäóåò èç òåîðåìû 10.1.1 (ï. ii.) ñõåìà SΦd
ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé àññîöèà-

òèâíîé ñõåìîé òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà −1 ∈ F∗p,d . Å¼ îáû÷íî íàçûâàþò öèêëîòî-
ìè÷åñêîé ñõåìîé íà (Fp, +) (ñì. [72], [45], ñòð. 66).

Åñëè d = p−1 , òî ðàçáèåíèå G×G èìååò âèä G×G = R0∪R1 , ãäå R0 = {(g, g)|g ∈ G}
è R1 = {(g, h + g)|g ∈ Fp, h ∈ F∗p} , èáî C0 = {0} , C1 = F∗p . Ïîäîáíóþ ñõåìó íàçûâàþò
ýëåìåíòàðíîé ñõåìîé îòíîøåíèé èëè ñõåìîé Õýììèíãà.

Åñëè d = p−1
2

, òî G×G = R0∪R+∪R− , ãäå R0 = {(g, g)|g ∈ G} è R+ = {(g, h+g)|g ∈
Fp, h ∈ F∗p,

(
h
p

)
= 1} , R− = {(g, h + g)|g ∈ Fp, h ∈ F∗p,

(
h
p

)
= −1} , ãäå

(
h
p

)
� ñèìâîë

Ëåæàíäðà.
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Â ðàçäåëå 10.1.1 ìû ïîäðîáíî ðàññìîòðèì ñëó÷àé, â êîòîðîì G � àääèòèâíàÿ ãðóïïà
êîíå÷íîãî ïîëÿ Fq, q = pl . Ïðè l > 1 ýòîò ñëó÷àé íåñêîëüêî ñëîæíåå, ðàññìàòðèâàåìîãî
ñëó÷àÿ, â ÷àñòíîñòè, èç-çà òîãî, ÷òî àääèòèâíàÿ ãðóïïà íåïðîñòîãî ïîëÿ Fq èìååò
àâòîìîðôèçìû, îòëè÷íûå îò σa : x → ax, a ∈ F∗q .

Ïðèìåð 10.1.2 Ïóñòü G � êîíå÷íàÿ ãðóïïà, H = Inn(G) � ãðóïïà åå âíóòðåííèõ
àâòîìîðôèçìîâ, ò.å àâòîìîðôèçìîâ âèäà g → h−1gh, h ∈ G . Â ýòîì ñëó÷àå âîçíèêàåò
èçâåñòíàÿ ñõåìà îòíîøåíèé SH(G) (ñì. [57]).

Çàìå÷àíèå 10.1.1 Ìîæíî óñòàíîâèòü (ìàòåìàòè÷åñêèé ôîëüêëîð), ÷òî ãðóïïà G

ìîæåò èìåòü äâà êëàññà ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ îòíîñèòåëüíî ãðóïïû Aut(G) âñåõ
åå àâòîìîðôèçìîâ òîëüêî â òîì ñëó÷àå, êîãäà îíà ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòàðíîé àáåëåâîé ãðóï-
ïîé. Âñå äðóãèå ãðóïïû G ðàñïàäàþòñÿ íà òðè èëè áîëåå êëàññà ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ.
Ýòîò íå ñîâñåì î÷åâèäíûé ôàêò ñîîáùèë àâòîðó Ë.Ñ. Êàçàðèí [1].

Ñõåìû CH(G) , êîòîðûå èìåþò äâà êëàññà îòíîøåíèé, åñòåñòâåííî íàçûâàòü ýëåìåí-
òàðíûìè. Îíè âñåãäà ÿâëÿþòñÿ àññîöèàòèâíûìè ñõåìàìè. Ñõåìà CH(Gn) , ïîñòðîåííàÿ ñ
ïîìîùüþ òàêîé êîîðäèíàòíîé ñõåìû CH(G) (ñì. ðàçäåë 10.2), èçâåñòíà [73] êàê àññîöèà-
òèâíàÿ ñõåìà Õýììèíãà Hn

|G| .
Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî åñëè G = (Fpl , +) � àääèòèâíàÿ ãðóïïà íåïðîñòîãî ïîëÿ, òî

ñóùåñòâóåò íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ íåèçîìîðôíûõ ïîäãðóïï H < Aut((Fpl , +)) , äëÿ êîòî-
ðûõ ñõåìà SH(G) èìååò äâà êëàññà îòíîøåíèé.

10.2 Ñõåìû îòíîøåíèé íà Gn .

Ìû îïðåäåëèëè ñõåìó îòíîøåíèé SH(G) íà ãðóïïå G . Òåïåðü ìû õîòèì îïðåäåëèòü
ñõåìó îòíîøåíèé íà ãðóïïå Gn = G× · · · ×G , èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî ñõåìó SH(G) ñ 1 + m

îòíîøåíèÿìè Rj . Ýòî ìîæíî ñäåëàòü ðàçìûìè ñïîñîáàìè. Òà ñõåìà SH(Gn) , êîòîðóþ
ìû îïðåäåëèì íèæå, ÿâëÿåòñÿ îáîáùåíèåì ñõåìû îòíîøåíèé Õåììèíãà Hn

2 (ñì. Ïðèìåð
10.0.2) è èìååò ðîäñòâåííûå ÷åðòû ñ ìåòðèêîé íà Gn . Ñíà÷àëà ïîëåçíî ïðèâåñòè íåêîòî-
ðûå íàâîäÿùèå ñîîáðàæåíèÿ.

Êàê ââîäèòñÿ ìåòðèêà â n−ìåðíîì ìåòðè÷åñêîì ïðîñòðàíñòâå, íàïðèìåð, â n−ìåð-
íîì åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå, èëè â n−ìåðíîì ïðîñòðàãíñòâå Õåììèíãà? Ñíà÷àëà ìû
îïðåäåëÿåì ìåòðèêó λ îäíîìåðíîì êîîðäèíàòíîì ïðîñòðàíñòâå. Çàòåì ñ ïîìîùüþ ìåò-
ðèêè λ ìû îïðåäåëÿåì ðàññòîÿíèå ìåæäó âåêòîðàìè x = (x1, . . . , xn) è y = (y1, . . . , yn) ,
êîìáèíèðóÿ ðàññòîÿíèÿ ìåæäó îòäåëüíûìè êîîðäèíàòàìè x è y . Äëÿ åâêëèäîâîé ìåò-
ðèêè ýòî ðàññòîÿíèå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

λ(x,y) =

√√√√
n∑

j=1

λ2(xj, yj), (10.2.1)

à äëÿ ìåòðèêè Õåììèíãà � ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

λ(x, y) =
n∑

j=1

λ(xj, yj) = d, (10.2.2)
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ãäå â äàííîì ñëó÷àå λ � ìåòðèêà Õåììèíãà è d � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîîðäèíàò ó âåêòîðîâ
x è y . Ïîñëåäíåå ñîîòíîøåíèå â (10.2.2), â êîíå÷íîì èòîãå, è îïðåäåëÿåò ñõåìó îòíîøåíèé
Õåììèíãà Hn

2 : (x,y) ∈ Rd , åñëè λ(x,y) = d .
Î÷åíü ñóùåñòâåííî, ÷òî ëþáàÿ åñòåñòâåííàÿ ìåòðèêà íà Gn èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëü-

íî îäíîâðåìåííîé ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò âåêòîðîâ x, y . Â êîíå÷íîì èòîãå ìû õîòèì
îïðåäåëèòü ñõåìó îòíîøåíèé íà Gn , êîòîðàÿ èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè êî-
îðäèíàò âåêòîðîâ, à çàòåì îïðåäåëèòü íà Gn ñ ïîìîùüþ ýòîé ñõåìû, òàê íàçûâàåìóþ,
äèñòàíàöèîííî-ðåãóëÿðíóþ ìåòðèêó, êîòîðàÿ íàñëåäóåò ñâîéñòâî ii. â îïðåäåëåíèè ñõå-
ìû îòíîøåíèé. Îòìåòèì, ÷òî êàê åâêëèäîâà ìåòðèêà, òàê è ìåòðèêà Õåììèíãà ÿâëÿþòñÿ
äèñòàíàöèîííî-ðåãóëÿðíûìè.

Ïóñòü SH(G) � ñõåìà ñ ñ 1+m îòíîøåíèÿìè Rj , îïðåäåëåííàÿ ãðóïïîé àâòîìîðôèç-
ìîâ H . Ìû ïîëàãàåì, ÷òî íà Gn ïîêîîðäèíàòíî íåçàâèñèìî äåéñòâóþò ýëåìåíòû ãðóïïû
Hn . Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïà Hn ñîñòîèò èç âñåõ îòîáðàæåíèé

(x1, . . . , xn) → (xσ1
1 , . . . , xσn

n ), σj ∈ H. (10.2.3)

Ïî îïðåäåëåíèþ, â êëàññ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ Cj , ãäå j = (j1, . . . , jn), js ∈
{0, . . . , m} , âõîäÿò âñå âåêòîðû g = (g1, . . . , gn) , ó êîòîðûõ gs ∈ Cjs .

Îïðåäåëåíèå 10.2.1 (Îïðåäåëåíèå ñõåìû SHn(Gn) ) .
Ìíîæåñòâîì âåðøèí X ñõåìû SHn(Gn) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ãðóïïû Gn .
Ìíîæåñòâî Gn × Gn ðàçáèâàåòñÿ íà (1 + m)n êëàññîâ {Rj |j = (j1, . . . , jn); 0 ≤ js ≤

m} , ãäå (g, g′) ∈ Rj , åñëè g′g−1 ∈ Cj .

Ñõåìó SHn(Gn) åñòåñòâåííî íàçâàòü n− îé ñòåïåíüþ ñõåìû SH(G) .
Èç òåîðåìû 10.1.1 íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Òåîðåìà 10.2.1 Ñõåìà SHn(Gn) ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé îòíîøåíèé.

Êîìïîçèöèîííàÿ ñõåìà îòíîøåíèé CH(Gn) , îïðåäåëåííàÿ íèæå, ïîëó÷àåòñÿ èç SHn(Gn)
ïóòåì îáúåäèíåíèÿ íåêîòîðûõ åå êëàññîâ Rj . Ïðè n = 1 ñõåìû CH(Gn) è SHn(Gn) ñîâ-
ïàäàþò.

×èñëî cj(g) îïðåäåëèì êàê ÷èñëî êîîðäèíàò gs ó âåêòîðà g = (g1, . . . , gn) òàêèõ,
÷òî gs ∈ Cj . Âåêòîð c(g) = (c0(g), . . . , cm(g)) , ãäå 1 + m � ÷èñëî êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ
ýëåìåíòîâ â G îòíîñèòåëüíî ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ H , íàçîâåì êîìïîçèöèåé âåêòîðà
g .

Îïðåäåëåíèå 10.2.2 (Îïðåäåëåíèå êîìïîçèöèîííîé ñõåìû CH(Gn) ) .
Ìíîæåñòâî âåðøèí Xn ñõåìû CH(Gn) îáðàçóþò ýëåìåíòû ãðóïïû Gn .
Ìíîæåñòâî Gn × Gn ðàçáèâàåòñÿ íà êëàññû {Rc|c = (c0, . . . , cm); c0 + · · · + cn = n} ,

ãäå (g,g′) ∈ Rc , åñëè c(g′g−1) = c .

Òàêèì îáðàçîì, ìû îòíîñèì ê îäíîìó êëàññó Rc âñå ðåáðà (g, g′) ñ îäèíàêîâûìè
êîìïîçèöèÿìè c(g′g−1) = c . Êàê óæå îòìå÷àëîñü, CH(G) = SH(G) .

Ñõåìà CH(Gn) âïåðâûå áûëà ðàññìîòðåíà â ðàáîòå [72]. Â ðàáîòå [71] (p. 1506) îíà
ââåäåíà èíûì ïî ñðàâíåíèþ ñ îïðåäåëåíèåì 10.2.2 ñïîñîáîì. Òàì æå ïðåäëîæåíî íàçûâàòü
åå ðàñøèðåíèåì Äåëüñàðòðà ñõåìû CH(G) .
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Íåïîñðåäñòâåííî äîêàçàòü, ÷òî ñõåìà CH(Gn) ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé îòíîøåíèé äîñòàòî÷íî
ñëîæíî. Âìåñòå ñ òåì, åñëè ðàñøèðèòü ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ Hn , äåéñòâóþùóþ íà Gn

òàê, ÷òîáû êëàññû ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ îòíîñèòåëüíî ýòîé ðàñøèðåííîé ãðóïïû ñîâïà-
ëè ñ ìíîæåñòâîì âåêòîðîâ ñ ôèêñèðîâàííîé êîìïîçèöèåé c , òî òåîðåìà 10.1.1 ïîçâîëÿåò
íåïîñðåäñòâåííî äîêàçàòü òðåáóåìîå ñâîéñòâî ñõåìû CH(Gn) .

Îïðåäåëåíèå 10.2.3 (Äðóãîå îïðåäåëåíèå ñõåìû CH(Gn) )
Ïóñòü τ = (i1, . . . , in) � ïåðåñòàíîâêà ñèìâîëîâ {1, . . . , n} è σ = (σ1, . . . , σn) � àâòî-

ìîðôèçì (10.2.3) ãðóïïû Gn . Íà ãðóïïå Gn ðàññìîòðèì ãðóïïó Hn oSn àâòîìîðôèçìîâ,
îáðàçîâàííûõ îòîáðàæåíèÿìè âèäà

(σ, τ) : g = (g1, . . . , gn) → (gσ1
i1

, . . . , gσn
in

), σ ∈ Hn, τ ∈ Sn. (10.2.4)
Ñõåìó îòíîøåíèé SHnoSn(Gn) îïðåäåëèì â ñîîòâåòñòâèè ñ îïðåäåëåíèåì 10.1.1.

Êàê íåòðóäíî óâèäåòü, ñõåìà îòíîøåíèé SHnoSn(Gn) ñîâïàäàåò ñ êîìïîçèöèîííîé ñõå-
ìîé îòíîøåíèé CH(Gn) . Îòñþäà è èç òåîðåìû 10.1.1 ñëåäóåò

Òåîðåìà 10.2.2 Êîìïîçèöèîííàÿ ñõåìà CH(Gn) ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé îòíîøåíèé.

Ïóñòü (g, g′) ∈ Rc . Åñëè ìû îäíîâðåìåííî ïåðåñòàâèì êîîðäèíàòû â ïàðå âåêòîðîâ
g, g′ ∈ Gn , òî ïîëó÷åííàÿ ïàðà (h, h′) áóäåò òàêæå ïðèíàäëåæàòü îòíîøåíèþ Rc , ò.å.
CH(Gn) îáëàäàåò îáúÿâëåííûì âûøå ñâîéñòâîì: ÿâëÿåòñÿ ñõåìîé îòíîøåíèé, êîòîðàÿ
èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò.

10.3 Àëãåáðà Áîóçà-Ìåñíåðà àññîöèàòèâíîé ñõåìû

10.3.1 Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ èç òåîðèè ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íûõ
ãðóïï

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå äëÿ óäîáñòâà ÷èòàòåëÿ ïðèâåäåíû íà÷àëüíûå ñâåäåíèÿ ïî òåîðèè
ïðåäñòàâëåíèÿ êîíå÷íûõ ãðóïï, êîòîðûìè ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ â ïîñëåäóþùèõ ðàç-
äåëàõ. Äîñòóïíîå è ñèñòåìàòè÷åñêîå èçëîæåíèå ðàññìàòðèâàåìîé òåîðèè èìååòñÿ â [14]
(ñóùåñòâóåò áîëåå äîñòóïíûé åå ðåïðèíò 2003 ã.) è òàêæå âî ìíîãèõ äðóãèõ êíèãàõ.

Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ëèíåéíûå ïðåäñòàâëåíèÿ Γ = Γ(G) êîíå÷íîé ãðóïïû G

íà f−ìåðíîì óíèòàðíîì èëè åâêëèäîâîì ïðîñòðàíñòâå. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî çàäàí ãîìî-
ìîðôèçì ϕ ãðóïïû G â ãðóïïó Γ(G) = {Γ(g)|g ∈ G} óíèòàðíûõ èëè îðòîãîíàëüíûõ
f × f−ìàòðèö òàêîé, ÷òî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíîøåíèÿ

ϕ : g → Γ(g) è Γ(g)Γ(h) = Γ(gh) äëÿ âñåõ g, h ∈ G. (10.3.1)
Ïðåäñòàâëåíèå Γ(G) íàçûâàåòñÿ íåïðèâîäèìûì, åñëè íå ñóùåñòâóåò èíâàðèàíòíîãî

îòíîñèòåëüíî Γ(G) ïîäïðîñòðàíñòâà L ïðîñòðàíñòâà Cf èëè Rf òàêîãî, ÷òî L 6= Cf

è L 6= {)} . Òàêèì îáðàçîì, íå ñóùåñòâóåò ñîáñòâåííîãî ïîäïðîñòðàíñòâà L òàêîãî, ÷òî
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LΓ(g) = L äëÿ âñåõ g ∈ G . Åñëè òàêîå ïîäïðîñòðàíñòâî L ðàçìåðíîñòè f ′, 0 < f ′ < f,

ñóùåñòâóåò, òî êàæäàÿ óíèòàðíàÿ ìàòðèöà Γ(g) â íåêîòîðîì áàçèñå ïðîñòðàíñòâà Cf

ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíà â âèäå

Γ(g) =

(
Γ1(g) 0

0 Γ2(g)

)
, (10.3.2)

ãäå Γ1(g) � f ′ × f ′−ìàòðèöà, à Γ2(g) � (f − f ′) × (f − f ′)−ìàòðèöà. Â ýòîì ñëó÷àå
ïðîñòðàíñòâî Cf ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ïðÿìîé ñóììû Cf = L⊕L′, dim L′ = f − f ′. èí-
âàðèàíòíûõ ïîäïðîñòðàíñòâ. Â ñâîþ î÷åðåäü, â ýòîì ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî Γ � ïðèâîäèìîå
ïðåäñòàâëåíèå.

Ïóñòü u(x) � êîìïëåñíî-çíà÷íàÿ ôóíêöèÿ, îïðåäåëåííûå íà âñåõ ýëåìåíòàõ ãðóïïû
G . Ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì ôóíêöèé u(x) è u′(x) ìû íàçûâàåì ÷èñëî

〈u(x), u′(x)〉 =
1

|G|
∑

g∈G

u(g)u′(g). (10.3.3)

Ñëåäóþùèé ôàêò ÿâëÿåòñÿ î÷åíü âàæíûì. Ïóñòü Γ(g) = ‖γi,j(g)‖i,j=1,...,f � ìàòðèöà
íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Γ , îòâå÷àþùàÿ ýëåìåíòó g . Òîãäà

〈γi,j(g), γi′,j′(g)〉 =

{
1
f
, åñëè i, j = i′, j′;

0, åñëè i, j 6= i′, j′. (10.3.4)

Ñîîòíîøåíèå (10.3.4) íàçûâàåòñÿ ñîîòíîøåíèåì îðòîãîíàëüíîñòè ìàòðè÷íûõ ýëåìåíòîâ
íåïðèâîäèìîãî ïðåäñòàâëåíèÿ Γ .

Èçâåñòíî, ÷òî äëÿ êîíå÷íîé ãðóïïå G èìååòñÿ 1 + m ðàçëè÷íûõ (íåýêâèâàëåíòíûõ)
íåïðèâîäèìûõ ïðåäñòàâëåíèÿ, ãäå 1 + m � ÷èñëî êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ ãðóï-
ïû G îòíîñèòåëüíî ãðóïïû åå âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ Inn(G) . Ýòè ïðåäñòàâëåíèÿ
ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ñèìâîëîì Γk(G), k = 0, . . . , m . Ïðåäñòàâëåíèå Γk(G) äåéñòâóåò íà
óíèòàðíîì Cfk èëè îðòîãîíàëüíîì ïðîñòðàíñòâå Rfk ðàçìåðíîñòè fk . ×èñëà fk äåëÿò
ïîðÿäîê |G| ãðóïïû G . Òàêæå èçâåñòíî, ÷òî

f 2
0 + f 2

1 + · · ·+ f 2
m = |G|. (10.3.5)

Â äîáàâëåíèå ê ñîîòíîøåíèþ (10.3.4) âûïîëíåíî ðàâåíñòâî

〈γk
i,j(x), γ

s
i′,j′(x)〉 =





0, åñëè k 6= s;
〈γk

i,j(xg), γk
i′,j′(x)〉, åñëè k = s, ò.å. â ýòîì ñëó÷àå

äåéñòâóåò ñîîòíîùåíèå (10.3.4).
(10.3.6)

Ñèìâîëîì tr A ìû îáîçíà÷àåì ñëåä ìàòðèöû A , ò.å. ñóììó åå äèàãîíàëüíûõ ýëåìåí-
òîâ. Åñëè A = Γ(g) , òî ÷èñëî tr Γ(g) íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðîì ýëåìåíòà g â ïðåäñòàâëåíèè
Γ è îáîçíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì χΓ(g) . Åñëè Γ = Γk(G) , òî õàðàêòåð ìàòðèöû tr Γk(g) îáî-
çíà÷àåòñÿ ñèìâîëîì χk(g) .
Ëåììà 10.3.1 Èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

〈χk(x), χs(g
′x)〉 =

{
0, åñëè k 6= s;
χk(g′)

fk
, åñëè k = s. (10.3.7)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè k = s è g′ = e (åäèíèöà ãðóïïû G ), òî
〈χk(x), χk(x)〉 = 1. (10.3.8)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê Γs(g′g) = Γs(g′)Γs(g) , òî

χs(g
′g) = tr Γs(g′g) =

fs∑
j=1

fs∑
i=1

γs
i,j(g

′)γs
j,i(g). (10.3.9)

Îòñþäà è (10.3.6) ñëåäóåò, ÷òî åñëè k 6= s , òî 〈tr Γk(g), tr Γs(g′g)〉 = 0 . Åñëè æå k = s , òî
èç ñîîòíîøåíèé (10.3.4) è (10.3.9) âûòåêàåò

〈χk(x), χs(g
′x)〉 = 〈tr Γk(x), tr Γk(g′x)〉 =

1

|G|
∑

g∈G

(
fk∑
i=1

γk
i,j(g

′)γk
j,i(g)

) (
fk∑
i=1

γk
i,i(g)

)
=

tr Γk(g′)
fk

=
χk(g

′)
fk

.
(10.3.10)

¤

Ëåììà 10.3.2 Åñëè A ∈ GL(f, C) � f × f−ìàòðèöà è Γ(G) � íåïðèâîäèìîå ïðåä-
ñòàâëåíèå ãðóïïû G , òîãäà

1

|G|
∑

v∈Γ(G)

vAv−1 =
tr A

f
If . (10.3.11)

Ëåììà ÿâëÿåòñÿ ñëåäñòâèåì èçâåñòíîé ëåììû Øóðà (ñì. [15], ñòð. 377).

10.3.2 Áàçèñû àëãåáðû Áîóçà-Ìåñíåðà

Ïóñòü X = {1, . . . , n} � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî. Ìàòðèöåé Ai = ‖ai
k,s‖k,s∈X , i = 0, . . . , m,

èíöèäåíòíîñòè îòíîøåíèÿ Ri ñõåìû îòíîøåíèé S = S(X, R0, . . . , Rm) íàçûâàåòñÿ |X| ×
|X|−ìàòðèöà, ó êîòîðîé ai

k,s = 1 , åñëè (k, s) ∈ Ri , è ai
k,s = 0 , åñëè (k, s) 6∈ Ri .

Ëåãêî ïðîâåðèòü, ñâîéñòâî ï. ii. îïðåäåëåíèÿ 10.0.1 ýêâèâàëåíòíî âûïîëíåíèþ ñëåäó-
þùèõ ñîîòíîøåíèé

AiAj =
m∑

t=0

rt
i,jAt, (10.3.12)

ãäå rt
i,j � öåëûå íåîòðèöàòåëüíûå ÷èñëà. Âû÷èñëèòü ÷èñëà â îáùåì ñëó÷àå âåñüìà íåòðè-

âèàëüíî. Ìû ýòî ñäåëàåì äëÿ íåêîòîðûõ ñõåì îòíîøåíèé SH(G) .
Äàëåå ìû áóäåì, íå îãîâàðèâàÿ ýòî îñîáî, ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñëó÷àé ïðè êîòîðîì

ñõåìà S ÿâëÿåòñÿ àññîöèàòèâíîé ñõåìîé, ò.å. ñëó÷àé ïðè êîòîðîì rt
i,j = rt

j,i . Â ýòîì ñëó÷àå
AiAj = AjAi äëÿ âñåõ i, j , ò.å. ìàòðèöû Ai è Aj ÿâëÿþòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íûìè. Áîëåå òîãî,
ìàòðèöû Aj , î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ ñèììåòðè÷åñêèìè, èáî ïî îïðåäåëåíèþ AT

j = Aj′ = Aj .
Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû âìåñòî îïðåäåëåíèÿ 10.0.1 áóäåì èñïîëüçîâàòü â êà÷åñòâå

èñõîäíîé òî÷êè íàøèõ èññëåäîâàíèé ñîîòíîøåíèå (10.3.12). Îïðåäåëåíèå 10.0.1 íàì ïîíà-
äîáèëîñü òîëüêî äëÿ òîãî, ÷òîáû îáîñíîâàòü ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà (10.3.12).

Èç ñîîòíîøåíèÿ (10.3.12) âûòåêàåò, ÷òî ïðîèçâåäåíèå AiAj âûðàæàåòñÿ êàê ñóììà ñ
öåëûìè êîýôôèöèåíòàìè áàçîâûõ ìàòðèö At . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî ìàòðèö
A = {c0A0 + · + cmAm|ci ∈ C} çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ, ò.å. A

ÿâëÿåòñÿ àëãåáðîé. Ýòà àëãåáðà íîñèò íàçâàíèå àëãåáðû Áîóçà-Ìåñíåðà (Bouse-Mesner
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algebra) èëè àëãåáðû ìàòðèö èíöèäåíòíîñòè. Ýòà àëãåáðà â ðàññìàòðèâàåìîì íàìè ñëó÷àå
ÿâëÿåòñÿ êîììóòàòèâíîé.

Òàê êàê ìàòðèöû Aj , î÷åâèäíî, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè, òî îäíèì èç åå áà-
çèñîâ B àëãåáðû A , ðàññìàòðèâàåìîé êàê ëèíåéíîå ïðîñòðàíñòâî íàä C , ÿâëÿåòñÿ ìíî-
æåñòâî âñåõ åå |X| × |X|−ìàòðèö èíöèäåíöèé: B = {A0, A1, . . . , Am}, A0 = I, ãäå I �
åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà (ìàòðèöà îòâå÷àþùàÿ ñîîòíîøåíèþ R0 ).

Çàìåòèì, ÷òî

A0 + A1 + · · ·+ Am = J, (10.3.13)

ãäå J � |X| × |X|−ìàòðèöà, ó êîòîðîé âñå ýëåìåíòû ðàâíû 1 .
Àëãåáðà Áîóçà-Ìåñíåðà ÿâëÿåòñÿ ïîëóïðîñòîé. Ýòî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî ñóùå-

ñòâóþò áàçèñ B′ = {E0, E1, . . . , Em} àëãåáðû A , ñîñòîÿùèé èç |X| × |X|−ìàòðèö Ek ,
òàêîé, ÷òî

i.

EkEs =

{
0, åñëè k 6= s ,

Ek, åñëè s = k
. (10.3.14)

Ìàòðèöû Ek ÿâëÿþòñÿ èäåìïîòåíòàìè, ò.å. äëÿ íèõ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå E2
k =

Ek , èç êîòîðîãî, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî âñå ñîáñòâåííûå çíà÷åíèÿ êàæäîé ìàò-
ðèöû Ek ðàâíû 0 èëè 1 .

ii. Ïóñòü VA � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà C |X| (íà ýòîì ïðîñòðàíñòâå äåéñòâóþò
ýëåìåíòû àëãåáðû A ), ïîðîæäåííîå âñåìè ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè ìàòðèöû A ∈ A

ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì ðàâíûì 1 . Î÷åâèäíî, VAA′ = VA ∩ VA′ .
Êàê âûòåêàåò èç îïðåäåëåíèÿ ìàòðèö Ek ïðîñòðàíñòâî VEk

îáëàäàåò ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì:

VEk
∩ VA = {0}, ëèáî VEk

∩ VA = VEk
äëÿ êàæäîé ìàòðèöû A ∈ A. (10.3.15)

Òî æå ñàìîå ìîæíî ñêàçàòü è íåñêîëüêî èíà÷å: ìàòðèöà Ek � íåïðèâîäèìà, åñëè
äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ A ëèáî AEk = 0 , ëèáî AEk = Ek .

Îòìåòèì, ÷òî âåêòîð aEk, a ∈ C |X|, îáû÷íî íàçûâàþò ïðîåêöèåé âåêòîðà a íà ïîä-
ïðîñòðàíñòâî VEk

, à Ek � îïåðàòîðîì ïðîåêòèðîâàíèÿ.

Çàìå÷àíèå 10.3.1 Àëãåáðà A � êîììóòàòèâíà. Ïîýòîìó, êàê õîðîøî èçâåñòíî [22],
ñóùåñòâóåò íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà C ñ äåéñòâèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè òàêàÿ, ÷òî
äëÿ ëþáîé ìàòðèöû A ∈ A ìàòðèöà C−1AC ÿâëÿåòñÿ äèàãîíàëüíîé, ò.å. â íåêîòîðîì
áàçèñå ïðîñòðàíñòâà C |X| âñå ìàòðèöû èç A ÿâëÿþòñÿ äèàãîíàëüíûìè.

Ðàíã ìàòðèö Ek áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç tk . Î÷åâèäíî, ÷òî t0 + · · ·+ tm = |X| .
Îòìåòèì, ÷òî ÿâíîå âû÷èñëåíèå ìàòðèö Ek ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî íåòðèâèàëüíîé çàäà-

÷åé.
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Òàê êàê B è B′ áàçèñû àëãåáðû A è Ak ∈ A , òî

Ak = Pk(0)E0 + Pk(1)E1 + · · ·+ Pk(m)Em, k = 0, . . . , m (10.3.16)

è

Ek = Qk(0)A0 + Qk(1)A1 + · · ·+ Qk(m)Am, k = 0, . . . ,m, (10.3.17)
ãäå Pj(k), Qj(k) ∈ C � êîýôôèöèåíòû, êîòîðûå, êàê ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ, ÿâëÿþòñÿ
äåéñòâèòåëüíûìè ÷èñëàìè. Ïîíÿòíî, ÷òî ìàòðèöà P = ‖Pj(k)‖j,k=0,...,m ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé
ïåðåõîäà îò áàçèñà B′ ê áàçèñó B . Äàëåå äëÿ íåêîòîðûõ ñõåì îòíîøåíèé SH(G) ìû
âû÷èñëèì ýëåìåíòû ìàòðèöû P .

Ïðåäâàðèòåëüíî ðàññìîòðèì íåêîòîðûå îáùèå ñâîéñòâà ÷èñåë Pj(k) è Qj(k) .

Ëåììà 10.3.3 Ôóíêöèè Pj(k) ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè ñ âåñàìè tk :
m∑

k=0

tkPj(k)Ps(k) =

{
0, j 6= s;
vs|X|, j = s. (10.3.18)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñ îäíîé ñòîðîíû èç ñâîéñòâà i. (ñîîòíîøåíèå (10.3.14)) è ñîîòíîøå-
íèÿ (10.3.16) âûòåêàåò, ÷òî

AjAs = Pj(0)Ps(0)E0 + Pj(1)Ps(1)E1 + · · ·+ P j(m)Pk(m)Em (10.3.19)
Ñ äðóãîé ñòîðîíû èç ñîîòíîøåíèÿ (10.3.12) ïîëó÷àåì, ÷òî

tr AjAs = tr

(
m∑

t=0

rt
j,sAt

)
= r0

j,str A0 = |X|r0
j,s, (10.3.20)

èáî tr As = 0, s 6= 0, â âèäó òîãî, ÷òî âñå äèàãîíàëüíûå ýëåìåíòà ìàòðèöû As, s 6= 0,
ïî îïðåäåëåíèþ ñõåìû îòíîøåíèé ðàâíû 0 . Î÷åâèäíî èç îïðåäåëåíèÿ ñõåìû îòíîøåíèé
ñëåäóåò, ÷òî r0

j,s = 0 , åñëè s 6= j , è r0
j,s = vs , åñëè s = j . ¤

Íàïîìíèì, ÷òî ÷èñëî vs íàçûâàåòñÿ âàëåíòíîñòüþ îòíîøåíèÿ Rs . Ïî îïðåäåëåíèþ,
îíî ðàâíî ÷èñëó ðåáåð (x, y) ∈ X×X ñ ôèêñèðîâàííîé âåðøèíîé x ∈ X , êîòîðûå ïðèíàä-
ëåæàò îòíîøåíèþ Rs . Äëÿ ñõåì îòíîøåíèé SH(G) vs = |Cs| � ÷èñëó ýëåìåíòîâ â êëàññå
ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ Cs . Ïîýòîìó äàííîì ñëó÷àå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (10.3.18) ìîæ-
íî çàïèñàòü â âèäå

∑m
k=0 tkPsj(k)Ps(k) = |Cs||X| .

Ðàññìîòðèì m + 1 × m + 1−ìàòðèöû P = ‖Ps(k)‖s,k=0,...,m, Q = ‖Qs(k)‖s,k=0,...,m è
T = diag (t0, . . . , tm), V = diag (v0, . . . , vm) . Î÷åâèäíî, óòâåðæäåíèå ëåììû 10.3.3 êîðîòêî
ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

P T · T · P = |X|V (10.3.21)
Êðîìå òîãî, èç ñîîòíîøåíèé (3.1.7), (10.3.17) è èç ëåììû 10.3.3 âûòåêàåò (Óïðàæíåíèå)

Q = |X|P−1 = V −1 · P T · T (10.3.22)
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî

tsPk(s) = vkQs(k) s, k = 0, . . . , m. (10.3.23)

210



Ñëåäñòâèå 10.3.1 (Èç ëåììû 10.3.3)
m∑

k=0

vkQj(k)Qs(k) =

{
0, j 6= s;
ts|X|, j = s. (10.3.24)

Ðàññìîòðèì m + 1 ×m + 1−ìàòðèöû Uk = ‖rk
i,j‖i,j=0,...,m, k = 0, . . . , m, ãäå ÷èñëà rk

i,j

� ÷èñëà èç îïðåäåëåíèÿ 10.0.1. Íåòðóäíî óñòàíîâèòü (Óïðàæíåíèå), ÷òî

vk

∑
j=0

rk
i,j = vi

∑
j=0

ri
k,j è

m∑

k=0

rk
i,jr

l
k,s =

m∑

h=0

rl
i,hr

h
j,s. (10.3.25)

Ëåììà 10.3.4 Ìíîæåñòâî m+1×m+1−ìàòðèö U = {Uk| k = 0, . . . ,m} ñ êîýôôèöèåí-
òàìè èç êîëüöà öåëûõ ÷èñåë ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì àëãåáðû A′ , êîòîðàÿ èçîìîðôíà àëãåáðå
A .

Äîêàçàòåëüñòâî âûòåêàåò èç ñîîòíîøåíèÿ

UiUj =
m∑

t=0

rt
i,jUt, (10.3.26)

êîòîðîå ÿâëÿåòñÿ íåïîñðåäñòâåííûì ñëåäñòâèåì ñîîòíîøåíèÿ (10.3.25). ¤
Èç ýòîé ëåììû, â ÷àñòíîñòè, âûòåêàåò, ÷òî ñîáñòâåííûå ÷èñëà Pk(s), s = 0, . . . , m,

ìàòðèö Uk ñîâïàäàþò ñ ñîáñòâåííûìè çíà÷åíèÿìè ìàòðèöû Ak . Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëà
Pk(s), s = 0, . . . , m, ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ det(Uk − xIm+1) = 0 .

Îáû÷íî ÷èñëî m + 1 çíà÷èòåëüíî ìåíüøå ÷èñëà |X| . Â ýòîì ñëó÷àå ëåììà (10.3.4)
ïîçâîëÿåò, âìåñòî âû÷èñëåíèé â àëãåáðå A |X| × |X|−ìàòðèö, èñïîëüçîâàòü âû÷èñëåíèÿ
â àëãåáðå A′ m + 1 × m + 1−ìàòðèö, ðàçìåðíîñòü êîòîðûõ ñóùåñòâåííî ìåíüøå, ÷åì
|X|×|X| . Â ÷àñòíîñòè, äëÿ âû÷èñëåíèÿ êîýôôèöèåíòîâ Pk(s) êîíêðåòíûõ àññîöèàòèâíûõ
ñõåì öåëåñîîáðàçíî èñïîëüçîâàòü óêàçàííîå âûøå óðàâíåíèå.

10.3.3 Âû÷èñëåíèå êîýôôèöèåíòîâ Pk(j) äëÿ àññîöèàòèâíîé ñõå-
ìû SH(G) , ó êîòîðîé H = Inn(G) . Ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà
10.1.2

Ìû áóäåì ýëåìåíòû ìíîæåñòâà X îòîæäåñòâëÿòü ñ ýëåìåíòàìè ãðóïïû G , ñòðîêè è
ñòîëáöû |G|×|G|−ìàòðèöû èíöèäåíöèé Ak îòíîøåíèÿ Rk áóäåì èíäåêñèðîâàòü ýëåìåí-
òàìè ãðóïïû G = {g1, . . . , gN}, N = |G| òàê, ÷òî

Ak = ‖ak
g,g′‖g,g′∈G è ak

g,g′ = ϕk(g, g′), (10.3.27)
ãäå ϕk � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ îòíîøåíèÿ Rk ñõåìû îòíîøåíèé SH(G) , ò.å.

ϕk(g, g′) =

{
1, åñëè (g, g′) ∈ Rk;
0, åñëè (g, g′) 6∈ Rk.

(10.3.28)

Óìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòè ðàâåíñòâà (10.3.16) íà ìàòðèöó Es . Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì, èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå (10.3.14), ïîëó÷èì
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AkEs = Pk(s)Es. (10.3.29)
Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ âèäíî, ÷òî åñëè a ∈ VEs , òî a � ñîáñòâåííûé âåêòîð ñ ñîá-

ñòâåííûì çíà÷åíèåì Pk(s) ìàòðèöû Ak . Òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû âû÷èñëèòü ÷èñëî Pk(s)
äîñòàòî÷íî âû÷èñëèòü ñîáñòâåííîå çíà÷åíèå êàêîãî-ëèáî íåíóëåâîãî âåêòîðà a ∈ VEs .

Ïóñòü hs � ïðåäñòàâèòåëü ñìåæíîãî êëàññà Cs è χj(x) � õàðàêòåð íåïðèâîäèìîãî
ïðåäñòàâëåíèÿ Γj ãðóïïû G . Èç õîðîøî èçâåñòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (ñì. [14], � 2.5)

m∑
j=0

χj(hs)χj(g) =





0, åñëè g è hs íå ñîïðÿæåíû (íàõîäÿòñÿ â
ðàçëè÷íûõ êëàññàõ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ);

|G|
|Cs| , åñëè g è hs ïðèíàäëåæàò îäíîìó

êëàññó ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ Cs.

(10.3.30)

è îïðåäåëåíèÿ ìàòðèöû Ak âûòåêàåò, ÷òî

ϕk(g, g′) = ψk(g
′g−1) =

|Ck|
|G|

m∑
j=0

χj(hk)χj(g
′g−1) =

1

|G|
m∑

j=0

∑

h∈Ck

χj(h)χj(g
′g−1), (10.3.31)

ãäå ψk � õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ êëàññà ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ Ck .

Òåîðåìà 10.3.1 Ðàññìîòðèì âåêòîð as(h) = (χs(hg1), . . . , χs(hgN)), N = |G| .

i. Ïðè ëþáîì h ∈ G âåêòîð as(h) ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû Ak ñ
ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì

Ps(k) =
|Ck|
fs

χs(h
−1
k ), (10.3.32)

ãäå hk � ïðåäñòàâèòåëü ñìåæíîãî êëàññà Ck .

ii.
〈as(h),aj(h

′)〉 =

{
χs(h′h)

fs
, åñëè j = s;

0, åñëè j 6= s. (10.3.33)

Â ÷àñòíîñòè, ïîäïðîñòðàíñòâà VEs , s = 0, . . . ,m, ïðîñòðàíñòâà C |G| , íàòÿíóòûå
íà ìíîæåñòâî âåêòîðîâ {as(h)| h ∈ G} , ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî èç (10.3.31) âûòåêàåò, ÷òî ìàòðèöó Ak ìîæíî ïðåäñòà-
âèòü â âèäå

Ak = ‖ak
g,g′‖g,g′∈G = ‖ψk(g

′g−1)‖g′,g∈G. (10.3.34)
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî êîîðäèíàòà bg′ âåêòîðà as(h)Ak , èíäåêñèðîâàííàÿ ýëåìåíòîì g′ ,
ðàâíà bg′ =

∑
g∈G ak

g,g′χs(hg) . Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè ψk (ñì. (10.3.31)),

bg′ =
|Ck|
|G|

∑

g∈G

m∑
j=0

χj(hk)χj(g
′g−1)χs(hg). (10.3.35)

Åñëè ïîëîæèòü f = hg , òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
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bg′ = |Ck|
m∑

j=0

χj(hk)
1

|G|
∑

f∈G

χj(g
′hf−1)χs(f). (10.3.36)

Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 10.3.1
1

|G|
∑

f∈G

χj(g
′hf−1)χs(f) =

1

|G|
∑

f∈G

χj(g
′hf)χs(f

−1) =

〈χs(f), χj(g
′hf)〉 =

{
χs(g′h)

fs
, åñëè j = s;

0, åñëè j 6= s.

(10.3.37)

Êàê èçâåñòíî, è ýòî ëåãêî óñòàíîâèòü, ÷òî χs(g
′h) = χs(hg′hh−1) = χs(hg′) . Ýòî äîêà-

çûâàåò âìåñòå ñ ñîîòíîøåíèÿìè (10.3.36) è ëåììîé 10.3.1, ÷òî

bg′ = |Ck|χs(hk)

fs

ag′ =
|Ck|
fs

χs(h
−1
k )ag′ , (10.3.38)

ãäå ag′ � êîîðäèíàòà âåêòîðà as(h) , èíäåêñèðîâàííàÿ ýëåìåíòîì g′ .
Êàê íåòðóäíî óâèäåòü, ñîîòíîøåíèå (10.3.38) ýêâèâàëåíòíî óòâåðæäåíèþ ï.i. òåîðåìû

10.3.1.
Óòâåðæäåíèå ï.ii. òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò èç ëåììû 10.3.1. ¤
Ïðåäïîëîæèòåëüíî, ðàçìåðíîñòü ïîäïðîñòðàíñòâà ïðîñòðàíñòâà C |G| , íàòÿíóòîãî íà

ìíîæåñòâî âåêòîðîâ as(h), h ∈ G , ðàâíà |Cs| .

10.3.4 G � ãðóïïà (Fp, +) . Ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà 10.1.1

Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âñå íåïðèâîäèìûå ïðåäñòàâëåíèÿ Γa, a ∈ Fp, ãðóïïû G

ÿâëÿþòñÿ, êàê èçâåñòíî, îäíîìåðíûìè è èìåþò âèä, ïðèâåäåííûé â ïðèìåðå 10.1.1. Ñîîò-
âåòñòâåííî, õàðàêòåð χa(x) ïðåäñòàâëåíèÿ Γa èìååò âèä

χa(x) = exp

(
2π iax

p

)
, x ∈ Fp. (10.3.39)

Íàïîìíèì, ÷òî ïîäãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ Φd ðàçáèâàåò ãðóïïó G íà d′ + 1 = 1 +
p−1

d
êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ C0, C1, . . . , Cd′ , C0 = {0}, Cj = {τ jx

p−1
d |x ∈ F∗p}, j =

1, . . . , d′, dd′ = p− 1 , ãäå τ � ïåðâîîáðàçíûé ýëåìåíò ãðóïïû F∗p .
Çàìåòèì, ÷òî ñîîòíîøåíèå (10.3.31) óæå íå ðàáîòàåò, òàê êàê âñå àâòîìîðôèçìû ãðóïïû

Fp ÿâëÿþòñÿ âíåøíèìè. Âìåñòå ñ òåì ÿâíûé âèä õàðàêòåðèñòè÷åñêîé ôóíêöèè ψk(x −
y), k 6= 0, êëàññà Ck ñîïðÿæåííûõ îòíîñèòåëüíî Φd ëåãêî âûïèñàòü ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî
ãðóïïîâîé îïåðàöèåé â ãðóïïå Fp ÿâëÿåòñÿ ñëîæåíèå: (Óïðàæíåíèå)

ψk(x) =
1

|Ck|p
∑

a,z∈Fp

exp

(
2π ia(x− τ kz

p−1
d )

p

)
=

1

p

∑

a∈Fp

exp

(
2π iax

p

)
ϑk(−a), (10.3.40)

ãäå

ϑk(b) =
1

|Ck|
∑

z∈Fp

exp

(
2π ibτ kz

p−1
d

p

)
, k = 0, . . . , d− 1. (10.3.41)
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Òàêèì îáðàçîì, Ak = ‖ax,y‖x,y∈Fp = ‖ψk(y − x)‖x,y∈Fp .
Òåîðåìà 10.3.2 Âåêòîð

ak(b) = (ϑk(a1b), . . . , ϑk(apb)), ãäå {a1, . . . , ap} = Fp, (10.3.42)
ÿâëÿåòñÿ ñîáñòâåííûì âåêòîðîì ìàòðèöû Ak ñ ñîáñòâåííûì çíà÷åíèåì |Ck| = d .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîîðäèíàòà αy , èíäåêñèðîâàííàÿ ýëåìåíòîì y ∈ Fp , âåêòîðà
a(b)Ak = a(b)‖ψk(y − x)‖ èìååò âèä

αy =
∑

x∈Fp

ϑk(xb)ψk(y − x) =

1

p

∑

x∈Fp

∑

a∈Fp

exp

(
2π ia(y − x)

p

)
ϑk(−a)ϑk(xb).

(10.3.43)

Êàê íåòðóäíî óñòàíîâèòü (Óïðàæíåíèå), ÷òî

1

p

∑

x∈Fp

exp

(−2π iax

p

)
ϑk(bx) =

{
exp

(
−2π iax

p

)
, åñëè óðàâíåíèå a = bτ kz

p−1
d ðàçðåøèìî;

0, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.
(10.3.44)

Îòñþäà è (10.3.43) âûòåêàåò, ÷òî
αy = |Ck|βy, (10.3.45)

ãäå βy � êîîðäèíàòà âåêòîðà a(b) , èíäåêñèðîâàííàÿ ýëåìåíòîì y ∈ Fp . Òåîðåì äîêàçàíà.
¤

Îòìåòèì, ÷òî âåêòîð ak(b) è as(b
′), b, b′ 6= 0, (ïðè îäíîì è òîì æå çíà÷åíèè ïàðàìåòðà

d ) ìîæåò áûòü ïîëó÷åí èç äðóãîãî ïåðåñòàíîâêîé êîîðäèíàò. Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî äâà
ìíîæåñòâà {a1bτ

k, . . . , apbτ
k} è {a1b

′τ s, . . . , apb
′τ s} ñîâïàäàþò. Êðîìå òîãî, î÷åâèäíî, ÷òî

ϑk(a) = ϑk(ay
p−1

d ) äëÿ ëþáîãî y 6= 0 , ò.å. ϑk(a) = ϑk(b) , åñëè a è b ïðèíàäëåæàò îäíîìó
è òîìó æå êëàññó ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ.

Óïðàæíåíèå.
1. Âû÷èñëèòü âåêòîðû ak(b) äëÿ d = p− 1 è p−1

2
.

2. Âû÷èñëèòü êîýôôèöèåíòû pk
i,j â ñîîòíîøåíèè (10.3.20).

10.3.5 Ñõåìû îòíîøåíèé Õåììèíãà
Ñõåìû îòíîøåíèé Õåììèíãà Hn

q , ïî-âèäèìîìó, ñàìûé ïðîñòîé òèï àññîöèàòèâíûõ ñõåì.
Ýòè ñõåìû òåñíî ñâÿçàíû ñ òåîðèåé êîäèðîâàíèÿ. Íåêîòîðûå ñâåäåíèÿ îá ýòîì èìåþòñÿ â
ðàçäåëå 10.4.6. Ñëåäóåò òàêæå îòìåòèòü îáøèðíóþ îáçîðíóþ ñòàòüþ [73], â êîòîðîé ïîäðîá-
íî ïðîñëåæèâàþòñÿ ñâÿçè ñõåì îòíîøåíèé Õåììèíãà è òåîðèè êîäèðîâàíèÿ. Â ÷àñòíîñòè,
â ýòîé ñòàòüå äàí âûâîä îöåíêè ëèíåéíîãî ïðîãðàììèðîâàíèÿ, îñíîâàííûé íà íåêîòîðûõ
ñâîéñòâàõ ñõåì îòíîøåíèé, êîòîðûé íåñêîëüêî îòëè÷àåòñÿ îò âûâîäà ýòîé îöåíêè â ðàçäåëå
4.2.1.

Â ïðèìåðå 10.0.2 ïðèâåäåíî îïðåäåëåíèå ñõåì îòíîøåíèé Õåììèíãà. Çàìåòèì, ÷òî õî-
ðîøî èçâåñòíî, ÷òî êîýôôèöèåíòàìè Pk(x) â ñîîòíîøåíèÿõ (10.3.16) è (10.3.17) ÿâëÿþòñÿ
îðòîãîíàëüíûå ìíîãî÷ëåíû Êðàâ÷óêà (ñì. ðàâåíñòâî (3.2.13)). Â ðàçäåëå 3 èçó÷åíû íåêî-
òîðûå ñâîéñòâà ýòèõ ìíîãî÷ëåíîâ.
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10.4 Ìåòðèêè íà ñõåìå îòíîøåíèé CH(G)

Ìåòðèêó λ(g, g′) íàçîâåì öåíòðàëüíîé ìåòðèêîé îòíîñèòåëüíî ñõåìû îòíîøåíèé CH(Gn) ,
åñëè λ(g,g′) = λ(h,h′) â òîì ñëó÷àå, êîãäà (g,g′) è (h,h′) ïðèíàäëåæàò îäíîìó òîìó æå
êëàññó îòíîøåíèé ñõåìû CH(Gn) .

Íåñêîëüêî èíà÷å ýòî ïîíÿòèå ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ìåòðèêà λ(g, g′)
ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé ìåòðèêîé îòíîñèòåëüíî ñõåìû îòíîøåíèé CH(Gn) , åñëè λ(g,g′) =
λ(h,h′) â òîì ñëó÷àå, êîãäà ýëåìåíòû g′g−1 è h′h−1 ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå êëàññó
ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ.

Äàëåå íà ãðóïïå G ìû îïðåäåëèì ìåòðèêè λ (âîîáùå ãîâîðÿ, íåÕåììèíãîâûå), êîòî-
ðûå ÿâëÿþòñÿ öåíòðàëüíûìè îòíîñèòåëüíî îòíîøåíèé ñõåìû CH(Gn) .

Â ýòèõ ìåòðèêàõ, â îòëè÷èå îò ìåòðèêè Õýììèíãà (â îäíîìåðíîì ñëó÷àå), ðàññòîÿíèÿ
ìåæäó ðàçëè÷íûìè ýëåìåíòàìè G , âîîáùå ãîâîðÿ, ðàçëè÷íû. Èçâåñòíàÿ ìåòðèêà Ëè (åå
îïðåäåëåíèå íèæå) ïîõîæà íà ðàññìàòðèâàåìûå ìåòðèêè λ â òîì ñëó÷àå, êîãäà G � àáå-
ëåâà ãðóïïà, íî ñîâïàäàåò ñ îäíîé èç íèõ òîëüêî äëÿ íåêîòîðûõ ãðóïï G . Ýòî â ÷àñòíîñòè
ïðîèñõîäèò òîì ñëó÷àå, êîãäà G � ãðóïïà âû÷åòîâ ïî mod 4 .

Îïðåäåëåíèå ìåòðèêè Ëè. Ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîæåñòâî X = {0, . . . , r− 1} êàê àääè-
òâíóþ öèêëè÷åñêóþ ãðóïïó, îáðàçîâàííóþ íåîòðèöàòåëüíûìè âû÷åòàìè ïî mod r . Ðàñ-
ñòîÿíèå Ëè l(a, b) ìåæäó ýëåìåíòàìè a, b ∈ X � ýòî íàèìåíüøèé ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå
÷èñëî ñðåäè âû÷åòîâ b − a ∈ X è a − b ∈ X , ò.å l(a, b) = min(b − a mod r, a − b mod r) .
Íàïðèìåð, åñëè r = 5 , òî l(0, 1) = 1 è l(4, 1) = 2 è ò.ä.

Óïðàæíåíèå. Äîêàçàòü, ÷òî l(a, b) � äåéñòâèòåëüíî ìåòðèêà.
Êàê ïðåäñòàâëÿåòñÿ àâòîðó, êîäû â ïðîñòðàíñòâå ñ ìåòðèêîé λ åñòåñòâåííî èñïîëüçî-

âàòü äëÿ èñïðàâëåíèÿ îøèáîê â äèñêðåòíîì q− è÷íîì êàíàëå ñâÿçè ñ øóìîì, â êîòîðîì
ðàçëè÷íû âåðîÿòíîñòè ïåðåõîäà îäíîãî ñèìâîëà â äðóãîé. Ïîäîáíûå êîäû ëó÷øå, ÷åì êîäû
â ìåòðèêå Õýììèíãà, ó÷èòûâàþò ñïåöèôèêó íåêîòîðûõ íåñèììåòðè÷åñêèõ êàíàëîâ ñâÿçè.
Ñîîáðàæåíèÿ íà ýòîò ñ÷åò èìåþòñÿ òàêæå â ðàçäåëå 6.1). Îãðàíè÷èìñÿ òîëüêî ýòèì îáùèì
çàìå÷àíèåì, èáî êàíàëû è ñâÿçàííûå ñ íèìè ìåòðèêè íå ÿâëÿþòñÿ òåìîé äëÿ èññëåäîâàíèé
íàñòîÿùåé ðàáîòû.

Îïðåäåëåíèå 10.4.1 (Äèñòàíàöèîííî-òðàíçèòèâíàÿ ìåòðèêà) Ìåòðèêà λ(g, g′), g, g′ ∈
G, íàçûâàåòñÿ äèñòàíàöèîííî-òðàíçèòèâíîé ñïðàâà íà ãðóïïå G , åñëè

λ(g, g′) = λ(gh, g′h) äëÿ âñåõ h ∈ G. (10.4.1)

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñõåìû CH(G) , öåíòðàëüíàÿ îòíîñèòåëüíî CH(G) ìåòðèêà
îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ äèñòàíàöèîííî-òðàíçèòèâíîé ñïðàâà ìåòðèêîé. Îñîáåííî ÿñíî ýòî
ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ âòîðîãî àáçàöà ýòîãî ðàçäåëà (ñì. íà÷àëî ðàçäåëà).

Îòìåòèì, ÷òî äëÿ äèñòàíàöèîííî-òðàíçèòèâíîé ñïðàâà ìåòðèêè ðàâåíñòâî λ(g, g′) =
λ̂(hg, hg′) , âîîáùå ãîâîðÿ, ìîæåò íå âûïîëíÿòüñÿ.

Îïðåäåëåíèå 10.4.2 (Äèñòàíàöèîííî-ðåãóëÿðíàÿ ìåòðèêà) Äèñòàíàöèîííî-òðàí-
çèòèâíàÿ ñïðàâà ìåòðèêà λ íàçûâàåòñÿ äèñòàíàöèîííî-ðåãóëÿðíîé, åñëè ÷èñëî Ng,g′(a, b)
ýëåìåíòîâ h ∈ G , äëÿ êîòîðûõ λ(g, h) = a, λ(h, g′) = b , îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âåëè÷èíîé
c = λ(g, g′) , ò.å. Ng,g′(a, b) = Nc(a, b) .
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Íàïðèìåð, îäíîìåðíàÿ ìåòðèêà Õýììèíãà, äëÿ êîòîðîé λ(g, g′) = 1 , åñëè g 6= g′ , è
λ(g, g) = 0 , ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, äèñòàíöèîííî-ðåãóëÿðíîé.

Îêðóæíîñòü G â åâêëèäîâîé ïëîñêîñòè ñ öåíòðîì â íà÷àëå êîîðäèíàò ìîæíî ðàñ-
ñìàòðèâàòü êàê áåñêîíå÷íóþ ãðóïïû, ó êîòîðîé ãðóïïîâîé îïåðàöèåé ÿâëÿåòñÿ ïîâîðîòû
îòíîñèòåëüíî åå öåíòðà. Ìû áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç λ(g, g′), g, g′ ∈ G, îáû÷íóþ åâêëè-
äîâîþ ìåòðèêó íà G . Êàê íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷èñëî Ng,g′(a, b) ýëåìåíòîâ h ∈ G , äëÿ
êîòîðûõ λ(g, h) = a, λ(h, g′) = b , îïðåäåëÿåòñÿ òîëüêî âåëè÷èíîé c = λ(g, g′) , ò.å. ìåòðè-
êà λ ÿâëÿåòñÿ äèñòàíàöèîííî-ðåãóëÿðíîé, õîòÿ â äàííîì ñëó÷àå ãðóïïà G íå ÿâëÿåòñÿ
êîíå÷íîé. Îòìåòèì, ÷òî ÷èñëî Ng,g′(a, b) ìîæåò ïðèíèìàòü îäíî èç òðåõ çíà÷åíèé: 0, 1, 2 .

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ñõåìû CH(G) , öåíòðàëüíàÿ îòíîñèòåëüíî CH(G) ìåòðèêà
îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è äèñòàíàöèîííî-òðàíçèòèâíîé ìåòðèêîé.

Äàëåå áóäåò ðàññìîòðåí îäèí åñòåñòâåííûé êëàññ äèñòàíöèîííî-ðåãóëÿðíûõ ìåòðèê íà
êîíå÷íîé ãðóïïû G , êîòîðûé âêëþ÷àåò â ñåáÿ ìåòðèêó Õýììèíãà êàê ÷àñòíûé ñëó÷àé.

10.4.1 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå íà ãðóïïå

Ïóñòü Γ = {Γ(g)|g ∈ G} � ëèíåéíîå ïðåäñòàâëåíèå êîíå÷íîé ãðóïïû G íà óíèòàðíîì
ïðîñòðàíñòâå Cf , H � ïîäãðóïïà ãðóïïû Aut(G) àâòîìîðôèçìîâ ãðóïïû G è a �
âåêòîð íà åäèíè÷íîé óíèòàðíîé ñôåðå U f−1 . Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈·, ·〉H,a íà ãðóïïå
G ìû îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ ðàâåíñòâà

〈g, g′〉H,a =: 〈g, g′〉 =:
1

|H|
∑
σ∈H

(aΓ(gσ), aΓ(g′σ)) =
1

|CH
j |

∑

h∈CH
j

(a, aΓ(h)), (10.4.2)

ãäå (·, ·) � îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå U f (ñì. (1.2.4)) è
CH

j � êëàññ ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ îòíîñèòåëüíî ïîäãðóïïû H , ê êîòîðîìó ïðèíàäëå-
æèò ýëåìåíò g′g−1 . Îòìåòèì, ÷òî ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî â (10.4.2) âûïîëíåíî ââèäó òîãî,
÷òî Γ(g) � óíèòàðíàÿ f × f ìàòðèöà è ïîýòîìó (aΓ(gσ), aΓ(g′σ)) = (a,aΓ(g′σ)Γ−1(gσ)) =
(a,aΓ((g′g−1)σ)) .

Î÷åâèäíî, 〈g, g〉H,a = 1 .

Çàìå÷àíèå 10.4.1 Ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈g, g′〉H,a ìîæíî òàêæå ðàññìàòðèâàòü
êàê îáû÷íîå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â óíèòàðíîì ïðîñòðàíñòâå Cf(t+1) âåêòîðà bg =

1√
t+1

(aΓ(gσ0), . . . , aΓ(gσt)) , ãäå {σ0, . . . , σt} = H, è âåêòîðà bg′ = 1√
t+1

(aΓ(g′ σ0), . . . ,

aΓ(g′ σt)) , êàæäûé èç êîòîðûõ èìååò äëèíó 1 .

Î÷åíü ïîó÷èòåëüíî ïðåäñòàâèòü â ÿâíîì âèäå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈g, g′〉H,a äëÿ
íåêîòîðûõ ãðóïï G è ïîäãðóïï H èõ ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ.

10.4.2 Ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà 10.1.1
Äëÿ àääèòèâíîé ãðóïïû G ïîëÿ Fp , ìû, êàê îáû÷íî, ñèìâîëîì Φd îáîçíà÷àåì ïîäãðóï-
ïó H ⊆ Aut(Fp) , ñîäåðæàùóþ d, d|p − 1, ýëåìåíòîâ. Ìû ðàññìàòðèâàåì îäíîìåðíîå
ïðåäñòàâëåíèå ‖ exp

(
2πiax

p

)
‖, a ∈ F∗p, ãðóïïû G . Â ýòîì ñëó÷àå ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå
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〈a, b〉Φd,a = 〈a, b〉Φd
, a, b ∈ Fp, , âî-ïåðâûõ, íå çàâèñèò îò îäíîìåðíîãî âåêòîðà a äëèíû 1

è, âî-âòîðûõ, çàïèñûâàåòñÿ â âèäå

〈a, b〉Φd
=

1

d

∑

x∈F∗p,d

exp

(
2πi(b− a)x

p

)
=

1

p− 1

∑

x∈F∗p
exp

(
2πi(a− b)x

p−1
d

p

)
. (10.4.3)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè d = p− 1 , òî

〈a, b〉Φp−1 =

{
1, åñëè a = b,
−1
p−1

, åñëè a 6= b
. (10.4.4)

Åñëè æå d = p−1
2

è b− a 6= 0 , òî

〈a, b〉Φ p−1
2

=
1

p− 1

∑

x∈F∗p
exp

(
2πi(b− a)x2

p

)
=

1

p− 1





(
b−a
p

)
(−1 + p

1
2 ), åñëè p = 4t + 1(

b−a
p

)
(−1 + ip

1
2 ), åñëè p = 4t− 1

,

(10.4.5)

ãäå i =
√−1.

Ñîîòíîøåíèå (10.4.5) âûòåêàåò èç õîðîøî èçâåñòíîãî ñîîòíîøåíèÿ (ñì., íàïðèìåð, [28]):

∑

x∈Fp

exp

(
2πix2

p

)
=

{√
p, åñëè p = 4t + 1

i
√

p, åñëè p = 4t− 1
(10.4.6)

Ëåâóþ ÷àñòü (10.4.6) íàçûâàþò ãàóññîâîé ñóììîé.

10.4.3 Ïðîäîëæåíèå ïðèìåðà 10.1.2
Ïóñòü H = Inn(G) � ãðóïïà âíóòðåííèõ àâòîìîðôèçìîâ è a ∈ U f−1 .

Ëåììà 10.4.1

〈g, g′〉H,a =
tr Γ(g′g−1)

f
. (10.4.7)

ãäå Γ(g) � ìàòðèöà, ïðåäñòàâëÿþùàÿ ýëåìåíò g ãðóïïû G .

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû âûòåêàåò èç ëåììû 10.3.2 è ñîîòíîøåíèÿ

〈g, g′〉H,a =
1

|G|
∑

h∈G

(aΓ(h)Γ(g)Γ(h−1),aΓ(h)Γ(g)Γ(h−1)) =

1

|G|(a,a(
∑

h∈G

Γ(h)Γ(g′g−1)))Γ(h−1))〉H,a =
1

f
tr Γ(g′g−1)(a, a) =

1

f
tr Γ(g′g−1).

(10.4.8)

¤
Êàê âèäíî èç (10.4.8), â ñëó÷àå H = Inn(G) ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå 〈g, g′〉H,a íå

çàâèñèò îò âûáîðà âåêòîðà a íà ñôåðå U f−1 è ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïðåäñòàâëåíèåì
Γ(G) ãðóïïû G .

Ñîîòíîøåíèå (10.4.8) èíûì ñïîñîáîì áûëî ïîëó÷åíî â ðàáîòå [19].
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10.4.4 Ìåòðèêè íà ãðóïïå G

Îïðåäåëèì ìåòðèêó λH,a(g
′, g) = íà ãðóïïå G ñ ïîìîùüþ ñêàëÿðíîãî ïðîèçâåäåíèÿ

(10.4.2). À èìåííî, ïîëîæèì

λH,a(g
′, g) =: {〈g′, g′〉H,a + 〈g, g〉H,a − 〈g′, g〉H,a − 〈g, g′〉H,a} 1

2 =
√

2− 2<〈g′, g〉H,a, (10.4.9)

ãäå < z � äåéñòâèòåëüíàÿ ÷àñòü ÷èñëà z .
Îòìåòèì, ÷òî îïðåäåëåíèå (10.4.9) ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì îïðåäåëåíèÿ ìåòðèêè λ′ íà óíè-

òàðíîé ñôåðå U s−1 â ïðîñòðàíñòâå Cs ìåæäó âåêòîðàìè x,y ∈ U s−1 , à èìåííî

λ′(x,y) =
√

(y − x, y − x) = ((x,x) + (y, y)− (x,y)− (y,x)) =
√

2− 2<(x, y). (10.4.10)

Òî, ÷òî λH,a ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç çàìå÷àíèÿ 10.4.1.
Çàìåòèì, ÷òî λH,a(g

′, g) = λH,a(g, g′) è λH,a(g, g) = 0 . Êðîìå òîãî, λH,a(g
′, g) =

λH,a(h
′, h) , åñëè ïàðû (g′, g), (h′, h) ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå îòíîøåíèþ ñõåìû

SH(G) , ò.å. ìåòðèêà λH,a ÿâëÿåòñÿ öåíòðàëüíîé ôóíêöèåé îòíîñèòåëüíî ñõåìû îòíîøå-
íèé SH(G) .

Î÷åâèäíî, èç îïðåäåëåíèÿ ìåòðèêè λH,a(g
′, g) ñëåäóåò, ÷òî

λH,a(g, g′) = λH,a(g
σ, g′σ), σ ∈ H. (10.4.11)

Ôóíêöèþ w(g) = λ(e, g) áóäåì íàçûâàòü âåñîì ýëåìåíòà g .

Ïðîäîëæåíèå ïðèìåðîâ 10.1.1 è 10.1.2
Êàê ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèé 10.4.4 è 10.4.5

λΦp−1(a, b) =

{
0, åñëè a = b,√

2p
p−1

, åñëè a 6= b
, (10.4.12)

åñëè H = Φp−1 . Â ýòîì ñëó÷àå ìåòðèêà λΦp−1 ïðîïîðöèîíàëüíà ìåòðèêå Õåììèíãà.
Åñëè H = Φ p−1

2
è p = 4t− 1 , òî

λΦ p−1
2

(a, b) =

√
2

p− 1
(p +

(
b− a

p

)
(1−√p)), b− a 6≡ 0 mod p. (10.4.13)

Åñëè æå p = 4t + 1 , òî âûðàæåíèå äëÿ λΦ p−1
2

(a, b) ïðèâîäèòü íå áóäåì. Îíî ïîõîæå íà
(10.4.13).

Âîïðîñ î òîì ÿâëÿåòñÿ ëè âñåãäà ìåòðèêà λH,a(g
′, g) äèñòàíàöèîííî-ðåãóëÿðíîé îñòà-

åòñÿ îòêðûòûì. Ñ îäíîé ñòîðîíû, èìåþòñÿ ìíîãî÷èñëåííûå ïðèìåðû, êîãäà ìåòðèêà
λH,a(g

′, g) � äèñòàíàöèîííî-ðåãóëÿðíà. Íåêîòîðûå èç íèõ áóäóò ïðèâåäåíû íèæå. Ñ äðó-
ãîé ñòîðîíû íå èçâåñòíî íè îäíîãî ïðèìåðà ãðóïï G è H , äëÿ êîòîðûõ ìåòðèêà λH,a(g

′, g)
íå áûëà áû äèñòàíàöèîííî-ðåãóëÿðíîé. Àâòîð ïðåäïîëàãàåò, ÷òî λH,a(g

′, g) � âñåãäà
äèñòàíàöèîííî-ðåãóëÿðíà, íî äîêàçàòü ýòî â îáùåì ñëó÷àå îí íå ìîæåò.
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Îïðåäåëåíèå 10.4.3 Ïóñòü λ(g′, g) � ïðîèçâîëüíàÿ ìåòðèêà íà ãðóïïå G , ïðèíè-
ìàþùàÿ çíà÷åíèÿ a0 = 0, a1, . . . , am . Ñõåìà îòíîøåíèé S = S(G, R0, . . . , Rm) (ñì.
îïðåäåëåíèå 10.0.1) íàçûâàåòñÿ ìåòðè÷åñêîé, åñëè (g′, g) ∈ Rj òîãäà è òîëüêî òîãäà,
λ(g′, g) = aj .

Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî òåðìèí "ìåòðè÷åñêàÿ ñõåìà", ââåäåííûé â êíèãå [7], íå ñîâïàäàåò
ñ íàøèì.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ñõåìà S ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêîé, òî îíà ÿâëÿåòñÿ îáÿçàòåëüíî ñèì-
ìåòðè÷åñêîé, ò.å. àññîöèàòèâíîé ñõåìîé, ó êîòîðîé âçàèìíîå îòíîøåíèå RT

j ñîâïàäàåò ñ
èñõîäíûì: RT

j = Rj . Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ìåòðèêà ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé ôóíê-
öèåé: λ(g′, g) = λ(g, g′) è ïîýòîìó ïàðû (g′, g) è (g, g′) äîëæíû ïðèíàäëåæàòü îäíîìó è
òîìó æå îòíîøåíèþ.

Íàïðèìåð, ñõåìà îòíîøåíèé Õåììèíãà Hn
q ïî åå îïðåäåëåíèþ ÿâëÿåòñÿ ìåòðè÷åñêîé

ïðè ëþáîì n . Ñõåìû SH((Fp, +)) ñ H = Φp−1 è H = Φ p−1
2

, êàê ñëåäóåò èç (10.4.12) è
(10.4.13), òàêæå ÿâëÿþòñÿ ìåòðè÷åñêèìè.

Òåîðåìà 10.4.1

i Ìåòðèêà λH,a(g
′, g) íà G ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíî-èíâàðèàíòíîé ñïðàâà.

ii Ìåòðèêà λH,a(g
′, g) ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííî-ðåãóëÿðíîé íà G , à ñõåìà SH(G) � ìåò-

ðè÷åñêîé, åñëè λH,a(g
′, g) 6= λH,a(h

′, h) â òîì ñëó÷àå, êîãäà (g′, g) è (h′, h) ïðèíàä-
ëåæàò ðàçíûì êëàññàì ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ.

Äîêàçàòåëüñòâî ï. i. Ðàíåå áûëî îòìå÷åíî, ÷òî ôóíêöèÿ λH,a(g
′, g) ÿâëÿåòñÿ ìåòðè-

êîé íà G .
Ìàòðèöà Γ(h), h ∈ G ÿâëÿåòñÿ óíèòàðíîé, ïîýòîìó (aΓ(g)Γ(h),aΓ(g′)Γ(h)) =

= (aΓ(g),aΓ(g′)) . Îòñþäà è èç îïðåäåëåíèÿ ìåòðèêè ñëåäóåò, ÷òî ìåòðèêà λH,a ÿâëÿåòñÿ
òðàíçèòèâíî èíâàðèàíòíîé ñïðàâà. Â ÷àñòíîñòè, λH,a(g, g′) = λH,a(e, g

′g−1) = w(g′g−1) .
Òàê êàê ìåòðèêà λH,a ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíî èíâàðèàíòíîé, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ï. ii.

ìîæíî ïîëîæèòü g′ = e , ò.å. ìîæíî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ïàðû e, g â êà÷åñòâå g′, g .
Äîêàçàòåëüñòâî ï. ii. Íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ÷èñëà c , äëÿ êîòî-

ðîãî ñóùåñòâóåò ïàðà (g, g′) òàêàÿ, ÷òî λH,a(g, g) = c , ÷èñëî N c
a,b ïàð (g, h) è (h, g′) , äëÿ

êîòîðûõ λH,a(g, h) = a è λH,a(g
′, h) = b , çàâèñèò òîëüêî îò ÷èñëà c .

Èç óñëîâèÿ òåîðåìû ñëåäóåò, ÷èñëà a, b, c îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿþò îòíîøåíèÿ Ri, Rj, Rk ,
ê êîòîðûì ïðèíàäëåæèò ïàðû (g, h), (g′, h) è (g, g′) , ñîîòâåòñòâåííî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî
N c

a,b = rk
i,j . Èç ýòîãî ðàâåíñòâà âûòåêàåò äîêàçàòåëüñòâî ï.ii. òåîðåìû. ¤

Åñëè ãðóïïà G � àáåëåâà èëè H � ãðóïïà, îáðàçîâàííàÿ âñåìè âíóòðåííèìè àâòî-
ìîðôèçìàìè íåêîììóòàòèâíîé ãðóïïû G , òî

λH,a(g, g′) = λH,a(g
−1, g′−1

). (10.4.14)

Óïðàæíåíèå.
Èç ëåììû 10.4.1 âûòåêàåò, ÷òî åñëè Γ � òî÷íîå íåïðèâîäèìîå ïðåäñòàâëåíèå ãðóïïû

G è H = Inn(G) , òî

λH,a(g
′, g) = λH,a(g

′, g) =

√
2− 2< tr g′g−1

f
, (10.4.15)
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ò.å. λH,a íå çàâèñèò îò âûáîðà âåêòîðà a íà óíèòàðíîé ñôåðå U f−1 .
Ïî ïîñòðîåíèþ âåñ w(g) ýëåìåíòà g ∈ G ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êëàññîâ ñîïðÿæåííûõ

ýëåìåíòîâ, ò.å. w(g) = w(g′) = wj , åñëè g, g′ ïðèíàäëåæàò îäíîìó è òîìó æå êëàññó
ñîïðÿæåííûõ ýëåìåíòîâ Cj .

10.4.5 Ìåòðèêà íà ãðóïïå Gn

Ìåòðèêó λH,a íà ãðóïïå Gn îïðåäåëèì ñ ïîìîùüþ ñîîòíîøåíèÿ

λH,a(g, g′) =

√√√√
n∑

j=1

λ2
H,a(gj, g′j), g = (g1, . . . , gn),g′ ∈ Gn. (10.4.16)

Çàìå÷àíèå 10.4.2 Ðàññòîÿíèå λH,a(g
′, g), g,g′ ∈ Gn, ðàâíî åâêëèäîâó ðàññòîÿíèå ìåæ-

äó òî÷êàìè bg = (bg1 , . . . , bgn) è bg′ , ãäå bgj
= 1√

t+1
(aΓ(gj

σ0), . . . , aΓ(gj
σt)),

{σ0, . . . , σt} = H, , ðàñïîëîæåííûìè íà ñôåðå U ftn−1 ðàäèóñà √n â óíèòàðíîì ïðîñòðàí-
ñòâå Cftn . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî λH,a äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ìåòðèêîé íà ãðóïïå
Gn .

Î÷åâèäíî, ìåòðèêà λH,a(g
′,g) èíâàðèàíòíà îòíîñèòåëüíî ïåðåñòàíîâêè êîîðäèíàò âåê-

òîðîâ (g′ è g) . Ïîýòîìó îíà ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèåé êëàññîâ îòíîøåíèé ñõåìû CH(Gn) , ò.å.
λH,a(g,g′) = λ̂c , äëÿ âñåõ (g,g′) ∈ Rc . Â ÷àñòíîñòè, äëÿ íåå âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

λH,a(g
′,g) =

√√√√
m∑

s=1

csλ2
s, c = (c0, . . . , cm), (10.4.17)

åñëè (g′, g) ∈ Rc (ñì. ðàçäåë 10.2). Ñîáñòâåííî ãîâîðÿ, ñõåìà îòíîøåíèé CH(Gn) áûëà
îïðåäåëåíà â ðàçäåëå 10.2 òàê, ÷òîáû ìåòðèêà λH,a ïðèíèìàëà ïîñòîÿííîå çíà÷åíèå íà åå
îòíîøåíèÿõ.

Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà ÿâëÿåòñÿ àíàëîãîì òåîðåìû 10.4.1.

Òåîðåìà 10.4.2 (Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå äèñòàíöèîííîé ðåãóëÿðíîñòè ìåòðèêè λH,a )
.

i Ìåòðèêà λH,a íà Gn ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíî-èíâàðèàíòíîé ñïðàâà.

ii Ìåòðèêà λH,a íà Gn ÿâëÿåòñÿ äèñòàíöèîííî-ðåãóëÿðíîé, åñëè îíà ïðèíèìàåò ðàç-
ëè÷íûå çíà÷åíèÿ íà ðàçíûõ êëàññàõ îòíîøåíèé Rc . Äðóãèìè ñëîâàìè, çíà÷åíèÿ
âåñîâ w1, . . . , wm ýëåìåíòîâ èç G , ïðèíàäëåæàùèõ êëàññàì ñîïðÿæåííûõ ýëåìåí-
òîâ C1, . . . , Cm , îáëàäàþò òåì ñâîéñòâîì, ÷òî åñëè (c1, . . . , cm) 6= (c′1, . . . , c

′
m) , òî

c1w1 + · · ·+ cmwk 6= c′1w1 + · · ·+ c′mwm .

Äîêàçàòåëüñòâî ï. i. òðèâèàëüíî.
Äîêàçàòåëüñòâî ï. ii. ñëåäóåò èç òåîðåìû 10.4.1. ¤
Èç òåîðåìû íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò, ÷òî ìåòðèêà Õåììèíãà ÿâëÿåòñÿ òðàíçèòèâíî-

èíâàðèàíòíîé.
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Èñïîëüçóÿ òåîðåìó 10.4.2 ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ìåòðèêà λH,a íà Fn
p , ãäå H = Φ p−1

2
è

p = 4t− 1 , èç ðàçäåëà 10.4.4 ÿâëÿåòñÿ äèñòàíàöèîííî-ðåãóëÿðíà. Óïðàæíåíèå.
Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî óñëîâèÿ òåîðåì 10.4.1 è 10.4.2, îáåñïå÷èâàþùèå äèñòàíàöèîííî-

ðåãóëÿðíîñòü ìåòðèê λH,a , ñêîðåå âñåãî, äàëåêè îò íåîáõîäèìûõ. Àâòîðó èçâåñòíû áî-
ëåå ñëîæíûå óñëîâèÿ äîñòàòî÷íîñòè, ïðè âûïîëíåíèè êîòîðûõ ìåòðèêà λH,a ÿâëÿåòñÿ
äèñòàíàöèîííî-ðåãóëÿðíîé.

10.4.6 Êðàòêèé îáçîð ðåçóëüòàòîâ ïî ñõåìàì îòíîøåíèé

Îïèøåì â íà÷àëå ðåçóëüòàòû ïî ñõåìàì îòíîøåíèé, ñâÿçàííûå ñ òåîðèåé êîäèðîâàíèÿ.
Ïóñòü S = S(X, R0, . . . , Rm) � ñõåìà îòíîøåíèé, Y ⊆ X � ïîäìíîæåñòâî X . Ïîëîæèì

αi = αi(Y ) = |Y × Y ∩Ri|, i = 0, . . . , m. (10.4.18)
Íàáîð öåëûõ ÷èñåë αS(Y ) = (α0, . . . , αm) íàçûâàåòñÿ âíóòðåííèì ðàñïðåäåëåíèåì îòíî-
øåíèé ñõåìû S â êîäå Y . Åñëè S = Hn

q � ñõåìà îòíîøåíèé Õåììèíãà, òî αS(Y ) �
îáû÷íîå ðàñïðåäåëåíèå ðàññòîÿíèé â êîäå Y (ñïåêòð êîäà Y ).

Ìû ðàññìàòðèâàåì îáû÷íûé ëèíåéíûé êîä Y = K äëèíû n íàä ïîëåì Fq è äâîé-
ñòâåííûé ê íåìó êîä K⊥ (ñì. îïðåäåëåíèå (1.1.4)). Â ýòîì ñëó÷àå ñïåêòðû ν(K) = αi(K)
è ν(K⊥) êîäîâ K è K⊥ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì ÌàêÂèëüÿìñ (ñì. òåîðåìó 9.0.8).

Ïîñìîòðèì íà ñîîòíîøåíèå ÌàêÂèëüÿìñ ñ íåñêîëüêî áîëåå îáùèõ ïîçèöèé. Âî-ïåðâûõ,
åñòåñòâåííî ñíà÷àëà îïðåäåëèòü ïðîñòðàíñòâî F̃n

q , äâîéñòâåííîå ê ïðîñòðàíñòâó Fn
q . Ñëå-

äóåò îòìåòèòü, ÷òî ïðîñòðàíñòâî F̃n
q ìîæíî îïðåäåëèòü íåñêîëüêèìè ðàçëè÷íûìè ñïî-

ñîáàìè. Ìû îñòàíîâèìñÿ íà ñëåäóþùåì îïðåäåëåíèè. Ïðîñòðàíñòâîì F̃n
q ÿâëÿåòñÿ ïðî-

ñòðàíñòâî íàä Fq , ïîðîæäåííîå âñåìè îòîáðàæåíèÿìè (íåêîòîðûìè ýíäîìîðôèçìàìè Fn
q

â Fq ) àääèòèâíîé ãðóïïû Fn
q â ãðóïïó Fp , êîòîðûå èìåþò âèä θa : x = (x1, . . . , xn) →

〈a,x〉, a = (a1, . . . , an),x ∈ Fn
q , ãäå 〈a,x〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïîëå Fq .

Î÷åâèäíî, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå è q = p ïðîñòðàíñòâî F̃n
q èçîìîðôíî ïðîñòðàí-

ñòâó âñåõ õàðàêòåðîâ àääèòèâíîé ãðóïïû Fn
p . Åñëè K � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàí-

ñòâà Fn
q , òî äâîéñòâåííûì êîäîì K⊥ ⊆ F̃n

q ÿâëÿåòñÿ êîä, ñîñòîÿùèé èç âñåõ ôóíêöèÿ
θa(x) ∈ F̃n

q , êîòîðûå îòîáðàæàþò ïðîñòðàíñòâî K â íóëü, ò.å. ôóíêöèé òîæäåñòâåííî
ðàâíûõ íóëþ íà K .

Ïðèìåðíî òó æå ñõåìó ðàññóæäåíèé ìû ðåàëèçóåì è ïðè îïðåäåëåíèè ïðîñòðàíñòâà
G̃n , äâîéñòâåííîãî ê ïðîñòðàíñòâó Gn â áîëåå îáùåì ñëó÷àå. Ïî îïðåäåëåíèþ, ïðîñòðàí-
ñòâî G̃n ñîñòîèò èç íåêîòîðûõ ôóíêöèé, îòîáðàæàþùèõ ãðóïïó Gn â ãðóïïó G . Ãðóïïî-
âîé îïåðàöèåé â G̃n ÿâëÿåòñÿ ïîòî÷å÷íîå óìíîæåíèå ôóíêöèé θ(x) ∈ G̃n . Òàêèì îáðàçîì,
θ(x) · θ′(x) ∈ G̃n , åñëè θ(x), θ′(x) ∈ G̃n .

Â ÷àñòíîñòè, â êà÷åñòâå ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ G̃n äëÿ íåêîòîðûõ ãðóïï G åñòå-
ñòâåííî âçÿòü ìíîæåñòâî âñåõ ýíäîìîðôèçìîâ ãðóïïû Gn â ãðóïïó G è çàìêíóòü åãî
ñ ïîìîùüþ ãðóïïîâîé îïåðàöèè â G̃n . Çàìåòèì, ÷òî ïîòî÷íîå óìíîæåíèå (èëè ïîòî÷å÷-
íîå ñëîæåíèå, åñëè ñëîæåíèå ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîâîé îïåðàöèåé â G ) äâóõ ôóíêöèé, êàæäàÿ
èç êîòîðûõ ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ýíäîìîðôèçì Gn → G , íå îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ýíäî-
ìîðôèçìîì. Ïîýòîìó â òîì ñëó÷àå, êîãäà G � íåêîììóòàòèâíàÿ ãðóïïà, Gn ñîñòîèò íå
òîëüêî èç ýíäîìîðôèçìîâ, íî è âêëþ÷àåò â ñåáÿ íåêîòîðûå äðóãèå ôóíêöèè. Âñå ýòî èìååò
ñâÿçè ñ îïðåäåëåíèåì äâîéñòâåííîñòè ñõåì îòíîøåíèé ïî Êðåéíó (ñì. [73] è äð.)
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Ãðóïïîâûì (â êîììóòàòèâíîì ñëó÷àå � ëèíåéíûì) êîäîì K â ïðîñòðàíñòâå Gn ìû
íàçîâåì ëþáóþ ïîäãðóïïó ãðóïïû Gn . Êîäîì K̃ , äâîéñòâåííûì ê êîäó K , ìû íàçîâåì
ïîäãðóïïó â äâîéñòâåííîì ïðîñòðàíñòâå G̃n , ñîñòîÿùóþ èç ôóíêöèé θ(x) ∈ G̃n òîæäå-
ñòâåííî ðàâíûõ åäèíèöå e ∈ G íà êîäå K .

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñõåìó îòíîøåíèé SH(Gn) , ãäå H � ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ ãðóï-
ïû Gn . Ãðóïïà H íåêîòîðûì åñòåñòâåííûì îáðàçîì, êîòîðûé â äàííîì ñëó÷àå ìû îïè-
ñûâàòü íå áóäåì, èíäóöèðóåò ãðóïïó àâòîìîðôèçìîâ H̃ íà äâîéñòâåííîé ãðóïïå G̃n . Â
ðåçóëüòàòå âîçíèêàåò ñõåìà îòíîøåíèé S eH(G̃n) , êîòîðóþ ìû íàçûâàåì ñõåìîé îòíîøåíèé,
äâîéñòâåííîé ê ñõåìå îòíîøåíèé SH(Gn) .

Îñíîâíîé ðåçóëüòàò. Åñëè ãðóïïà H àâòîìîðôèçìîâ ñõåìû SH(Gn) îáëàäàåò íåêîòî-
ðûìè äîïîëíèòåëüíûìè ñâîéñòâàìè, êîòîðûå â äàííîì ìåñòå ìû ïðèâîäèòü íå áóäåì, òî
âíóòðåííåå ðàñïðåäåëåíèå αS(K) îòíîøåíèé ñõåìû SH(Gn) â êîäå K ìîæíî âûðàçèòü
÷åðåç âíóòðåííåå ðàñïðåäåëåíèå îòíîøåíèé ñõåìû α eS(K̃) â äâîéñòâåííîì êîäå K̃ . Â ÷àñò-
íîñòè, êàæäóþ êîîðäèíàòó âåêòîðà αS(K) ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê ÿâíóþ ôóíêöèþ îò
êîîðäèíàò âåêòîðà α eS(K̃) , íàïîäîáèå òîãî êàê ýòî ñäåëàíî â ñîîòíîøåíèè (9.1.11).

Íàèáîëåå øèðîêî ñõåìû îòíîøåíèé ïðèìåíÿþòñÿ â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ äëÿ âûâîäà
âåðõíèõ îöåíîê ÷èñëà ýëåìåíòîâ êîäà. Ýòî âàæíîå íàïðàâëåíèå ïîäðîáíî ðàññìîòðåíî
â óæå óïîìÿíóòîé ðàáîòå [73] Äåëüñàðòà è â åãî áîëåå ðàííåé ðàáîòå [72]. Íà ýòîì ìû
îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.

Ìíîãî èíòåðåñíîé èíôîðìàöèè î ñõåìàõ îòíîøåíèé ñîäåðæèò êíèãà [10].
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Ãëàâà 11

Êâàíòîâûå êîäû

Ïî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì â ëþáîì êâàíòîâîì âû÷èñëèòåëå ïî çàêîíàì êâàíòî-
âîé ìåõàíèêè äîëæíû ïîñòîÿííî ïðîèñõîäèòü ñïåöèôè÷åñêèå îøèáêè: îòäåëüíûå q− áèòû
ñïîíòàííî ìåíÿþò ñâîå ñîñòîÿíèå íà ñëó÷àéíîå. Ýòè îøèáêè íè÷åãî îáùåãî íå èìåþò ñ
îøèáêàìè â êàíàëå ñâÿçè.

Ðàáîòà êâàíòîâîãî âû÷èñëèòåëÿ íåâîçìîæíà áåç êîððåêöèè ýòèõ îøèáîê. Òàêèì îáðà-
çîì, îñíîâíîå ïðåäíàçíà÷åíèå êâàíòîâûõ êîäîâ � êîððåêöèÿ îøèáîê â êâàíòîâîì âû÷èñ-
ëèòåëå.

Ñòðîèòü êâàíòîâûå êîäû, êîððåêòèðóþùèå îøèáêè, ìîæíî òîëüêî â ðàìêàõ îïðåäåëåí-
íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëè êâàíòîâûõ âû÷èñëåíèé. Òàêèõ ìîäåëåé â íàñòîÿùèé ìîìåíò
íåñêîëüêî. Òîò îáúåêò, êîòîðûé ìû áóäåì èçó÷àòü ïîä íàçâàíèåì êâàíòîâûé êîä, ÿâëÿåòñÿ
äîñòàòî÷íî äàâíî ñëîæèâøèìñÿ ïîíÿòèåì. Âìåñòå ñ òåì "åãî ïðàâî íà ñóùåñòâîâàíèå"íå
ÿâëÿåòñÿ îêîí÷àòåëüíûì. Â êîíå÷íîì èòîãå "ïðàâèëüíàÿ"ìîäåëü êâàíòîâîãî êîäà áóäåò
îïðåäåëåíî äàëüíåéøèì ðàçâèòèåì ôèçèêè.

Êâàíòîâûå êîäû ÿâëÿþòñÿ î÷åíü ìîëîäûì íàïðàâëåíèåì òåîðèè êîäèðîâàíèÿ. Òåîðèÿ
ðàçâèâàåòñÿ ïî òîìó æå íàïðàâëåíèþ, ÷òî è òåîðèÿ êëàññè÷åñêèõ êîäîâ: îöåíêè ìîùíîñòè
êîäà, ìåòîäû èõ ïîñòðîåíèÿ, ñîîòíîøåíèÿ Ìàê-Âèëüÿìñ è ò. ï. Â ðåøåíèè ýòèõ çàäà÷
ïîëó÷åíû ìíîãî èíòåðåñíûõ ðåçóëüòàòîâ. Â íàñòîÿùåé ãëàâå ïðèâåäåíû òîëüêî ïåðâûå
íà÷àëüíûå ðåçóëüòàòû ýòîãî íàïðàâëåíèÿ òåîðèè êîäèðîâàíèÿ.

Îñíîâîïîëàãàþùåé ÿâëÿþòñÿ ðàáîòû [81, 80, 46], â êîòîðûõ ïðåäëîæåíà êîíñòðóêöèÿ
äëÿ ïîñòðîåíèÿ îäíîãî êëàññà êâàíòîâûõ êîäîâ (CSS-êîäû). Â íàøåé èíòåðïðåòàöèè, êî-
òîðàÿ íåñêîëüêî îòëè÷íà îò ïîäõîäà â [47], CSS-êîäû îïðåäåëÿþòñÿ àáåëåâûìè ïîäãðóï-
ïàìè HL (CSS-ïîäãðóïïàìè) ýêñòðàñïåöèàëüíîé 2− ãðóïïû E⊗n ïîðÿäêà 22m+1 , ó êî-
òîðûõ ïîäïðîñòðàíñòâî L ïðîñòðàíñòâà Fn

2 ÿâëÿåòñÿ ñàìîîðòîãîíàëüíûì. Ñ ïîìîùüþ
CSS-ïîäãðóïï â [81, 80, 46, 47] ñòðîÿòñÿ CSS-êîäû. Äëÿ CSS-êîäîâ äîñòàòî÷íî ïðîñòî
ñôîðìóëèðîâàòü íà ïðèâû÷íîì ÿçûêå êëàññè÷åñêîé òåîðèè êîäèðîâàíèÿ íåîáõîäèìûå è
äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ òîãî, ÷òîáû CSS-êîä èìåë êîäîâîå ðàññòîÿíèå ≥ d . Â èíòåðåñíîé
ðàáîòå [47] ïðåäëîæåíû íåêîòîðûå êîíñòðóêöèè, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè êîäîâ íàä
Z/4Z , äëÿ ïîñòðîåíèÿ CSS-êîäîâ. Íåêîòîðûå ïîñëåäóþùèå ðàáîòû òàêæå ðàçâèâàþò ýòî
íàïðàâëåíèå èññëåäîâàíèé.

Â ýòîé ãëàâå ðàññìàòðèâàþòñÿ áîëåå øèðîêèé, ÷åì óïîìÿíóòûé âûøå, êëàññ êâàíòî-
âûõ êîäîâ, êîòîðûé òàêæå, êàê â óêàçàííûõ ðàáîòàõ, ñâÿçàí ñ ýêñòðàñïåöèàëüíîé ãðóïïîé.
Ýòè êîäû QL(Γ) îïðåäåëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè âåêòîðîâ Γ ⊂ {(L⊥)c × Lc} , ãäå L � ïðî-
èçâîëüíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Fn

2 è Lc � ïîäïðîñòðàíñòâî äîïîëíèòåëüíîå
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ê L , ò.å. äëÿ íåãî ñïðàâåäëèâî Fn
2 = L ⊕ Lc . Äëÿ êîäîâ ýòîãî êëàññà áàçèñíûìè âåêòî-

ðàìè ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû èç ìíîæåñòâà {eα,β
L ; α, β ∈ Γ} , ãäå eα,β

L � ñîáñòâåííûé âåêòîð
(áàçèñíûé âåêòîð îäíîìåðíîãî èíâàðèàíòíîãî ïîäïðîñòðàíñòâà) ìàêñèìàëüíîé àáåëåâîé
ìàòðè÷íîé ïîäãðóïïû HL ýêñòðàñïåöèàëüíîé ãðóïïû E⊗n . Çàìåòèì, ÷òî HL ÿâëÿåòñÿ
CSS-ïîäãðóïïîé òîëüêî, åñëè L⊥ ⊂ L , è, êðîìå òîãî, â êà÷åñòâå áàçèñíûõ âåêòîðîâ CSS-
êîäà áåðóòñÿ òîëüêî ñîáñòâåííûå âåêòîðû âèäà eα,0

L .
Â ãëàâå äëÿ êâàíòîâîãî êîäà QL(Γ) óêàçàíû íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ,

îáåñïå÷èâàþùèå åìó êîäîâîå ðàññòîÿíèå ≥ (òåîðåìà 11.0.3). CSS-êîäû ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûì
êëàññîì íàøèõ êîäîâ (ñì. ñëåäñòâèÿ 11.0.1, 11.0.2).

Â � 5 ïîñòðîåíî íåêîòîðîå ìíîæåñòâî ðàçëè÷íûõ êâàíòîâûõ êîäîâ Õýììèíãà äëèíû
n = 2m (êîäû íà n q− áèòàõ) è ðàçìåðíîñòè K = 2n−m−2 , èñïðàâëÿþùèå îäíó îøèáêó.
Ðàçìåðíîñòü ýòèõ êîäîâ îòëè÷àåòñÿ îò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíîé íå áîëåå, ÷åì â 4

3
ðàç. Ýòè

êîäû íå ÿâëÿþòñÿ CSS-êîäàìè. Ìîòèâàöèÿ, ïî êîòîðîé ýòè êîäû íàçâàíû êîäàìè Õýììèí-
ãà, ñîñòîèò â òîì, ÷òî, âî-ïåðâûõ, èõ ïàðàìåòðû (äëèíà è ÷èñëî èñïðàâëÿåìûõ îøèáîê)
î÷åíü ïîõîæè íà ïàðàìåòðû îáû÷íîãî äâîè÷íîãî êîäà Õýììèíãà. Âî-âòîðûõ, ïðè èõ ïî-
ñòðîåíèè, ïî ñóùåñòâó, èñïîëüçóåòñÿ îáû÷íûé êîä Õýììèíãà, ðàñøèðåííûé ïðîâåðêîé íà
÷åòíîñòü.

Îòìåòèì, ÷òî â ðàáîòå [62] ïîñòðîåí êâàíòîâûé êîä äëèíû n = 8 è ðàçìåðíîñòè
K = 23 = 28−3−2 , èñïðàâëÿþùèé îäíó îøèáêó. Òàì æå âûñêàçàíû ñîîáðàæåíèÿ î âîç-
ìîæíîñòè ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâîãî êîäà, èñïðàâëÿþùåãî îäíó îøèáêó, ñ ïàðàìåòðàìè òà-
êèìè æå, êàê ó êîäà Õýììèíãà íàñòîÿùåé ñòàòüè. Ýòè êîäû, òàêæå íàçâàíûå "êâàíòîâûìè
êîäàìè Õýììèíãà", íå ÿâëÿþòñÿ êîäàìè, ïîñòðîåííûìè â íàñòîÿùåé ñòàòüè. Íà âçãëÿä àâ-
òîðà, êðîìå óêàçàííûõ ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû [62] â íåé, ïî-âèäèìîìó, âïåðâûå ïðåäëîæåíî
èñïîëüçîâàòü àáåëåâû ïîäãðóïïû ýêñòðàñïåöèàëüíîé ãðóïïû äëÿ ïîñòðîåíèÿ êâàíòîâûõ
êîäîâ. Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ìàòåìàòè÷åñêèé àïïàðàò è ìåòîäû ïîñòðîåíèÿ êîäîâ ðàáîòû
[62] è íàñòîÿùåé ñòàòüè ñóùåñòâåííî ðàçëè÷àþòñÿ.

11.0.7 Îïðåäåëåíèÿ
Îïðåäåëåíèå 11.0.4 Êâàíòîâûì êîäîì C ðàçìåðíîñòè K íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå
K−ìåðíîå ïîäïðîñòðàíñòâî 2n−ìåðíîãî óíèòàðíîãî ïðîñòðàíñòâà V = C2n . Â ýòîì
ñëó÷àå ãîâîðÿò, ÷òî êîä ïîñòðîåí íà n q− áèòàõ. ×èñëî n òàêæå íàçûâàþò äëèíîé
êîäà.

Êîîðäèíàòû ïðîñòðàíñòâà V áóäåì èíäåêñèðîâàòü ýëåìåíòàìè äâîè÷íîãî n−ìåðíîãî
ïðîñòðàíñòâà Fn

2 . Îáîçíà÷èì ÷åðåç {eα|α ∈ F n
2} ñòàíäàðòíûé îðòîãîíàëüíûé áàçèñ ïðî-

ñòðàíñòâà V , ò.å. eα = (0, . . . 0, 1, 0, . . . , 0) , ãäå 1 íàõîäèòñÿ íà ìåñòå, èíäåêñèðîâàííîì
ýëåìåíòîì α .

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ìàòðèö

{
I2 = ±

(
1 0
0 1

)
, σx = ±

(
0 1
1 0

)
, σy = ±

(
0 −i
i 0

)
, σz = ±

(
1 0
0 −1

)}
.

(11.0.1)
Ýòè ìàòðèöû íàçûâàþòñÿ ìàòðèöàìè Ïàóëè.
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Çíà÷êîì ⊗ áóäåì îáîçíà÷àòü òåíçîðíîå ïðîèçâåäåíèå ìàòðèö. Íàïðèìåð, ïðîèçâåäå-
íèåì äâóõ 2× 2−ìàòðèö ÿâëÿåòñÿ 4× 4−ìàòðèöåé

(
a b
c d

)
⊗

(
a′ b′

c′ d′

)
=




a

(
a′ b′

c′ d′

)
b

(
a′ b′

c′ d′

)

c

(
a′ b′

c′ d′

)
d

(
a′ b′

c′ d′

)


 . (11.0.2)

Â îáùåì ñëó÷àå òåíçîðíûì ïðîçâåäåíèåì n×m−ìàòðèöû è n′ ×m′−ìàòðèöû ÿâëÿåòñÿ
nn′ × mm′−ìàòðèöà. Â ÷àñòíîñòè, òåíçîðíûì ïðîèçâåäåíèåì äâóõ âåêòîðîâ äëèíû n è
n′ ÿâëÿåòñÿ âåêòîð äëèíû nn′ .

Ïî îïðåäåëåíèþ, îøèáêîé èëè èíà÷å îïåðàòîðîì îøèáêè íàçûâàåòñÿ îïåðàòîð âèäà

U = σ1 ⊗ σ2 ⊗ · · · ⊗ σn, (11.0.3)

äåéñòâóþùèé íà ïðîñòðàíñòâå V , ãäå êàæäàÿ (2 × 2)−ìàòðèöà σi ÿâëÿåòñÿ îäíîé èç
ìàòðèö Ïàóëè.

Îïåðàòîð U áóäåì íàçûâàòü îïåðàòîðîì, ïîðîæäåííûì íå áîëåå ÷åì d− 1 îøèáêàìè
(îáîçíà÷åíèå Ud−1 ), åñëè â ïðîèçâåäåíèè (11.0.3) íå áîëåå, ÷åì d−1 ñîìíîæèòåëåé (÷àñòî
íàçûâàåìûõ q− áèòàìè) ïðèíèìàþò çíà÷åíèå èç ìíîæåñòâà {±σx,±σy,±σz, } .

Ìû áóäåì èçðåäêà èñïîëüçîâàòü ôèçè÷åñêèìè îáîçíà÷åíèÿìè. Â ÷àñòíîñòè, ÷åðåç
〈v|U |w〉, w,v ∈ V, îáîçíà÷àåòñÿ áèëèíåéíàÿ ôîðìà vUwT .

Èçâåñòíî íåñêîëüêî ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ êâàíòîâîãî êîäà.

Îïðåäåëåíèå 11.0.5 Êîä C èìååò êîäîâîå ðàññòîÿíèå ïî ìåíüøåé ìåðå d , åñëè è
òîëüêî åñëè

〈v|Ud−1|w〉 = 0 (11.0.4)
äëÿ âñåõ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ v è w èç C è âñåõ îïåðàòîðîâ Ud−1 , ïîðîæäåííûõ
îøèáêàìè íå áîëåå ÷åì â d− 1 q -áèòàõ.

Òàêèì îáðàçîì, ëþáûå äâà îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðà êîäà C ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d

îñòàþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè è ïîñëå òîãî, êàê îäèí èç íèõ èñêàçèòñÿ íå áîëåå, ÷åì â d − 1
q− áèòàõ.

Îïðåäåëåíèå 11.0.6 Êîä C èìååò êîäîâîå ðàññòîÿíèå, ïî ìåíüøåé ìåðå d , åñëè è
òîëüêî åñëè

〈v|Ud−1|v〉 = 〈w|Ud−1|w〉 (11.0.5)
äëÿ âñåõ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ v è w åäèíè÷íîé äëèíû èç C , ãäå Ud−1 � ïðîèçâîëü-
íûé îïåðàòîð, ïîðîæäåííûé îøèáêàìè íå áîëåå ÷åì â d− 1 q− áèòàõ.

Ðàâåíñòâî (11.0.5), î÷åâèäíî, âûïîëíåíî äëÿ âñåõ íå îáÿçàòåëüíî îðòîãîíàëüíûõ âåêòî-
ðîâ îäèíàêîâîé äëèíû, åñëè îíî âûïîëíåíî äëÿ âñåõ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðîâ åäèíè÷íîé
äëèíû.

Êàê ëåãêî âèäåòü, ÷òî åñëè âûïîëíåíî ñâîéñòâî (11.0.4), òî âûïîëíåíî è ñâîéñòâî
(11.0.5). Äåéñòâèòåëüíî, åñëè v è w � äâà ðàçëè÷íûõ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðà åäèíè÷íîé
äëèíû, òî v−w è v+w òàêæå äâà îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðà. Ïîýòîìó èç (11.0.4) âûòåêàåò
ñîîòíîøåíèå

0 = 〈(v −w)|Ud−1|(v + w)〉 = 〈v|Ud−1|v〉 − 〈w|Ud−1|w〉), (11.0.6)
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êîòîðîå ýêâèâàëåíòíî (11.0.5).
Îáðàòíî, åñëè êàê è ïðåæäå v è w � äâà ðàçëè÷íûõ îðòîãîíàëüíûõ âåêòîðà åäèíè÷-

íîé äëèíû, è âûïîëíåíî (11.0.5), òî âåêòîðû v + w, v − w, v − iw èìåþò îäèíàêîâóþ
äëèíó. Ïîýòîìó

0 = 〈(v + w)|Ud−1|(v + w)〉− 〈(v−w)|Ud−1|(v−w)〉 = 2(〈v|Ud−1|w〉+ 〈w|Ud−1|v〉) (11.0.7)

è
0 = 〈(v + w)|Ud−1|(v + w)〉 − 〈(v − iw)|Ud−1|(v − iw)〉 =

(1 + i)〈v|Ud−1|w〉+ (1− i)〈w|Ud−1|v〉. (11.0.8)
Èç ýòèõ ñîîòíîøåíèé âûòåêàåò (1.1.1).

Äàëåå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ òîëüêî îïðåäåëåíèåì 1.

11.0.8 Î íåêîòîðûõ êîíå÷íûõ ãðóïïàõ ïîðÿäêà 8

Íàì óäîáíî âìåñòî ìàòðèö Ïàóëè ðàññìîòðåòü äðóãèå ìàòðèöû, îòëè÷àþùèåñÿ îò íèõ
óìíîæåíèåì íà ïîäõîäÿùóþ ñêàëÿðíóþ ìàòðèöó. À èìåííî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü ìàò-
ðèöû

λ(0) =

(
1 0
0 1

)
= I2, λ(1) =

(
i 0
0 −i

)
= iσz,

λ(2) =

(
0 1
−1 0

)
= iσy, λ(3) =

(
0 i
i 0

)
= iσx, (11.0.9)

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî ìíîæåñòâî Q (2× 2)−ìàòðèö

Q = {±λ(0), ±λ(1), ±λ(2), ±λ(3)} (11.0.10)

ÿâëÿåòñÿ ãðóïïîé ïîðÿäêà 8 . Ýòà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ òî÷íûì ïðåäñòàâëåíèåì ãðóïïû êâà-
òåðíèîíîâ (ñì. [15]) è åå áóäåì íàçûâàòü ìàòðè÷íîé ãðóïïîé êâàòåðíèîíîâ. Ìàòðèöû èç
(11.0.9) ñîîòâåòñòâóþò êâàòåðíèîíàì 1, i, j, k .

Äëÿ äàëüíåéøåãî ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ãðóïïà êâàòåðíèîíîâ èìååò ïÿòü ðàçëè÷íûõ
íåýêâèâàëåíòíûõ ïðåäñòàâëåíèé, ÷åòûðå èç êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ îäíîìåðíûìè è îäíî �
äâóìåðíûì. Ìàòðèöû ïîñëåäíåãî êàê ðàç è îáðàçóþò ìíîæåñòâî Q . Ñðåäè îäíîìåðíûõ
ìû âûäåëèì îäíî ïðåäñòàâëåíèå ψ , êîòîðîå îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèÿìè

ψ(±λ(0)) = ψ(±λ(2)) = 1, ψ(±λ(1)) = ψ(±λ(3)) = −1. (11.0.11)

Ðàññìîòðèì ìíîæåñòâî ìàòðèö ñ äåéñòâèòåëüíûìè êîýôôèöèåíòàìè

τ (0) =

(
1 0
0 1

)
= I2, τ (1) =

(
1 0
0 −1

)
,

τ (2) =

(
0 1
−1 0

)
, τ (3) =

(
0 1
1 0

)
, (11.0.12)

Î÷åâèäíî, ìàòðèöû λ(j) ìîæíî çàïèñàòü â âèäå
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λ(j) = Jω(λ(j))τ (j), (11.0.13)

ãäå J =

(
i 0
0 i

)
� ñêàëÿðíàÿ ìàòðèöà, è

ω(λ(j)) =
1− ψ(λ(j))

2
=





0 , åñëè λ(j) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ñ
äåéñòâèòåëüíûìè ýëåìåíòàìè,

1 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå .

Ìíîæåñòâî ìàòðèö

E = {±τ (0), ±τ (1), ±τ (2), ±τ (3)} (11.0.14)

ÿâëÿåòñÿ êîíå÷íîé ãðóïïîé ïîðÿäêà 8 , êîòîðàÿ íîñèò íàçâàíèå ýêñòðàñïåöèàëüíîé 2− ãðó-
ïïû èëè äèýäðàëüíîé ãðóïïû (âåðíåå, åå äâóìåðíûì ïðåäñòàâëåíèåì). Äàëåå áóäåì îòîæ-
äåñòâëÿòü ýêñòðàñïåöèàëüíóþ ãðóïïó è åå ìàòðè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå E . Â ýòîì ñëó÷àå,
äëÿ òîãî ÷òîáû îòëè÷èòü ýòî ïîíÿòèå îò ïîíÿòèÿ "àáñòðàêòíàÿ ãðóïïà", áóäåì èíîãäà
ãîâîðèòü î ìàòðè÷íîé ãðóïïå E .

11.0.9 Îïåðàòîðû

Åñëè ñîîòíîøåíèå (11.0.4) âûïîëíåíî äëÿ êàêîãî-ëèáî îïåðàòîðà Ud−1 , òî îíî âûïîë-
íåíî è äëÿ îïåðàòîðà D · Ud−1, ãäå D = diag(d, . . . , d) ∈ U2n

, d ∈ C, |d| = 1 , � ñêàëÿðíàÿ
ìàòðèöà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè 〈v|Ud−1|w〉 = 0 , òî 〈v|D · Ud−1|w〉 = d〈v|Ud−1|w〉 = 0 , è
íàîáîðîò.

Ïîýòîìó áåç ïîòåðè îáùíîñòè â êà÷åñòâå îïåðàòîðîâ îøèáîê ìû âìåñòî îïåðàòîðîâ U

(ñì. (11.0.3)) áóäåì ðàññìàòðèâàòü îïåðàòîðû S âèäà

S = τ1 ⊗ τ2 ⊗ · · · ⊗ τn, (11.0.15)

ãäå τi ∈ E .
Îòìåòèì, ÷òî ââèäó ñîîòíîøåíèÿ (11.0.13) â (11.0.15) ìàòðèöû τ ìîæíî çàìåíèòü

ìàòðèöàìè λ è ñòðîèòü òåîðèþ êâàíòîâûõ êîäîâ íà áàçå ìàòðè÷íîé ãðóïïû êâàòåðíèîíîâ
Q . Ýòîãî ìû äåëàòü íå áóäåì.

Ìàòðè÷íóþ ãðóïïó E⊗n îïðåäåëèì ñîîòíîøåíèåì E⊗n = E ⊗ · · · ⊗ E (n ðàç). Åå
ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ (2n × 2n) -ìàòðèöû S , îïðåäåëåííûå ñîîòíîøåíèåì (11.0.15). Ýòà
ãðóïïà òàêæå íîñèò íàçâàíèå ýêñòðàñïåöèàëüíîé 2 -ãðóïïû.

Êàê èçâåñòíî, è ýòî ëåãêî ïðîâåðèòü íåïîñðåäñòâåííî, ÷òî äëÿ ëþáûõ ìàòðèö S è S ′

âèäà (1.2.12) âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå

(τ1 ⊗ τ2 ⊗ · · · ⊗ τn)·(τ ′1 ⊗ τ ′2 ⊗ · · · ⊗ τ ′n) = τ1τ
′
1 ⊗ τ2τ

′
2 ⊗ · · · ⊗ τnτ ′n, (11.0.16)

ò.å. ìíîæåñòâî E⊗n äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ ìàòðè÷íîé ãðóïïîé.

Ëåììà 11.0.2 (ìàòåìàòè÷åñêèé ôîëüêëîð) Ãðóïïà E⊗n èìååò ïîðÿäîê 22n+1 è èçî-
ìîðôíà ôàêòîðãðóïïå G = E × · · · × E/H , ãäå H = {ε1I2 × · · · × εnI2| ε1 · · · ε1 = 1}, ε1 ∈
{1,−1}, � ãðóïïà ïîðÿäêà 2n−1 , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ öåíòðîì ãðóïïû E⊗n .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî

τ1 ⊗ τ2 ⊗ · · · ⊗ τn = ε1τ1 ⊗ ε2τ2 ⊗ · · · ⊗ εnτn, åñëè ε1 · · · ε1 = 1. (11.0.17)
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè

τ1 ⊗ τ2 ⊗ · · · ⊗ τn = τ ′1 ⊗ τ ′2 ⊗ · · · ⊗ τ ′n, (11.0.18)

òî τj = ±τ ′j . Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ëåãêî äîêàçàòü èíäóêöèåé ïî n . Îòñþäà ñëåäóåò óòâåð-
æäåíèå ëåììû. ¤

×åðåç wt(S) áóäåì îáîçíà÷àòü âåñ îïåðàòîðà S ∈ E⊗n , ò.å. ÷èñëî íå ñêàëÿðíûõ (îòëè÷-
íûõ îò ±τ (0) ) ñîìíîæèòåëåé τj â ðàâåíñòâå (11.0.15). Âåëè÷èíà wt(S) ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì
îøèáîê, ïîðîæäàåìûõ îïåðàòîðîì S . Êàê ñëåäóåò èç äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 11.0.2, ôóíê-
öèÿ wt(S) îïðåäåëåíà êîððåêòíî, ò.å.

wt(τ1 ⊗ τ2 ⊗ · · · ⊗ τn) = wt(τ ′1 ⊗ τ ′2 ⊗ · · · ⊗ τ ′n), (11.0.19)
åñëè τ1 ⊗ τ2 ⊗ · · · ⊗ τn = τ ′1 ⊗ τ ′2 ⊗ · · · ⊗ τ ′n .

Ïóñòü Fn
2 = {x1, . . . , x2n} � ïåðå÷åíü â êàêîì-ëèáî ïîðÿäêå âñåõ âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà

Fn
2 . Ðàññìîòðèì äâà âèäà ìàòðèö T (α) è S(β) , α, β ∈ Fn

2 , êîòîðûå îïðåäåëåíû ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ìàòðèöà T (α) èìååò âèä

T (α) = diag
(
(−1)(α,x1), . . . , (−1)(α,x2n)

)
, (11.0.20)

à ìàòðèöà S(β) = (sγ,δ) ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ïîäñòàíîâî÷íóþ (2n × 2n) -ìàòðèöó, êîòîðàÿ
ñîîòâåòñòâóåò ñäâèãó x → x + β â ïðîñòðàíñòâå Fn

2 íà ýëåìåíò β , ò.å. sγ,δ = 1 , åñëè
γ = δ + β , è sγ,δ = 0 â ïðîòèâíîì ñëó÷àå.

Ìàòðèöû T (α) , S(β) (ïðè ñîîòâåòñòâóþùåé íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ Fn
2 ) ïðèíàäëåæàò

ãðóïïå E⊗n . Ïðîâåðèòü ýòî ïðîùå âñåãî, åñëè çàìåòèòü, ÷òî

T (α) =
(
τ (1)

)α1 ⊗ (
τ (1)

)α2 ⊗ · · · ⊗ (
τ (1)

)αn (11.0.21)

è
S(β) =

(
τ (3)

)β1 ⊗ (
τ (3)

)β2 ⊗ · · · ⊗ (
τ (3)

)βn (11.0.22)
Êðîìå òîãî, ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî

T (α)S(β) = (−1)(α,β)S(β)T (α), (11.0.23)

ãäå (α, β) � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå âåêòîðîâ α è β â ïîëå Fn
2 .

Ëåãêî òàêæå âèäåòü, ÷òî E⊗n ÿâëÿåòñÿ íåêîììóòàòèâíîé ìàòðè÷íîé ãðóïïîé, ïîðîæ-
äåííîé ìàòðèöàìè T (α) è S(β) ñ çàêîíîì óìíîæåíèÿ (11.0.23), ò.å. E⊗n = 〈T (α), S(β)|α, β ∈
Fn

2 〉 .
Åñëè S = ±T (α) · S(β) , òî, êàê íåòðóäíî ïðîâåðèòü, wt(S) = wt(α ∨ β) , ãäå wt(γ) �

âåñ Õåììèíãà âåêòîðà γ , è α ∨ β = (α1 ∨ β1, . . . , αn ∨ βn) .
Ðàññìîòðèì äåéñòâèå îïåðàòîðà S = T (α)S(β) íà 2n−ìåðíîì ïðîñòðàíñòâå V . Ïóñòü

eγ = (0, . . . , 0, 1, 0, . . . , 0), γ ∈ Fn
2 , (åäèíè÷íàÿ êîîðäèíàòà èìååò èíäåêñ γ ) � áàçèñíûé

âåêòîð ïðîñòðàíñòâà V . Íåòðóäíî óáåäèòñÿ, ÷òî

eγS = eγT
(α)S(β) = (−1)(γ,α)eγ+β. (11.0.24)
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11.0.10 Êâàíòîâûå êîäû, îáðàçîâàííûå ñîáñòâåííûìè âåêòîðàìè
êîììóòàòèâíîé ïîäãðóïïû HL ãðóïïû E⊗n

Ðàññìîòðèì êîììóòàòèâíóþ ïîäãðóïïó H ãðóïïû E⊗n . Ëåãêî óñòàíîâèòü, èñïîëüçóÿ
ñîîòíîøåíèå (11.0.23), ÷òî H ÿâëÿåòñÿ ïîäãðóïïîé íåêîòîðîé êîììóòàòèâíîé ãðóïïû âèäà
HL = {T α · Sβ|α ∈ L⊥, β ∈ L}, |HL| = 2n , ãäå L � ïîäïðîñòðàíñòâî ðàçìåðíîñòè k

ïðîñòðàíñòâà Fn
2 . Àáåëåâó ãðóïïó HL áóäåì íàçûâàòü ïðàâèëüíîé.

Êàê íåòðóäíî óâèäåòü (ñì. (11.0.23)), ÷òî åñëè P ∈ E⊗n , íî P 6∈ HL , òî ãðóïïà 〈HL, P 〉
áóäåò óæå íåêîììóòàòèâíîé. Òàêèì îáðàçîì, ãðóïïû âèäà HL ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ìàêñèìàëüíûå êîììóòàòèâíûå ïîäãðóïïû E⊗n .

×åðåç Lc, dim Lc = n−k, îáîçíà÷èì îäíî èç ïðîñòðàíñòâ, äîïîëíÿþùèõ L äî Fn
2 , ò.å.

Lc � ïîäïðîñòðàíñòâî òàêîå, ÷òî Fn
2 = L⊕ Lc . Îòìåòèì, ÷òî (Lc)c = L .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ld = (L⊥)c, dim Ld = k , � îäíî èç ïîäïðîñòðàíñòâ, äëÿ êîòîðîãî Ld∩
L⊥ = 0 . Ïî-äðóãîìó, Ld � ïîäïðîñòðàíñòâî, äëÿ êîòîðîãî ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ (β, x), x ∈
L , ðàññìàòðèâàåìàÿ íà L , îòëè÷íà îò íóëåâîé äëÿ âñåõ β ∈ Ld \ {0} . Îòìåòèì, ÷òî
(Ld)d = L .

Ïîñòðîèòü Ld ìîæíî ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü L = LkD , ãäå Lk = {(α1, . . . , αk, 0,
. . . , 0)|αj ∈ F2} � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Fn

2 è D � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà
ïåðåõîäà îò Lk ê L . Òîãäà ìîæíî ïîëîæèòü Ld = Lk(D

T )−1 , èáî â ýòîì ñëó÷àå ôóíêöèþ
(β, x) ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå (β, x) = (β′(DT )−1,x′D) = β′1x

′
1 + · · ·+ β′kx

′
k . Ïîñëåäíÿÿ

ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ íåíóëåâîé íà L ïðè âñåõ íåíóëåâûõ β ∈ L .
Ïóñòü L � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Fn

2 . Ðàññìîòðèì âåêòîð el,τ
L , l, τ ∈ Fn

2 ,
îïðåäåëÿåìûé ñîîòíîøåíèåì

el,τ
L =

∑
γ∈L

(−1)(l,γ)eγ+τ , (11.0.25)

è îäíîìåðíîå ïðîñòðàíñòâî Ll,τ ⊂ R2n ( 2n−ìåðíîå åâêëèäîâî ïðîñòðàíñòâî), áàçèñîì
êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ýòîò âåêòîð.

Îòìåòèì, ÷òî èç (11.0.24) âûòåêàåò

el,τ
L = (−1)(β,l)el+α,τ+β

L , (11.0.26)

åñëè β ∈ L è α ∈ L⊥ . Âìåñòå ñ òåì âåêòîðû el,τ
L , el′,τ ′

L , ãäå τ, τ ′ ∈ Lc, l, l′ ∈ (L⊥)c ,
íå ïðîïîðöèîíàëüíû, åñëè (l, τ) 6= (l′, τ ′) . Ïîýòîìó ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Ll,τ

ðàâíî 2n .

Ëåììà 11.0.3 Ïðîñòðàíñòâà Ll,τ , l, τ ∈ Fn
2 , ÿâëÿþòñÿ îäíîìåðíûìè èíâàðèàíòíûìè

ïîäïðîñòðàíñòâàìè ìàòðè÷íîé ãðóïïû HL .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S = T αSβ ∈ HL , ò.å. α ∈ L⊥, β ∈ L . Òîãäà èç (11.0.24) è
(11.0.26) ñëåäóåò

el,τ
L S =

∑
γ∈L

(−1)(l+α,γ)eγ+β+τ =
∑
γ∈L

(−1)(l+α,γ+β)eγ+τ = (−1)(l,β)el,τ
L , (11.0.27)

ò.å. âñå ïðîñòðàíñòâà Ll,τ ÿâëÿþòñÿ èíâàðèàíòíûìè. ¤
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Êàê áûëî çàìå÷åíî âûøå, ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïîäïðîñòðàíñòâ Ll,τ ðàâíî 2n , ïîýòîìó îíè
èñ÷åðïûâàþò âñå îäíîìåðíûå èíâàðèàíòíûå ïîäïðîñòðàíñòâà ãðóïïû HL . Êðîìå òîãî,
õîðîøî èçâåñòíî, ÷òî ôóíêöèÿ ϕl,τ (S), S ∈ HL , îïðåäåëÿåìàÿ ñîîòíîøåíèåì el,τS =
ϕl,τ (S)el,τ , ÿâëÿåòñÿ õàðàêòåðîì ãðóïïû HL (åå îäíîìåðíûì ïðåäñòàâëåíèåì).

Ðàññìîòðèì êâàíòîâûé êîä QL(Γ) , ò.å. ïîäïðîñòðàíñòâî 2n−ìåðíîãî ïðîñòðàíñòâà
V , áàçèñîì êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî âåêòîðîâ {el,β

L |(l, β) ∈ Γ} , ãäå Γ � íåêîòîðîå
ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà (L⊥)c × Lc . Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî êîäû, ó
êîòîðûõ áàçèñíûìè âåêòîðàìè ÿâëÿþòñÿ íåêîòîðûå âåêòîðû âèäà el,β

L , ãäå L � ôèêñè-
ðîâàííîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Fn

2 .
Ïóñòü Ud−1 = T (τ)S(τ ′) � ïðîèçâîëüíûé îïåðàòîð, ïîðîæäåííûé îøèáêàìè íå áîëåå

÷åì â d− 1 q− áèòàõ, ò.å. wt(τ ∨ τ ′) < d .
Î÷åâèäíî,

el,β
L Ud−1 =

∑
γ∈L

(−1)(l+τ,γ)eγ+β+τ ′ = el+τ,β+τ ′
L . (11.0.28)

Äâà âåêòîðà el,β
L è el′,β′

L , l′, l ∈ (L⊥)c, β′, β ∈ Lc , îðòîãîíàëüíû, åñëè (l, β) 6= (l′, β′) .
Ýòî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî

ðàçëè÷íûå ñîáñòâåííûå âåêòîðû êîììóòàòèâíîé ìàòðè÷íîé ãðóïïû HL îðòîãîíàëü-
íû. Âïðî÷åì, ýòî óòâåðæäåíèå ëåãêî ïðîâåðèòü è íåïîñðåäñòâåííî. Ñëåäóþùàÿ ëåììà
ÿâëÿåòñÿ óòî÷íåíèåì ýòîãî óòâåðæäåíèÿ.

Áóäåì ïèñàòü β′ 6≡ β mod L , åñëè β′ 6= β + α ïðè âñåõ α ∈ L . Åñëè β′ = β + α ïðè
íåêîòîðîì α ∈ L , òî ïèøåì β′ ≡ β mod L .

Ëåììà 11.0.4 Äâà âåêòîðà el′,β′
L è el,β

L ÿâëÿþòñÿ îðòîãîíàëüíûìè òîãäà è òîëüêî òî-
ãäà, êîãäà âûïîëíåíî, ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé

l′ 6≡ l mod L⊥, β 6≡ β′ mod L. (11.0.29)

Åñëè l′ ≡ l mod L⊥ è β ≡ β′ mod L , òî âåêòîðû el′,β′
L è el,β

L ÿâëÿþòñÿ ïðîïîðöèîíàëü-
íûìè.

Ëåììà ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî âåêòîðû el′,β′
L è el,β

L ÿâëÿþòñÿ ñîáñòâåííûìè ìàòðè÷íîé
ãðóïïû HL è ïîòîìó îðòîãîíàëüíûìè, åñëè îäíîìåðíûå ïîäïðîñòðàíñòâà Ll′,β′ è Ll′,β′ ,
áàçèñàìè êîòîðûõ ÿâëÿþòñÿ ýòè âåêòîðû, ðàçëè÷íû. Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ el,β

L

(ñì. (11.0.25) è (11.0.26)), âåêòîðû el′,β′
L è el,β

L ÿâëÿþòñÿ íå ïðîïîðöèîíàëüíûìè, åñëè
âûïîëíåíî îäíî èç ñîîòíîøåíèé â (11.0.29). ¤

Òåîðåìà 11.0.3 Êâàíòîâûé êîä QL(Γ), Γ ⊆ (L⊥)c × Lc , èìååò êîäîâîå ðàññòîÿíèå
íå ìåíüøå d òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ âåêòîðîâ τ, τ ′ , òàêèõ ÷òî
wt(τ ∨ τ ′) < d , è ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ âåêòîðîâ (l, β) è (l′, β′) èç Γ âûïîëíåíî ïî
ìåíüøåé ìåðå îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé

i. β + β′ + τ ′ 6≡ 0 mod L ;

ii. l′ + l + τ 6≡ 0 mod L⊥ .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 11.0.5, íàì äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî
äëÿ ëþáîãî íå åäèíè÷íîãî îïåðàòîðà Ud−1 = T τSτ ′ âåêòîð el,β

L Ud−1 = el+τ,β+τ ′
L (ñì.

(11.0.28)) îðòîãîíàëåí âåêòîðó el′,β′
L , ãäå (l′, β′) ∈ Γ , åñëè âûïîëíåíî ïî êðàéíåé ìåðå

îäíî èç óñëîâèé i. èëè ii.. Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç ëåììû 11.0.4.
Ïðåäïîëîæèì òåïåðü, ÷òî β +β′+τ ′ ≡ 0 mod L è l′+ l+τ ≡ 0 mod L⊥ . Â ýòîì ñëó÷àå,

êàê ñëåäóåò èç (11.0.26), ìû èìååì el,β
L Ud−1 = el+τ,β+τ ′

L = ±el′,β′
L , ò.å. ñîîòíîøåíèå 11.0.5 íå

âûïîëíåíî äëÿ äâóõ âåêòîðîâ el,β
L , el′,β′

L . ¤

Ñëåäñòâèå 11.0.1 Ïóñòü ïîäïðîñòðàíñòâî L ïðîñòðàíñòâà Fn
2 ÿâëÿåòñÿ êîäîì ñ êî-

äîâûì ðàññòîÿíèåì ≥ d è ïóñòü F � ïîäìíîæåñòâî ïðîñòðàíñòâà (L⊥)c . Òîãäà êâàí-
òîâûé êîä QL(Γ) , ãäå Γ = F ×0 , èìååò êîäîâîå ðàññòîÿíèå íå ìåíüøå d , åñëè è òîëüêî
åñëè f + f ′ + τ 6≡ 0 mod L⊥ äëÿ ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ f è f ′ èç F è ëþáîãî τ âåñà
wt(τ) < d . Â ÷àñòíîñòè, åñëè F � ëèíåéíîå ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà (L⊥)c , òî
êîä QL(Γ) ÿâëÿåòñÿ êîäîì ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì íå ìåíüøå d òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà f + τ 6≡ 0 mod L⊥ äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî f ∈ F è ëþáîãî τ âåñà wt(τ) < d . Äðó-
ãèìè ñëîâàìè, êîä QL(Γ) èìååò êîäîâîå ðàññòîÿíèå ≥ d , åñëè ðàññòîÿíèå Õåììèíãà
d(F \ {0}, L⊥) ìåæäó ìíîæåñòâàìè F \ {0} è L⊥ íå ìåíüøå d .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî L⊥ ⊂ L . Ðàññìîòðèì ïîäêîä L̃ êîäà L ìàêñèìàëüíîé ðàçìåðíîñòè,
äëÿ êîòîðîãî L̃∩L⊥ = {0} . Ïî äðóãîìó, L̃ � äîïîëíåíèå L⊥ â ïðîñòðàíñòâå L , ò.å. äëÿ
íåãî ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå L = L⊥ ⊕ L̃ .

Îòìåòèì, ÷òî åñëè L � êîä ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì íå ìåíüøå d , òî d(L̃\{0}, L⊥) ≥ d .
Îòñþäà âûòåêàåò

Ñëåäñòâèå 11.0.2 (CSS-êîäû, [81, 80, 47]) Åñëè â óñëîâèÿõ ñëåäñòâèÿ 1 L⊥ ⊂ L è â
êà÷åñòâå ìíîæåñòâà F âçÿòü êîä L̃ , òî êâàíòîâûé êîä QL(Γ) , ãäå Γ = L̃× 0 , áóäåò
èìååò êîäîâîå ðàññòîÿíèå íå ìåíüøå d = d(L) è ÷èñëî ýëåìåíòîâ |L̃| = |L|2

2n . Ïî-äðóãîìó,
ðàçìåðíîñòü êîäà QL(Γ) ðàâíà dimL − dimL⊥ = n − 2l , ãäå l = n − k � èçáûòî÷íîñòü
êîäà L .

Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî êâàíòîâûé êîä QL(Γ) èç ñëåäñòâèÿ 2 îáíàðóæèâàåò âñå îøèáêè
Ud−1 = T (τ)S(τ ′) (ò.å. äëÿ íèõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (11.0.4), ó êîòîðûõ wt(τ) < d è
wt(τ ′) < d . Â òî æå âðåìÿ òðåáîâàíèÿ íà Ud−1 äëÿ êîäà ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d ñëàáåå:
wt(τ ∨ τ ′) < d , ò.å. ýòîò êîä îáíàðóæèâàåò áîëüøåå ÷èñëî êîìïëåêòîâ îøèáîê, ÷åì ýòî
òðåáóåòñÿ.

Äàëåå ìû ïðèâåäåì ïðèìåð êîäà Õýììèíãà, êîòîðûé ñòðîèòñÿ áîëåå ñëîæíûìè ìåòî-
äàìè ïî ñðàâíåíèþ ñ êîäàìè èç ñëåäñòâèé 11.0.1, 11.0.2, ò.å. êîäà, ó êîòîðîãî ìíîæåñòâî
Γ íå èìååò âèäà Γ = L̃× 0 .

11.0.11 Êâàíòîâûé "êîä Õýììèíãà"äëèíû n = 2m

Ðàññìîòðèì ðàñøèðåííûé ëèíåéíûé êîä Õýììèíãà CH ñ ïðîâåðêîé íà ÷åòíîñòü äëèíû
n = 2m ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 4 (ñì. êîíåö ðàçäåëà 1.1.3) è ðàçìåðíîñòüþ k = 2m−1−m

è ëèíåéíûé êîä Cch äëèíû n ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 2 è ðàçìåðíîñòüþ k′ = 2m − 1 .
Ýòîò êîä ñîñòîèò èç âñåõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ ÷åòíîãî âåñà.
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Ïóñòü M = {x1, . . . , xn} ⊂ Fn
2 � ìíîæåñòâî âñåõ âåêòîðîâ âåñà 1 è y � êàêîé-ëèáî

ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà M . Î÷åâèäíî, êîä Cch ìîæíî ïðåäñòàâèòü â âèäå
îáúåäèíåíèÿ ñìåæíûõ êëàññîâ êîäà CH :

Cch =
⋃
x∈M

(CH + x + y). (11.0.30)

Èìåÿ â âèäó (11.0.30), ìíîæåñòâî M áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ýëåìåíòàðíóþ 2− ãðóïïó,
â êîòîðîé ãðóïïîâîé îïåðàöèåé +̇ ÿâëÿåòñÿ îïåðàöèÿ ñëîæåíèÿ ïî modCH , ò.å x+̇x′ =
z , åñëè x + y + x′ + y + z + y ≡ 0 mod CH . Ïîÿñíèì âñå ýòî íåñêîëüêî èíûì ñïîñîáîì.

Áóäåì èíäåêñèðîâàòü êîîðäèíàòû âåêòîðîâ èç Fn
2 , n = 2m, ýëåìåíòàìè ïîëÿ F2m =

{α1, . . . , αn} . Âåêòîð a = (aα1 , . . . , aαn), aαj
∈ F2, ïðèíàäëåæèò êîäó CH òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà aα1α1 + · · · + aαnαn = 0 è aα1 + · · · + aαn = 0 . Ïóñòü aα � âåêòîð èç M , ó
êîòîðîãî åäèíè÷íàÿ êîîðäèíàòà èìååò íîìåð α . Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî a0 = y .

Ïîëîæèì aα+̇aβ = aγ , åñëè aα +y +aβ +y +aγ +y ∈ CH , ò.å. åñëè aα +y +aβ +y +
aγ + y ≡ 0 mod CH . Ïðè íàøåì âûáîðå âåêòîðà y , î÷åâèäíî, èíäåêñû α, β, γ ñâÿçàíû
ñîîòíîøåíèåì α + β + γ = 0 . Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî M ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê
ýëåìåíòàðíóþ 2− ãðóïïó ñ ãðóïïîâîé îïåðàöèåé +̇ .

Îáîçíà÷èì ÷åðåç θ èçîìîðôíîå îòîáðàæåíèå àääèòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ F2m â ãðóïïó
M . Óìíîæåíèå ×̇ íà M îïðåäåëèì ñëåäóþùèì îáðàçîì: x×̇y = θ(θ−1(x) · θ−1(y)) , ãäå ·
� óìíîæåíèå â ïîëå Fm

2 . Èòàê, ìíîæåñòâî M ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê êîíå÷íîå ïîëå ñ
îïåðàöèÿìè ×̇ è +̇ , ïðè ýòîì îïåðàöèÿ +̇ âûïîëíÿåòñÿ ïî modCH .

Ïåðåõîäèì ê ïîñòðîåíèþ êâàíòîâîãî êîäà Õýììèíãà QL(Γ) . Â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà L

âîçüìåì êîä L = CH . Îòìåòèì, ÷òî (CH)⊥ ⊂ CH , L = (CH)⊥ ⊕ L̃ , è ñëåäîâàòåëüíî
dimL̃ = 2m − 2m− 2 .

Ïóñòü z � âåêòîð èç M , äëÿ êîòîðîãî θ−1(z) 6= 0, 1 ∈ F2m . Ïîëîæèì

Γ = Γ(z) =
⋃
x∈M

{(L̃ + z×̇x)× (x + y)}. (11.0.31)

Òåîðåìà 2. Êîä QL(Γ(z)) äëèíû n = 2m èìååò êîäîâîå ðàññòîÿíèå 3 è ðàçìåðíîñòü
2n

4n
.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü τ, τ ′ ∈ Fn

2 , wt(τ∨τ ′) ≤ 2 , � âåêòîðû, îïðåäåëÿþùèå îïåðàòîð
îøèáîê U2 , è (l+z×̇xi, xi +y), (l′+z×̇xj,xj +y), xi, xj ∈ M, � äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà
ìíîæåñòâà Γ . Ââèäó òåîðåìû 1 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíî,
ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé: xi + xj + τ ′ 6∈ L èëè l + l′ +
z×̇xi + z×̇xj + τ 6∈ L , èáî L = L̃ + L⊥ .

Ñëó÷àé 1. τ ′ = 0, 0 < wt(τ) ≤ 2 . Â ýòîì ñëó÷àå (xi+y) + (xj+y) ∈ L òîãäà è òîëüêî
òîãäà, êîãäà xi = xj . Ïîýòîìó óñëîâèå l + l′ + τ 6∈ L , î÷åâèäíî, âûïîëíåíî äëÿ âñåõ τ

âåñà ìåíüøå ÷åì 4 , èáî â ýòîì ñëó÷àå l + l′ 6= 0 , à êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîäà L ðàâíî 4 .
Ñëó÷àé 2. wt(τ ′) = 1 . Â ýòîì ñëó÷àå (xj + y) + (xi + y) + τ ′ 6∈ L , èáî ïðîñòðàíñòâî L

ñîäåðæèò âåêòîðû òîëüêî ÷åòíîãî âåñà, à âåñ âåêòîðà (xj + y) + (xi + y) + τ ′ íå÷åòåí.
Ñëó÷àé 3à. wt(τ ′) = 2, wt(τ) = 2 . Ïóñòü xi + xj + τ ′ ∈ L è (l + z×̇xi, xi + y), (l′ +

z×̇xj,xj +y) � äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà ìíîæåñòâà Γ . Â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå âñåãäà
xj 6= xi , è óñëîâèå wt(τ ∨ τ ′) ≤ 2 âûïîëíÿåòñÿ òîëüêî åñëè τ = τ ′ . Ïîýòîìó íàì íàäî
ïîêàçàòü, ÷òî âåêòîðû l + l′ + z×̇xi + xi + z×̇xj + xj ≡ (z+̇z′)×̇xi + (z+̇z′)×̇xj mod L íå
ïðèíàäëåæèò L , ãäå âåêòîð z′ ∈ M îïðåäåëåí óñëîâèåì θ−1(z′) = 1 ∈ Fm

2 .
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Ïîñëåäíåå óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òîãî, ÷òî âåêòîðû ((z+̇z′)×̇xi è (z+̇z′)×̇xj âå-
ñà 1 ðàçëè÷íû è ïîòîìó (z+̇z′)×̇xi + (z+̇z′)×̇xj 6≡ 0 mod L , èáî L � êîä ñ êîäîâûì
ðàññòîÿíèåì 4 , à wt((z+̇z′)×̇xi + (z+̇z′)×̇xj) = 2 .

Ñëó÷àé 3á. wt(τ ′) = 2, wt(τ) = 1 . Â îáîçíà÷åíèÿõ ñëó÷àÿ 3a ñîîòíîøåíèå l+l′+z×̇xi+
z×̇xj + τ ∈ L íå âûïîëíåíî, èáî âåñ âåêòîðà l + l′ + z×̇xi + z×̇xj + τ ÿâëÿåòñÿ íå÷åòíûì
÷èñëîì, à ïðîñòðàíñòâî L ñîäåðæèò òîëüêî âåêòîðû ÷åòíîãî âåñà.

Ñëó÷àé 3â. wt(τ ′) = 2, wt(τ) = 0 . Â îáîçíà÷åíèÿõ ñëó÷àÿ 3a èìååò ìåñòî ñîîòíîøåíèå
l + l′ + z×̇xi + z×̇xj 6≡ 0 mod L , èáî xj 6= xi è ïîýòîìó wt(z×̇xi + z×̇xj) = 2 .

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû î ðàçìåðíîñòè êîäà QL(Γ) î÷åâèäíî. ¥
Ñåìåéñòâî êîäîâ QL(Γ(z)), θ−1(z) 6= 0, 1 ∈ F2m , ñîäåðæèò 2m − 2 ýëåìåíòîâ.
Ïîñòðîåííûé êîä QL(Γ) áóäåì íàçûâàòü êâàíòîâûì êîäîì Õýììèíãà. Êàê èçâåñòíî

[62], âåðõíÿÿ îöåíêà ðàçìåðíîñòè K íåâûðîæäåííîãî êâàíòîâîãî êîäà ïðîñòðàíñòâå n

q− áèòîâ ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d = 2t + 1 èìååò âèä

K

t∑
j=0

3j

(
n

j

)
≤ 2n. (11.0.32)

Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðíîñòü êâàíòîâîãî êîäà Õýììèíãà îòëè÷àåòñÿ îò ìàêñèìàëüíî âîç-
ìîæíîãî çíà÷åíèÿ ìåíåå, ÷åì â 4

3
ðàçà.

Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî â ðàáîòå [47] èíûìè ìåòîäàìè ïîñòðîåíû êîäû Õýììèíãà ñ ïàðà-
ìåòðàìè n = 4m−1

3
, k = 2m , d = 3 , êîòîðûå òàêæå "ïî÷òè"ëåæàò íà ãðàíèöå (11.0.32).

11.0.12 Êâàíòîâûé êîä ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 5

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ìåòîä ïîñòðîåíèÿ îäíîãî íîâîãî ñåìåéñòâà êâàí-
òîâûõ êîäîâ äëèíû n = 2m ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì íå ìåíåå, ÷åì 5 . Ðàññìàòðèâà-
åìûé êëàññ êîäîâ ÿâëÿþòñÿ áîëåå øèðîêèì, ÷åì êëàññ êîäîâ, ïîñòðîåííûé â ðàáîòàõ
[81, 80, 46, 47] (CSS-êîäû). Ðàçìåðíîñòü K = 2m − 3m − 3 ïîñòðîåííûõ êîäîâ âûøå,
÷åì ðàçìåðíîñòü K = 2m−4m−2 íàèëó÷øèõ CSS-êîäîâ, íî íèæå, ÷åì èçâåñòíàÿ âåðõíÿÿ
îöåíêà K ≤ 2m − 2m + const ðàçìåðíîñòè êâàíòîâûõ êîäîâ ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 5 .

Ðàññìîòðèì äâîè÷íûé ëèíåéíûé êîä Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà C6 ñ ïðîâåðêîé íà
÷åòíîñòü äëèíû n = 2m ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 6 è ðàçìåðíîñòüþ k = 2m − 1 − 2m .
Ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà B êîäà C6 èìååò âèä

B =




1 1 1 1 1
α1 α2 . . . αN 0
α3

1 α3
2 . . . α3

N 0


 , N = 2m − 1, αj ∈ F2m \ {0}. (11.0.33)

Áóäåì èíäåêñèðîâàòü êîîðäèíàòû âåêòîðîâ èç Fn
2 , n = 2m,

ýëåìåíòàìè ïîëÿ F2m = {α1, . . . , αn} . ×åðåç xα îáîçíà÷èì âåêòîð èç ïðîñòðàíñòâà
Fn

2 , n = 2m, ó êîòîðîãî êîîðäèíàòà ñ íîìåðîì α ðàâíà 1 , à îñòàëüíûå åãî êîîðäèíàòû
ðàâíû 0 .

Ïóñòü M0 = {xα + xα+1|α ∈ F2m} . Ìíîæåñòâî M0 îáðàçîâàíî 2m−1 ðàçëè÷íûìè âåê-
òîðàìè zα = xα + xα+1 èç Fn

2 âåñà 2 . Òàê êàê zα = zα+1 , òî ýëåìåíòû zα ìíîæåñòâà
M0 áóäåì èíäåêñèðîâàòü ýëåìåíòàìè α , ó êîòîðûõ â ïðåäñòàâëåíèè â êàêîì-ëèáî ñòå-
ïåííîì áàçèñå {ym−1, . . . , y0} ïîëÿ Fm

2 íàä ïîëåì F2 ïîñëåäíÿÿ (êîýôôèöèåíò ïðè y0 )
êîîðäèíàòà ðàâíà 0 .
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Ïåðåõîäèì ê ïîñòðîåíèþ êâàíòîâîãî êîäà QL(Γ) ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 5 . Â êà÷å-
ñòâå ìíîæåñòâà L âîçüìåì êîä L = C6 . Îòìåòèì, ÷òî (C6)

⊥ ⊂ C6, L = (C6)
⊥ ⊕ L̃ , è

ñëåäîâàòåëüíî dimL̃ = 2m − 4m− 2 .
Ïîëîæèì

Γ =
⋃

α∈M0

{(L̃ + xα)× (zα)}. (11.0.34)

Ìíîæåñòâî Γ , î÷åâèäíî, èìååò 2m−1|L̃| = 22m−3m−3 ýëåìåíòîâ.

Òåîðåìà 11.0.4 Êîä QL(Γ) äëèíû n = 2m èìååò êîäîâîå ðàññòîÿíèå 5 è ðàçìåðíîñòü
K = 2m − 3m− 3 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü τ, τ ′ ∈ Fn
2 , wt(τ∨τ ′) ≤ 4 , � âåêòîðû, îïðåäåëÿþùèå îïåðàòîð

îøèáîê U2 , è (l + xα,zα), (l′ + xβ,zβ), α, β ∈ M0, � äâà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòà ìíîæåñòâà
Γ . Â âèäó òåîðåìû 1 äëÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî âûïîëíåíî, ïî êðàéíåé
ìåðå, îäíî èç ñëåäóþùèõ äâóõ ñîîòíîøåíèé: xα +xβ + τ ′ 6∈ L èëè l + l′+zβ +zα + τ 6∈ L ,
èáî L = L̃ + L⊥ .

Çàìåòèì, ÷òî xα1 + · · ·+ xαs ∈ L òîãäà è òîëüêî òîãäà, âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñîîòíî-
øåíèÿ α1 + · · ·+ αs = 0, α1

3 + · · ·+ αs
3 = 0, s � ÷åòíîå ÷èñëî.

Ñëó÷àé 1. wt(τ ′) = 0, 0 < wt(τ) ≤ 4 . Â ýòîì ñëó÷àå zα + zβ ∈ L òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà xα = xβ , ò.å. òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà β = α . Ïîýòîìó óñëîâèå l + l′ + τ 6∈ L ,
î÷åâèäíî, âûïîëíåíî äëÿ âñåõ τ âåñà ìåíüøå, ÷åì 5 , èáî êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîäà L

ðàâíî 6 .
Ñëó÷àé 2. wt(τ ′) = 1, 3 . Â ýòîì ñëó÷àå zα +zβ +τ ′ 6∈ L , èáî ïðîñòðàíñòâî L ñîäåðæèò

âåêòîðû òîëüêî ÷åòíîãî âåñà, à âåñ âåêòîðà xα + xβ + τ ′ íå÷åòåí.
Ñëó÷àé 3. wt(τ ′) = 2, τ ′ = xγ +xδ, 0 ≤ wt(τ) ≤ 4 . Â ýòîì ñëó÷àå zα +zβ +τ ′ ∈ L òîãäà

è òîëüêî òîãäà, êîãäà α + α + 1 + β + β + 1 + γ + δ = γ + δ = 0 . Ïîñëåäíåå íåâîçìîæíî,
èáî γ + δ 6= 0 .

Ñëó÷àé 4. wt(τ ′) = 4, τ ′ = xγ1 + xγ2 + xγ3 + xγ4 , wt(τ) = 4 . Èç òîãî, ÷òî wt(τ ′ ∨ τ) ≤ 4
âûòåêàåò, ÷òî τ ′ = τ .

Åñëè zα +zβ + τ ′ ∈ L , òî α+α+1+β +β +1+ γ1 + γ2 + γ3 + γ4 = γ1 + γ2 + γ3 + γ4 = 0 .
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, åñëè xα + xβ + τ ∈ L , òî α + β + γ1 + γ2 + γ3 + γ4 = 0 . Ïîñëåäíåå

íåâîçìîæíî, èáî γ1 + γ2 + γ3 + γ4 = 0 , à α + β 6= 0 .
Óòâåðæäåíèå òåîðåìû î ðàçìåðíîñòè K êîäà QL(Γ) î÷åâèäíî. square

Ñðàâíèì íàø ðåçóëüòàò î ðàçìåðíîñòè êîäà QL(Γ) ñ âåðõíåé îöåíêîé (11.0.32). Â íà-
øåì ñëó÷àå t = 2 . Òàêèì îáðàçîì, ðàçìåðíîñòü ïîñòðîåííîãî êîäà îòëè÷àåòñÿ îò ìàêñè-
ìàëüíî âîçìîæíîãî çíà÷åíèÿ íå áîëåå, ÷åì íà m + const .
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Ãëàâà 12

Îòêðûòûå ñèñòåìû øèôðîâàíèÿ íà
îñíîâå êîäîâ, êîððåêòèðóþùèõ îøèáêè,
è êàê íåêîòîðûå èç íèõ ìîæíî
ðàñêîëîòü

12.0.13 Ââåäåíèå

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàåòñÿ ñèñòåìà îòêðûòîãî øèôðîâàíèÿ, îñíîâàííàÿ íà
êîäàõ Ðèäà-Ñîëîìîíà, ðàññìîòðåííûõ â ðàçäåëå 5. Ýòà ñèñòåìà ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì êëàññîì
øèðîêî èçâåñòíûõ, òàê íàçûâàåìûõ, êîäîâûõ ñèñòåì îòêðûòîãî øèôðîâàíèÿ, ïðåäëîæåí-
íûõ â 1978 ã. ÌàêËèñîì, [67]. Èìååòñÿ îáøèðíàÿ ëèòåðàòóðà ïî ýòîìó íàïðàâëåíèþ, â
êîòîðîé àâòîðû, òàê èëè èíà÷å, îáîñíîâûâàþò äîñòàòî÷íî âûñîêóþ ñòîéêîñòü ýòèõ ñòðóê-
òóð. Â íàñòîÿùåé ãëàâå äëÿ îïðåäåëåííûõ êðèïòîñèñòåì ïîëó÷åí â íåêîòîðîì ñìûñëå
ïðîòèâîïîëîæíûé ðåçóëüòàò.

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîé ãëàâû ÿâëÿåòñÿ ðàññêàç ñî âñåìè ïîäðîáíîñòÿìè î òîì, êàê
ìîæíî ðàñêîëîòü çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ ñèñòåìó îòêðûòîãî øèôðîâàíèÿ ÌàêËèñà
èëè Íèäåððàéòåðà, ïîñòðîåííóþ íà îñíîâå êîäîâ Ðèäà-Ñîëîìîíà. Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû
ýòîãî ðàçäåëà, ëåæàùåãî íà ñòûêå òåîðèè êîäèðîâàíèÿ è êðèïòîãðàôèè, âïåðâûå áûëè
èçëîæåíû â ðàáîòå Øåñòàêîâà Ñ.Î è àâòîðà [13]. Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ðàçäåë áóäåò
ïîëåçíîé ìîëîäûì ó÷åíûì äëÿ âûáîðà íàïðàâëåíèÿ ñàìîñòîÿòåëüíûõ èññëåäîâàíèé.

Íå íàäî äóìàòü, ÷òî âñå ñèñòåìû îòêðûòîãî øèôðîâàíèÿ, îñíîâàííûå íà êîäàõ êîððåê-
òèðóþùèõ îøèáêè, ÿâëÿþòñÿ íå ñòîéêèìè. Äàííàÿ ðàáîòà ÿâëÿåòñÿ, ïî-âèäèìîìó, åäèí-
ñòâåííûì èçâåñòíûì ïðèìåðîì êîäîâîé ñèñòåìû îòêðûòîãî øèôðîâàíèÿ, êîòîðàÿ ðàñ-
êàëûâàåòñÿ çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Äëÿ ýòîãî èñïîëüçóþòñÿ ìíîãèå çàìå÷àòåëüíûå
àëãåáðàè÷åñêèå êîíñòðóêöèè: ãðóïïû, ìàòðèöû, êîíå÷íûå ïîëÿ è ò.ï.

Âìåñòå ñ òåì, êàê ïîëàãàåò àâòîð, ñèñòåìà îòêðûòîãî øèôðîâàíèÿ, îñíîâàííûå íà
íåêîòîðûõ êëàññàõ àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ êîäàõ, â ÷àñòíîñòè, íà êëàññå êîäîâ Ãîïïû
(ñì. ðàçäåë 5.3.3) èëè êëàññå àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ (ñì., íàïðèìåð, [5]), ó êîòî-
ðûå ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà îïðåäåëÿåòñÿ òî÷êàìè òîé èëè èíîé ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé,
ÿâëÿþòñÿ ïî ìíåíèþ àâòîðà ñòîéêèìè. Â ÷àñòíîñòè, ê íèì íå ïðèìåíèìû ìåòîäû àíàëèçà
ñòîéêîñòè, ðàññìîòðåííûå â íàñòîÿùåì ðàçäåëå. Ýòî ïðîèñõîäèò èç-çà òîãî, ÷òî óêàçàííûå
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êëàññû àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ ÿâëÿþòñÿ çíà÷èòåëüíî áîëåå ìîùíûìè, ïî ñðàâíå-
íèþ ñ êëàññîì îáîáùåííûõ êîäîâ Ðèäà-Ñîëîìîíà, êîòîðûé, ïî ñóùåñòâó, ñîñòîèò òîëüêî
èç îäíîãî êëàññà.

Êàê ïðåäñòàâëÿåò ñåáå àâòîð, äîêàçàòåëüñòâî íåñòîéêîñòè îòäåëüíîé ñèñòåìû øèôðî-
âàíèÿ, êîòîðàÿ îñíîâàíû äàæå íà ÷àñòíîì êëàññå àëãåáðî=ãåîìåòðè÷åñêèõ êîäîâ, ïðåä-
ñòàâëÿåò ñóùåñòâåííûé íàó÷íûé èíòåðåñ.

12.0.14 Ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ êîäà RSq(n, d), n = q .
Åñëè ïåðåñòàâèòü êîîðäèíàòû êîäîâîãî âåêòîðà a êîäà K , òî ïîëó÷åííûé âåêòîð a′ ìî-
æåò êàê ïðèíàäëåæàòü òàê è íå ïðèíàäëåæàòü êîäó K . Åñëè ïåðåñòàíîâêà êîîðäèíàò σ

òàêîâà, ÷òî σ(a) = a′ ∈ K äëÿ âñåõ a ∈ K , òî îíà íàçûâàåòñÿ àâòîìîðôèçìîì êîäà
K . Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè σ′ � äðóãîé àâòîìîðôèçì, òî ïðîèçâåäåíèå σ · σ′ òàêæå ÿâëÿ-
åòñÿ àâòîìîðôèçìîì. Ïîýòîìó âñå àâòîìîðôèçìû êîäà K îáðàçóþò ãðóïïó ΣK , êîòîðàÿ
íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé àâòîìîðôèçìîâ êîäà K . Çàìåòèì, ÷òî íà ìíîæåñòâå ïåðåñòàíîâîê
êîîðäèíàò âåêòîðîâ ïðîñòðàíñòâà Fn

q ìîæíî åñòåñòâåííûì îáðàçîì îïðåäåëèòü îïåðàöèþ
· , ïî îòíîøåíèþ ê êîòîðîé âñå îíè îáðàçóþò ãðóïïó Sn ïîðÿäêà n! , íàçûâàåìóþ ñèììåò-
ðè÷åñêîé ãðóïïîé.

Ïåðåñòàíîâêó σ óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü ñåáå â âèäå ïåðåñòàíîâî÷íîé ìàòðèöû Γσ = Γ =
‖γi,j‖ , êîòîðàÿ ðåàëèçóåò ýòó ïåðåñòàíîâêó â âèäå ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ. À èìåííî, ýëå-
ìåíò ìàòðèöû γi,j ðàâåí 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êîîðäèíàòà ñ íîìåðîì i ïåðåõîäèò
ïîñðåäñòâîì äåéñòâèÿ σ â êîîðäèíàòó ñ íîìåðîì j . Âî âñåõ îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ γi,j = 0 .
Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà Γ ïðåäñòàâëÿåò èç ñåáÿ ìàòðèöó, ó êîòîðîé â ëþáîé ñòðîêå è â
ëþáîì ñòîëáöå èìååòñÿ ðîâíî îäíà 1 . Ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà Γ ðåàëèçóåò ïåðåñòàíîâ-
êó σ êîîðäèíàò âåêòîðà a â âèäå ìàòðè÷íîãî óìíîæåíèÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì σ(a) = aΓ .
Ìàòðè÷íàÿ ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ G = GK îáðàçîâàíà âñåìè ìàòðèöàìè Γσ , ó êîòîðûõ
σ ∈ ΣK .

Åñëè Γ ∈ GK , à ìàòðèöà B ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà êîäà K , òî B · Γ , î÷å-
âèäíî, òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé ýòîãî êîäà K . Ïîýòîìó îíà ìîæåò áûòü
ïðåäñòàâëåíà â âèäå B · Γ = h ·B , ãäå íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà h ðàçìåðà n− k × n− k

ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé ïåðåõîäà îò îäíîãî áàçèñà ïðîñòðàíñòâà ñòðîê ìàòðèöû B ê äðóãîìó
B′ . Ïîñëåäíåå âûñêàçûâàíèå íà ÿçûêå ìàòðèö çàïèñûâàåòñÿ êàê ðàç â âèäå B′ = h ·B .

Èíòåðåñíî îòìåòèòü, ÷òî óêàçàííîå îòîáðàæåíèå Γ → h ðåàëèçóåò ãîìîìîðôèçì ìàò-
ðè÷íîé ãðóïïû GK àâòîìîðôèçìîâ êîäà

K (ìàòðèöû ðàçìåðà n×n ) â ìàòðè÷íóþ ãðóïïó, îáðàçîâàííóþ ìàòðèöàìè h ðàçìåðà
n− k×n− k . ßäðî J(K) ýòîãî ãîìîìîðôèçìà îáðàçóþò ýëåìåíòû Γ , êîòîðûå îñòàâëÿþò
íà ìåñòå âñå âåêòîðû êîäà K . Ïîýòîìó ìàòðèöû h , íà êîòîðûå îòîáðàæàåòñÿ ãðóïïà GK

ïîñðåäñòâîì ñîîòâåòñòâèÿ B ·Γ = h·B , èçîìîðôíà ôàêòîðãðóïïå GK/J(K) . Òàê êàê äàëåå
ìû îãðàíè÷èìñÿ ðàññìîòðåíèåì òîëüêî êîäîâ, ó êîòîðûõ ÿäðî J(K) òðèâèàëüíî (ñîñòîèò
èç îäíîãî ýëåìåíòà), òî ìû âñåãäà áóäåì ïîëàãàòü, ãðóïïà îáðàçîâàííàÿ ìàòðèöàìè h

èçîìîðôíà ãðóïïå GK . Ê òàêèì êîäàì îòíîñÿòñÿ êîäû RSq(n, d) è êîäû BCHq(n, d) .
Äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî óòâåðæäåíèÿ â áîëåå îáùåé ôîðìå ñì. íèæå (Ëåììà 2).

Ðàññìîòðèì àíñàìáëü (ìíîæåñòâî) BK êîäîâ, îïðåäåëÿåìûõ ïðîâåðî÷íûìè ìàòðèöàìè
èç ìíîæåñòâà B = {B · Γ|Γ ∈ Sn} , ãäå B � îäíà, íå âàæíî

êàêàÿ, ìàòðèöà âèäà (1.2.2). ×èñëî Nq(n, d) ðàçëè÷íûõ (êàê ìíîæåñòâ) êîäîâ K =
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RSq(n, d) â àíñàìáëå BK (ïî äðóãîìó, êîäîâ ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé âèäà (1.2.2)), êàê
íåòðóäíî âèäåòü, ðàâíî

Nq(n, d) =
n!

|GK| , (12.0.1)

ãäå K = RSq(n, d) � îäèí èç ôèêñèðîâàííûõ êîäîâ Ðèäà-Ñîëîìîíà ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðè-
öåé (1.2.2).

Êàê ìû âèäèì, ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîäîâ Ðèäà-Ñîëîìîíà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ ïî-
ðÿäêîì åãî ãðóïïû àâòîìîðôèçìîâ. Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ãðóïïà àâòîìîðôèçìîâ GK

êîäà K = RSq(n, d) íå âû÷èñëåíà. Ìîæíî òîëüêî óòâåðæäàòü, â GRSq(n,d) âõîäÿò ïîäñòà-
íîâî÷íûå ìàòðèöû, êîòîðûå ðåàëèçóþò ïîäñòàíîâêó x → ax, a ∈ Fq \ {0} = F∗q, ýëåìåíòîâ
ïîëÿ Fq â ñåáÿ. Ýòè ìàòðèöû îáðàçóþò ãðóïïó, êîòîðàÿ èçîìîðôíà, òàê íàçûâàåìîé,
ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå ïîëÿ Fq . Ýòà ãðóïïà ÿâëÿåòñÿ öèêëè÷åñêîé, ïîýòîìó è êîäû
Ðèäà-Ñîëîìîíà òàêæå êàê è êîäû Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà ïðè n = q− 1 ñ ïîìîùüþ
ñîîòâåòñòâóþùåé íóìåðàöèè ìíîæåñòâà A ìîãóò áûòü ñäåëàíû öèêëè÷åñêèìè. Íà ýòîì
çäåñü îñòàíàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.

12.0.15 ×èñëî ïðîâåðî÷íûõ ìàòðèö êîäà RSq(n, d)

Åñëè h � íåâûðîæäåííàÿ ìàòðèöà ðàçìåðà d− 1× d− 1 , òî, êàê
íåòðóäíî âèäåòü, ïðîâåðî÷íûå ìàòðèöû B è hB îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå êîä

RSq(n, d) . Â êà÷åñòâå çàäà÷è äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî äîêàçàòåëüñòâà ïðèâåäåì ñëåäóþùåå
óòâåðæäåíèå. Ìàòðèöû B è hB ðàçëè÷íû, åñëè h 6= E (åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà). Îòñþäà
ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ïðîâåðî÷íûõ ìàòðèö, êîòîðûå îïðåäåëÿþò îäèí è òîò æå
êîä RSq(n, d) , ðàâíî Nq,d−1 , ãäå Nq,s � ÷èñëî íåâûðîæäåííûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö h

ðàçìåðà s× s .
Ëåììà 1. ×èñëî Nq,s ðàâíî

Nq,s = (qs − 1)(qs − q) · · · (qs − qs−1). (12.0.2)

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïåðâóþ ñòðîêó íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû h íàä ïîëåì Fq ðàçìåðà
s×s ìîæíî âûáðàòü qs−1 ñïîñîáàìè � âñå âåêòîðû äëèíû s , èñêëþ÷àÿ íóëåâîé. Âòîðóþ
ñòðîêó � qs − q ñïîñîáàìè � âñå âåêòîðû, êîòîðûå íå ïðîïîðöèîíàëüíû ïåðâîé ñòðîêå.
Òðåòüþ ñòðîêó � qs− q2 ñïîñîáàìè � âñå âåêòîðû, êîòîðûå íå âõîäÿò â ïîäïðîñòðàíñòâî
ðàçìåðíîñòè 2 ïðîñòðàíñòâà Fs

q , íàòÿíóòîå íà ïåðâûå äâå ñòðîêè. È òàê äàëåå. Íàêîíåö,
ïîñëåäíþþ ñòðîêó h ìîæíî âûáðàòü qs − qs−1 ñïîñîáàìè � âñå âåêòîðû êîòîðûå íå
ïðèíàäëåæàò s−1−ìåðíîìó ïðîñòðàíñòâó íàòÿíóòîìó íà ïåðâûå s−1 ñòðîê h . Îòñþäà
âûòåêàåò ëåììà 1.

Çàìåòèì, ÷òî âû÷èñëèòü ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìàòðèö äîñòàòî÷íî ïðîñòî; âìåñòå ñ òåì
âû÷èñëèòü ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîäîâ RSq(n, d) çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå.

12.0.16 Ãðóïïà îáîáùåííûõ àâòîìîðôèçìîâ êîäà RSq(n, d), n = q+
1 , Ðèäà-Ñîëîìîíà

.
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Åñëè â êà÷åñòâå îáû÷íûõ àâòîìîðôèçìîâ êîäà K âûñòóïàëè ïåðåñòàíîâî÷íûå ìàòðèöû
Γ , òî â êà÷åñòâå îáîáùåííûõ àâòîìîðôèçìîâ âûñòóïàþò ìàòðèöû âèäà Λ = Γ·D , ãäå D �
íåâûðîæäåííàÿ äèàãîíàëüíàÿ ìàòðèöà, êîòîðûå íîñÿò íàçâàíèå ìîíîìèàëüíûõ. Äðóãèìè
ñëîâàìè, Λ � ïåðåñòàíîâî÷íàÿ ìàòðèöà, ó êîòîðûõ íåíóëåâûìè ýëåìåíòàìè ÿâëÿþòñÿ
íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ Fq .

Ìîíîìèàëüíûå ìàòðèöû ñîõðàíÿþò ðàññòîÿíèå Õåììèíãà. À èìåííî, d(a, b) = d(aΛ, bΛ) .
Êàê áóäåò âèäíî íèæå, ýòî ñâîéñòâî ïîçâîëÿåò èñïîëüçîâàòü ýòè ìàòðèöû â ñèñòåìå îò-
êðûòîãî øèôðîâàíèÿ. Íàøåé îñíîâíîé öåëüþ ÿâëÿåòñÿ ïîëó÷åíèå íåòðèâèàëüíûõ íèæíèõ
âåðõíèõ îöåíîê ïîðÿäêà ãðóïïû îáîáùåííûõ àâòîìîðôèçìîâ êîäà RSq(n, d) è çàòåì îöå-
íîê äëÿ ÷èñëà ðàçëè÷íûõ êîäîâ RSq(n, d) .

Òåïåðü ïåðåôîðìóëèðóåì äëÿ îáîáùåííûõ àâòîìîðôèçìîâ íåêîòîðûå èç îïðåäåëåíèé
ðàçäåëà 5.5.

Åñëè ìîíîìèàëüíàÿ ìàòðèöà Λ òàêîâà, ÷òî aΛ = a′ ∈ K äëÿ âñåõ a ∈ K , òî îíà
íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì àâòîìîðôèçìîì êîäà K . Î÷åâèäíî, ÷òî åñëè Λ′ � äðóãîé àâòî-
ìîðôèçì, òî ïðîèçâåäåíèå Λ·Λ′ òàêæå ÿâëÿåòñÿ àâòîìîðôèçìîì. Ïîýòîìó âñå îáîáùåííûå
àâòîìîðôèçìû êîäà K îáðàçóþò ãðóïïó ΞK , êîòîðàÿ íàçûâàåòñÿ ãðóïïîé îáîáùåííûõ àâ-
òîìîðôèçìîâ êîäà K . Ýëåìåíòàìè ãðóïïû ΞK ÿâëÿþòñÿ, òàê íàçûâàåìûå, ìîíîìèàëüíûå
ìàòðèöû ðàçìåðà n× n . Òàêæå êàê â ðàçäåëå 5.5 ìîæíî ðàññìîòðåòü ïðåäñòàâëåíèå HK

ãðóïïû îáîáùåííûõ àâòîìîðôèçìîâ ΞK â âèäå íåâûðîæäåííûõ ìàòðèö íàä Fq ðàçìå-
ðà n − k × n − k . À èìåííî, ýëåìåíòó Λ èç ΞK ñîïîñòàâèì ìàòðèöó h = hΛ , êîòîðàÿ
îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì

hΛ ·B = B · Λ. (12.0.3)

Ïðîèçâåäåíèå Λ·Λ′ äâóõ ýëåìåíòîâ èç ΞK ñîîòâåòñòâóåò ïðîèçâåäåíèå g(Λ·Λ′) = hΛ′ ·hΛ

äâóõ ýëåìåíòîâ èç HK . Çàìåòèì, ÷òî ïîðÿäîê ñëåäîâàíèÿ ñîìíîæèòåëåé â HK îáðàòíûé
ïî ñðàâíåíèþ ñ ΞK . Ïîýòîìó ðàññìàòðèâàåìîå îòîáðàæåíèå

ÿâëÿåòñÿ ãîìîìîðôèçìîì g : Λ → hΛ ãðóïïû ΞK â ãðóïïó ìàòðèö ðàçìåðà n−k×n−k

íàä ïîëåì Fq .
Ëåììà 2. Äëÿ êîäà K = RSq(n, d) ãîìîìîðôèçì g ÿâëÿåòñÿ èçîìîðôèçìîì, ò.å

|ΞK| = |HK| .
Äîêàçàòåëüñòâî. ßäðî ãîìîìîðôèçìà g òðèâèàëüíî. Ýòî ñëåäóåò èç-çà òîãî, ÷òî

ìàòðèöà B íå ñîäåðæèò ïðîïîðöèîíàëüíûõ ñòîëáöîâ è ïîýòîìó B 6= B · Λ äëÿ ëþáîé
íååäèíè÷íîé ìîíîìèàëüíîé ìàòðèöû Λ . Ïîýòîìó ñðåäè íååäèíè÷íûõ ìîíîìèàëüíûõ ìàò-
ðèö Λ íå ñóùåñòâóåò òàêîé, ÷òî a = aΛ äëÿ âñåõ a ∈ RSq(n, d) . Ëåììà äîêàçàíà.

Òåîðåìà 1. Ïîðÿäîê ãðóïïû ΞK àâòîìîðôèçìîâ êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà K = RSq(n, d)
íå ïðåâîñõîäèò Nq,d−1 , ãäå Nq,s � ÷èñëî íåâûðîæäåííûõ êâàäðàòíûõ ìàòðèö h ðàçìåðà
s× s íàä ïîëåì Fq .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 2 |ΞK| = |HK| . Ïîýòîìó |ΞK| ≤ Nq,n−k, k =
n−d+1 , èáî, î÷åâèäíî, ÷òî |HK| íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà âñåõ ìàòðèö ðàçìåðà d− 1×d− 1
íàä ïîëåì Fq . Òåîðåìà äîêàçàíà.

Õîòÿ îöåíêà äëÿ ÷èñëà ΞK âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ, ïî-âèäèìîìó, âåñüìà ãðóáàÿ, íè÷åãî
ëó÷øåãî íå èçâåñòíî.

Ðàññìîòðèì àíñàìáëü (ìíîæåñòâî) AK, K = RSq(n, d), êîäîâ, îïðåäåëÿåìûõ ïðîâå-
ðî÷íûìè ìàòðèöàìè èç ìíîæåñòâà B = {BΛ|Λ ∈ Uq,n} , ãäå B � îäíà, íå âàæíî êàêàÿ,
ìàòðèöà âèäà (1.2.2), à Uq,n � ìíîæåñòâî âñåõ ìîíîìèàëüíûõ ìàòðèö íàä ïîëåì Fq . Çà-
ìåòèì, ÷òî àíñàìáëü AK ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì êîäîâ, ïðîâåðî÷íûå ìàòðèöû êîòîðûõ
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èìåþò âèä (1.1.5). Êðîìå òîãî, íåòðóäíî óñòàíîâèòü, ÷òî |Uq,n| = n!(q − 1)n . Íàñ áóäåò
èíòåðåñîâàòü ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êîäîâ â àíñàìáëå AK .

Ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì, ÷òî ïðèâåäåíû â ðàçäåëå 5.5, äëÿ ÷èñëà Aq(n, d) ðàçëè÷íûõ
îáîáùåííûõ êîäîâ Ðèäà-Ñîëîìîíà K = RSq(n, d) â àíñàìáëå AK èìååò ìåñòî ðàâåíñòâî

Aq(n, d) =
n!(q − 1)n

|ΞK| . (12.0.4)

Ê ñîæàëåíèþ, ãðóïïà ΞK îáîáùåííûõ àâòîìîðôèçìîâ êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà íå èçâåñò-
íà. Ïîýòîìó ìû íå ìîæåì âîñïîëüçîâàòüñÿ ðàâåíñòâîì (12.0.4) äëÿ âû÷èñëåíèÿ ÷èñëà
Aq(n, d) .

Èç òåîðåìû 1 è ñîîòíîøåíèé (12.0.2) è (12.0.4) ñëåäóåò
Ñëåäñòâèå 1.Äëÿ ÷èñëà Aq(n, d) ðàçëè÷íûõ îáîáùåííûõ Ðèäà-Ñîëîìîíà K = RSq(n, d)

â àíñàìáëå AK èìååò ìåñòî îöåíêà

Aq(n, d) ≥ n!(q − 1)n

Nq,k

=
n!(q − 1)n

(qd−1 − 1)(qd−1 − q) · · · (qd−1 − qd−2)
, (12.0.5)

ãäå k = n − d + 1 � ðàçìåðíîñòü êîäà K = RSq(n, d) è Nq,k � ÷èñëî ðàçëè÷íûõ íåâû-
ðîæäåííûõ ìàòðèö ðàçìåðà k × k .

Äàëåå ìû äîêàæåì, ÷òî ãðóïïà ΞK ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, èçîìîðôíóþ ãðóïïå äðîáíî-
ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé. Ñòðîåíèå ïîñëåäíåé ãðóïïû ìû èçó÷èì â ñëåäóþùåì ðàçäåëå.

12.0.17 Ãðóïïà äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé.
Ìû ðàññìàòðèâàåì íåêîììóòàòèâíóþ ãðóïïó äðîáíî-ëèíåéíûõ îòîáðàæåíèé Φq ìíî-
æåñòâà F̂q = Fq ∪ {∞} â ñåáÿ. Ýëåìåíòàìè Φq ÿâëÿþòñÿ äðîáíî-ëèíåéíûå ôóíêöèè
ϕ(x) = ax+b

cx+e
, îòëè÷íûå îò ïîñòîÿííîé, ò.å. ôóíêöèè, ó êîòîðûõ îïðåäåëèòåëü ìàòðèöû(

a b
c e

)
îòëè÷åí îò íóëÿ. Ãðóïïîâîé îïåðàöèåé · ÿâëÿåòñÿ ñóïåðïîçèöèÿ ôóíêöèé, ò.å.

ϕ(x) ·ϕ′(x) = ϕ(ϕ′(x)) . Î÷åâèäíî, êàæäîå äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèå φ(x) âçàèìíî
îäíîçíà÷íî îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî F̂q â ñåáÿ.

Ãðóïïà Φq èçîìîðôíà èçâåñòíîé ãðóïïå PGL(2, q) . Åå ïîðÿäîê ðàâåí (q + 1)q(q − 1)
(Óïðàæíåíèå). Î÷åíü èíòåðåñíûì ñâîéñòâîì ãðóïïû Φq ÿâëÿåòñÿ åå òðèæäû òðàíçèòèâ-
íîñòü. Ýòî îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ ïàð òðîåê (a1, a2, a3) è (b1, b2, b3), ai, bi ∈ F′q,
ñ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè êîîðäèíàòàìè â ãðóïïå Φq íàéäåòñÿ ýëåìåíò φ (âñåãäà îäèí),
äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî φ(ai) = bi, i = 1, 2, 3 . Äîêàçàòåëüñòâî ýòèõ ñâîéñòâ íåñëîæíî è
ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ÷èòàòåëþ (ñì. òàêæå [23] è [3]). (Óïðàæíåíèå)

Òåîðåìà 12.0.5 Ãðóïïà ΞK îáîáùåííûõ àâòîìîðôèçìîâ êîäà K = RSq(n, d), n = q + 1,
Ðèäà-Ñîëîìîíà ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé B (ñì. (1.2.2)) ñîäåðæèò ïîäãðóïïó, êîòîðàÿ
èçîìîðôíà ãðóïïå äðîáíî-ëèíåéíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ìíîæåñòâà F′q .

Äîêàçàòåëüñòâî. Êàê è âûøå, áóäåì èíäåêñèðîâàòü ñòîëáöû ìàòðèöû B (ñì. (1.2.2))
ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà F′q . Òàê ñòîëáåö B(αj) = (α0

j , α
1
j , . . . , α

d−2
j )T èìååò íîìåð (èíäåêñ)

αj .
Ïóñòü φ(x) = ax+b

cx+e
� äðîáíî-ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ. ×åðåç Γφ îáîçíà÷èì ïîäñòàíîâî÷íóþ

ìàòðèöó, ðåàëèçóþùóþ ïåðåñòàíîâêó x → φ(x) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà F′q è ÷åðåç Dφ =
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diag((cα1 + e)d−2, (cα2 + e)d−2, . . . , (cαn + e)d−2) � äèàãîíàëüíóþ ìàòðèöó, îïðåäåëÿåìóþ
çíà÷åíèÿìè çíàìåíàòåëÿ ôóíêöèè φ(x) íà âñåõ ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà F′q .

Ïðÿìîå âû÷èñëåíèå ïîêàçûâàåò, ÷òî B(αj) · Γφ · Dφ = ((cαj + e)d−2, (aαj + b)(cα2 +
e)d−3, . . . , (aαj+b)d−3(cα2+e), (aαj+b)d−2)T . Êàæäûé ìíîãî÷ëåí (ax+b)d−2−i(cx+e)i ìîæåò
áûòü ïðåäñòàâëåí êàê ëèíåéíàÿ ôóíêöè ìîíîìîâ 1, x, , . . . , xd−2 . Ïîýòîìó ñòîëáåö B(αj)·
Γφ · Dφ ìîæíî ïðåäñòàâèòü êàê B(αj)Γφ · Dφ = h(1, x, x2, . . . , xd−2)T , è, ñëåäîâàòåëüíî,
ìàòðèöó B · Γφ · Dφ � â âèäå B · Γφ · Dφ = h · B , ãäå ñòðîêè íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû
h = {hi,j} îïðåäåëÿþòñÿ ðàâåíñòâîì (ax + b)d−2−i(cx + e)i =

∑d−2
i=0 hi,jx

j . Òàêèì îáðàçîì,
ïðè ëþáîì φ ìàòðèöà Γφ ·Dφ âõîäèò â ãðóïïó îáîáùåííûõ àâòîìîðôèçìîâ ΞK .

Ìàòðèöû Λφ = Γφ ·Dφ îáðàçóþò ãðóïïó èçîìîðôíóþ ãðóïïå Φq . Äëÿ òîãî, ÷òîáû ýòî
ïðîâåðèòü, çàìåòèì, ÷òî Γ−1

φ ·Dφ′ ·Γφ = diag((c′φ(α1)+ e′)d−2, . . . , (c′φ(αn)+ e′)d−2) = Dφ′,φ ,
åñëè φ′(x) = a′x+b′

c′x+e′ . Îòñþäà Dφ′ ·Γφ = Γφ ·Dφ′,φ . Ñëåäîâàòåëüíî, Γφ′ ·Dφ′ ·Γφ ·Dφ = Γφ′⊗φ ·
Dφ′,φ ·Dφ . Ïðÿìàÿ âûêëàäêà ïîêàçûâàåò, ÷òî Dφ′,φ ·Dφ = Dφ′⊗φ , ò.å. ãðóïïà, îáðàçîâàííàÿ
ìàòðèöàìè Γφ ·Dφ , èçîìîðôíà äðîáíî-ëèíåéíîé ãðóïïå Φq . Òåîðåìà äîêàçàíà. ¤

Ýòîò ðåçóëüòàò áóäåò èñïîëüçîâàí ïðè àíàëèçå ñòîéêîñòè ñèñòåìû îòêðûòîãî øèôðî-
âàíèÿ, ïîñòðîåííîé ñ ïîìîùüþ êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà (ñì. �4).

Ãðóïïà ΞK îáîáùåííûõ àâòîìîðôèçìîâ êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà òàêæå ÿâëÿåòñÿ òðè-
æäû òðàíçèòèâíîé â ñëåäóþùåì ñìûñëå. Äëÿ ëþáîé ïàðû óïîðÿäî÷åííûõ òðîåê èç
ïîïàðíî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ (β1, β2, β3) è (γ1, γ2, γ3) , ãäå {β1, β2, β3}, {γ1, γ2, γ3} ∈
A = {α1, α2, . . . , αn} = F′q ñóùåñòâóåò òàêàÿ ìîíîìèàëüíàÿ ìàòðèöà Λφ ∈ ΞK , êîòî-
ðàÿ ïåðåâîäèò êîîðäèíàòû xβ1 , xβ2 , xβ3 âåêòîðà x = (xα1 , xα2 , . . . , xαn) â êîîðäèíàòû
xγ1 , xγ2 , xγ3 âåêòîðà xΛφ ñ óìíîæåíèåì èõ íà ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñòîÿííûå, îïðåäåëÿ-
åìûå äèàãîíàëüíîé ìàòðèöåé Dφ = diag(dα1 , dα2 , . . . , dαn) . Íàïðèìåð, ñ ïîìîùüþ ïîä-
õîäÿùåé ìàòðèöû Λφ ìîæíî ïåðåäâèíóòü íà ïåðâûå òðè ìåñòà ëþáûå òðè êîîðäèíàòû
âåêòîðà x . Â ÷àñòíîñòè, åñëè {β1 = 1, β2 = 0, β3 = ∞} è γ1 = α1, γ2 = α2, γ3 = α3 , òî
xΛφ = (dα1x1, dα2x0, dα3x∞, dα4xφ(α4), . . . , dαnxφ(αn)) äëÿ íåêîòîðîé ïîäõîäÿùåé ôóíêöèè
φ(x) .

12.1 Äåêîäèðîâàíèå
Ìû ïðèâåäåì áåç äîêàçàòåëüñòâà ðÿä óòâåðæäåíèé î äåêîäèðîâàíèè êîäîâ, êîòîðûå áóäóò
èãðàòü öåíòðàëüíóþ ðîëü ïðè îáîñíîâàíèè ñòîéêîñòè ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì îòêðûòîãî
øèôðîâàíèÿ. Ýòîò ðàçäåë äîïîëíÿåò ñîîòâåòñòâóþùèå ðåçóëüòàòû ãëàâû 6.

Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ïîä òåðìèíîì "äåêîäèðîâàíèå"ïîíèìàåòñÿ àëãîðèòì, êîòîðûé
ïîçâîëÿåò ïî èñêàæåííîìó îøèáêàìè êîäîâîìó âåêòîðó a′ âîññòàíîâèòü èñõîäíûé êîäî-
âûé âåêòîð a . Òàêèì îáðàçîì, äåêîäèðîâàíèå ñâîäèòñÿ ê ðåøåíèþ óðàâíåíèÿ

a′ = a + e, a ∈ K, wt(e) ≤ t, (12.1.1)

ãäå íåèçâåñòíûìè ÿâëÿþòñÿ êîäîâûé âåêòîð a è âåêòîð îøèáêè e .
Çàìåòèì, ÷òî äàëåå ïðè îáñóæäåíèè ñëîæíîñòè äåêîäèðîâàíèÿ ìû âñåãäà ïðåäïîëà-

ãàåì, ÷òî â óðàâíåíèé (12.1.1) âåêòîðû a è e , îïðåäåëÿþùèå âåêòîð a′ , âûáèðàþòñÿ
ñëó÷àéíûì è ðàâíîâåðîÿòíûì ñïîñîáîì â ìíîæåñòâàõ K è {e|wt(e) ≤ t} , ñîîòâåòñòââåí-
íî.

Èìååòñÿ íåñêîëüêî ðàçëè÷íûõ òèïîâ äåêîäèðîâàíèÿ.
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i. Äåêîäèðîâàíèå êîäà K ïî ìèíèìîìó ðàññòîÿíèÿ. Ýòîò àëãîðèòì ïî ïðåäúÿâëåííîìó
âåêòîðó x ∈ Fn

q íàõîäèò îäèí èëè íåñêîëüêî êîäîâûõ âåêòîðîâ a ∈ K , áëèæàéøèõ (â
ìåòðèêå Õåììèíãà) ê x .

ii. Äåêîäèðîâàíèå êîäà K â ïðåäåëàõ åãî êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ. Ýòî àëãîðèòì, êîòî-
ðûé ïî âåêòîðó x , êîòîðûé îòñòîèò îò îäíîãî èç êîäîâûõ âåêòîðîâ K íà ðàññòîÿíèå
≤ d(K)−1

2
, âû÷èñëÿåò ýòîò áëèæàéøèé êîäîâûé âåêòîð. Òàêîé âåêòîð îáÿçàòåëüíî ÿâëÿåò-

ñÿ åäèíñòâåííûì. Âìåñòå ñ òåì âåêòîðû x , êîòîðûå îòñòîÿò îò âñåõ êîäîâûõ òî÷åê íà
ðàññòîÿíèå áîëüøåå, ÷åì ïîëîâèíà êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ, ìîãóò áûòü äåêîäèðîâàíû êàê
óãîäíî, â ÷àñòíîñòè, àëãîðèòì ìîæåò âîîáùå îòêàçàòüñÿ îò èõ äåêîäèðîâàíèÿ.

iii. Äåêîäèðîâàíèå êîäà K çà ïðåäåëàìè åãî êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ. (Àëãîðèòì ïðîìåæó-
òî÷íîãî ïîëîæåíèÿ ìåæäó i. è ii.) Ýòî àëãîðèòì, êîòîðûé ïî âåêòîðó x , íàõîäÿùåìóñÿ
íå î÷åíü äàëåêî ( d(x, a) ≤ t′ ) îò íåêîòîðîãî êîäîâîãî âåêòîðà a êîäà K , âû÷èñëÿåò îäèí
èëè íåñêîëüêî êîäîâûõ âåêòîðîâ a′ , íàõîäÿùèõñÿ íà ðàññòîÿíèè ≤ t′ îò x , ãäå t′ > d(K)−1

2

� íåêîòîðàÿ ïîñòîÿííàÿ (ïàðàìåòð àëãîðèòìà).
Íàèáîëåå ñèëüíûì è òðóäíûì äëÿ ðåàëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì ï.i. Â íàñòîÿùåå

âðåìÿ íå èçâåñòíî íè îäíîãî íåòðèâèàëüíîãî êëàññà êîäîâ (ò.å. ñ íå î÷åíü ìàëåíüêîé, íî
è íå î÷åíü áîëüøîé ñêîðîñòüþ ïåðåäà÷è), êîòîðûå èìåþò àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ýòîãî
òèïà ñ ïðîñòîé ðåàëèçàöèåé.

Äðóãèìè ñëîâàìè, ýòîò àëãîðèòì ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí òîëüêî ñ ïîìîùüþ îäíîãî èç
äâóõ ñëåäóþùèõ ïåðåáîðíûõ àëãîðèòìîâ.

1. Ìû ñðàâíèâàåì x ñî âñåìè âåêòîðàìè êîäà è âûäåëÿòü ñðåäè íèõ áëèæàéøèå êî-
äîâûå âåêòîðû.

2. Ìû îñóùåñòâëÿåì ïðîñìîòð âåêòîðîâ èç îêðåñòíîñòè x , ïûòàÿñü íàéòè â íåé êîäî-
âûé âåêòîð.

Êàêîé èç ýòèõ äâóõ àëãîðèòìîâ ïåðåáîðà âûãîäíåé ñ âû÷èñëèòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ
çàâèñèò îò ñîîòíîøåíèé ìåæäó ïàðàìåòðàìè k è t êîäà.

Ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè äåêîäèðîâàíèÿ ïî ìàêñèìîìó ïðàâäîïîäîáèÿ íåòðèâèàëüíûõ
êîäîâ âîçðàñòàåò êàê ýêñïîíåíöèàëüíàÿ ôóíêöèÿ îò èõ äëèíû. Íà ïðàêòèêå íè îäèí èç
òàêèõ êîäîâ íà ñîâðåìåííûõ âû÷èñëèòåëüíûõ ñðåäñòâàõ íå ìîæåò áûòü äåêîäèðîâàí, íà-
÷èíàÿ ñ äëèíû êîäà ≈ 100 èëè äàæå íåñêîëüêî ìåíüøåé.

Íàèáîëåå ëåãêèì äëÿ ðåàëèçàöèè ÿâëÿåòñÿ àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ òèïà ii.. Äëÿ áîëü-
øèíñòâà, òàê íàçûâàåìûõ, àëãåáðàè÷åñêèõ êîäîâ èçâåñòíû àëãîðèòìû äåêîäèðîâàíèÿ â
ïðåäåëàõ èõ êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ, ñëîæíîñòü êîòîðûõ âîçðàñòàåò êàê ïîëèíîì íåáîëüøîé
ñòåïåíè îò äëèíû êîäà. Ê òàêèì êîäàì îòíîñÿòñÿ è óæå ðàññìîòðåííûå íàìè îáîáùåííûå
êîäû Ðèäà-Ñîëîìîíà RSq(n, d) . Èõ äåêîäèðîâàíèå â ïðåäåëàõ êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ ìîæåò
áûòü îñóùåñòâëåíî íå áîëåå, ÷åì çà O(n3) îïåðàöèé â ïîëå Fq (ñì. ãëàâó 6).

Íå íàäî äóìàòü, ÷òî äëÿ êàæäîãî êîäà ñóùåñòâóåò ïðîñòîé àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ
â ïðåäåëàõ åãî êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ. Ïî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëåíèÿì òàêèå àëãîðèòìû
ìîãóò ñóùåñòâîâàòü òîëüêî äëÿ êîäîâ, êîòîðûå ñíàáæåíû îïðåäåëåííîé àëãåáðàè÷åñêîé
èëè êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðîé. Âìåñòå ñ òåì ó áîëüøèíñòâà êîäîâ, íå î÷åíü òî÷íî âû-
ðàæàÿñü, îòñóòñòâóåò â ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöå êàêàÿ-ëèáî ñòðóêòóðà, � ýòî êîäû "îáùåãî
ïîëîæåíèÿ". Ïðèìåðîì ïåðâîãî òèïà êîäîâ ÿâëÿåòñÿ êîä Ðèäà-Ñîëîìîíà èëè êîä Ðèäà-
Ìàëëåðà (ñîâåðøåííî ðàçíûå êîäû), à ïðèìåðîì âòîðîãî � êîä, ó êîòîðîãî ïðîâåðî÷íàÿ
ìàòðèöà âûáðàíà ñëó÷àéíî ñðåäè âñåõ ìàòðèö îïðåäåëåííîé ðàçìåðíîñòè.

Äåêîäèðîâàíèå â ïðåäåëàõ êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ (òèïà ï.ii.) íåêîòîðûõ òèïîâ êîäîâ
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îáùåãî ïîëîæåíèÿ ÿâëÿåòñÿ NP-ïîëíîé çàäà÷åé, ò.å. ïðåäïîëîæèòåëüíî, íå ìîæåò áûòü
îñóùåñòâëåíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò èõ äëèíû. Áîëåå òîãî, îáùåïðèíÿòî, ÷òî ñïðà-
âåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Òåçèñ À. äåêîäèðîâàíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè êîäîâ, êîòîðûå íå îáëàäàþò ïîëåçíîé
äëÿ äåêîäèðîâàíèÿ àëãåáðàè÷åñêîé èëè êîìáèíàòîðíîé ñòðóêòóðîé, íå ìîæåò áûòü îñó-
ùåñòâëåíî çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ îò èõ äëèíû.

Ýòî äîñòàòî÷íî ðàñïëûâ÷àòîå, íî î÷åíü ïðàâäîïîäîáíîå óòâåðæäåíèå ñòðîãî íå äîêà-
çàíî è â íàñòîÿùåå âðåìÿ âîçìîæíîñòü åãî äîêàçàòåëüñòâà âåñüìà ïðîáëåìàòè÷íà. Âìåñòå
ñ òåì íà ýòîì óòâåðæäåíèè "äåðæèòñÿ"îáîñíîâàíèå ñòîéêîñòè îòêðûòîãî øèôðîâàíèÿ íà
áàçå êîäîâ, êîððåêòèðóþùèõ îøèáêè. Ìû äàëåå, ñïåöèàëüíî íå óêàçûâàÿ íà ýòî, áóäåì
ïîñòîÿííî åãî ïðèäåðæèâàòüñÿ.

Îáû÷íî ïðè ïîñòðîåíèè êîäà, êîððåêòèðóþùèõ îøèáêè, ñòàðàþòñÿ íàäåëèòü åãî îïðå-
äåëåííîé ñòðóêòóðîé, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò, ñ îäíîé ñòîðîíû, çàäàííîå çíà÷åíèå åãî

êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ, è, ñ äðóãîé ïîçâîëÿåò, îñóùåñòâëÿòü åãî äåêîäèðîâàíèå ñ ìàëîé
âû÷èñëèòåëüíîé ñëîæíîñòüþ.

Ïðèâåäåì îäíî ïî÷òè î÷åâèäíîå óòâåðæäåíèå î ñëîæíîñòè äåêîäèðîâàíèÿ ëþáîãî êîäà
ñ ïîìîùüþ àëãîðèòìà òèïà ï.ii..

Óòâåðæäåíèå 2. Ëþáîé ëèíåéíûé r− çíà÷íûé êîä K ñ ïàðàìåòðàìè [n, k, d]r, d ≤
n/2, èìååò àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ â ïðåäåëàõ åãî êîäîâîãî ðàññòîÿíèÿ, ñëîæíîñòü
êîòîðîãî íå âûøå O(min(nrk, n

∑t
j=0

(
n
j

)
) , ãäå t = [d−1

2
] .

Îòìåòèì, ÷òî rk � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â êîäå K è O(nrk) � ÷èñëî îïåðàöèé òðåáóåìûõ
äëÿ ïåðåáîðà âñåõ ýëåìåíòîâ êîäà è ñðàâíåíèÿ êàæäîãî èç íèõ ñ èñêàæåííûì êîäîâûì
âåêòîðîì a′ . Äàëåå,

∑t
j=0

(
n
j

)
(r − 1)j � ÷èñëî ýëåìåíòîâ â øàðå ðàäèóñà t ñ öåíòðîì â

òî÷êå x è O(n
∑t

j=0

(
n
j

)
) � ÷èñëî îïåðàöèé, òðåáóåìûõ äëÿ ïåðåáîðà âñåõ ýëåìåíòîâ øàðà

ñ öåëüþ íàõîæäåíèÿ ñðåäè íèõ êîäîâîãî âåêòîðà.

12.2 Ñèñòåìû îòêðûòîãî øèôðîâàíèÿ íà îñíîâå êîäà,
êîððåêòèðóþùåãî îøèáêè

12.2.1 Ñèñòåìà îòêðûòîãî øèôðîâàíèÿ Ìàêëèñà.
Èäåþ ïîñòðîåíèÿ ñèñòåìû îòêðûòîãî øèôðîâàíèÿ ïðîùå âñåãî ïîÿñíèòü íà ïðèìåðå êîäà
Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà BCHr(n, d) ðàçìåðíîñòè k .

Ïóñòü A � ôèêñèðîâàííàÿ ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà îáîáùåííîãî êîäà BCHr(n, d) íàä
Fr , ò.å. ìàòðèöà ðàíãà k è ðàçìåðà k × n , äëÿ êîòîðîé A · CT = 0 , ãäå C � ìàòðèöà,
îïðåäåëåííàÿ ñîîòíîøåíèåì (5.3.1). Ìåæäó ïðî÷èì, â êà÷åñòâå A ìîæíî âçÿòü ìàòðèöó,
êîòîðàÿ èìååò òîò æå âèä, ÷òî è C . Ýòîò ôàêò ìû èñïîëüçîâàòü íå áóäåì.

Àíñàìáëü Ar(n, d) ïîðîæäàþùèõ ìàòðèö r− çíà÷íûõ îáîáùåííûõ Á×Õ-êîäîâ
BCHr(n, d) = BCHk(n, d) äëèíû n , ðàçìåðíîñòè k c ãàðàíòèðîâàííûì êîäîâûì ðàññòî-
ÿíèåì d (ñì. ðàçäåë 5.3.1) îïðåäåëèì êàê ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö âèäà h · A · Γ · D , ãäå
h ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ íåâûðîæäåííûõ k× k -ìàòðèö íàä Fr , D � ìíîæåñòâî âñåõ
äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö ñ íåíóëåâûìè íà äèàãîíàëÿìè ýëåìåíòàìè, à Γ � ìíîæåñòâî âñåõ
ïðåðåñòàíîâî÷íûõ ìàòðèö ðàçìåðà n× n .

Ñîîòâåòñòâåííî, àíñàìáëü êîäîâ Kr(n, d) îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ êîäîâ ñ
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ïîðîæäàþùèìè ìàòðèöàìè èç àíñàìáëÿ Ar(n, d) . Çàìåòèì, ÷òî àíñàìáëü Kr(n, d) ñîäåð-
æèò ìåíüøåå ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ÷åì àíñàìáëü Ar(n, d) , òàê êàê ðàçëè÷íûå ïîðîæäàþùèå
ìàòðèöû ìîãóò îïðåäåëÿòü îäèí è òîò æå êîä èç Kr(n, d) .

Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îñíîâíîå ïðåäíàçíà÷åíèå ìàòðèö h, Γ, D � ýòî "ìàñêèðîâ-
êà"ìàòðèöû A ïîä ìàòðèöó îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Ïåðåäà÷à ñåêðåòíîãî ñîîáùåíèÿ, èñõîäÿùåãî îò àáîíåíòà Y è ïðåäíàçíà÷åííîãî àáî-
íåíòó X , ïðåäâàðÿåòñÿ ñëåäóþùèìè äåéñòâèÿìè. Àáîíåíò X ñëó÷àéíî, ðàâíîâåðîÿòíî
â ñîîòâåòñòâóþùèõ ìíîæåñòâàõ è íåçàâèñèìî îò äðóãèõ àáîíåíòîâ âûáèðàåò ìàòðèöû
h = hX , D = DX , Γ = ΓX è âû÷èñëÿåò ìàòðèöó A′ = A′

X = hX · A · ΓX · DX , ïðèíàäëå-
æàùóþ àíñàìáëþ Ar(n, d) . Ìàòðèöà A′

X ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì (îáùåäîñòóïíûì äëÿ âñåõ
àáîíåíòîâ) êëþ÷îì (public key), à ìàòðèöû hX , ΓX , DX � ñåêðåòíûì êëþ÷îì (private key)
àáîíåíòà X .

Øèôðîâàííàÿ èíôîðìàöèÿ b (êðèïòîãðàììà), êîòîðóþ àáîíåíò Y ïåðåäàåò ïî îáùå-
äîñòóïíîìó êàíàëó àáîíåíòó X , â ñèñòåìå Ìàêëèñà [67] ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé âåêòîð äëèíû
n è âèäà b = ~aA′

X + e , ãäå ~a � r− çíà÷íûé âåêòîð äëèíû k , íåñóùèé êîíôèäåíöèàëü-
íóþ èíôîðìàöèþ àáîíåíòà Y , à e � ñåêðåòíûé âåêòîð îøèáîê âåñà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî
t , è äëèíû n , êîòîðûé ñëó÷àéíî è ðàâíîâåðîÿòíî âûáèðàåòñÿ àáîíåíòîì Y ñðåäè âñåõ
âåêòîðîâ âåñà íå âûøå t.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ òîãî ÷òîáû ðàñêîëîòü ñèñòåìó, ò.å. ïîëó÷èòü îòêðûòóþ èíôîðìà-
öèþ ~a , äîñòàòî÷íî (íî íå íåîáõîäèìî) ïðåäñòàâèòü âåêòîð b â âèäå

b = a + e, (12.2.1)

ãäå âåêòîð a = ~aA′
X ïðèíàäëåæèò êîäó K = KX ñ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé A′

X , à âåêòîð
e èìååò âåñ ≤ t .

Äðóãèìè ñëîâàìè, çëîóìûøëåííèêó íåîáõîäèìî äåêîäèðîâàòü êîä K ñ èçâåñòíîé ïî-
ðîæäàþùåé ìàòðèöåé A′

X . Ìàòðèöà A′
X çàìàñêèðîâàíà ìàòðèöàìè h, D è Γ è ïîýòîìó

îíà, âîîáùå ãîâîðÿ, ïðåäñòàâëÿåòñÿ íàïàäàþùåé ñòîðîíå êàê ìàòðèöà îáùåãî ïîëîæå-
íèÿ. Ïî òåçèñó A â ýòîì ñëó÷àå ñëîæíîñòü äåêîäèðîâàíèÿ íå ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé
îò äëèíû n êîäà K . Ñëåäîâàòåëüíî, ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ n ïðîöåäóðà äåêîäèðîâà-
íèÿ íåäîñòóïíà äëÿ çëîóìûøëåííèêà èç-çà òîãî, ÷òî îíà èìååò áîëüøóþ âû÷èñëèòåëüíóþ
ñëîæíîñòü, â òîì ñëó÷àå åñëè îí èñïîëüçóåò ïåðåáîðíûé àëãîðèòì.

Âìåñòå ñ òåì äåêîäèðîâàíèå êîäà K òîé æå äëèíû n äëÿ ëåãèòèìíîãî àáîíåíòà X ,
çíàþùåãî ñâîé ñåêðåòíûé êëþ÷, ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòîé âû÷èñëèòåëüíîé ïðîöåäó-
ðîé, èáî, êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå, îí ìîæåò èñïîëüçîâàòü àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ ñ
ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ èç-çà òîãî, ÷òî îí çíàåò ñâîé ñåêðåòíûé êëþ÷. Òîëüêî ýòî
ðàçëè÷èå â âîçìîæíîñòÿõ äåêîäèðîâàíèÿ ìåæäó çëîóìûøëåííèêîì è ëåãèòèìíûì ïîëü-
çîâàòåëåì îáåñïå÷èâàåò ñåêðåòíîñòü îòêðûòîãî øèôðîâàíèÿ â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå.

Ðàññêàæåì, êàê ëåãèòèìíûé àáîíåíò X , ïîëó÷èâ âåêòîð b , âîññòàíàâëèâàåò, ïîñëàí-
íóþ åìó ñåêðåòíóþ èíôîðìàöèþ ~a . Ñíà÷àëà îí ñòðîèò âåêòîð b′ = bD−1 · Γ−1 , êîòîðûé
, î÷åâèäíî, ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì êîäà BCHr(n, d) ñ ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé A , èñêàæåí-
íûé íå áîëåå, ÷åì â t ðàçðÿäàõ. Êàê ðàç çäåñü èñïîëüçóåòñÿ òîò ôàêò, ÷òî ìîíîìèàëüíàÿ
ìàòðèöà D−1 · Γ−1 ñîõðàíÿåò âåñ âåêòîðà-îøèáêè eD−1 · Γ−1 (ñì. ðàçäåë 12.0.16). Çàòåì
ñ ïîìîùüþ êàêîãî�ëèáî îáùåèçâåñòíîãî ïîëèíîìèàëüíîãî àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ êî-
äà BCHr(n, d) íàõîäèòñÿ êîäîâûé âåêòîð a, a = ~a ′A , êîòîðûé óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ
b′ = a + e′ , ãäå w(e′) ≤ t . Çàòåì âû÷èñëÿåòñÿ âåêòîð ~a â âèäå ~a = ~a′h−1 .
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Ìû áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî t ≤ (d− 1)/2 . Âìåñòå ñ òåì ñóùåñòâóþò ïîëèíîìèàëüíûå
àëãîðèòìû äåêîäèðîâàíèÿ, êîòîðûå ðàáîòàþò "ïî÷òè âñåãäà"ïðàâèëüíî ïðè ÷èñëå îøèáîê
t áîëüøåì "ïîëîâèíû êîäîâîãî ðàñòîÿíèÿ", íî ìåíüøåì îïðåäåëåííîé ãðàíèöû ñâåðõó
íà t . Ê òàêèì àëãîðèòìàì äåêîäèðîâàíèÿ îòíîñèòñÿ àëãîðèòìû ðàáîò [63] è [31] (ñì.
òàêæå ðàçäåë 6). Êàê áóäåò âèäíî íèæå, ÷åì áîëüøå àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ èñïðàâëÿåò
îøèáîê, òåì âûøå áóäåò ñòîéêîñòü ñèñòåìû øèôðîâàíèÿ.

Âìåñòå ñ òåì ïðè âîçðàñòàíèè ÷èñëà èñïðàâëÿåìûõ îøèáîê, êàê ïðàâèëî, âîçðàñòàåò è
ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ýòîãî àëãîðèòìà. Â èäåàëå, ëó÷øå âñåãî èñïîëüçîâàòü ïåðåáîðíûé
àëãîðèòì, ðàáîòàþùèé ïî êðèòåðèþ ìàêñèìàëüíîãî ïðàâäîïîäîáèÿ, íî åãî ñëîæíîñòü ÿâ-
ëÿåòñÿ ñëèøêîì âûñîêîé è îí íå äîñòóïåí äëÿ ðåàëèçàöèè. Îáû÷íî â ñèñòåìå Ìàêëèñà
èñïîëüçóþò àëãîðèòìû òèïà ï.ii. èëè ï.iii.

12.2.2 Ñèñòåìà îòêðûòîãî øèôðîâàíèÿ Íèäåððàéòåðà.
Ýòó ñèñòåìó øèôðîâàíèÿ ìû ðàññìîòðèì íà ïðèìåðå êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà RSq(n, d) äëè-
íû n ≤ q + 1 . Îáùèé ñëó÷àé î÷åâèäíûì îáðàçîì âûòåêàåò èç ðàññìîòðåííîãî. Â ñè-
ñòåìå Íèäåððàéòåðà [69] ðàññìàòðèâàåòñÿ àíñàìáëü RSq(n, d) ïðîâåðî÷íûõ ìàòðèö êîäà
RSq(n, d) , êîòîðûé îïðåäåëÿåòñÿ êàê ìíîæåñòâî âñåõ ìàòðèö âèäà

B′ = h · C ·D · Γ, (12.2.2)
ãäå C � ôèêñèðîâàííàÿ ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà âèäà (5.0.1), h ïðîáåãàåò ìíîæåñòâî âñåõ
íåâûðîæäåííûõ n−k×n−k -ìàòðèö íàä Fr , D � ìíîæåñòâî âñåõ äèàãîíàëüíûõ ìàòðèö
ñ íåíóëåâûìè íà äèàãîíàëè ýëåìåíòàìè, à Γ � ìíîæåñòâî âñåõ ïðåðåñòàíîâî÷íûõ ìàòðèö
ðàçìåðà n× n .

Ïîäîáíî ñèñòåìå Ìàêëèñà, îòêðûòûì êëþ÷îì àáîíåíòà X â ñèñòåìå Íèäåððàéòåðà
ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà B′ , à ñåêðåòíûì � ìàòðèöû h, D, Γ .

Øèôðîâàííàÿ èíôîðìàöèÿ c àáîíåíòà Y è ïðåäíàçíà÷åííàÿ àáîíåíòó X â ñèñòåìå
Íèäåððàéòåðà ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé r -çíà÷íûé âåêòîð äëèíû n− k è âèäà

c = eB′T , (12.2.3)

ãäå B′ = B′
X ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà, êîòîðàÿ ñëó÷àéíî âûáðàíà àáîíåíòîì X èç àíñàìá-

ëÿ Br(n, d) è k � ðàçìåðíîñòü êîäà ñ ýòîé ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé. Âåêòîð e ÿâëÿåòñÿ
âåêòîðîì äëèíû n è âåñà, íå ïðåâîñõîäÿùåãî t , êîòîðûé ïåðåíîñèò êîíôèäåíöèàëüíóþ
(ñåêðåòíóþ) èíôîðìàöèþ àáîíåíòà Y .

Òàêèì îáðàçîì, â ñèñòåìå Íèäåððàéòåðà äëÿ ïåðåäà÷è ñåêðåòíîé èíôîðìàöèè àáîíåíò
Y äîëæåí ñíà÷àëà êàêèì-ëèáî îáðàçîì ïðåäñòàâèòü åå â âèäå âåêòîðà e âåñà íå áîëåå t . Â
ñâîþ î÷åðåäü ïîëó÷àòåëü (àáîíåíò X ), âîññòàíîâèâ âåêòîð e , äîëæåí åãî "äåêîäèðîàòü",
ò.å âîññòàíîâèòü èñõîäíóþ ñåêðåòíóþ èíôîðìàöèþ àáîíåíòà Y .

Çàìåòèì, ÷òî êîíôèäåíöèàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ, ò.å. âåêòîð e , ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç ðåøå-
íèé óðàâíåíèÿ

c = xB′T . (12.2.4)
Íàéòè êàêîå-ëèáî ðåøåíèå ýòîãî óðàâíåíèÿ ïðîñòàÿ çàäà÷à � ýòî ëèíåéíîå óðàâíåíèå c

n−k óðàâíåíèÿìè è n íåèçâåñòíûìè. Íàéòè ñðåäè âñåõ ðåøåíèé (èõ ÷èñëî 2k ) ðåøåíèå ñ
ìèíèìàëüíûì âåñîì ýòî óæå ñëîæíàÿ çàäà÷à, êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà çàäà÷å äåêîäèðîâàíèÿ
êîäà ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé B′ .
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Äîêàçàòåëüñòâî ïîñëåäíåãî óòâåðæäåíèÿ ïðîñòî. Åñëè ìû óìååì íàõîäèòü ðåøåíèå e

óðàâíåíèÿ (12.2.4) ìèíèìàëüíîãî âåñà, òî ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.1.1) ïðîèçâîäèòñÿ ñëå-
äóþùèì îáðàçîì. Ñíà÷àëà âû÷èñëèì âåêòîð a′B′T = eB′T (ñèíäðîì a′ ), íàéäåì âåêòîð
îøèáîê e , à çàòåì âû÷èñëèì êîäîâûé âåêòîð a = a′ − e .

Òàêæå êàê â ñèñòåìå Ìàêëèñà â ñèñòåìå Íèäåððàéòåðà ìàòðèöà B′ ïðåäñòàâëÿåòñÿ
íàïàäàþùåé ñòîðîíå ìàòðèöåé îáùåãî ïîëîæåíèÿ.

Â òåîðèè êîäèðîâàíèÿ âåêòîð c èç (12.2.4) íàçûâàþò ñèíäðîìîì âåêòîðà-îøèáêè e .
Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöû B′ è A′ ñâÿçàíû ñîîòíîøåíèåì B′ · A′T = 0 , ãäå A′ � îäíà
èç ìàòðèö àíñàìáëÿ Ar(n, d) . Còðîêè ìàòðèöû B′ ÿâëÿþòñÿ áàçèñîì ïîäïðîñòðàíñòâà
ðàçìåðíîñòè N − k , îðòîãîíàëüíîãî ê ïðîñòðàíñòâó ñòðîê ìàòðèöû A′ .

Àáîíåíò X , ïîëó÷èâ ñîîáùåíèå c , íàõîäèò êàêîé�ëèáî âåêòîð b , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ
ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ xB′T = c . Î÷åâèäíî, âåêòîð b ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì âèäà b = ~aA′ + e

ïðè íåêîòîðîì íåèçâåñòíîì ~a ∈ Fk
r . Çàòåì àáîíåíò X òàêæå, êàê â ñèñòåìå Ìàêëèñà,

äåêîäèðóåò âåêòîð bΓ−1 · D−1 = b′ = ~a′A + e′ , íî âìåñòî êîäîâîãî âåêòîðà ~a′A íàõîäèò
âåêòîð e′ = b′ − ~a′A , à çàòåì è âåêòîð e = e′Γ · D . Îòìåòèì, ÷òî â îòëè÷èå îò ñèñòåìû
Ìàêëèñà, â ñèñòåìå ïðè ðàñøèôðîâàíèè (âîññòàíîâëåíèè âåêòîðà e ) íèêàê íå ó÷àñòâóåò
ìàòðèöà h . Îíà íóæíà òîëüêî äëÿ ìàñêèðîâêè ìàòðèöû B′ .

Êàê è âûøå, ïðåäïîëàãàåì, ÷òî èñïîëüçóåìûé àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ êîäà RSq(n, d)
âñåãäà ïðàâèëüíî âîññòàíàâëèâàåò âåêòîð îøèáîê e .

12.2.3 Ñðàâíåíèå ñèñòåì îòêðûòîãî øèôðîâàíèÿ Ìàêëèñà è Íè-
äåððàéòåðà.

Ñèñòåìû Ìàêëèñà è Íèäåððàéòåðà îáëàäàþò îäèíàêîâîé ñòîéêîñòüþ ê íàïàäåíèþ, èáî
êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ àòàêà íà îäíó èç ñèñòåì ìîæåò áûòü ëåãêî òðàíñôîðìèðîâàíà â àòàêó
íà äðóãóþ. Ïîÿñíèì ýòî ïîäðîáíî.

Ìû ïîëàãàåì, ÷òî îáå âçàèìíî îðòîãîíàëüíûå ìàòðèöû A′ (îòêðûòûé êëþ÷ ñèñòåìû
Ìàêëèñà) è B′ (îòêðûòûé êëþ÷ ñèñòåìû Íèäåððàéòåðà) èçâåñòíû íàïàäàþùåé ñòîðîíå,
òàê êàê îäíà èç äðóãîé ìîæåò áûòü ïîëó÷åíà êàê ðåøåíèå ëèíåéíîé ñèñòåìû óðàâíåíèé
A′ ·B′T = 0 , ò.å. ñ ïîìîùüþ íå áîëåå, ÷åì O(n3) îïåðàöèé.

Ïðè èçâåñòíîì ñèíäðîìå c = eB′T íåòðóäíî âû÷èñëèòü âåêòîð b = ~aA′ + e ñ íåêî-
òîðûì âåêòîðîì ~a ∈ Fk

r òàêîé, ÷òî c = bB′T . Äëÿ ýòîãî íàäî íàéòè êàêîå-ëèáî ðåøåíèå
b óðàâíåíèÿ (12.2.4). Âåêòîð b ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê êðèïòîãðàììó â ñèñòåìå
Ìàêëèñà.

Åñëè äëÿ ñèñòåìû Ìàêëèñà íàéäåíà êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ àòàêà ñî ñëîæíîñòüþ Q , ò.å.
èçâåñòåí àëãîðèòì âû÷èñëåíèÿ âåêòîðà ~a (êîíôèäåíöèàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ â ñèñòåìå
Ìàêëèñà), òî âåêòîð e (êîíôèäåíöèàëüíàÿ èíôîðìàöèÿ â ñèñòåìå Íèäåððàéòåðà), î÷å-
âèäíî, ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå e = b − ~aA′ , ò.å. ñëîæíîñòü îïðåäåëåíèÿ e , ïî ñóùåñòâó,
ñîâïàäàåò ñî ñëîæíîñòüþ îïðåäåëåíèÿ ~a .

Íàîáîðîò, åñëè äëÿ ñèñòåìû Íèäåððàéòåðà èçâåñòíà êðèïòîãðàôè÷åñêàÿ àòàêà ñî ñëîæ-
íîñòüþ Q , òî èñïîëüçóÿ â êà÷åñòâå êðèïòîãðàììû ýòîé ñèñòåìû âåêòîð c = bB′T =
(~aA′ + e)B′T = eB′T , ãäå b � êðèïòîãðàììà ñèñòåìû Ìàêëèñà, âû÷èñëèì âåêòîð îøèáîê
e , à çàòåì è âåêòîð ~a , êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííûì ðåøåíèåì ëèíåéíîãî óðàâíåíèÿ
~yA′ = b− e .

Ñîîáðàæåíèÿ, èñïîëüçîâàííûå â ïðåäûäóùèõ äâóõ àáçàöàõ, ëþáåçíî ñîîáùåíû àâòîðó

245



â óñòíîé áåñåäå Ã.À. Êàáàòÿíñêèì.

12.2.4 Íåêîòîðûå ñâîéñòâà ñèñòåì îòêðûòîãî øèôðîâàíèÿ Ìàê-
ëèñà è Íèäåððàéòåðà.

Äâå ýòè ñèñòåìû ðàçëè÷àþòñÿ ñêîðîñòüþ ïåðåäà÷è. Åñëè êîä K ÿâëÿåòñÿ íèçêîñêî-
ðîñòíûì, ò.å. k/n � ìàëîå ÷èñëî, òî ñêîðîñòü ïåðåäà÷è ó ñèñòåìû Íèäåððàéòåðà âñåãäà
âûøå ïî ñðàâíåíèþ ñ ñèñòåìîé Ìàêëèñà. Ïîýòîìó äàëåå áóäåì ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ñè-
ñòåìó Íèäåððàéòåðà. Âìåñòå ñ òåì áóäåì ïðåäïîëàãàòü, íå îãîâàðèâàÿ ýòîãî îñîáî, ÷òî
êðèïòîãðàììîé ñèñòåìû Íèäåððàéòåðà ÿâëÿåòñÿ n -ìåðíûé âåêòîð b = ~aA′ + e , êîòîðûé
ÿâëÿåòñÿ êàêèì�ëèáî ðåøåíèåì ñèñòåìû (12.2.4), ãäå c = bB′T = eB′T è e � âåêòîð
âåñà íå âûøå t (èíôîðìàöèîííûé âåêòîð àáîíåíòà Y ). Ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî àëãîðèòìû
äåêîäèðîâàíèÿ êîäà RSq(n, d) , ðàññìîòðåííûå â [63] è [31], à òàêæå è íåêîòîðûå äðóãèå
èçâåñòíûå êðèïòîãðàôè÷åñêèå àòàêè îïåðèðóþò ñ èñêàæåííûì êîäîâûì âåêòîðîì b , à íå
ñ åãî ñèíäðîìîì c . Âìåñòå ñ òåì èçâåñòíû è ñèíäðîìíûå àëãîðèòìû äåêîäèðîâàíèÿ.

Øèôðîâàíèå ñîîáùåíèÿ â ñèñòåìå Íèäåððàéòåðà e ñîñòîèò â âû÷èñëåíèþ åãî ñèíäðî-
ìà è ïîýòîìó ñëîæíîñòü øèôðîâàíèÿ ðàâíà O((N − k)N) îïåðàöèé. Ñëîæíîñòü ðàñøèô-
ðîâàíèÿ (ñëîæíîñòü âîññòàíîâëåíèÿ âåêòîðà e) îïðåäåëÿåòñÿ, â îñíîâíîì, òðóäîåìêîñòüþ
àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ êîäà RSq(n, d) è ïðè èñïîëüçîâàíèè àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ,
îïèñàííûõ â ãëàâå 6, íå ïðåâîñõîäèò O(n3) îïåðàöèé.

Ñðàâíèì íåêîäîâûå ñèñòåìû îêðûòîãî øèôðîâàíèÿ, íàïðèìåð, ñèñòåìó RSA ñ êîäî-
âûìè ñèñòåìàìè.

Âî-ïåðâûõ, ñêîðîñòü ïåðåäà÷è ó êîäîâîé ñèñòåìû âñåãäà ìåíüøå 1 (îáû÷íî ìåíüøå
1/2) , â òî âðåìÿ êàê â ñèñòåìå RSA (ñì. [43] (ñòð. 135) è [32] ìíîãèå äðóãèå ðàáîòû) îíà
ðàâíà 1.

Âî�âòîðûõ, îòêðûòûé êëþ÷ (â ðàññìàòðèâàåìîé êîäîâîé ñèñòåìå � ìàòðèöà B′ ) èìååò
îáúåì ïðèìåðíî â n − k ðàç áîëüøèé, ÷åì ó óïîìÿíóòîé ñèñòåìû RSA. Åñëè k îòíîñè-
òåëüíî ìàëåíüêîå ÷èñëî òî âûãîäíåé â êà÷åñòâå îòêðûòîãî êëþ÷à ñèñòåìû ðàññìàòðèâàòü
ìàòðèöó A′ , êîòîðàÿ ñâÿçàíà ñ B′ ñîîòíîøåíèåì B′ · A′ = 0 .

Êðîìå òîãî èññëåäîâàíèé ïî îöåíêè ñòîéêîñòè êîäîâûõ ñèñòåì èçâåñòíî çíà÷èòåëüíî
ìåíüøå, ÷åì èññëåäîâàíèé ñòîéêîñòè äðóãèõ êðèïòîñèñòåì, íàïðèìåð, ñèñòåìû RSA.

Âìåñòå ñ òåì êîäîâûå ñèñòåìû îòêðûòîãî øèôðîâàíèÿ èìåþò ñóùåñòâåííûå ïðåèìó-
ùåñòâà: àëãîðèòì çàøèôðîâàíèÿ èíôîðìàöèè, à â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ è ðàñøèôðîâàíèÿ,
ñóùåñòâåííî áîëåå áûñòðûé, ÷åì, íàïðèìåð, ó ñèñòåìû RSA.

Â ñèñòåìå îòêðûòîãî øèôðîâàíèÿ Íèäåððàéòåðà â êà÷åñòâå îòêðûòîé èíôîðìàöèè
âûñòóïàþò âåêòîðû e âåñà t è ìåíåå. Äëÿ åå ðåàëèçàöèè íåîáõîäèìî èìåòü àëãîðèòì,
êîòîðûé îòîáðàæàåò ìíîæåñòâî âñåõ r -íûõ âåêòîðîâ äëèíû s â ìíîæåñòâî Wt âåêòîðîâ
äëèíû n è âåñà íå âûøå t , ãäå s ≤ τ(t, N) = [lgr

∑t
i=0

(
N
i

)
(r − 1)i] (ëîãàðèôì ÷èñëà

âîçìîæíûõ ñîîáùåíèé â ñèñòåìå Íèäåððàéòåðà). Ýòîãî îòíîñèòåëüíî ïðîñòîãî âîïðîñà
ìû êàñàòüñÿ íå áóäåì.

Ñèñòåìà Íèäåððàéòåðà ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿåòñÿ êàê ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé B′ , òàê è
îðòîãîíàëüíîé ê íåé ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé A′ , è íàîáîðîò. Ïîýòîìó îòêðûòûì êëþ÷îì
ýòîé ñèñòåìû åñòåñòâåííî ñ÷èòàòü ìàòðèöó, êîòîðàÿ ñîäåðæèò ìåíüøåå ÷èñëî ñòðîê, õîòÿ
êðèïòîãðàììà c = eB′ âñåãäà ðåàëüíî ñòðîèòñÿ ñ ïîìîùüþ ìàòðèöû B′ .
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Ïåðåõîä îò ñèñòåìûÌàêëèñà ê ñèñòåìå Íèäåððàéòåðà ïîëåçåí íå òîëüêî ñ òî÷êè çðåíèÿ
ïîâûøåíèÿ ñêîðîñòè ïåðåäà÷è, íî è, ÷òî, âîçìîæíî, áîëåå âàæíî, ïîçâîëÿåò ñ ïîìîùüþ
íåñëîæíîé ìîäåðíèçàöèè ñóùåñòâåííî óñèëèòü åå ñòîéêîñòü ê êðèïòîãðàôè÷åñêèì àòàêàì.
Ïî ïîâîäó ýòîãî âîïðîñà ñì. ðàáîòó [31].

12.3 Êàê ðàñêàëûâàåòñÿ ñèñòåìà îòêðûòîãî øèôðîâà-
íèÿ Íèäåððàéòåðà, ïîñòðîåííàÿ ñ ïîìîùüþ îáîá-
ùåííîãî êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà ? Îáùèå ïîäõîäû.

Â ýòîì ðàçäåëå ìû ðàññìàòðèâàåì ñèñòåìó Íèäåððàéòåðà, ïîñòðîåííóþ ñ ïîìîùüþ q -
çíà÷íîãî êîäà èç àíñàìáëÿ RSq(n, d) (ñì. ðàçäåë 12.2.2). Êàê áûëî óñòàíîâëåíî â ðàçäåëå
12.2.3, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà Ìàêëèñà (ñèñòåìà, â êîòîðîé ïîðîæäàþùèå ìàòðèöû
âûáèðàþòñÿ èç àíñàìáëÿ Aq(n, n− d + 1) èìååò ïðèìåðíî òó æå ñòîéêîñòü ê íàïàäåíèþ,
÷òî è ðàññìàòðèâàåìàÿ ñèñòåìà îòêðûòîãî øèôðîâàíèÿ. RSq(n, d)

Èìååòñÿ äâà âèäà àòàê íà ñèñòåìó îòêðûòîãî øèôðîâàíèÿ.
i. "×òåíèå"îòêðûòîãî ñîîáùåíèÿ àáîíåíòà Y áåç èñïîëüçîâàíèÿ ñåêðåòíîãî êëþ÷à àáî-

íåíòà X (áåçêëþ÷åâîå ÷òåíèå). Íàïîìíèì, ÷òî â äàííîì ñëó÷àå ñåêðåòíûì êëþ÷îì ÿâ-
ëÿþòñÿ ìàòðèöû h, Γ, D àáîíåíòà X .

ii. Âû÷èñëåíèå ñåêðåòíîãî êëþ÷à àáîíåíòà X ñ ïîñëåäóþùèì âû÷èñëåíèåì âñåõ îò-
êðûòûõ ñîîáùåíèé àáîíåíòà Y , íàïðàâëÿåìûõ èì àáîíåíòó X .

Ðàññìîòðèì ñíà÷àëà àòàêó i.. Äëÿ åå ðåàëèçàöèè íåîáõîäèìî ðåøèòü óðàâíåíèå (12.2.4).
Ñ òî÷êè çðåíèÿ íàïàäàþùåé ñòîðîíû ìàòðèöà B′ ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé îáùåãî ïîëîæåíèÿ.
Ïîýòîìó äëÿ íàõîæäåíèÿ ðåøåíèÿ e óðàâíåíèÿ (12.2.4) âåñà wt(e) ≤ t â ñîîòâåòñòâèå
ñ òåçèñîì A íåîáõîäèìî ïðîäåëàòü ýêñïîíåíöèàëüíîå îò åãî äëèíû n ÷èñëî îïåðàöèé.
Ïîýòîìó ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n àòàêà ýòîãî íåâîçìîæíà.

Âñå ñêàçàííîå âûøå â ïðåäûäóùåì àáçàöå ñïðàâåäëèâî òîëüêî â ñëó÷àå, êîãäà ìíîæå-
ñòâî âñåõ âîçìîæíûõ àïðèîðíûõ çíà÷åíèé âåêòîðîâ-îøèáîê e , ïåðåíîñÿùèõ îòêðûòóþ
èíôîðìàöèþ, èìååò äîñòàòî÷íî áîëüøóþ ìîùíîñòü. Åñëè ýòî íå òàê, òî àòàêà òèïà i.
ìîæåò ðàñêîëîòü ñèñòåìó. Ïðåîäàëåòü ýòó ñëàáîñòü äîñòàòî÷íî ïðîñòî. Íà ýòîì ìû îñòà-
íàâëèâàòüñÿ íå áóäåì.

Äðóãîé ïîäõîä, ðåàëèçóþùèé àòàêó i., ñîñòîèò â ñëåäóþùåì. Ìîæíî "óãàäàòü"îáîáùåí-
íûé êîä Ðèäà-Ñîëîìîíà, îïðåäåëÿåìûé ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé B′ , è ïðîèçâåñòè äåêî-
äèðîâàíèå (ðåøèòü óðàâíåíèå (12.2.4)) â ýòîì êîäå. Ïî ñëåäñòâèþ 1 ÷èñëî òàêèõ êîäîâ
Aq(n, d) íå ìåíüøå n!(q−1)n

(qd−1−1)(qd−1−q)···(qd−1−qd−2)
. Ýòî ÷èñëî ïðè n ≈ 100 , d ≤ n/2 è q ≥ 2

áîëüøå, ÷åì 1077 . Ïîýòîìó ýòî ñîáûòèå î÷åíü ìàëîâåðîÿòíî è åãî ìîæíî íå ðàññìàòðè-
âàòü.

Òàêèì îáðàçîì, ïî ñîâðåìåííûì ïðåäñòàâëåíèåì ñ ó÷åòîì òåçèñà A áåñêëþ÷åâîå ÷òåíèå
(àòàêà i.) â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå ïðè íåêîòîðûõ äîïîëíèòåëüíûõ ïðåäïîëîæåíèÿõ
íåâîçìîæíî ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøîì n .

Ðàññìîòðèì òåïåðü àòàêó ii.. Çàäà÷åé â ýòîì ñëó÷àå ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëåíèå ìàòðèöû
h, Γ, D , èñõîäÿ èç èçâåñòíîé ìàòðèöå B′ . Êàê áóäåò ïîêàçàíî íèæå è ýòî ÿâëÿåòñÿ îñíîâ-
íûì ðåçóëüòàòîì ðàçäåëà, óêàçàííàÿ çàäà÷à ìîæåò áûòü ðåøåíà çà O(s4 + sn) îïåðàöèé
â ïîëå Fq .
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12.4 Àëãîðèòì îïðåäåëåíèÿ ñåêðåòíîãî êëþ÷à ñèñòåìû
îòêðûòîãî øèôðîâàíèÿ, èñïîëüçóþùåãî îáîáùåí-
íûé êîä Ðèäà-Ñîëîìîíà

Ëþáàÿ ìàòðèöà B′ àíñàìáëÿ Bq(n, d) , îïðåäåëåííàÿ ñîîòíîøåíèåì (12.2.2), èìååò âèä

B′ =




z1f0(ω1) z2f0(ω2) · · · znf0(ωn)
z1f1(ω1) z2f1(ω2) · · · znf1(ωn)
z1f2(ω1) z2f2(ω2) · · · znf2(ωn)

... ... · · · ...
z1fd−2(ω1) z2fd−2(ω2) · · · znfd−2(ωn)




, (12.4.1)

ãäå fi(x) ∈ Fq[x] ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè íå âûøå d − 2 , êîòîðûé îïðåäåëÿþòñÿ d − 1 × d −
1−ìàòðèöåé h = ‖hi,j‖ ñëåäóþùèì îáðàçîì fi(x) =

∑d−2
j=0 hi,jx

j . Îòìåòèì, ÷òî ìíîãî-
÷ëåíû fi(x) ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè, èáî ìàòðèöà h ÿâëÿåòñÿ íåâûðîæäåííîé.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòîâ (ω1, ω2, . . . , ωn) îïðåäåëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâî÷íîé ìàòðèöåé Γ
â (12.2.2).

Èòàê, ïåðåä íàìè ñòîèò çàäà÷à: ïî çàäàííîé ìàòðèöå B′ è èçâåñòíîé ïðîâåðî÷íîé ìàò-
ðèöû êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà B íàéòè íåâûðîæäåííóþ ìàòðèöó h , ýëåìåíòû ω1, ω2, . . . , ωn ∈
F′q = Fq ∪ {∞} è ýëåìåíòû z1, z2, . . . , zn ∈ Fq \ {0} òàêèå, ÷òî B′ = h · B · Γ · D ,
D = diag(z1, z2, . . . , zn) .

Çàäà÷ó áóäåì ðåøàòü â äâà ýòàïà: ñíà÷àëà íàéäåì ýëåìåíòû ω1, ω2, . . . , ωn , à çàòåì
ýëåìåíòû z1, z2, . . . , zn è ìàòðèöó h .

12.4.1 Êàê îïðåäåëèòü ïåðâûå òðè ýëåìåíòà ωj ?
Ïåðåä òåì êàê èñêàòü ýëåìåíòû ω1, ω2, . . . , ωn ñäåëàåì íåñêîëüêî çàìå÷àíèé.

Ïóñòü h, Λ � íåêîòîðîå ðåøåíèå óðàâíåíèÿ (12.4.1), ò.å. B′ = h · B · Λ, Λ = Γ · D , è
Λφ = Γφ ·Dφ, Dφ = diag(z′1, z

′
2, . . . , z

′
n) , � íåêîòîðûé îáîáùåííûé àâòîìîðôèçì êîäà K ñ

ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé B (ñì. 1.1.5), ñîîòâåòñòâóþùèé äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè φ(x)
(ñì. ðàçäåë 12.0.17). Òîãäà ðåøåíèåì óðàâíåíèÿ (12.4.1) ÿâëÿåòñÿ òàêæå ïàðà h′, Λ′ , ãäå
h′ = h · h′′−1, Λ′ = Λφ · Λ , ãäå ìàòðèöà h′′ îïðåäåëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèåì h′′ ·B = B · Λφ .

Ãðóïïà îáîáùåííûõ àâòîìîðôèçìîâ ΞK êîäà K = RSq(n, d) Ðèäà-Ñîëîìîíà òèïà 3
(ñì. ðàçäåë 5.0.4) äåéñòâóåò íà êîîðäèíàòàõ âåêòîðîâ x = (xα1 , xα2 , . . . , xαn) . Îíà îáðà-
çîâàíà âñåìè ìîíîìèàëüíûìè ìàòðèöàìè Λφ (òåîðåìà 12.0.5) è ÿâëÿåòñÿ òðèæäû òðàí-
çèòèâíîé. Ñìûñë ýòîãî ïîíÿòèÿ îáúÿñíåí â ðàçäåëå 12.0.17. Ïîýòîìó íàéäåòñÿ äðîáíî-
ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ φ(x) òàêàÿ, ÷òî

h′ ·B · Λφ · Λ =




z′′1f
′
0(1) z′′2f

′
0(0) z′′3f

′
0(∞) · · · z′′nf ′0(βn)

z′′1f
′
1(1) z′′2f

′
1(0) z′′3f

′
1(∞) · · · z′′nf ′1(βn)

z′′1f
′
2(1) z′′2f

′
2(0) z′′3f

′
2(∞) · · · z′′nf ′2(βn)

... ... ... · · · ...
z′′1f

′
d−2(1) z′′2f

′
d−2(0) z′′3f

′
d−2(∞) · · · z′′nf ′d−2(βn)




, (12.4.2)

Ò.å. íàéäåòñÿ òàêàÿ ìàòðèöà Λφ·Λ , ÷òî (xω1 , xω2 , . . . , xωn)Λφ·Λ = (d1x1, d2x0, d3x∞, β4, . . . , βn) ,
ãäå dω � ýëåìåíòû äèàãîíàëüíîé ìàòðèöû D′ , îïðåäåëÿåìîé ñîîòíîøåíèåì Λφ ·Λ = Λ′ =
Γ′ ·D′ (ñì. ðàçäåë 12.0.17).
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Äëÿ ýòîãî, êàê íåòðóäíî âèäåòü, íóæíî ïîäîáðàòü òàêóþ ôóíêöèþ φ(x) , ÷òî φ(ω1) =
β1, φ(ω2) = β2, φ(ω3) = β3 , ãäå ýëåìåíòû βi îïðåäåëÿþòñÿ òåì óñëîâèåì, ÷òî ìàòðè-
öà Λ ïåðåâîäèò êîîðäèíàòó xβ1 â êîîðäèíàòó x1 , êîîðäèíàòó xβ2 â êîîðäèíàòó x0 è
êîîðäèíàòó xβ3 â êîîðäèíàòó x∞ .

Òàêèì îáðàçîì, âñåãäà ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî â (12.4.1) ω1 = 1, ω2 = 0, ω3 = ∞ .

12.4.2 Îïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ ωj, j > 3 .
Íàéäåì òàêèå ïîñòîÿííûå c

(1)
s , s = 0, . . . , d− 2 , íå âñå ðàâíûå íóëþ, äëÿ êîòîðûõ âûïîë-

íåíî

zj

d−2∑
s=0

c(1)
s fs(ωj) =

d−2∑
s=0

c(1)
s zjfs(ωj) = 0, j = 1, d, d + 1, . . . , 2d− 4. (12.4.3)

Äëÿ ýòîãî íåîáõîäèìî ðåøèòü ñèñòåìó îäíîðîäíûõ ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îò d − 1 íåèç-
âåñòíûõ c

(1)
s ñ èçâåñòíîé ìàòðèöåé êîýôôèöèåíòîâ ‖zjfs(ωj)‖ , êîòîðàÿ ÿâëÿåòñÿ ÷àñòüþ

ìàòðèöû B′ . Ýòà ñèñòåìà âñåãäà èìååò ðåøåíèå, òàê êàê ÷èñëî d−2 åå óðàâíåíèé ìåíüøå,
÷åì ÷èñëî åå íåèçâåñòíûõ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî âñå ýëåìåíòû c
(1)
s îòëè÷íû îò íóëÿ, òàê êàê â ïðîòèâíîì ñëó÷àå

â ìàòðèöå B′ íàøëèñü áû d − 1 ëèíåéíî-çàâèñèìûõ ñòîëáöîâ, ÷òî ïî åå ïîñòðîåíèþ íå
ìîæåò èìåòü ìåñòî.

Ïîëîæèì

F (1)(x) =
d−2∑
s=0

c(1)
s fs(x). (12.4.4)

Î÷åâèäíî,

γ
(1)
i =

d−2∑
s=0

c(1)
s zifs(ωi) = ziF

(1)(ωi). (12.4.5)

Î÷åíü ñóùåñòâåííî, ÷òî ýëåìåíòû γ
(1)
i ìîãóò áûòü âû÷èñëåíû, èñõîäÿ òîëüêî èç èçâåñòíûõ

ýëåìåíòîâ zifs(ωi) ìàòðèöû B′ .
Ïîñêîëüêó ýëåìåíòû zi îòëè÷íû îò íóëÿ, òî èç (12.4.4) ñëåäóåò, ÷òî ýëåìåíòû ωj, j =

1, d, d + 1, . . . , 2d − 4 ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè ìíîãî÷ëåíà F (1)(x) . Çàìåòèì, ÷òî íè îäèí èç
ýëåìåíòîâ ω1, ωd, ωd+1, . . . , ω2d−4 íå ðàâåí ∞ , òàê êàê ω3 = ∞ .

Ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà F (1)(x) íå ïðåâîñõîäèò d− 2 , òàê êàê ñòåïåíè fj(x) , èç êîòîðûõ
îí ñîñòàâëåí, òàêæå íå ïðåâîñõîäÿò d−2 . Êðîìå òîãî, ìíîãî÷ëåí F (1)(x) íå ðàâåí òîæäå-
ñòâåííî 0 , èáî ìíîãî÷ëåíû fs(x) ëèíåéíî-íåçàâèñèìû, à êîýôôèöèåíòû c

(1)
s âñå îòëè÷íû

îò íóëÿ. Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî F (1)(x) = a(1)(x− 1)(x− ωd) · · · (x− ω2d−4), a(1) 6= 0 .
Îòìåòèì, ÷òî F (1)(ω) 6= 0 , åñëè ω 6= ωj, j = 1, d, d + 1, . . . , 2d− 4 , ω 6= ∞ è F (1)(∞) =

a(1) .
Òåïåðü ïðîäåëàåì òó æå ïðîöåäóðó äëÿ ýëåìåíòîâ ωj, j = 2, d, d + 1, . . . , 2d − 4. . À

èìåííî, íàéäåì òàêèå ïîñòîÿííûå c
(2)
s , s = 0, . . . , d− 2 , íå âñå ðàâíûå íóëþ, äëÿ êîòîðûõ

âûïîëíåíî
d−2∑
s=0

c(2)
s fs(ωj) = 0, j = 2, d, d + 1, . . . , 2d− 4. (12.4.6)
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Ïîëîæèì

F (2)(x) =
d−2∑
s=0

c(2)
s fs(x), γ

(2)
i =

d−2∑
s=0

c(2)
s zifs(ωi) = ziF

(2)(ωi). (12.4.7)

Ïî òåì æå ñîîáðàæåíèÿì, ÷òî è âûøå, èìååì F (2)(x) = a(2)x(x−ωd) · · · (x−ω2d−4), a(1) 6=
0 .

Ðàññìîòðèì ôóíêöèþ
θ(x) =

F (1)(x)

F (2)(x)
=

a(1)(x− 1)

a(2)x
(12.4.8)

� îòíîøåíèå ìíîãî÷ëåíîâ F (1)(x) è F (2)(x) . Êàê óæå áûëî çàìå÷åíî, F (i)(ω) 6= 0, i = 1, 2 ,
åñëè ω 6= ωj, j = 1, 2, d, d + 1, . . . , 2d − 4 , ω 6= ∞ . Òàêèì îáðàçîì, ìû ìîæåì âû÷èñëèòü
çíà÷åíèå ôóíêöèè θ(x) âî âñåõ òî÷êàõ ωj çà èñêëþ÷åíèåì j = d, d + 1, . . . , 2d − 4 ñ
òî÷íîñòüþ äî ïîñòîÿííîãî ìíîæèòåëÿ a(1)

a(2) .
Ìíîæèòåëü a(1)

a(2) ìîæíî âû÷èñëèòü, åñëè ïîëîæèòü x = ∞ (çíà÷åíèþ ω3 ) â θ(x) . Â
ýòîì ñëó÷àå z3F

(i)(∞) =
∑d−2

s=0 c
(i)
s z3fs(∞), i = 1, 2 . Òàêèì îáðàçîì, çíà÷åíèå θ(∞) ìîæåò

áûòü âû÷èñëåíî íåïîñðåäñòâåííî, èñõîäÿ èç ìàòðèöû B′ , èáî z3fs(∞) � ýëåìåíòû òðå-
òüåãî ñòîëáöà B′ . Äëÿ ïîëíîòû èçëîæåíèÿ çàìåòèì, ÷òî F (i)(∞) 6= 0 , èáî ïî ïîñòðîåíèþ
ñðåäè âñåõ d−2 êîðíåé ìíîãî÷ëåíà F (i)(x) , ñòåïåíè íå âûøå d−2 , íåò êîðíÿ ∞ . Îòñþäà
âûòåêàåò, ÷òî

θ(x) =
F (1)(∞)

F (2)(∞)

(
x− 1

x

)
(12.4.9)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, çíà÷åíèÿ ìíîãî÷ëåíîâ F (i)(x) è, ñëåäîâàòåëüíî, çíà÷åíèå eω =
θ(ω) äðîáíî-ëèíåéíîé ôóíêöèè θ(x) ìîæíî âû÷èñëèòü â ëþáîé òî÷êå ω ∈ F′q çà èñêëþ-
÷åíèåì ω 6= ωj, j = 1, 2, d, d + 1, . . . , 2d− 4 , ω 6= ∞ . Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî

ωj = θ−1(eωj
), j 6= 1, 2, 3, d, d + 1, . . . , 2d− 4 (12.4.10)

Çàìåòèì, âïðî÷åì, ÷òî ýëåìåíòû ωi, i = 1, 2, 3, óæå èçâåñòíû.
Ôóíêöèÿ θ−1(x) , êàê íåòðóäíî âû÷èñëèòü, ðàâíà θ−1(x) = F (1)(∞)

F (1)(∞)−xF (2)(∞)
. Òàêèì îá-

ðàçîì, ìû ìîæåì îïðåäåëèòü çíà÷åíèÿ ωj äëÿ âñåõ j , èñêëþ÷àÿ j = d, d + 1, . . . , 2d− 4 .
Íåäîñòàþùèå ωj ìîæíî îïðåäåëèòü, åñëè âûáðàòü äðóãèå ýëåìåíòû, îïðåäåëÿþùèå

ìíîãî÷ëåíû F (i)(x) . Ñêàæåì, â êà÷åñòâå òàêîãî íàáîðà äëÿ îïðåäåëåíèÿ F (1)(x) ìîæíî
âçÿòü

ýëåìåíòû 1, ω2d−3, ω2d−2, . . . , ω3d−6 è ñ èõ ïîìîùüþ âû÷èñëèòü íåäîñòàþùèå ωj, j =
d, d + 1, . . . , 2d− 4 .

Â ýòîì ðàçäåëå ïðîèçâåäåíà ñàìàÿ îñíîâíàÿ è òðóäíàÿ ðàáîòà: íàéäåíà ïåðâàÿ ÷àñòü
ñåêðåòíîãî êëþ÷à � ýëåìåíòû ωj äëÿ âñåõ j . Âñÿ îñòàëüíàÿ ðàáîòà ïî îïðåäåëåíèþ
îñòàâøåéñÿ ÷àñòè êëþ÷à, à èìåííî îïðåäåëåíèþ êîýôôèöèåíòîâ zi è ìàòðèöû h , êàê ýòî
îáû÷íî è áûâàåò, ÿâëÿåòñÿ áîëåå ëåãêîé è ìîæåò áûòü ïðîèçâåäåíà ðàçëè÷íûìè ñïîñîáàìè.
Îäèí èç íèõ èçëàãàåòñÿ íèæå.

Ïîìèìî ýòîãî çàìåòèì, ÷òî ìû èñïîëüçîâàëè íåòðèâèàëüíûå ñâîéñòâà ïîäãðóïïû ãðóï-
ïû àâòîìîðôèçìîâ êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà, à èìåííî åå òðèæäû òðàíçèòèâíîñòü. Åñëè áû
ïîäãðóïïà áûëà òîëüêî äâàæäû òðàíçèòèâíîé, òî ìû, íàïðèìåð íå ñìîãëè áû âû÷èñëèòü
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ìíîæèòåëü a(1)

a(2) è äîëæíû áûëè áû åãî óãàäûâàòü (îïðîáîâàòü). Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîæíîñòü
âñåãî àëãîðèòìà ñóùåñòâåííî óâåëè÷èëàñü áû.

Òðóäîçàòðàòû ýòîé ÷àñòè àëãîðèòìà, êàê íåòðóäíî ïîäñ÷èòàòü, íå áîëüøå O(d3 + dn) .
Äåòàëüíîãî îáîñíîâàíèÿ ýòîé îöåíêè ïðîèçâîäèòü íå áóäåì.

12.4.3 Îïðåäåëåíèå ýëåìåíòîâ zj è ìàòðèöû h .
Çàìåòèì, ÷òî åñëè êàæäûé ýëåìåíò ìàòðèöû Λ óìíîæèòü íà a ∈ Fq \ {0} , à êàæäûé
ýëåìåíò h íà a−1 , òî ïðîèçâåäåíèå B′ = h ·B ·Λ îñòàíåòñÿ íåèçìåííûì. Ïîýòîìó ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî z1 = 1 .

Íàéäåì òàêèå ýëåìåíòû c1, c2, . . . , cd , ÷òî
d∑

s=1

cszsfj(ωs) = 0, j = 0, . . . , d− 2. (12.4.11)

Îòìåòèì, ÷òî âñå ýëåìåíòû c1, c2, . . . , cd îòëè÷íû îò íóëÿ, ïîñêîëüêó â ïðîòèâíîì ñëó÷àå
êîä ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé B′ èìåë áû êîäîâîå ðàññòîÿíèå ìåíüøåå d (ñì. ðàçäåë 5.3).

Ñîîòíîøåíèå (12.4.11) â ìàòðè÷íîé ôîðìå èìååò âèä

B′′
d · diag(z1, z2, . . . , zd)(c1, c2, . . . , cd)

T = 0, (12.4.12)

ãäå B′′
d = (fi(ωj)), i = 0, 1, . . . , d − 2, j = 1, 2, . . . , d � ìàòðèöà ðàçìåðà d − 1 × d . Çàìå-

òèì, ÷òî ìàòðèöà B′′
d · diag(z1, z2, . . . , zd) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöåé, ñîâïàäàþùåé ñ ïåðâûìè d

ñòîëáöàìè ìàòðèöû B′ . Êàê íåòðóäíî âèäåòü B′′
d = h ·Bd , ãäå

Bd =




ω0
1 ω0

2 · · · ω0
d

ω1 ω2 · · · ωd

ω2
1 ω2

2 · · · ω2
d... ... · · · ...

ωd−2
1 ωd−2

2 · · · ωd−2
d




(12.4.13)

Îòêóäà è èç (12.4.12) âûòåêàåò, ÷òî

h ·Bd · ·diag(z1, z2, . . . , zd)(c1, c2, . . . , cd)
T = 0, (12.4.14)

èëè
Bd · diag(c1, c2, . . . , cd) · (z1, z2, . . . , zd)

T = 0. (12.4.15)
Ñîîòíîøåíèå (12.4.15) ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü êàê ëèíåéíóþ ñèñòåìó óðàâíåíèé îòíî-

ñèòåëüíî íåèçâåñòíûõ z2, z3, . . . , zd ñ ó÷åòîì òîãî, ÷òî íåíóëåâûå ýëåìåíòû c1, c2, . . . , cd è
ýëåìåíòû ω1, ω2, . . . , ωd óæå èçâåñòíû, à z1 = 1 . Ýòà ñèñòåìà èìååò åäèíñòâåííîå ðåøåíèå,
ïîñêîëüêó åå ìàòðèöà åå êîýôôèöèåíòîâ




ω0
2 ω0

3 · · · ω0
d

ω2 ω3 · · · ωd

ω2
2 ω2

3 · · · ω2
d... ... · · · ...

ωd−2
2 ωd−2

3 · · · ωd−2
d



· diag(c2, c3, . . . , cd) (12.4.16)
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ÿâëÿåòñÿ, î÷åâèäíî, íåâûðîæäåííîé. Ðåøàÿ ýòó ñèñòåìó, íàéäåì ýëåìåíòû z1, z2, . . . , zd .
Íàéäåì òåïåðü ýëåìåíòû ìàòðèöû h = (hi,j), i, j = 0, . . . , d− 2 . Èìååì

zj

d−2∑
s=0

hi,sω
s
j = zjfi(ωj). (12.4.17)

Çàôèêñèðîâàâ êàêîå-ëèáî i, 0 ≤ i ≤ d − 2 , è èçìåíÿÿ j îò 1 äî d − 1 , ïîëó÷èì ñèñòå-
ìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íåèçâåñòíûìè hi,0, hi,1, . . . , hi,d−2 . Îïðåäåëèòåëü ýòîé ñèñòåìû
ÿâëÿåòñÿ îïðåäåëèòåëåì Âàíäåðìîíäà, ïîýòîìó åå ðåøåíèå hi,0, hi,1, . . . , hi,d−2 íàõîäèòñÿ
îäíîçíà÷íî. Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó äëÿ êàæäîãî i ìû íàéäåì ìàòðèöó h .

Òàêèì îáðàçîì, ìû ñóìåëè îïðåäåëèòü ìàòðèöó h , ýëåìåíòû ω1, ω2, . . . , ωd è ýëåìåíòû
z1, z2, . . . , zd . Äëÿ òîãî ÷òîáû îïðåäåëèòü îñòàâøèåñÿ ýëåìåíòû zd+1, zd+2, . . . , zn ïðîùå
âñåãî ïîñòóïèòü ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Óìíîæèì ìàòðèöó B′ ñëåâà íà ìàòðèöó h−1 . Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ìàòðèöó

h−1 ·B′ =




z1ω
0
1 z2ω

0
2 · · · znω0

n

z1ω1 z2ω2 · · · znωn

z1ω
2
1 z2ω

2
2 · · · znω2

n... ... · · · ...
z1ω

d−2
1 z2ω

d−2
2 · · · znωd−2

n




, (12.4.18)

Âèä ïîñëåäíåé ìàòðèöû äåëàåò çàäà÷ó îïðåäåëåíèÿ ýëåìåíòîâ zd+1, zd+2, . . . , zn òðè-
âèàëüíîé.

×èñëî îïåðàöèé, òðåáóåìûõ äëÿ ðåàëèçàöèè ýòîé ÷àñòè àëãîðèòìà ïî îïðåäåëåíèþ
îñòàâøåéñÿ ÷àñòè êëþ÷à (ìàòðèöû h è âñåõ ýëåìåíòîâ zj ) íå âûøå O(d4 + dn) . Òàêèì
îáðàçîì, îáùåå ÷èñëî îïåðàöèé ïî ðåàëèçàöèè âñåãî àëãîðèòìà íå áîëåå, ÷åì O(d4 + dn) .
Ñëåäîâàòåëüíî, ñëîæíîñòü ýòîãî àëãîðèòìà ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíîé îò äëèíû n èñ-
ïîëüçóåìîãî êîäà. Ñîîòâåòñòâóþùàÿ ñèñòåìà îòêðûòîãî øèôðîâàíèÿ êàê Ìàêëèñà òàê è
Íèäåððàéòåðà, ïîñòðîåííàÿ íà êîäå Ðèäà-Ñîëîìîíà, íå ÿâëÿåòñÿ ñòîéêîé. Ýòî îñíîâíîé
ðåçóëüòàò äàííîãî ðàçäåëà.

12.4.4 Çàêëþ÷èòåëüíûå çàìå÷àíèÿ
Åñòåñòâåííî âñòàåò âîïðîñ î ìîäåðíèçàöèè ðàññìîòðåííîé ñèñòåìû øèôðîâàíèÿ äëÿ òîãî,
÷òîáû óâåëè÷èòü åå ñòîéêîñòè. Íàèáîëåå åñòåñòâåííûé ïóòåì ÿâëÿåòñÿ âûáîð äëÿ åå ïî-
ñòðîåíèÿ äðóãîãî êîäà � íå Ðèäà-Ñîëîìîíà. Íàïîìíèì, ÷òî äëÿ èñïîëüçîâàíèÿ â ñèñòåìå
øèôðîâàíèÿ ïîäõîäèò òîëüêî òîò êîä, êîòîðûé èìååò ëåãêîå äåêîäèðîâàíèå. Òàêèõ êîäîâ
èçâåñòíî íå î÷åíü ìíîãî.

Âîçìîæíî, ïîäõîäÿùèì âàðèàíòîì ìîæåò ïîñëóæèòü îáîáùåííûé êîä Áîóçà-×îóäõóðè-
Õîêâèíãåìà äëèíû n = q+1 (ñì. êîíåö ðàçäåëà 5.3) íàä ïîëåì Fr , ãäå ÷èñëî r ñóùåñòâåí-
íî ìåíüøå ÷èñëà q . Íå÷åòêî âûðàæàÿñü, â ýòîì ñëó÷àå ïîñòðîèòü ìíîãî÷ëåíû F (i)(x) íå
óäàåòñÿ èç-çà òîãî, ìàòðèöà h , îïðåäåëåííàÿ íàä Fr , "ðàçìàçûâàåò" zj ìåæäó ðàçëè÷íû-
ìè êîýôôèöèåíòàìè ìíîãî÷ëåíîâ fj(x) . Èìåþòñÿ è íåêîòîðûå äðóãèå ñëîæíîñòè. Âìåñòå
ñ òåì ó àâòîðà èìåþòñÿ îñíîâàíèÿ òîãî, ÷òî ñèñòåìû øèôðîâàíèÿ, ïîñòðîåííàÿ íà îñíîâå
îáîáùåííîãî êîäà Áîóçà-×îóäõóðè-Õîêâèíãåìà, ìîæåò áûòü ðàñêîëîòà çà ïîëèíîìèàëü-
íîå âðåìÿ. Èññëåäîâàíèå êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ñâîéñòâ òàêîé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî
ïðèâëåêàòåëüíûì íàïðàâëåíèåì äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîé ðàáîòû.
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Äðóãèì íàïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå â ñèñòåìå øèôðîâàíèÿ äâîè÷íûõ êî-
äîâ Ðèäà-Ìàëëåðà. Â ðàáîòå [31] ðàññìîòðåíà òàêàÿ ñèñòåìà è åå ìîäèôèêàöèè. Ïðîâåäåí
ïîäðîáíûé àíàëèç åå êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ñâîéñòâ. Â ÷àñòíîñòè, îöåíåíà åå ñòîéêîñòü, êî-
òîðàÿ îêàçàëàñü äîñòàòî÷íî âûñîêîé.

Òðåòüåì íàïðàâëåíèåì ÿâëÿþòñÿ àëãåáðî-ãåîìåòðè÷åñêèå êîäû. Ýòè êîäû îáðàçóþò
çíà÷èòåëüíî áîëåå ìîùíûå àíñàìáëè ïî ñðàâíåíèþ ñ àíñàìáëÿìè, ïîñòðîåííûìè ñ ïî-
ìîùüþ êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà. Ïðîèñõîäèò ýòî èç-çà òîãî, ÷òî ìû ìîæåì âàðüèðîâàòü íå
òîëüêî ìàòðèöû h è Λ , êàê â ñëó÷àå èñïîëüçîâàíèÿ êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà, íî è âèä àë-
ãåáðàè÷åñêîé êðèâîé, ñ ïîìîùüþ êîòîðîé ïîñòðîåí ýòîò êîä. Ýòî ÿâëÿåòñÿ î÷åíü ìîùíûì
ìåòîäîì ìàñêèðîâêè ñâîéñòâ îòêðûòîãî êëþ÷à � ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû B′ .

Íåñêîëüêî íåîïóáëèêîâàííûõ ðàáîò ïî ýòîìó íàïðàâëåíèþ íàïèñàíû Ñ. Î. Øåñòàêî-
âûì.

×åòâåðòûì ñîâñåì íå èññëåäîâàííûì íàïðàâëåíèåì ÿâëÿåòñÿ èñïîëüçîâàíèå êàñêàä-
íûõ êîäîâ èëè ñâåðòî÷íûõ êîäîâ. Ïî ìíåíèþ àâòîðà íà ýòîì íàïðàâëåíèè ìîãóò áûòü
íàéäåíû õîðîøèå ñèñòåìû îòêðûòîãî øèôðîâàíèÿ. Ýòî íàïðàâëåíèå òàêæå ÿâëÿåòñÿ ïåð-
ñïåêòèâíûì äëÿ ñàìîñòîÿòåëüíîãî èññëåäîâàíèÿ.
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Ãëàâà 13

Ñîâåðøåííàÿ ñåêðåòíîñòü â
ïîëèëèíåéíûõ ñèñòåìàõ ðàñïðåäåëåíèÿ
êëþ÷åé

13.1 Ìîäåëü ñèñòåìû ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé
13.1.1 Ââåäåíèå

Â áîëüøåíñòâå ìíîãîïîëüçîâàòåëüñêèõ ñèñòåìàõ ñâÿçè âîçíèêàåò íåîáõîäèìîñòü â ñåê-
ðåòå, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ îáùèì äëÿ íåêîòîðîãî ïîäìíîæåñòâà ïîëüçîàòåëåé. Íàèáîëåå ÷à-
ñòî ïîä ñåêðåòîì ïîíèìàþò îáùèé êðèïòîãðàôè÷åñêèé êëþ÷, èìåÿ êîòîðûé íåñêîëüêî
ïîëüçîâàòåëåé (àáîíåíòîâ) ñèñòåìû ìîãóò îñóùåñòâèòü ñ ïîìîùüþ ñèììåòðè÷åñêîãî øèô-
ðîâàíèÿ îáìåí èíôîðìàöèåé ïî îòêðûòîìó êàíàëó ñâÿçè. Åñòåñòâåííî, ýòà ïîäìíîæåñòâî
àáîíåíòîâ æåëàåò èìåòü òàêîé êëþ÷, êîòîðûé áûë áû íåäîñòóïåí â òîì èëè èíîì ñìûñëå
äðóãèì ïîëüçîâàòåëÿì ñèñòåìû.

Äëÿ ãðóïïû èç äâóõ ïîëüçîâàòåëåé íàèáîëåå èçâåñòíîé ñèñòåìîé ïîäîáíîãî òèïà ÿâëÿ-
åòñÿ ñèñòåìà Äèôôè-Õåëëìàíà, â êîòîðîé îáùèì êëþ÷îì ïîëüçîâàòåëåé ñëóæèò ýëåìåíò
öèêëè÷åñêîé ãðóïïû áîëüøîãî ïîðÿäêà, êîòîðûé íåçàâèñèìî îäèí îò äðóãîãî âû÷èñëÿ-
åòñÿ êàæäûì ïîëüçîâàòåëåì, èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî òîëüêî ñîáñòâåííûé ñåêðåòíûé êëþ÷ è
îáùåäîñòóïíóþ èíôîðìàöèþ (ñì., íàïðèìåð, Ýíöèêëîïåäèÿ äèñêð. ìàò. [2], ñòàòüÿ Êðèï-
òîãðàôèÿ).

Ñèñòåìà Äèôôè-Õåëëìàíà ÿâëÿåòñÿ áåç êîììóòàöèîííîé (noncommunicating) â òîì
ñìûñëå, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ êëþ÷à äâóì ïîëüçîâàòåëÿì íå íàäî îáìåíèâàòüñÿ ìåæäó ñî-
áîé êàêîé-ëèáî äîïîëíèòåëüíîé èíôîðîðìàöèåé. Äëÿ âû÷èñëåíèÿ êëþ÷à êàæäûé ïîëüçî-
âàòåëü èìïîëüçóåò òîëüêî ñâîé ñåêðåòíûé êëþ÷ è îáùåäîñòóïíûé îòêðûòûé êëþ÷ äðóãîãî
ïîëüçîâàòåëÿ.

Â ñèñòåìå Äèôôè-Õåëëìàíà îáùèé êëþ÷ äâóõ ïîëüçîâàòåëåé íåäîñòóïåí çëîóìûøëåí-
íèêó èç-çà òîãî, ÷òî äëÿ åãî âû÷èñëåíèå åìó (çëîóìûøëåííèêó) íåîáõîäèìî ðåøèòü ñëîæ-
íóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ çàäà÷ó. Äëÿ ðåøåíèÿ ýòîé çàäà÷è íåîáõîäèìî ïðîèçâåñòè âû÷èñëå-
íèÿ, ñëîæíîñòü êîòîðûõ ïðåäïîëîæèòåëüíî òàê âûñîêà, ÷òî îíà íå ìîæåò áûòü ðåàëèçî-
âàíà íà ñîâðåìåííîé âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêå. Íàïðèìåð, äëÿ ñèñòåìû Äèôôè-Õåëëìàíà
òàêîé ñëîæíîé çàäà÷åé ÿâëÿåòñÿ çàäà÷à ëîãàðèôìèðîâàíèÿ â ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïå
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êîíå÷íîãî ïîëÿ èëè àääèòèâíîé ãðóïïå òî÷åê ýëëèïòè÷åñêîé êðèâîé íàä êîíå÷íûì ïîëåì.
Ñèñòåìû, êîòîðûå áóäóò ðàññìàòðèâàòüñÿ íèæå òàêæå ÿâëÿþòñÿ áåç êîììóòàöèîííû-

ìè. Â îòëè÷èå îò ñèñòåìû Äèôôè-Õåëëìàíà íåäîñòóïíîñòü îáùåãî êëþ÷à ãðóïïû àáîíåí-
òîâ â ýòèõ ñèñòåìàõ ÿâëÿåòñÿ àáñîëþòíîé èëè, êàê åùå ãîâîðÿò, ñèñòåìà èìååò ñîâåðøåí-
íóþ ñåêðåòíîñòü. Ãîâîðÿ íåìíîãî òî÷íåå, åñëè ÷èñëî íå÷åñòíûõ ïîëüçîâàòåëåé â ñèñòåìå
íå ñëèøêîì âåëèêî, òî èíôîðìàöèÿ îá îáùåì êëþ÷å ãðóïïû àáîíåíòîâ â ñëó÷àå, êîãäà
çëîóìûøëåííèêó èçâåñòíû êëþ÷åâûå äàííûå âñåõ íå÷åñòíûõ ïîëüçîâàòåëåé, ñîâïàäàåò ñ
àïðèîðíîé èíôîðìàöèåé îá ýòîì êëþ÷å. Äðóãèìè ñëîâàìè, àïîñòåðèîðíàÿ èíôîðìàöèåé
äëÿ çëîóìûøëåííèêà ïðè óñëîâèè çíàíèÿ èì êëþ÷åâûõ äàííûõ íåñêîëüêèõ íå÷åñíûõ àáî-
åíòîâ ñîâïàäàåò ñ àïðèîðíàÿ èíôîðìàöèåé îá ýòîì êëþ÷å, ò.å. êëþ÷ ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííî
ñåêðåòíûì.

Òàêèì îáðàçîì, ñòîéêîñòü ñèñòåìû Äèôôè-Õåëëìàíà îòíîñèòåëüíàÿ, â òîæå âðåìÿ
êàê ñòîéêîñòü â ðàññìàòðèâàåìîé íèæå ñèñòåìå � àáñîëþòíàÿ. Â ýòîì çàêëþ÷åíî îñíîâ-
íîå êðèïòîãðàôè÷åñêîå ðàçëè÷èå ñèñòåì òèïà Äèôôè-Õåëëìàíà è ñèñòåì ðàñïðåäåëåíèÿ
êëþ÷åé, ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå.

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ðàññìàòðèâàþòñÿ, òàê íàçûâàåìûå ïîëèëèíåéíûå êëþ÷åâûå ñè-
ñòåìû, ÷àñòíûì âèäîì êîòîðûõ ÿâëÿåòñÿ ñòðóêòóðû, ïðåäëîæåííûå â ðàáîòå Áëîìà [75].
Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè èçâåñòíî, ïî ìåíüøåé ìåðå, îäíî ñóùåñòâåííîå îáîáùåíèé óêàçàí-
íîé ðàáîòû Áëîìà (ñì. [52], [51]). Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû ðàññìîòðèì äðóãîå îáîáùåíèå
ðåçóëüòàòîâ Áëîìà, êîòîðîå îòëè÷íî îò îáîáùåíèÿ ðàáîò [52], [51] è âêëþ÷àåò åãî êàê
÷àñòíûé ñëó÷àé.

Ñëåäóåò òàêæå ñêàçàòü, ÷òî õîòÿ îñíîâíîé ðåçóëüòàò ðàáîòû Áëîìà âåðåí, íåëüçÿ ïðè-
çíàòü åãî îáîñíîâàíèå â ðàáîòå [75] ïîëíûì. Òî æå ìîæíî ñêàçàòü è îòíîñèòåëüíî îñíîâíî-
ãî ðåçóëüòàòà ðàáîò [52], [51]. Ðåçóëüòàòû íàñòîÿùåãî ðàçäåëà âîñïîëíÿþò ýòîò íåäîñòàòîê.

13.1.2 Ââîäíûå çàìå÷àíèÿ

Ñèñòåìó ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé ñ N ïîëüçîâàòåëÿìè äëÿ êîíôåðåíöèé ðàçìåðà t ,
ò.å. äëÿ êîíôåðåíöèé ñ t ó÷àòíèêàìè, êîòîðàÿ îáåñïå÷èâàåò áåçîïàñòíîñòü â ïðèñóñòâèè
êîàëèöèè èç w íå÷åñòíûõ ïîëüçîâàòåëåé ìû áóäåì îáîçíà÷àòü êàê (t, w)− ñèñòåìà. Åñëè
t = 2 , òî (2, w)− ñèñòåìó íàçûâàåì ïîëíîäîñòóïíîé ñèñòåìîé ïàðíûõ ñâÿçåé.

Äëÿ òîãî ÷òîáû (t, w)− ñèñòåìà ìîãëà ôóíêöèîíèðîâàòü, êàæäûé ïîëüçîâàòåëü äîëæåí
ïîëó÷èòü íåêîòîðóþ ïîðöèþ èñõîäíîé ñåêðåòíîé êëþ÷åâîé èíôîðìàöèè. Ïîñëå íà÷àëü-
íîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ïîðöèé ñåêðåòíîé êëþ÷åâîé èíôîðìàöèè ñðåäè âñåõ ïîëüçîâàòåëåé,
ñèñòåìà ìîæåò ôóíêöèîíèðîâàòü. èìåÿ ñëåäóþùèå ñâîéñòâà

1. Ïóñòü T, |T | = t, � ïðîèçâîëüíîå ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âñåõ ïîëüçîâàòåëåé.
Ýòî ïîäìíîæåñòâî ìû íàçûâàåì êîíôåðåíöèåé ñ t ó÷àñòíèêàìè. Êàæäûé ó÷àñòíèê
êîíôåðåíöèè, èñïîëüçóÿ òîëüêî ñâîþ ïîðöèþ êëþ÷åâîé èíôîðìàöèè, èìååò âîçìîæ-
íîñòü âû÷èñëòü êëþ÷, êîòîðûé ÿâëÿòñÿ îäèíàêîâûì ó âñåõ ó÷àñòíèêîâ êîíôåðåíöèè
R . Ýòîò êëþ÷ íàçûâàåòñÿ îáùèì êëþ÷åì êîíôåðåíöèè R . Ïîñòðîåíèå îáùåãî êëþ÷à
íå òðåáóåò êàêîãî-ëèáî îáìåíà èíôîðìàöèè ìåæäó ÷ëåíàìè êîàëèöèè.

2. Êàæäàÿ êîàëèöèÿ W, |W | = w, (ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà âñåõ ïîëüçîâàòåëåé) èç w

íå÷åñòíûõ ïîëüçîâàòåëåé íå ìîæåò ïîëó÷èòü íèêàêîé èíôîðìàöèè îá îáùåì êëþ÷å
êîíôåðåíöèè R .
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13.1.3 Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèñòåìû ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé

Ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü ñèñòåìû ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé SN ñîñòîèò èç ñëåäóþùèõ
îáúåêòîâ:

1. Ìíîæåñòâà N, |N| = N, ïîëüçîâàòåëåé (àáîíåíòîâ), ýëåìåíòû êîòîðîãî ìû áóäåì
èíäåêñèðîâàòü ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà Q = {a1, . . . , aN} , ò.å. N = {Na1 , . . . ,NaN

} .
Ôàêòè÷åñêè äàëåå ìû áóäíì ðàáîòàòü òîëüêî ñ ìíîæåñòâîì Q , ìûñëåííî ñâÿçûâàÿ
ýëåìåíò a ∈ Q ñ ïîëüçîàòåëåì Na .

2. Èñõîäíîãî ìíîæåñòâà íåçàâèñèìûõ ñåêðåòíûõ êëþ÷åé K , êîòîðîå ãåíåðèðóåòñÿ íåêèì
öåíòðîì äîâåðèÿ, ñâîéñòâà, ïðàâà è âîçìîæíîñòè êîòîðîãî ìû îáñóæäàòü íå áóäåì.
Êàæäûé êëþ÷ â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé ÿâëÿåòñÿ íåêî-
òîðîé ñóììîé ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ Fq ýëåìåíòîâ èç K , ò.å. êëþ÷ ÿâëÿåòñÿ
ýëåìåíòîì ëèíåéíîé îáîëî÷êè L(K) íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq ìíîæåñòâà K .

3. Ïîäìíîæåñòâ Ka ⊂ L(Ka) , ñîçäàííûõ öåíòðîì äîâåðèÿ äëÿ êàæäîãî a ∈ Q . Êàæ-
äîå ïîäìíîæåñòâî Ka öåíòð äàâåðèÿ ïåðåäàåò ïîëüçîâàòåëþ a , à ïîëüçîâàòåëü a

èñïîëüçóåò åãî äëÿ ïîñòðîåíèÿ îáùåãî êëþ÷à êîíôåðåíöèè, â êîòîðóþ îí âõîäèò. Îò-
ìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî Ka ÿâëÿåòñÿ åäèíñòâåííîé ñåêðåòíîé êëþ÷åâîé èíôîðìàöèåé
ïîëüçîâàòåëÿ a .

4. Îáùåèçâåñòíîãî àëãîðèòìà A ñî ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè. Ïóñòü T = {a1, . . . , at}
� ïîäìíîæåñòâî ìíîæåñòâà Q , íàçûâàåìîå êîíôåðåíöèåé ñ t ó÷àñòíèêàìè. Àëãî-
ðèòì A ïîçâîëÿåò êàæäîìó ïîëüçîâàòåëþ a ∈ T âû÷èñëèòü îäèí è òîò æå îáùèé
êëþ÷ ka1,...,at êîíôåðåíöèè T , èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî òîëüêî ñâîå ïîäìíîæåñòâî Ka .
Ìû ïðåäïîëàãàåì, ÷òî ìíîæåñòâî a1, . . . , at èíäåêñîâ, ó÷àñòíèêîâ êîíôåðåíöèè T

ÿâëÿåòñÿ îáùåèçâåñíûì, âìåñòå ñ òåì êëþ÷ ka1,...,at , âû÷èñëåííûé êàæäûì ó÷àñòíè-
êîì êîíôåðåíöèè T , ÿâëÿåòñÿ ñåêðåòíûì äëÿ äðóãèõ íå âõîäÿùèõ â êîíôåðåíöèþ
T ïîëüçîâàòåëåé ñèñòåìû.

Ñåêðåòíûé êëþ÷ ka1,...,at îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ ó÷àñòíèêàìè êîíôåðåíöèè äëÿ ñèì-
ìåòðè÷íîãî øèôðîâàíèÿ èíôîðìàöèè, êîòîðîé îíè îáìåíèâàþòñÿ, ëèáî äëÿ èõ âçàèìíîé
èäåíòèôèêàöèè.

Ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ñèñòåìû ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé, îñíîâàííûå íà èñïîëüçîâàíèè
äèçúþíêòíûõ êîäîâ è îïèñàíííûå â ãëàâå 14, ðàçäåë 14.4, ïëîõî âêëàäûâàþòñÿ ñ âûøå-
ïðèåäåííóþ ìàòåìàòè÷åñêóþ ìîäåëü. Ïîýòîìó òàêèå ñèñòåìû ðàññìàòðèâàþòñÿ îòäåëüíî
â ðàçäåëå 14.4.

Â ñâÿçè ñ ýòèì åñòåñòâåííî ðàññìàòðèâàòü äâà òèïà ñèñòåì ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé. Òèï
I � ýòî äèçúþíêòíûå êîäû è òèï II � ñèñòåìû, ìàòåìàòè÷åñêàÿ ìîäåëü êîòîðûõ îïèñàíà
âûøå. Ãðóáî ãîâîðÿ òèï II îòëè÷àåòñÿ îò òèïà I òåì, ÷òî â ïåðâûõ äîïóñêàþòñÿ àëãåáðàè-
÷åñêèå îïåðàöèè ñ êëþ÷àìè ïðè âû÷èñëåíèè îáùåãî êëþ÷à êîíôåðåíöèè, à ñèñòåìàõ òèïà
I íèêàêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ îïåðàöèé ñ êëþ÷àìè íå ïðîèçâîäèòñÿ. Ìîæíî òàêæå ñêàçàòü,
÷òî ñèñòåìû âòîðîãî òèïà ýôôåêòèâíåå ñèñòåì ïåðâîãî òèïà â íåêîòîðûõ êðèïòîãðàôè÷å-
ñêèõ ïðèëîæåíèÿõ, òàê êàê îíè îáëàäàþò áîëåå øèðîêèìè âîçìîæíîñòÿìè. Âìåñòå ñ òåì
ñèñòåìû ïåðâîãî òèïà èìåþò çíà÷èòåëüíî áîëåå øèðîêîå ïîëå äëÿ ïðèìåíåíèé.
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Òî, ÷òî ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü íèæå ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî óçêèì ñëó÷àåì ñèñòåì
òèïà II. Èõ åñòåñòâåííî íàçâàòü ïîëèëèíåéíûìè. Ñèñòåìû òèïà II äðóãîãî âèäà îïèñàíû
â ðàáîòàõ [52], [51]. Èì ïîñâÿùåí ðàçäåë 13.4.1.

Âîïðîñ î òîì, êàêîé ìåðîé ìåðèòü ýôôåêòèâíîñòü, ðàññìàòðèâàåìûõ íèæå (t, w)− ñèñòåì
ÿâëÿåòñÿ íå î÷åíü ïðîñòûì. Â ðàáîòå [50] è íåêîòîðûõ äðóãèõ ïðåäëîæåíî â êà÷åñòâå ìå-
ðû ñëîæíîñòè (t, w)− ñèñòåìû S èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ D′(S) = |M |k(t,w) , ãäå M �
ìíîæåñòâî èç êîòîðîãî âûáèðàþòñÿ êëþ÷è ñèñòåìû è k(t, w) � ÷èñëî ñåêðåòíûõ êëþ÷åé,
êîòîðûå õðàíèò êàæäûé ïîëüçîâàòåëü (t, w)− ñèñòåìû.

Ýòî, ïî ìíåíèþ àâòîðà äîñòàòî÷íî ðàçóìíîå ïðåäëîæíèå, êîòîðîå ìû ïîñëå íåçíà÷è-
òåëüíîé åãî ìîäèôèêàöèè áóäåì èñïîëüçîâàòü â äàííîé ðàáîòå. Ìîäèôèêàöèÿ ñîñòîèò â
òîì, ÷òî âìåñòî ôóíêöèè D′(S) ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü åå äâîè÷íûé ëîãàðèôì, ò.å. â
êà÷åñòâå ìåðû ñëîæíîñòè (t, w)− ñèñòåìû áóäåì äàëåå èñïîëüçîâàòü ôóíêöèþ

D(S) = k(t, w) log2 |M | (13.1.1)

Íàïðèìåð, åñëè M � ìíîæåñòâî âñåõ äâîè÷íûõ âåêòîðîâ äëèíû n , òî D(S) = k(t, w)n ,
ãäå n â äàííîì ñëó÷àå ìîæíî òðàêòîâàòü êàê äëèíó êëþ÷à èëè êàê ÷èñëî áèò (äâîè÷íûõ
ÿ÷ååê), òðåáóåìûõ äëÿ åãî ñîõðàíàíèÿ â ýëåêòðîííîé ïàìÿòè.

Â íàøèõ îáîçíà÷åíèÿ, êàê ëåãêî óñòàíîâèòü, ñëîæíîñòü äâîè÷íîé (2, w)− ñèñòåìû Áëî-
ìà SB , ò.å. ñèñòåìû â êîòîðîé èñïîëüçóþòñÿ êîäû Ðèäà-Ñîëîìîíà íàä ïîëåì F2m ñ äëèíîé
êëþ÷à íàä ïîëåì F2m ðàâíîé s , ïðèíèìàåò çíà÷åíèå D(S) = ms(w + 1) .

13.2 Îïðåäåëåíèå ïîëèëèíåéíîé ñèñòåìû ðàñïðåäåëå-
íèÿ êëþ÷åé S

Ïóñòü Fn
q � n−ìåðíîå ïðîñòðàíñòâî íàä êîíå÷íûì ïîëåì Fq ñ q = pl ýëåìåíòàìè.

Íàì óäîáíî â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ïîëüçîâàòåëåé Q ðàññìàòðèâàòü ïîäìíîæåñòâî Q =
{a1, . . . , aN} ⊆ Fn

q , êîòîðîå ìû íàçûâàåì ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ ïîëüçîâàòåëåé. Èíîãäà
ýëåìåíò Q ìû íàçûâàåì äëÿ êðàòêîñòè ïðîñòî ïîëüçîâàòåëåì.

Áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî êàæäûé êëþ÷ ka1,...,at êîíôåðåíöèè T = {a1, . . . , at} ÿâëÿ-
åòñÿ ëèíåéíîé ôóíêöèåé, îïðåäåëÿåìîé ìíîæåñòâîì T , îò ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà K =
{k1, . . . , kD} . Ìíîæåñòâî K ìû íàçûâàåì èñõîäíûì ìíîæåñòâîì íåçàâèñèìûõ ñåêðåòíûõ
êëþ÷åé ñèñòåìû ðàñïðåäåëåíèÿ.

Ìîæíî ïîëàãàòü, ÷òî ýëåìåíòàìè K ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå ýëåìåíòû íåêî-
òîðîãî ïðîñòðàíñòâà Fu

q ñ äîñòàòî÷íî áîëüøèì çíà÷åíèåì ðàçìåðíîñòè u , ò.å. K ⊂ Fu
q .

Çàìåòèì, ÷òî ýëåìåíòû ìíîæåñòâà K ìîæíî ñêëàäûâàòü ñ óìíîæåíèåì íà ñêàëÿðû èç
Fq . Â ðåçóëüòàòå ÷åãî âîçíèêàþò íîâûå êëþ÷è. Ïîäîáíàÿ èíòåðïðåòàöèÿ ýëåìåíòîâ ìíî-
æåñòâà K , êàê ýëåìåíòîâ ïðîñòðàíñòâà Fu

q õîòÿ è åñòåñòâåííà, íî íåóäîáíà ïî íåêîòîðûì
ïðè÷èíàì, êîòîðûå ìû çäåñü íå áóäåì ïðèâîäèòü.

Ìû áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà K = {ξ1, . . . , ξD} ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûå
âåëè÷èíû ξj , êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííà íà ýëåìåíòàõ ìíîæåñòâà Fu

q .
Ìû òàêæå ïîëàãàåì, ÷òî ðàçëè÷íûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû èç K ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè
â ñîâîêóïíîñòè. Ïîñëåäíåå ñâîéñòâî, â ÷àñòíîñòè, îçíà÷àåò, ÷òî ëþáàÿ íåíóëåâàÿ ñóììà
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ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà K ÿâëÿåòñÿ ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé íà
ìíîæåñòâå Fu

q .
Â äàííîé èíòåðïðåòàöèè êàæäûé êëþ÷ ka1,...,at ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñ êîýôôèöèåíòàìè

èç Fq (íå âñåìè ðàâíûìè íóëþ) ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà K , ò.å. êàæäûé êëþ÷ ka1,...,at ÿâ-
ëÿåòñÿ îäíèì èç íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ ëèíåéíîé îáîëî÷êè L(K) , íàòÿíóòîé íà ìíîæåñòâî
èñõîäíûõ êëþ÷åé K . Èç îïðåäåëåíèÿ ìíîæåñòâà K âûòåêàåò, ÷òî ëþáîé êëþ÷ ÿâëÿåòñÿ
ñëó÷àéíîé âåëè÷èíîé, ðàâíîìåðíî ðàñïðåëåííîé íà ïðîñòðàíñòâå Fu

q . Ðàçìåðíîñòü ëè-
íåéíîãî ïðîñòðàíñòâà L(K) ðàâíà |K| , èáî âñå ýëåìåíòû ìíîæåñòâà K ïî îïðåäåëåíèþ
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè.

Îòìåòèì, ÷òî åñëè ìû ðàññìàòðèâàåì íåêîòîðîå ìíîæåñòâî èç êëþ÷åé k1, . . . , kj ñè-
ñòåìû S , òî îíè â ñîâîêóïíîñòè, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè
ýëåìåíòàìè: íåêîòîðûå èõ ñóììû ñ êîýôôèöèåíòàìè èç Fq ìîãóò îêàçàòüñÿ òîæäåñòâåííî
ðàâíûìè íóëþ.

Ëåììà 13.2.1 Åñëè êëþ÷ k ∈ K ëèíåéíî íåçàâèñèì îò êëþ÷åé ìíîæåñòâà k1, . . . , kj ,
ò.å. êëþ÷ k íåëüçÿ ïðåäñòàâèòü â âèäå ëèíåéíîé êîìáèíàöèè êëþ÷åé k1, . . . , kj , òî âå-
ðîÿòíîñòü òîãî, ÷òî êëþ÷ k ïðèìåò îïðåäåëåííîå çíà÷åíèå íà ïðîñòðàíñòâå Fu

q íå
çàâèñèò îò çíà÷åíèé, ïðèíèìàåìûõ ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè kc1 , . . . , kcj

. Äðóãèìè ñëî-
âàìè, åñëè êëþ÷ k ∈ K ëèíåéíî íåçàâèñèì îò êëþ÷åé ìíîæåñòâà k1, . . . , kj , òî

P (k = x/k1, . . . , kj) = P (k = x). (13.2.1)

Äîêàçàòåëüñòâî ëåììû î÷åâèäíî. ¤
Â äåéñòâèòåëüíîñòè, ïðè ïðàêòè÷åñêîì èñïîëüçîâàíèè ñòðóêòóðû êàæäûé ýëåìåíò èñ-

õîäíîãî ìíîæåñòâà ñåêðåòíûõ êëþ÷åé K ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ðåàëèçàöèåþ ñîîòâåòñòâóþ-
ùåé ñëó÷àéíîé âåëè÷èíû. Â ðåçóëüòàòå êàæäûé êëþ÷ ka1,...,at ñòàíåò íåêîòîðûì ýëåìåí-
òîì ïðîñòðàíñòâà Fu

q . Â ýòîì ñëó÷àå óòâåðæäåíèå ëåììû (13.2.1) îçíà÷àåò, ÷òî çëîóìûø-
ëåííèê, êîòîðûé çíàåò êëþ÷è k1, . . . , kj íå èìåååò íèêàêîé äîïîëíèòåëüíîé èíôîðìàöèè î
êëþ÷å k , åñëè êëþ÷ k , êàê ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà, ëèíåéíî íå çàâèñèò îò êëþ÷åé ìíîæåñòâà
k1, . . . , kj â ñìûñëå óêàçàííîì â óñëîâèè ýòîé ëåììû.

Êàæäûé ïîëüçîâàòåëü a ∈ Q ñèñòåìû S ñíàáæàåòñÿ öåíòðîì äîâåðèÿ ñâîèì ìíîæå-
ñòâîì ñåêðåòíûõ êëþ÷åé Ka = {ka,1(K), . . . , ka,n(K)} , ãäå ka,j(K), j = 1, . . . , n, � çíà÷åíèå
íåêîòîðîé ëèíåéíîé ôóíêöèè, çàâèñÿùåé îò âñåõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà K . ßâíûé âèä
ôóíêöèè ka,j(K) áóäåò óêàçàí íèæå.

13.2.1 Ñâîéñòâà êëþ÷åâîé ñèñòåìû
Îïðåäåëåíèå 13.2.1 Êëþ÷ k ∈ L(K) íàçûâàåòñÿ ñêîìïðîìåòèðîâàííûì îòíîñèòåëü-
íî ìíîæåñòâà êëþ÷åé G ⊆ L(K) , åñëè îí âõîäèò â ëèíåéíóþ îáîëî÷êó L(G) íàä ïîëåì
Fq êëþ÷åé èç ìíîæåñòâà G . Â ïðîòèâíîì ñëó÷àå îí íàçûâàåòñÿ íåñêîìïðîìåòèðîâàí-
íûì.

Ïî äðóãîìó ìîæíî ñêàçàòü, ÷òî åñëè k � íåñêîìïðîìåòèðîâàííûé êëþ÷, òî ñëó÷àéíàÿ
âåëè÷èíà k íå çàâèñèò îò ñîâîêóïíîñòè ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí, âõîäÿùèõ â ìíîæåñòâî G .
Îòñþäà, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóåò, ÷òî â ðàìêàõ ðàññìîòðåííîé âûøå èíòåðïðåòàöèè êëþ÷åé
èíôîðìàöèÿ î íåñêîìïðîìåòèðîâàííîì êëþ÷å k íå ñîäåðæèòñÿ â çíà÷åíèÿõ, ïðèíèìàå-
ìûõ êëþ÷àìè èç ìíîæåñòâà G . Òàêèì îáðàçîì, íåñêîìïðîìåòèðîâàííûé êëþ÷ ÿâëÿåòñÿ
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ñîâåðøåííî ñåêðåòíûì â òåîðåòèêî-èíôîðìàöèîííîì ñìûñëå îòíîñèòåëüíî êëþ÷åé ìíî-
æåñòâà G .

Êàê óæå óêàçûâàëîñü, ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà Q (ìíîæåñòâî èíäåêñîâ ïîëüçîâàòåëåé
ñèñòåìû S ) ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû a ïðîñòðàíñòâà Fn

q .
Ìû ïîëàãàåì, ÷òî â ñèñòåìå S èìååòñÿ çàðàíåå íåèçâåñòíàÿ êîàëèöèÿ (ìíîæåñòâî)

Tw = {a1, . . . , aw} ⊂ Q ïîëüçîâàòåëåé, íàçûâàåìûõ çëîóìûøëåííèêàìè (ïðåäàòåëÿìè,
traitors ), êîòîðûå ïûòàþòñÿ âû÷èñëèòü îáùèé êëþ÷ ka1,...,at êîíôåðåíöèè ïîëüçîâàòåëåé
T = {a1, . . . , at} . Ìû âñåãäà áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî T ∩ Tw = ∅ .

Ñ êîàëèöèåé Tw ìû ñâÿçûâàåì ìíîæåñòâî ñêîìïðîìåòèðîâàííûõ êëþ÷åé

K(Tw) =
⋃
a∈Tw

Ka (13.2.2)

è åãî ëèíåéíóþ îáîëî÷êó L(K(Tw)) .

Îïðåäåëåíèå 13.2.2 Êëþ÷åâàÿ ñèñòåìà S íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé îòíîñèòåëüíî
w− êîàëèöèè Tw = {a1, . . . , aw} ⊂ Q , åñëè äëÿ âñåõ ìíîæåñòâ T = {a1, . . . , at} òàêèõ,
÷òî T ∩ Tw = ∅ , âûïîëíåíî

ka1,...,at 6∈ L(K(Tl)). (13.2.3)

ò.å. åñëè âñå êëþ÷è ka1,...,at ÿâëÿåòñÿ íåñêîìïðîìåòèðîâàííûì îòíîñèòåëüíî êîàëèöèè
Tw .

Îïðåäåëåíèå 13.2.3 Êëþ÷åâàÿ ñèñòåìà S íàçûâàåòñÿ óñòîé÷èâîé ê w êîìïðîìåòà-
öèÿì (îáîçíà÷åíèå (t, w)− ñèñòåìà), åñëè îíà óñòîé÷èâà îòíîñèòåëüíî âñåõ w− êîàëèöèé
Tw = {a1, . . . , aw} ⊂ Q . Òàêóþ (t, w)− ñèñòåìó ìû îáîçíà÷àåì ÷åðåç Rt,w(Q) .

Ìû ðàññìàòðèâàåì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó: êàê ïðè çàäàííûõ ÷èñëàõ N = |Q| , t è w
ïîñòðîèòü ñèñòåìó ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé Rt,w(Q) , êîòîðàÿ èìååò äîñòàòî÷íî ìàëîå çíà-
÷åíèå ïàðàìåòðà D(Rt,w(Q)) (åãî îïðåäåëåíèå ñì. â (13.1.1))

13.3 Êîíñòðóêöèÿ ïîëèëèíåéíîé (t, w) -ñèñòåìû ðàñïðå-
äåëåíèÿ êëþ÷åé

Êîíêðåòèçèðóåì ââåäåííûå ïîíÿòèÿ. À èìåííî, áóäåì ïîëàãàòü, ÷òî

i. Ìíîæåñòâî Q èíäåêñîâ ïîëüçîâàòåëåé ñèñòåìû ÿâëÿåòñÿ ïîäìíîæåñòâîì ïðîñòðàí-
ñòâà Fn

q : Q ⊂ Fn
q .

ii. Ìíîæåñòâî K íåçàâèñèìûõ ñåêðåòíûõ êëþ÷åé èìååò âèä K = {ξi1,...,it| 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤
· · · ≤ it−1 ≤ n} . Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ξj1,...,jt = ξi1,...,it , åñëè íàáîð j1, . . . , jt ÿâëÿåòñÿ
ïåðåñòàíîâêîé íåêîòîðîãî íàáîðà i1, . . . , it òàêîãî, ÷òî 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ it−1 ≤ n .
Òàêèì îáðàçîì, ìíîæåñòâî K îáðàçîâàíî íåçàâèñèìûìè ñëó÷àéíûìè âåëè÷èíàìè
âèäà ξj1,...,jt , ãäå 1 ≤ j1 ≤ · · · ≤ jt ≤ n . Êàê íåòðóäíî ïîêàçàòü, ìíîæåñòâî K

ñîäåðæèò
(

n+t−1
t

)
ýëåìåíòîâ (íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âêëè÷èí). (Óïðàæíåíèå).
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iii. Ïîäìíîæåñòâî Ka, a = (a1, . . . , an) ∈ Q, îáðàçîâàíî
(

n+t−2
t−1

)
ýëåìåíòàìè âèäà

ξi1,...,it−1(a) =
n∑

i=1

aiξi1,...,it−1,i, 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ it−1 ≤ n. (13.3.1)

Ìû ïîëàãàåì, ÷òî ξi1,...,it−1(a) = ξj1,...,jt−1(a) , åñëè íàáîð j1, . . . , jt−1 ÿâëÿåòñÿ ïåðå-
ñòàíîâêîé íåêîòîðîãî íàáîðà i1, . . . , it−1 òàêîãî, ÷òî 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ it−1 ≤ n .
Ìû áóäåì ïðåäñòàâëÿòü ìíîæåñòâî Ka â âèäå

(
n+t−2

t−1

)−ìåðíîãî âåêòîðà, êîîðäèíà-
òàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû ξi1,...,it−1(a), 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ it−1 ≤ n . Âåêòîð Ka
áóäåì íàçûâàòü êëþ÷åâûì âåêòîðîì ïîëüçîâàòåëÿ a .

iv. Îáùèé êëþ÷ ka1,...,at êîíôåðåíöèè ïîëüçîâàòåëåé a1, . . . , at èìååò âèä

ka1,...,at =
n∑

j1,j2,...,jt−1=1

a1,j1a2,j2 · · · at−1,jt−1ξj1,...,jt−1(at) =

n∑
j1,j2,...,jt=1

a1,j1a2,j2 · · · at,jtξj1,...,jt .

(13.3.2)

Îòìåòèì, ÷òî ïåðâîå ðàâåíñòâî â (13.3.2) ïîêàçûâàåò, ÷òî êëþ÷ ka1,...,at ìîæåò áûòü
âû÷èñëåí ïîëüçîâàòåëåì at , à âòîðîå ïîêàçûâàåò, ÷òî êëþ÷ ka1,...,at ÿâëÿåòñÿ îäèíàêî-
âûì ó âñåõ ïîëüçîâàòåëåé a1, . . . , at èç-çà òîãî, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξj1,...,jt ïî åå
îïðåäåëåíèþ íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå ïîðÿäêà ñëåäîâàíèÿ åå èíäåêñîâ.

Êëþ÷åâóþ ñèñòåìó, ïîñòðîåííóþ â ñîîòâåòñòâèè ñ ï.i - ï.iv áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç
Rt(Q) .

Ôóíêöèÿ J(x1, . . . , xt) =
∑n

j1,j2,...,jt=1 x1,j1x2,j2 · · · xt,jtξi1,...,it ÿâëÿåòñÿ ñèììåòðè÷íîé ïî-
ëèëèíåéíîé ôîðìîé îò êîîðäèíàò âåêòîðîâ x1, . . . , xt . Ñëîâî ñèììåòðè÷íàÿ îçíà÷àåò,
÷òî çíà÷åíèå ôîðìû J(x1, . . . , xt) íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíîâêå âåêòîðîâ ìíîæåñòâ
x1, . . . , xt , à ñëîâî ïîëèëèíåéííàÿ � òî, ÷òî îíà ëèíåéíà ïî êàæäîé êîîðäèíàòå xj :
J(,x1, . . . , axj + bx′j, . . . , xt) = aJ(x1, . . . , xj, . . . , xt) + bJ(x1, . . . , x

′
j, . . . , xt), a, b ∈ Fq .

Ìû ðàññìîòðèì âîïðîñ î òîì êàê ìåíÿåòñÿ ôîðìà J(x1, . . . , xt) ïðè ëèíåéíîì ïðåîá-
ðàçîâàíèè âåêòîðîâ x1, . . . , xt ñ ïîìîùüþ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöû P = ‖pi,j‖i,j=1,...,n .

Ëåììà 13.3.1 Åñëè x1 = y1P, . . . , xt = ytP , òî ôîðìà J(x1, . . . , xt) â íîâûõ ïåðåìåí-
íûõ y1, . . . , yt èìååò ñëåäóþùèé âèä

J(x1, . . . , xt) =
n∑

j1,j2,...,jt=1

y1,j1y2,j2 · · · yt,jtξ
′
i1,...,it , (13.3.3)

ãäå ξ′i1,...,it = ξ′j1,...,jt
, åñëè íàáîð j1, . . . , jt ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé íàáîðà i1, . . . , it è ñëó-

÷àéíûå âåëè÷èíû âèäà ξ′j1,...,jt
, 1 ≤ j1 ≤ · · · ≤ jt ≤ n .ÿâëÿþòñÿ íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóï-

íîñòè, ò.å. ñâîéñòâà ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ′i1,...,it ïîëíîñòüþ ñîâïàäàþò ñî ñâîéñòâàìè
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξi1,...,it .

Äîêàçàòåëüñòâî.Îáîçíà÷èì ÷åðåç π ïåðåñòàíîâêó êîîðäèíàò ñèìâîëîâ ìíîæåñòâà (1, . . . , n) .
Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè π âûïîëíåíî ξ′i1,...,it = ξ′π(i1),...,π(it)

.
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Äåéñòâèòåëüíî, åñëè xk = ykP , òî xk,s =
∑n

j=1 yk,jpj,s , ãäå xk,s è yk,j � s− àÿ è j− àÿ
êîîðäèíàòû âåêòîðîâ xk è yk . Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî

J(x1, . . . , xt) =
n∑

j1,j2,...,jt=1

(
n∑

s=1

y1,sps,j1

) (
n∑

s=1

y2,sps,j2

)
· · ·

(
n∑

s=1

yt,sps,jt

)
ξj1,...,jt

=
n∑

s1,s2,...,st=1

y1,s1y2,s2 · · · yt,st

n∑
j1,j2,...,jt=1

ps1,j1ps2,j2 · · · pst,jtξj1,...,jt .

(13.3.4)

Ïîëîæèì ξ′s1,...,st
=

∑n
j1,j2,...,jt=1 ps1,j1ps2,j2 · · · pst,jtξj1,...,jt . Î÷åâèäíî,

ξ′s1,...,st
=

n∑
j1,j2,...,jt=1

ps1,j1 · · · pst,jtξπ(j1),...,π(jt) = ξ′π(s1),...,π(st) (13.3.5)

Òàêèì îáðàçîì ìû äîêàçàëè, ÷òî ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξ′s1,...,st
íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåñòàíâêå

åå èíäåêñîâ.
Äîêàæåì òåïåðü, ÷òî âñå

(
n+t−1

t

)
ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ′s1,...,st

, 1 ≤ s1 ≤ · · · ≤ st ≤ n ,
ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè.

Äåéñòâèòåëüíî, åñëè óêàçàííûå ñëó÷àéíûåõ âåëè÷èíû ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-çàâèñèìûìè,
òî âîçâðàòèìñÿ ê ñëó÷àéíûì âåëè÷èíàì ξi1,...,it , ãäå 1 ≤ i1 ≤ · · · ≤ it ≤ n , êîòîðûå, ïî
îïðåäåëåíèþ, ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè â ñîâîêóïíîñòè. Ýòî ñäåëàòü âîçìîæíî,
èç-çà òîãî, ÷òî ìàòðèöà P ÿâëÿåòñÿ ïî óñëîâèþ ëåììû íåâûðîæäåííîé. Òàêèì îáðàçîì,(

n+t−1
t

)
ëèíåéíî-çàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëè÷èí ξ′s1,...,st

, 1 ≤ s1 ≤ · · · ≤ st ≤ n, áûëè
ïðåîáðàçîâàíû ñ ïîìîùüþ ëèíåéíîãî ïðåîáðàçîâàíèÿ â ñîâîêóïíîñòü èç

(
n+t−1

t

)
ëèíåéíî-

íåçàâèñèìûõ ñëó÷àéíûõ âåëèñèí. Î÷åâèäíî, ÷òî ýòîãî áûòü íå ìîæåò. Ïîýòîìó ξ′s1,...,st
, 1 ≤

s1 ≤ · · · ≤ st ≤ n, � ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû. Ëåììà äîêàçàíà. ¤

13.4 Îñíîâíîé ðåçóëüòàò
Òåîðåìà 13.4.1 Ñèñòåìà Rt(Q) óñòîé÷èâà ê w êîìïðîìåòàöèÿì, ò.å.ÿâëÿåòñÿ

(t, w)− ñèñòåìîé, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ëþáûå ðàçëè÷íûå w +1 âåêòîðîâ ìíîæå-
ñòâà Q ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûìè íàä ïîëåì Fq .

Äîêàçàòåëüñòâî. 1. Íåîáõîäèìîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî a, b1, , . . . , bt ∈ Q è a = c1b1+
· · · + clbw, cj ∈ Fq . Â ýòîì ñëó÷àå Ka = c1Kb1 + · · · + cwKbw , åñëè ïîä Ka ïîíèìàòü(

n+t−2
t−1

)−ìåðíûé âåêòîð ñ êîîðäèíàòàìè ξi1,...,it−1(a) (ñì. (13.3.1)).
Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ìíîæåñòâî Ka ïîëüçîâàòåëÿ a ìîæåò áûòü ïîëó÷åíî èç ìíî-

æåñòâ ïîëüçîâàòåëåé b1, . . . , bw . Ñëåäîâàòåëüíî, îáùèé êëþ÷ ka1,...,at êîíôåðåíöèè T =
{a1, . . . , at} ñ t ó÷àñòíèêàìè, â ÷èñëî êîòîðûõ âõîäèò àáîíåíò a , ìîæåò áûòü âû÷èñëåí
êîàëèöèåé çëîóìûøëåííèêîâ Tw = {b1, . . . , bl} .

2. Äîñòàòî÷íîñòü. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êàæäûé âåêòîð èç ìíîæåñòâà T = {a1, . . . , at} ⊂
Q ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíî-íåçàâèñèìûì îò âåêòîðîâ ìíîæåñòâà Tw = {b1, . . . , bw} ⊂ Q , ò.å.
aj 6∈ L(Tw) . Ïîêàæåì, ÷òî â ýòîì ñëó÷àå êëþ÷ ka1,...,at íå ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåí â âèäå
ëèíåéíîé êîìáèíàöèè êëþ÷åé, âõîäÿùèõ â îáúåäèíåíèå ìíîæåñòâ Kb1 , . . . , Kbl

.
Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå, à èìåííî, ïðåäïîëîæèì, ÷òî
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ka1,...,at = 〈z1,Kb1〉+ · · ·+ 〈zl,Kbl
〉, (13.4.1)

ãäå 〈z,Kb〉 � ñêàëÿðíîå ïðîèçâåäåíèå â ïîëå Fq

(
n+t−2

t−1

)−ìåðíîãî âåêòîðà z ∈ F
(n+t−2

t−1 )
q

è
(

n+t−2
t−1

)−ìåðíîãî âåêòîðà Kb .
Â âèäó òîãî, ÷òî ïî óñëîâèþ òåîðåìû âåêòîðû a, b1, . . . , bw ëèíåéíî-íåçàâèñèìû, ìû

ìîæåì ïðåîáðàçîâàòü áàçèñ ïðîñòðàíñòâà Fn
q òàê, ÷òî â íîâîì áàçèñå ω = {ω1, . . . , ωn} âåê-

òîðû a, b1, . . . , bw ïðèìóò âèä a = ew+1, b1 = e1, . . . , bw = ew , ãäå ej = (0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
j−1

, 1, 0, . . . , 0︸ ︷︷ ︸
n−j

),

j = 0, . . . , n .
Êàê ñëåäóåò èç ëåììû 13.3.1 â íîâîì áàçèñå ω ïðîñòðàíñòâà Fn

q ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû
ξi1,...,it−1 çàìåíÿòñÿ íà ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû ξ′i1,...,it−1

ñ òåìè æå ñâîéñòâàìè. Ïîýòîìó ìû ìî-
æåì ïîëàãàòü, ÷òî èçíà÷àëüíî âåêòîðìè a, b1, . . . , bw ÿâëÿþòñÿ âåêòîðû ew+1, e1, . . . , ew .

Îòñþäà âûòåêàåò, ÷òî êîîðäèíàòàìè âåêòîðà Kbj
ÿâëÿþòñÿ ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû âèäà

ξi1,...,it−1(bj) = ξi1,...,it−1,j, 1 ≤ i1 ≤ i2 ≤ · · · ≤ it−1 ≤ n. (13.4.2)
Òàêèì îáðàçîì, êàæäûé êëþ÷ ξi1,...,it−1(bj) ∈ Kbj

, j = 1, . . . , w, ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ñ
íåíóëåâûìè êîýôôèöèåíòàìè òîëüêî òåõ íåçàâèñèìûõ ñåêðåòíûõ êëþ÷åé ξs1,...,st−1,st ∈ K ,
ó êîòîðûõ, ïî êðàéíåé ìåðå, îäèí èíäåêñ sj ïðèíèìàåò çíà÷åíèå, ìåíüøåå w + 1 .

Äðóãèìè ñëîâàìè, åñëè â ñóììó ka1,...,at (ñì. (13.3.2)) âõîäèò ñ íåíóëåâûì êîýôôèöè-
åíòîì êëþ÷ ξs1,...,st−1,st ∈ K , ó êîòîðîãî âñå èíäåêñû áîëüøå w , òî êëþ÷ ka1,...,at ÿâëÿåòñÿ
ëèíåéíî-íåçàâèñèìûì îò êëþ÷åé ìíîæåñòâà Kb1 ∪ Kb2 ∪ · · · ∪ Kbw , ò.å. äëÿ êëþ÷à ka1,...,at

ñ óêàçàííûì ñâîéñòâîì ðàâåíñòâî (13.4.1) çàâåäîìî íå âûïîëíÿåòñÿ.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

êëþ÷ ka1,...,at êîíôåðåíöèè, â êîòîðóþ âõîäèò ïîëüçîâàòåëü a , ò.å. a ∈ {a1, . . . , at} ,
ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà K , â êîòîðóþ ñ íåíóëåâûì êîýôôèöèåíòîì âõî-
äèò, ïî ìåíüøåé ìåðå îäíà, ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξs1,...,st−1,st ∈ K , ó êîòîðîé âñå èíäåêñû
s1, . . . , st−1, st áîëüøå w . Äîêàæåì ýòî óòâåðæäåíèå.

Òàê êàê ïî óñëîâèþ òåîðåìû aj 6∈ L({b1, . . . , bw}), j = 1, . . . , t , òî êàæäûé âåêòîð aj

èìååò âèä

aj = (aj,1, . . . , aj,w, aj,w+1, . . . , aj,n) (13.4.3)
ãäå ïîäâåêòîð (aj,w+1, . . . , aj,n) èìååò, ïî ìåíüøåé ìåðå, îäíó íåíóëåâóþ êîîðäèíàòó
aj,sj

, sj > w . Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà (13.3.2) ñëåäóåò, ÷òî â êëþ÷ ka1,...,at âõîäèò ñ íåíó-
ëåâûì êîýôôèöèåíòîì

∏t
j=1 aj,sj

ñëó÷àéíàÿ âåëè÷èíà ξs1,...,st , sk > w . Ýòî çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû. ¤

Ñëåäñòâèå 13.4.1 Êëþ÷ ka1,...,at ÿâëÿåòñÿ íåñêîìïðîìåòèðîâàííûì îòíîñòòåëüíî w− êî-
àëèöèè Tw = {b1, . . . , bw} ⊂ Q çëîóìûøëåííèêîâ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà êàæäûé
âåêòîð aj, j = 1, . . . , t, ëèíåéíî íåçàâèñèì îò ñîâîêóïíîñòè âåêòîðîâ {b1, . . . , bw} .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè õîòÿ áî îäèí âåêòîð aj ïðèíàäëåæèò ëèíåéíîé îáîëî÷êå ìíî-
æåñòâà {b1, . . . , bw} , òî êëþ÷ ka1,...,at ëèíåéíî çàâèñèò îò ñîâîêóïíîñòè êëþ÷åé ìíîæåñòâà
Kb1 ∪ Kb2 ∪ · · · ∪ Kbw . Ýòî óòâåðæäåíèå ñëåäóåò èç ïåðâîé ÷àñòè äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû.

Åñëè êàæäûé âåêòîð aj, j = 1, . . . , t, íå ïðèíàäëåæèò ëèíåéíîé îáîëî÷êå ìíîæåñòâà
{b1, . . . , bw} , òî êëþ÷ ka1,...,at ÿâëÿåòñÿ íåñêîìïðîìåòèðîâàííûì îòíîñèòåëüíî ìíîæåñòâà
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êëþ÷åé Kb1 ∪ Kb2 ∪ · · · ∪ Kbw . Ýòî óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç âòîðîé ÷ìñòè
äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû. ¤

Î÷åíü èíòåðåñíî, ÷òî èç òåîðåìû 13.4.1 ñëåäóåò, ÷òî ÷èñëî t íèêàê íå âëèÿåò íà ñâîé-
ñòâà ìíîæåñòâà Q � îñíîâíîãî îáúåêòà ïîëèíîìèàëüíîé ñèñòåìû Rt,w(Q)) . Ñòðóêòóðó
ìíîæåñòâà Q ïîëíîñòüþ îïðåäåëÿþò òîëüêî ÷èñëàì N (÷èñëî ïîëüçîâàòåëåé ñèñòåìû) è
w (÷èñëî çëîóìóøëåííèêîâ â ñèñòåìå ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé).

Âìåñòå ñ òåì ÷èñëî êëþ÷åé
(

n+t−2
t−1

)
â êàæäîì ìíîæåñòâå Ka, a ∈ Q, îïðåäåëÿåòñÿ

÷èñëàìè n (äëèíà âåêòîðîâ ìíîæåñòâà Q ) è t (÷èñëîì ó÷àñòíèêîâ êîíôåðåíöèè). Íà-
ïðèìåð, åñëè t = 2 (ñèñòåìà ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé äëÿ ïàðíîé ñâÿçè ïîëüçîâàòåëåé), òî
ìû èìååì |Ka| = n .

Ñëåäóåò òàêæå ïðèâåñòè äëÿ ðàññìàòðèâàåìûõ ñèñòåì Rt,w(Q) âèä ôóíêöèè D(Rt,w(Q)) =
k(t, w) log2 |M | (ñì. (13.1.1)), êîòîðàÿ îïðåäåëÿåò ýôôåêòèâíîñòü ðàññìàòðèâàåìûõ (t, w)−
ñèñòåì ðàñïðåäåëíèÿ êëþ÷åé.

Â íàøåì ñëó÷àå k(t, w) =
(

n+t−2
t−1

)
(÷èñëî êëþ÷åé, õðàíèìûõ êàæäûì ïîëüçîâàòåëåì) è

log2 |M | = u log2 q � ÷èñëî äâîè÷íûõ ÿ÷ååê ïàìÿòè, òðåáóåìûõ äëÿ õðàíåíèÿ â ýëåêòðîíîé
ïàìÿòè îäíîãî êëþ÷à ñèñòåìû. Çàìåòèì, ÷òî ÷èñëà w è N (÷èñëî ïîëüçîâàòåëåé ñèñòåìû
è òîëüêî îíî) îïðåäåëÿþò ÷èñëî n .

Òàêèì îáðàçîì, â ðàññìàòðèâàåìîì ñëó÷àå ïîëèëèíåéíîé ñèñòåìû ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ-
÷åé

D(Rt,w(Q)) =

(
n + t− 2

t− 1

)
u log2 q, (13.4.4)

ãäå D(Rt,w(Q)) � êîëè÷åñòâî èíôîðìàöèè (èçìåðÿåìîé áèòàìè), êîòîðûå ñîäåðæàòñÿ â
êëþ÷åâîì ìíîæåñòâå Ka êàæäîãî ïîëüçîâàòåëÿ a ∈ Q (t, w)− ñèñòåìû Rt,w(Q) u �
äëèíà êëþ÷à è q � çíà÷íîñòü îäíîãî åãî ðàçðÿäà.

13.4.1 Âîçìîæíûå êîíñòðóêöèè ìíîæåñòâ Q

Èç òåîðåìû 13.4.1 ñëåäóåò, ÷òî åñëè ìíîæåñòâî âåêòîðîâ Q äëèíû n , ó êîòîðîãî ëþáûå
w + 1 ýëåìåíòîâ ëèíåéíî-íåçàâèñèìû, ðàññìàòðåòü êàê ñòîëáöû ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû B

êîäà C äëèíû N = |Q| , òî êîä C áóäåò èìåòü êîäîâîå ðàññòîÿíèå d ≥ 2+w . È íàîáîðîò,
ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ Q ëþáîãî ëèíåéíîãî êîäà C íàä ïîëåì Fq ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì
d ≥ 2 + w ïîðîæäàåò (t, w)− ñèñòåìó ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé Rt(Q) .

Èç ýòîãî î÷åâèäíîãî óòâåðæäåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà ïîëüçîâàòåëåé
Q (t, w)− ñèñòåìû ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ñòîëáöû ïðîâåðî÷íûõ
ìàòðèö ëþáîãî ëèíåéíîãî êîäà ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d ≥ 2 + w . Äàëåå ìû ðàññìîò-
ðèì â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà Q ïðîâåðî÷íûå ìàòðèöû êîäîâ Õåììèíãà è Ðèäà-Ñîëîìîíà è
âû÷èñëèì äëÿ íèõ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè D(Rt,w(Q)) .

1. Åñòåñòâåííî íà÷àòü c äâîè÷íîãî êîäà Õåììèíãà äëèíû N = 2n − 1 ñ êîäîâûì ðàñ-
ñòîÿíèåì 3 (ñì. ðàçäåë 1.1.3, ëåììà 1.1.3). Ïóñòü Bn � ìíîæåñòâî ñòîëáöîâ ïðîâåðî÷íîé
ìàòðèöû ýòîãî êîäà Õåììèíãà, ò.å. Bn � ìíîæåñòâî âñåõ íåíóëåâûõ ñòîëáöîâ âûñîòû n .

Â ýòîì ñëó÷àå (t, 1)− ñèñòåìà ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åö S ñ ìíîæåñòâîì ïîëüçîâàòåëåé
Bn èìååò ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû:

×èñëî àáîíåíòîâ N = 2n − 1 , ÷èñëî äâîè÷íûõ êëþ÷åé ó êàæäîãî àáîíåíòà
(

n+t−2
t−1

)
è

D(Rt(Q)) =
(

n+t−2
t−1

)
u , ãäå u � äëèíà êàæäîãî äâîè÷íîãî êëþ÷à ñèñòåìû.
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Åñëè â êà÷åñòâå ìíîæåñòâà Q âçÿòü ñòîëáöû ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû ðàñøèðåííîãî êîäà
Õåììèíãà äëèíû N = 2n ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 4 , òî â ýòîì ñëó÷àå (t, 2)− ñèñòåìà
ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé Rt(Q) áóäåò èìåòü ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû.

×èñëî àáîíåíòîâ N = 2n , ÷èñëî äâîè÷íûõ êëþ÷åé ó êàæäîãî àáîíåíòà
(

n+t−1
t−1

)
è

D(Rt(Q)) = u
(

n+t−1
t−1

)
, ãäå u � äëèíà êàæäîãî êëþ÷à ñèñòåìû.

2. q -è÷íûé êîä Ðèäà-Ñîëîìîíà RSq(q + 1, w + 2) äëèíû q + 1 ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì
w + 2 (ñì. ðàçäåë 5.0.4). (ñëó÷àé t = 2 ðàññìîòðåí Áëîìîì [75]).

Â ýòîì ñëó÷àå (t, w)− ñèñòåìà ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åö S ñ ìíîæåñòâîì ïîëüçîâàòåëåé
Bn èìååò ñëåäóþùèå ïàðàìåòðû.

×èñëî àáîíåíòîâ N = q + 1 , ÷èñëî n = w + 1 , ÷èñëî êëþ÷åé ó êàæäîãî àáîíåíòà(
n+t−2

t−1

)
=

(
w+t−1

t−1

)
è D(Rt,w(Q)) = u

(
w+t−1

t−1

)
log2 q , ãäå u � äëèíà êàæäîãî q− è÷íîãî

êëþ÷à ñèñòåìû. Åñëè w = 1 , òî n = 2 è ÷èñëî êëþ÷åé, õðàíèìûõ ó êàæäîãî ïîëüçîâàòåëÿ
ðàâíî

(
n+t−2

t−1

)
=

(
t
1

)
= t .

Çàìåòèì, ÷òî â ðàçäåëå 13.6 áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ÷èñëî
(

w+t−1
t−1

)
ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíî

âîçìîæíûì çíà÷àíèåì äëÿ ÷èñëà êëþ÷åé, êîòîðûå íåîáõîäèìî õðàíèòü êàæäîìó ïîëüçî-
âàòåëþ ïîëèíîìèàëüíîé (t, w)− ñèñòåìû ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé.

13.5 Ñèñòåìû ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé Áëóíäî è äð.
Ìû êîðîòêî îïèøåì äîñòàòî÷íî èíòåðåñíóþ (t, w)− ñèñòåìó Bt,w ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé
ñ N ïîëüçîâàòåëÿìè, ïðåäëîæåííóþ â ðàáîòàõ [52], [51].

Ïóñòü q ≥ N � ñòåïåíü ïðîñòîãî ÷èñëà. Ðàññìîòðèì ñèììåòðè÷íûé ìíîãî÷ëåí
fw(x1, . . . , xt) ñòåïåíè w îò t ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ Fq :

fw(x) = fw(x1, . . . , xt) =
w∑

i1=0,...,it=0

ai1,...,itx
i1
1 , . . . , xit

t , ai1,...,it ∈ Fq. (13.5.1)

Ñëîâî ñèììåòèðè÷íûé îçíà÷àåò, ÷òî äëÿ ëþáûõ äâóõ íàáîðîâ c = (c1, . . . , ct), c′ =
(c′1, . . . , c

′
t) òàêèõ, ÷òî âòîðîé íàáîð ÿâëÿåòñÿ ïåðåñòàíîâêîé êîîðäèíàò ïåðâîãî, çíà÷åíèÿ

fw(c) è fw(c′) ìíîãî÷ëåíîâ â òî÷êàõ c è c′ ñîâïàäàþò. Î÷åâèäíî, ìíîãî÷ëåí fw(x) ÿâ-
ëÿåòñÿ ñèììåòðè÷åñêèì, êîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà

ai1,...,it = aj1,...,jt , (13.5.2)

äëÿ âñåõ íàáîðîâ i1, . . . , it è j1, . . . , jt , êîòîðûå ìîæíî ïåðåâåñòè îäèí â äðóãîé ñ ïîìîùüþ
ïåðåñòàíîâêè èõ ñèìâîëîâ.

Òàêèì îáðàçîì, ìû ðàññìàòðèâàåì ìíîãî÷ëåí fw(x) âèäà (13.5.1), ó êîòîðîãî êîýô-
ôèöèåíòû óäîâëåòâîðÿþò ñîîíîøåíèþ (13.5.2). Ýòè ìíîãî÷ëåíû ìîæíî çàïèñàòü â âèäå

fw(x) =
∑

0≤i1≤···≤it≤w

ai1,...,it

∗∑
i1,...,it

xi1
1 · · · xit

t , (13.5.3)

ãäå ñóììèðîâàíèå â ñóììå
∑∗

i1,...,it
ïðîèçâîäèòñÿ ïî âñåì ïåðåñòàíîâêàì êîîðäèíàò íàáîðà

(i1, . . . , it) . Ìíî÷ëåíû σi1,...,it(x) =
∑∗

i1,...,it
xi1

1 · · ·xit
t íàçûâàþòñÿ îäíîðîäíûìè ñèììåòðè-

÷åñêèìè ìíîãî÷ëåíàìè.
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Êàê íåòðóäíî óñòàíîâèòü è ýòî õîðîøî èçâåñòíî (ñì. [28] è ìíîãèå äðóãèå ðàáîòû),
÷òî ÷èñëî ìíîãî÷ëåíîâ σi1,...,it(x) òàêèõ, ÷òî 0 ≤ i1 ≤ · · · ≤ it ≤ w, ðàâíî

(
w+t

t

)
. Â ñëó÷àå

t = 2 ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìíîãî÷ëåíîâ σi1,i2(x) áóäåò ðàâíûì
(

w+2
2

)
.

Â ñèñòåìå Bt,w èñõîäíûì ìíîæåñòâîì ñåêðåòíûõ êëþ÷åé K ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî êîýô-
ôèöèåíòîâ ñèììåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà fw(x) . ò.å. ôàêòè÷åñêè ìíîæåñòâîì K ÿâëÿåòñÿ
ñàì ñèììåòðè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí fw(x) .

Ìíîæåñòâîì èíäåêñîâ ïîëüçîâàòåëåé Q ñîâïàäàåò ñ êîíå÷íûì ïîëåì Fq , ò.å. Q = Fq .
Ñåêðåòíîé êëþ÷åâîé èíôîðìàöèåé ïîëüçîâàòåëÿ a ∈ Fq ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåí

ga(x1, . . . , xt−1) = fw(x1, . . . , xt−1,a) èëè, âûðàæàÿñü íåñêîëüêî òî÷íåå, ìíîæåñòâîì Ka
ÿâëÿåòñÿ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî êîýôôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà ga(x1, . . . , xt−1) .

Çàìåòèì, ÷òî íå âàæíî êàêîìó ïåðåìåííîìó xj ìíîãî÷ëåíà fw(x) ïðèäàòü çíà÷åíèå
a , ÷òîáû ïîëó÷èòü ìíîãî÷ëåí ga . Ïðè ëþáîì j ïîëó÷èòñÿ îäèí è òîò æå ñèììåòðè÷åñêèé
ìíîãî÷ëåí ga(x1, . . . , xt−1) .

Î÷åâèäíî, ÷èñëî ñåêðåòíûõ êëþ÷åé ïîëüçîâàòåëÿ a ðàâíî
(

w+t−1
t−1

)
� ÷èñëó êîýô-

ôèöèåíòîâ ó ñèììåòðè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà ga(x1, . . . , xt−1) îò t − 1 ïåðåìåííûõ, ñòåïåíü
êîòîðîãî ïî êàæäîé ïåðåìåííîé íå ïðåâîñõîæèò w .

Àëãîðèòì A âûðàáîòêè îáùåãî êëþ÷à ka1,...,at êîíôåðåíöèè ñ ó÷àñòíèêàìè T =
{a1, . . . , at} î÷åíü ïðîñò, à èìåííî, îáùèì êëþ÷åì ka1,...,at ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò ïîëÿ Fq ,
êîòîðûé èìååò âèä

ka1,...,at = gaj
(a1, . . . , aj−1,aj+1, . . . , at), (13.5.4)

ò.å. êàæäûé ïîëüçîâàòåëü aj êîíôåðåíöèè T âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå ñâîåãî ñåêðåòíîãî ìíî-
ãî÷ëåíà ga(x1, . . . , xt−1) â òî÷êàõ, êîòîðûå ÿâëÿþòñÿ èíäåêñàìè äðóãèõ ïîëüçîâàòåëåé
êîíôåðåíöèè T .

Òàê êàê ìíîãî÷ëåí fw(x1, . . . , xt−1, xt) ñèììåòðè÷åñêèé, òî êëþ÷è ka1,...,at , âû÷èñëåí-
íûå ó ðàçëè÷íûõ ïîëüçîâàòåëåé êîíôåðåíöèè T , îäèíàêîâû.

Îòìåòèì, ÷òî â ñëó÷àå t = 2 ìíîãî÷ëåí ga(x1, . . . , xt−1) ÿâëÿåòñÿ ìíîãî÷ëåíîì ïåðâîé
ñòåïåíè è ìíîæåñòâî ñåêðåòíûõ êëþ÷åé Ka ñîäåðæèò

(
w+1

1

)
= w + 1 ýëåìåíòîâ � êîýô-

ôèöèåíòîâ ìíîãî÷ëåíà ga(x1, . . . , xt−1) . Ýòîò ñëó÷àé è áûë ïðåäìåòîì èçó÷åíèÿ Áëîìà
[75].

Êàê ëåãêî óâèäåòü, åñëè â óæå ðàññìîòðåííîé ñèñòåìå ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé Rt(Q) ñ
ïàðàìåòðîì n ðàâíûì w +1 â êà÷åñòâå Q âçÿòü ìàòðèöó, ó êîòîðîé òèïè÷íûé ñòîëáö Q

èìååò âèä Q = (1, a1, a2, . . . , aw)T , a ∈ Fq, , òî ìû ïîëó÷èì ñèñòåìó ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé
Áëóíäî è äð. Bt,w . Íåòðóäíî óâèäåòü, ÷òî ñèñòåìà Áëóíäî è äð. ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì
ñèñòåì Rt,w(Q) , ðàñìîòðåííîé â ðàçäåëå 13.3.

13.6 Íèæíèå îöåíêè ÷èñëà êëþ÷åé ó ïîëüçîâàòåëåé
(w, t)−ñèñòåìû ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé

Ìû èçëîæèì â óñîâåðøåíñòâàííîì âèäå ÷àñòü ðåçóëüòàòîâ ðàáîòû Beimel è Chor [50].
Çàôèêñèðóåì ïîäìíîæåñòâî Qt+w ìíîæåñòâà Q èç t+w ýëåìåíòîâ: Qt+w = {c1, . . . , ct+w}

⊆ Q . Ïóñòü T (a) = {T1, . . . , Tl} � ìíîæåñòâî âñåõ t− ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà Qt+w ,
êîòîðûå âêëþ÷àþò â ñåáÿ ôèêñèðîâàííðîãî ïîëüçîâàòåëÿ a ∈ Qt+w , ãäå l =

(
w+t−1

t−1

)
.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç kTj
îáùèé êëþ÷ êîíôåðåíöèè Tj .
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Ëåììà 13.6.1 Êëþ÷è kTj
, j = 1, . . . , l, ëþáîé (t, w) -ñèñòåìû ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé ÿâ-

ëÿþòñÿ ëèíåéíî-íåñâÿçàííûìè, ò.å. äëÿ ëþáûõ aj ∈ Fq âûïîëíåíî
∑l

j=1 ajkTj
6= 0 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì îáðàòíîå. À èìåííî ïðåäïîëîæèì, ÷òî

kT1 =
l∑

j=2

ajkTj
. (13.6.1)

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî T1 = {a1, . . . , at} . Ðàññìîòðèì êîàëèöèþ çëîóìûøëåííèêîâ Tw =
{b1, . . . , bw} , êîòîðàÿ íå âêëþ÷àåò â ñåáÿ ïîëüçîâàòåëåé êîíôåðåíöèè T1 , ò.å. Tw = Qt+wr
T1 è, ñëåäîâàòåëüíî, T1 ∩ Tw = ∅ .

Î÷åâèäíî,

Tw r Tj 6= ∅, åñëè j > 1 . (13.6.2)
Ñëåäîâàòåëüíî, êàæäûé êëþ÷ kTj

, j > 1, ìîæåò áûòü âû÷åñëåí êîàëèöèåé çëîóìûøëåí-
íèêîâ Tw .

Îòñþäà è èç ðàâåíñòâà (13.6.1) ñëåäóåò, ÷òî è îáùèé êëþ÷ kT1 êîíôåðåíöèè T1 ìîæåò
áûòü âû÷èñëåí êîàëèöèåé çëîóìûøëåííèêîâ Tw íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî T1∩Tw = ∅ . Ýòî äëÿ
(t, w) -ñèñòåìû ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé íåâîçìîæíî. Îòñþäà ñëåäóåò, ÷òî ðàâåíñòâî (13.6.1)
äëÿ (t, w)− ñèñòåìû íå âûïîëíåíî, ò.å. äîêàçûâàåò óòâåðæäåíèå ëåììû. ¤

Òåîðåìà 13.6.1 Äëÿ ÷èñëà |Ka| êëþ÷åé â êëþ÷åâîì âåêòîðå Ka (÷èñëà êëþ÷åé ó êàæ-
äîãî ïîëüçîâàòåëÿ ñèñòåìû) ïîëèëèíåéíîé (t, w) -ñèñòåìû ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé Rt(Q)
ñïðàâåäëèâà îöåíêà

|Ka| ≥
(

w + t− 1

t− 1

)
. (13.6.3)

Äîêàçàòåëüñòâî. Çàìåòèì, ÷òî êàæäûé êëþ÷ ìíîæåñòâà Ka ÿâëÿåòñÿ íåçàâèñèìîé ñëó-
÷àéíîé âåëè÷èíîé. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî â êëþ÷åâîì âåêòîðå Ka ÷èñëî êëþ÷åé ìåíüøå, ÷åì(

w+t−1
t−1

)
.

Â ýòîì ñëó÷àå âñå ñëó÷àéíûå âåëè÷èíû, âõîäÿùèå â ìíîæåñòâî T (a) , âî-ïåðâûõ, â
ñèëó ëåììû 13.6.1 ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-íåñâÿçàííûìè, è, âî-âòîðûõ, äîëæíû áûòü ëèíåéíî-
çàâèñèìûìè îò êëþ÷åé, âõîäÿùèõ â ìíîæåñòâî Ka .

Ïîñëåäíåå îçíà÷àåò, ÷òî êàæäûé êëþ÷ kTj
∈ T (a) ïîëèëèíåéíîé ñèñòåìû äîëæåò

èìåòü ïðåäñòàâëåíèå ñëåäóþùåãî âèäà

kTj
= lj(Ka), (13.6.4)

ãäå lj(z) � íåêîòîðàÿ íåâûðîæäåííàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò |Ka| ïåðåìåííûõ.
Î÷åâèäíî, òàêîãî íå ìîæåò áûòü, â âèäó òîãî, ÷òî ëèíåéíûå ôóíêöèè lj(z), j =

1, . . . ,
(

w+t−1
t−1

)
, îáÿçàòåëüãî ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-çàâèñèìûìè, èáî ÷èñëî ïåðåìåííûõ, îò êî-

òîðûõ çàâèñèò êàæäàÿ èç ýòèõ ôóíêöèé, ìåíüøå, ÷åì îáùåå ÷èñëî ýòèõ ôóíêöèé. Òàêèì
îáðàçîì, êëþ÷è kTj

îáÿçàòåëüíî ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíî-çàâèñèìûìè. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò ëåììå
13.6.1. ¤

Çàìåòèì, ÷òî ëåììà 13.6.1 ñïðàâåäëèâà áåç ïðåäïîëîæåíè î ïîëèíîìèàëüíîñòè ñèñòå-
ìû. Âìåñòå ñ òåì ñèñòåìà ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé â òåîðåìå 13.6.1 îáÿçàòåëüíî äîëæíà
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áûòü ïîëèëèíåéíîé. Åñëè ðàññìàòðèâàòü â òåîðåìå íåïîëèíîìèàëüíûå ñèñòåìû, òî äëÿ
íèõ âåðåí íåêîòîðûé àíàëîã òåîðåìà 13.6.1, êàê ýòî ïîêàçàíî â ðàáîòå Beimel è Chor [50].

Òåîðåìà 13.6.1 óñòàíàâëèâàåò, ÷òî ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî êëþ÷åé ïîëüçîâàòåëÿ
â ïîëèëèíåéíîé t, w)− ñèñòåìå ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé èìååò (t, w)− ñèñòåìà, ó êîòîðîé
n = w + 1 . Â ÷àñòíñòè, ýòî ñâîéñòâî âûïîëíåíî äëÿ (t, w)− ñèñòåìû Rt(Q) , ó êîòîðîé
äëèíà âåêòîðîâ n ìíîæåñòâà Q ðàâíà n = w+1 . Íàïðèìåð, ýòî óñëîâèå âûïîëíåíî â òîì
ñëó÷àå, êîãäà ìíîæåñòâî Q (t, w)− ñèñòåìû Rt(Q) îáðàçîâàíî ñòîëáöàìè ïðîâåðî÷íîé
ìàòðèöû êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà RSq(q+1, w+2) äëèíû q+1 ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì w+2 .
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Ãëàâà 14

Äèçúþíêòíûå è ðàçäåëÿþùèå êîäû

Äèçúþíêòíûå è ðàçäåëÿþùèå êîäû ýòî èíòåðåñíûå, íî îòíîñèòåëüíî ìàëî èçâåñòíûå ìà-
òåìàòè÷åñêèå êîíñòðóêöèè. Èõ èíòåíñèâíîå èññëåäîâàíèå íà÷àëîñü òîëüêî â ïîñëåäíèå 15
ëåò. Ýòè îáúåêòû õîòÿ òðàäèöèîííî è íàçûâàþòñÿ êîäàìè, íî îíè èìåþò íå î÷åíü ìíî-
ãî ñõîäñòâà ñ òðàäèöèîííûìè êîäàìè, íàïðèìåð, êîäàìè êîððåêòèðóþùèìè îøèáêè èëè
íåðàâíîìåðíûìè êîäàìè, êîòîðûå èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ñæàòèÿ èíôîðìàöèè. Îáëàñòÿìè èñ-
ïîëüçîâàíèÿ äèçúþíêòíûõ êîäîâ ÿâëÿþòñÿ ïëàíèðîâàíèå ýêïåðèìåíòîâ, êðèïòîãðàôèÿ è
ò.ï. Ìîæíî òàêæå ñêàçàòü, ÷òî äèçúþíêòíûå êîäû çàíèìàþò ïðîìåæóòî÷íîå ïîëîæåíèå
ìåæäó êîìáèíàòîðèêîé è òåîðèåé êîäèðîâàíèÿ.

Ìû ñíà÷àëà èçó÷èì äèçúþíêòíûå è ðàçäåëÿþùèå êîäû, à çàòåì î÷åíü êîðîòêî ðàññêà-
æåì îá èõ ïðèìåíåíèÿõ.

14.1 Äèçúþíêòíûå êîäû (superimposed code)
Îïðåäåëåíèå 14.1.1 Ïóñòü w ≥ 1 è r ≥ 0 è T ≥ 2 � öåëûå ÷èñëà òàêèå, ÷òî
w + r ≤ T . Íàáîð A = {A1, . . . , AT} ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà [N ] = {1, . . . , N} íà-
çûâàåòñÿ (w, r)− ñåìåéñòâîì íåïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ (cover-free (w,r)-family), åñëè
äëÿ íåãî âûïîëíåíû ñëåäóþùèå ñâîéñòâà:

w⋂
s=1

Ais *
r⋃

j=1

Akj
, äëÿ âñåõ {i1, . . . , iw}, {k1, . . . , kr} ⊆ [T ]

òàêèõ, ÷òî {i1, . . . , iw}
⋂
{k1, . . . , kr} = ∅.

(14.1.1)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè r = 0 , òîãäà
w⋂

s=1

Ais 6= ∅ äëÿ âñåõ {i1, . . . , iw} ⊆ [T ]. (14.1.2)

Çàìåòèì ÷òî ñðåäè ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ {i1, . . . , iw} è {k1, . . . , kr} ìîãóò áûòü ïîâòî-
ðÿþùèåñÿ, ò.å. ôàêòè÷åñêè, êàæäîå èç ýòèõ ìíîæåñòâ ìîæåò ñîäåðæàòü ìåíüøåå, ÷åì w

è r ÷èñëî ýëåìåíòîâ, ñîîòâåòñòâåííî.
Ìû òàêæå áóäåì ðàññìàòðèâàòü êîíñòðóêöèþ, íàçûâàåìóþ äèçúþíêòíûì (w, r)− êîäîì,

êîòîðàÿ ýêâèâàëåíòíà ïîíÿòèþ (w, r)− ñåìåéñòâîì íåïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ.
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À èìåííî, ñ êàæäûì ïîäìíîæåñòâîì (w, r)− ñåìåéñòâà ñâÿæåì ñòîëáåö Aj âûñîòû
N , êîîðäèíàòàìè êîòîðîãî ÿâëÿþòñÿ ñèìâîëû 0, 1 , ïðè ýòîì j− àÿ êîîðäèíàòà ðàâíà 1
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà j ∈ Aj . Ñòîëáåö Aj íàçûâàåòñÿ õàðàêòåðèñòè÷åñêèì ñòîëáöîì
ïîäìíîæåñòâà Aj .

N × T ìàòðèöó K = K(A) , îáðàçîâàííóþ âñåìè õàðàêòåðèñòè÷åñêèìè ñòîëáöàìè
Aj, j = 1, . . . , T, (w, r)− ñåìåéñòâà íåïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ ìû áóäåì íàçûâàòü äèçú-
þíêòíûì (w, r)− êîäîì.

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ 14.1.1, ìàòðèöà K = K(A) äèçúþíêòíîãî (w, r)− êîäà
îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì.

i. Äëÿ âñåõ ïîäìíîæåñòâ {i1, . . . , iw}, {k1, . . . , kr} ⊆ [T ] òàêèõ, ÷òî {i1, . . . , iw}∩{k1, . . . , kr} =
∅ , â ìàòðèöå K = K(A) íàéäåòñÿ ñòðîêà, ó êîòîðîé êîîðäèíàòû, èíäåêñèðîâàííûå
ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà {i1, . . . , iw} , ðàâíû 1 , à êîîðäèíàòû, èíäåêñèðîâàííûå ýëå-
ìåíòàìè ìíîæåñòâà {k1, . . . , kr} ðàâíû 0 .

Î÷åâèäíî, (w, r)− ñåìåéñòâî íåïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åìó ìàò-
ðèöà K = K(A) � ýòî îäèí è òîòæå îáúåêò, íî â ðàçíûõ îáîçíà÷åíèÿõ.

Ñëåäóåò îòìåòèòü, ÷òî ïî íàáëþäåíèþ àâòîðà íåêîòîðûå ÷èòàòåëè ïðåäïî÷èòàþò èñ-
ïîëüçîâàòü òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûé ÿçûê, ò.å. îïðåäåëåíèå 14.1.1. Â òî âðåìÿ êàê äëÿ
äðóãèõ ÷èòàòåëåé áîëåå óäîáåí "òåîðåòèêî-êîäîâûé"ÿçûê, ò.å. ÿçûê äèçúþíêíûõ êîäîâ.
Ìû äàëåå â ðàáîòå áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ, ïðåèìóùåñòâåííî, òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííûì ÿçû-
êîì.

×èñëî N îáû÷íî íàçûâàåòñÿ äëèíîé äèçúþíêòíîãî êîäà K , à ÷èñëî T � ÷èñëîì åãî
ýëåìåíòîâ.

Îáû÷íî ñòðåìÿòñÿ ïðè çàäàííûõ N, (w, r) ìàêñèìèçèðîâàòü ÷èñëî T ýëåìåíòîâ äèçú-
þíêòíîãî (w, r)− êîäà äëèíû N .

Âìåñòå ñ òåì, ïî ìíåíèþ àâòîðà, äëÿ íåêîòîðûõ ïðèëîæåíèé, íàïðèìåð, êðèïòîãðà-
ôè÷åñêèõ, áîëåå åñòåñòâåííî ìàêñèìèçèðîâàòü ÷èñëî T ïðè çàäàííîì ÷èñëå ýëåìåíòîâ a

ó êàæäîãî èç ìíîæåñòâ Aj . (Ïîäðîáíåå îá ýòîì ñêàçàíî â ðàçäåëå 14.4).
Îïðåäåëåíèå äèçúþíêòíîãî (1, w)− êîäà âïåðâûå áûëî äàíî â ðàáîòå [65]. Òàì æå áûëè

óêàçàíû íåêîòîðûå îáëàñòè èõ âîçìîæíîãî èñïîëüçîâàíèÿ. Çàòåì â 1982 ã. áûëè îïðåäå-
ëåíû äèçúþíêòíûå (w, r)− êîäû è íà÷àëèñü èõ èññëåäîâàíèÿ. Áèáëèîãðàôèÿ ïî ýòîìó
íàïðàâëåíèþ èìååòñÿ â ðàáîòå [56].

Íàèáîëåå øèðîêî äèçúþíêòíûå (w, r)− êîäû èñïîëüçóþòñÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñõåì ïëà-
íèðîâàíèÿ ýêñïåðèìåíòîâ (ñì. [56] è ëèòåðàòóðó, ïðèâåäåííóþ â ýòîì èñòî÷íèêå). Îíè
íàõîäÿò ïðèìåíåíèÿ è â êðèïòîãðàôèè (ñì., íàïðèìåð, [82, 56], à òàêæå ìíîãèå äðóãèå
ðàáîòû). Êðèïòîãðàôè÷åñêèì ïðèëîæåíèÿ äèçúþíêòíûõ êîäîâ òàêæå ðàññìàòðåíû â ðàç-
äåëå 14.4 äàííîé ãëàâû.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N(T, w, r) ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ äëèíó äèçúþíêòíîãî (w, r)− êîäà
ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ T , à ÷åðåç N(T, a, w, r) � ìèíèìàëüíî âîçìîæíóþ äëèíó äèçúþíêò-
íîãî (w, r)− êîäà ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ T , êîòîðûé îáðàçîâàí ñòðîêàìè, âåñ Õåììèíãà
êîòîðûõ íå ïðåâîñõîäèò a .

Íà òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîì ÿçûêå îïðåäåëåíèå ÷èñëà N(T, w, r) çâó÷èò òàê. N(T, w, r)
� ýòî ìèíèìàëüíî âîçìîæíîå ÷èñëî ýëåìåíòîì ìíîæåñòâà [N ] , ó êîòîðîãî èìååòñÿ T

ïîäìíîæåñòâ, îáðàçóþùèõ (w, r)− ñåìåéñòî íåïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ. Òî÷íî òàêæå çâó-
÷èò è îïðåäåëåíèå ÷èñëà N(T, a, w, r) ñ äîáàâëåíèåì, ÷òî êàæäîå åãî ïîäìíîæåñòâî
Aj ⊆ [N ], j = 1, . . . , T, ñåìåéñòâà èìååò íå áîëåå, ÷åì a ýëåìåíòîâ.
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Ïðèìåðîì (w, r)− äèçúþíêòíîãî êîäà Ks = Ks(N) ÿâëÿåòñÿ êîä, îáðàçîâàííûé âñåìè
äâîè÷íûìè

(
n
s

)
ñòðîêàìè äëèíû n , âåñ Õåììèíãà êîòîðûõ ðàâåí s , ãäå w ≤ s ≤ N − r .

Äèçúþíêòíûé êîä Ks èìååò äëèíó N =
(

n
s

)
è ÷èñëî ýëåìåíòîâ T = n . Ýòîò êîä íîñèò

íàçâàíèå òðèâèàëüíîãî äèçúþíêòíîãî êîäà.
Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ëåãêî äîêàçàòü. (Óïðàæíåíèå)

Ëåììà 14.1.1 Êîä Ks(n) ÿâëÿåòñÿ (w, r)− äèçúþíêòíûì êîäîì, åñëè w ≤ s ≤ n− r .

Íåïîñðåäñòâåííî èç ýòîé ëåììû âûòåêàåò, ÷òî

Ñëåäñòâèå 14.1.1

N(n, w, r) ≤ min

{(
n

w

)
,

(
n

n− r

)}
,

N(n, a, w, r) ≤
(

N

a

)
, åñëè w ≤ a ≤ N − r.

(14.1.3)

Êîä Ks îáû÷íî íàçûâàþò òðèâèàëüíûì (w, r)− äèçúþíêòíûì êîäîì. Îáû÷íî óäàåòñÿ
ïîñòðîèòü (w, r)− äèçúþíêòíûé êîä, äëèíà êîòîðîãî çíà÷èòåëüíî ìåíüøå, ÷åì min

{(
N
w

)
,
(

N
N−r

)}
.

Ýòèì ìû çàéìåìñÿ â ñëåäóþùèõ ïàðàãðàôàõ.

14.1.1 Ðàçäåëÿþùèå êîäû
Ðàçäåëÿþùèé êîä ýòî îáúåêò, êîòîðûé èíòåðåñåí íå òîëüêî ñàì ïî ñåáå, íî è êàê ïðîìå-
æóòî÷íàÿ êîíñòðóêöèÿ äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèçúþíêòíûõ êîäîâ.

Îïðåäåëåíèå 14.1.2 q− çíà÷íûé êîä C äëèíû n íàçûâàåòñÿ ðàçäåëÿþùèì (w, r)− êîäîì
(separating (w, r)− code), ãäå w, r ≥ 1 , åñëè äëÿ ëþáûõ y1, . . . , yw ∈ C è ëþáûõ x1, . . . , xr ∈
C, òàêèõ, ÷òî {y1, . . . , yw} ∩ {x1, . . . , xr} = ∅, ñóùåñòâóåò êîìïîíåíòà (êîîðäèíàòà)
i ∈ [n] = {1, . . . , n} òàêàÿ, ÷òî

{y1,i, . . . , yw,i} ∩ {x1,i, . . . , xr,i} = ∅. (14.1.4)

Êàê ñëåäóåò èç îïðåäåëåíèÿ ðàçäåëÿþùèì (w, r)− êîäà, ÷èñëà w è r ñèììåòðè÷íû,
ò.å. (w, r)− êîä îäíîâðåìåííî ÿâëÿåòñÿ è (r, w)− êîäîì.

Íàïðèìåð, êîä C = Fn
q ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì (1, 1)− êîäîì, èáî ó ëþáûõ äâóõ ðàç-

ëè÷íûõ âåêòîðîâ x,y ∈ C íàéäåòñÿ ðàçðÿä, â êîòîðîì îíè ðàçëè÷àþòñÿ, ò.å. äëÿ êîòîðûõ
âûïîëíåíåíî ñîîòíîøåíèå (14.1.4).

Ïîñòðîèòü ðàçäåëÿþùèé (1, 2)− êîä çíà÷èòåëüíî ñëîæíåå. Îäèí èç âîçìîæíûõ ñïîñî-
áîâ ñëåäóþùèé.

Ðàññìîòðèì êîä C ⊂ Fn
q äëèíû n = q , îáðàçîâàííûé âåêòîðàìè, êîîðäèíàòû êîòîðûõ

ÿâëÿþòñÿ çíà÷åíèÿìè ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè m < q
2
, ò.å. êîä C ÿâëÿåòñÿ q− çíà÷íûì êîäîì

Ðèäà-Ñîëîìîíà äëèíû q è ïîðÿäêà m . Î÷åâèäíî, ðàçìåðíñòü C ðàâíà m + 1 . Äîêàæåì,
÷òî êîä C ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì (1, 2)− êîäîì.

Äåéñòâèòåëüíî, äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáûõ òðåõ âåòîðîâ x,y1,y2 íàéäåòñÿ
êîîðäèíàòà, äëÿ êîòîðîé xi 6∈ {y1,i, y2,i} èëè, ÷òî îäíî è òîæå, êîîðäèíàòà, äëÿ êîòîðîé
ñïðàâåäëèâî (y1,i − xi)(y2,i − xi) 6= 0 .
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Ïîñëåäíåå íåðàâåíñòâî äëÿ óêàçàííîãî êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà âûïîëíåíî â âèäó òîãî, ÷òî
íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí âèäà F (x) = (g1(x)−f(x))(g2(x)−f(x)) , ó êîòîðîãî deg f, g1, g2 < q

2
,

èìååò ñòåïåíü, ìåíüøåþ, ÷åì q , è ïîýòîìó ïðèíèìàåò íåíóëåâûå çíà÷åíèÿ, êîãäà ïåðå-
ìåííàÿ x ïðîáåãàåò âñå ýëåìåíòû ïîëÿ Fq .

Ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ðàçâèòîé òåîðèè ïîñòðîåíèÿ ðàçäåëÿþùèõ êîäîâ íå ñóùåñòâóåò.
Âìåñòå ñ òåì èçâåñòíî íåñêîëüêî íå î÷åíü ñëîæíûõ ðåçóëüòàòîâ, â êîòîðûõ èçâåñòíûå
êîäû, êîððåêòèðóþùèå îøèáêè, ðàññìàòðèâàþòñÿ â êà÷åñòâå ðàçäåëÿþùèõ êîäîâ. Îá ýòîì
áîëåå ïîäðîáíî ìû ðàññêàæåì íèæå.

Ñêîðîñòüþ R(C) q− è÷íîãî ðàçäåëÿþùåãî (w, r)− êîäà C äëèíû n íàçûâàåòñÿ âåëè-
÷èíà

R(C) =
logq |C|

n
. (14.1.5)

Ïóñòü Rq(n, r, w) = max R(C) , ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì q− è÷íûì ðàçäåëÿþùèì
(w, r)− êîäàì äëèíû n .

Âåëè÷èíà
Rq(w, r) = lim

n→∞
Rq(n, r, w), (14.1.6)

íàçûâàåòñÿ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ q− è÷íîãî ðàçäåëÿþùåãî (w, r)− êîäà.
Çàìåòèì, ÷òî ñòàíäàðòíûìè ìåòîäàìè ïîõîæèìè íà ìåòîä ïîëó÷åíèÿ îöåíêè Âàðøàìîâà-

Ãèëáåðòà äëÿ êîäîâ, êîððåêòèðóþùèõ îøèáêè, (ñì. ðàçäåë 2.0.8) íåòðóäíî ïîëó÷èòü
íèæíèå îöåíêè ñêîðîñòè Rq(n, r, w) , äëÿ êîòîðîé ñóùåñòâóþò q− è÷íûå ðàçäåëÿþùèå
(w, r)− êîäû äëèíû n . Ýòè îöåíêè ïîëó÷åíû, íàïðèìåð, â ðàáîòå [58], chapter 6, è ìû íå
áóäåì ïðèâîäèòü èõ â îáùåì âèäå.

Îñíîâíîé âûâîä èç ýòèõ îöåíîê ñëåäóþùèé. Ïðè q, w, r = const, n → ∞ íèæíèé
ïðåäåë ñêîðîñòè ïåðåäà÷è

Rq(w, r) = lim
n→∞

Rq(n, r, w), (14.1.7)

ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëüíîé ïîñòîÿííîé Rq(w, r) . Âìåñòå ñ òåì ñëåäóåò ñêàçàòü, ÷òî ýòè îöåí-
êè ïîëó÷åíû òîëüêî êîäîâ, êîòîðûå, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè. Íèæíèå
îöåíêè äëÿ ñêîðîñòè ïåðåäà÷è ëèíåéíûõ q− è÷íûõ ðàçäåëÿþùèõ (w, r)− êîäîâ íå èçâåñò-
íû.

Èç òåîðåìû 14.3.2 è òåîðåìû 13 ðàáîòû [58] (íèæíåé ãðàíèöû ñóùåñòâîâàíèÿ äâîè÷íîãî
ðàçäåëÿþùåãî (w, r)− êîäà) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Òåîðåìà 14.1.1 Ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äâîè÷íûõ ðàçäåëÿþùèõ
(w, r)− êîäîâ, ó êîòîðîé ñêîðîñòü R2(w, r) íå ìåíüøå, ÷åì Y (w, r) , ãäå

Y (w, r) =
1

w + r − 1
max
0<p<1

log2

(
(1− pw(1− p)r − pr(1− p)w)−1

)
. (14.1.8)

Äëÿ íåäâîè÷íûõ êîäîâ ïîäîáíàÿ îöåíêà òàêæå èçâåñòíà, íî èìååò áîëåå ñëîæíûé âèä.
Îòìåòèì, ÷òî, â ÷àñòíîñòè, Y (2, 1) = 0.2075 .
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Êîä Ðèäà-Ñîëîìîíà è êîä Ðèäà-Ìàëëåðà êàê ðàçäåëÿþùèå êîäû

Ïóñòü RSq(n, d) � êîä Ðèäà-Ñîëîìîíà íàä ïîëåì Fq äëèíû n ≤ q + 1 ñ êîäîâûì
ðàññòîÿíèåì d è ðàçìåðíîñòüþ k = n− d + 1 . (ñì. ðàçäåë 5)

Ëåììà 14.1.2 (Ñàãàëîâè÷ [30]) Êîä RSq(n, d) ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì (r, w)− êîäîì, åñ-
ëè n ≥ wr(k − 1) + 1 è qk > r + w .

Äîêàçàòåëüñòâî.Ìû áóäåì ðàññìàòðèâàòü âåêòîðû x êîäà RSq(n, d) êàê ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè αf (ñì. (5.0.4)) çíà÷åíèé ìíîãî÷ëåíîâ f(x) ñòåïåíè íå âûøå k−1 íà ìíîæåñòâå
{α1, . . . , αn} ⊆ Fq , îáðàçîâàííûõ íåêîòîðûìè ýëåìåíòàìè ïîëÿ Fq . Ýòî âîçìîæíî â âèäó
ñëåäñòâèÿ 5.0.1. Â ÷àñòíîñòè, åñëè n = q , òî ýòî ìíîæåñòâî ñîâïàäàþò ñî âñåì ïîëåì Fq .

Î÷åâèäíî, ñîîòíîøåíèå (14.1.4) âûïîëíåíî, åñëè êàæäûé íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí

F (x) =
w∏

i=1

r∏
j=1

(fi(x)− gj(x)) (14.1.9)

ïðèíèìàåò íåíóëåâîå çíà÷åíèå õîòÿ áû îäíîì ýëåìåíòå ìíîæåñòâà {α1, . . . , αn} , ãäå fi(x)
è gj(x) � ìíîãî÷ëåíû, êîòîðûå ïîðîæäàþò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè y1, . . . , yw ∈ RSq(n, d) è
x1, . . . , xr ∈ RSq(n, d) .

Íåðàâåíñòâî n ≥ wr(k − 1) + 1 ëåììû êàê ðàç è îáåñïå÷èâàåò âûïîëíåíèå óñëîâèÿ
deg F (x) < n , Èç ïîñëåäíåãî íåðàâåíñòâà, î÷åâèäíî, âûòåêàåò, ÷òî íåíóëåâîé ìíîãî÷ëåí
F (x) ïðèíèìàåò íà ìíîæåñòâå {α1, . . . , αn} , ïî êðàéíåé ìåðå, îäíî íåíóëåâîå çíà÷åíèå.
¤

Ïóñòü RMt,m � äâîè÷íûé êîä Ðèäà-Ìàëëåðà äëèíû n = 2m ïîðÿäêà m ñ êîäîâûì
ðàññòîÿíèåì d = 2m−t è ðàçìåðíîñòüþ k =

∑t
j=0

(
m
j

)
. (ñì. ãëàâó 7, îïðåäåëåíèå 7.0.2)

Ëåììà 14.1.3 Êîä RMs,m ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì (r, w)− êîäîì, åñëè m ≥ srw .è 2m >

r + w .

Äîêàçàòåëüñòâî â èäåéíîì ïëàíå íå îòëè÷àåòñÿ îò äîêàçàòåëüñòâà ëåììû 14.1.2 è åãî
ïðåäîñòàâëÿåòñÿ ïðîâåñòè ÷èòàòåëþ. (Óïðàæíåíèå)

14.1.2 Ïîñòðîåíèå ðàçäåëÿþùèõ (w, 1)−êîäîâ, [30]

Â íàñòîÿùåì ðàçäåëå ìû, èñïîëüçóÿ òåîðåìó 14.3.2 è ñëåäóÿ ðàáîòå [30], ïîëó÷èì ïðî-
ñòûå íåîáõîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçäåëÿþùèõ ëèíåéíûõ
(w, 1)− êîäîâ.

Ïóñòü x, y ∈ Fn
q . Ïðîèçâåäåíèåì (íå ñêàëÿðíûì) x · y âåêòîðîâ x,y íàçîâåì âåêòîð

x · y = (x1y1, . . . , xnyn). (14.1.10)

Ëåììà 14.1.4 Ëèíåéíûé íàä ïîëåì Fq êîä C ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì
(w, 1)− êîäîì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ íåíóëåâûõ âåêòîðîâ x1, . . . , xw ∈ C
âûïîëíåíî

x1 · · ·xw 6= 0. (14.1.11)
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü x′1, . . . , x
′
w,x ∈ C, x 6∈ {x′1, . . . , x′w} .

Ïðåäïîëîæèì, ÷òî äëÿ âñåõ êîîðäèíàò xi ó âåêòîðà x âûïîëíåíî âêëþ÷åíèå xi ∈
{x′1,i, . . . , x

′
w,i}, i = 1, . . . , n . Òîãäà äëÿ âåêòîðîâ x1 = x′1 − x, . . . , xw = x′w − x , ïðèíàäëå-

æàùèõ êîäó C , ñîîòíîùåíèå (14.1.11) íå âûïîëíÿåòñÿ.
Íàîáîðîò, åñëè ñóùåñòâóåò êîîðäèíàòû xi ó âåêòîðà x , äëÿ êîòîðîé xi 6∈ {x′1,i, . . . , x

′
w,i} ,

òîãäà âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (14.1.11). ¤

Ëåììà 14.1.5 Äâîè÷íûé ëèíåéíûé êîä C ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì (2, 1)− êîäîì, åñëè
äëÿ ëþáûõ x, y ∈ C \ {0}

wt(x + y) < wt(x) + wt(y), (14.1.12)

ãäå wt(x) � âåñ âåêòîðà x .

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x ·y = (0, . . . , 0), x,y ∈ C\{0} , òî, î÷åâèäíî, wt(x+y) = wt(x)+
wt(y) . Åñëè æå x · y 6= (0, . . . , 0) , òî, î÷åâèäíî, â ýòîì ñëó÷àå âûïîëíåííî íåðàâåíñòâî
(14.1.12). (Óïðàæíåíèå) ¤

Ñëåäñòâèå 14.1.2 [30] Ëèíåéíûé íàä ïîëåì Fq êîä C ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì (2, 1)− êîäîì,
åñëè äëÿ ëþáîãî x ∈ C \ {0} âûïîëíåíî

n

3
< wt(x) <

2n

3
. (14.1.13)

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè x·y = 0 , òî wt(x+y) = wt(x)+wt(y) > 2n
3
, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò

ïðåäïîëîæåíèþ ñëåäñòâèÿ. ¤
Âîïðîñû êîíñòðóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ ðàçäåëÿþùèõ (w, r)− êîäîâ ðàçðàáîòàíû ñëàáî.
Â ÷àñòíîñòè, àâòîðó íå èçâåñòíî êîíñòðóêòèâíûõ ìåòîäîâ ïîñòðîåíèÿ áåñêîíå÷íûõ ñå-

ìåéñòâ q− è÷íûõ ðàçäåëÿþùèõ (w, r)− êîäîâ ïðè q = const, w > 1, n → ∞ , êîòîðûå
èìåþò íåíóëåâóþ ñêîðîñòü. Âìåñòå ñ òåì ñëåäñòâèå 14.1.2, íåñìîòðÿ íà ñâîþ ïðîñòîòó,
ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå òàêèõ "õîðîøèõ"êîäîâ ïðè q = 2 .

À èìåííî, èçâåñòíûå ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ ãðàíèöû Âàðøàìîâà-Ãèëáåðòà ñóùåñòâîâàíèÿ
ëèíåéíîãî êîäà ñ çàäàííûì êîäîâûì ðàññòîÿíèåì (ñì. ëåììó 2.0.52) ìîãóò áûòü ñ ïîìîùüþ
íåçíà÷èòåëüíûõ èçìåíåíèé òðàíñôîðìèðîâàíû â ìåòîäû ïîëó÷åíèÿ ãðàíèöû ñóùåñòâîâà-
íèÿ äëÿ ëèíåéíîãî êîäà, ó êîòîðîãî îãðàíè÷åíû ñíèçó è ñâåõó ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïàðàìè
ýëåìåíòîâ. Ïðè ýòîì àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ãðàíèöû íå èçìåíèòñÿ.

Ýòà óñîâåðøåíñòâîâàííàÿ ãðàíèöà ïîçâîëÿåò äîêàçàòü ñóùåñòâîâàíèå äâîè÷íûõ ëè-
íåéíûõ êîäîâ, äëÿ êîòîðûõ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå (2.0.8), ñ îòíîñèòåëüíîé ñêîðîñòüþ
R = 1−H2

(
1
3

)
= 0.0817042 , ÷òî òàêæå äîêàçûâàåò ñóùåñòâîâàíèå ëèíåéíûõ ðàçäåëÿþùèõ

(2, 1)− êîäîâ ñ íåíóëåâîé ñêîðîñòüþ 0.0817042 .
Ðàññìîòðèì êîä, ïîðîæäàþùàÿ ìàòðèöà êîòîðîãî ÿâëÿåòñÿ ñòàíäàðòíîé ïðîâåðî÷íîé

ìàòðèöåé äâîè÷íîãî BCH-êîäà ñ óäàëåííîé åäèíè÷íîé ñòðîêîé è ïîäõîäÿùèì ãàðàíòè-
ðîâàííûì êîäîâûì ðàññòîÿíèåì. Èñïîëüçóÿ îöåíêó À. Âåéëÿ (Êàðëèöà-Óøèÿìû) (9.2.2),
ëåãêî óñòàíîâèòü ñïðàâåäëèâîñòü îöåíêè (14.1.13) äëÿ òàêèõ êîäîâ. Ê ñîæàëåíèþ, ýòîò
ñïîñîá ïîçâîëÿåò ïîñòðîèòü êîíñòðóêòèâíûì ìåòîäîì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðàäåëÿþùèõ (2, 1)− êîäîâ òîëüêî ñ íóëåâîé ñêîðîñòüþ.
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14.2 Êàñêàäíàÿ êîíñòðóêöèÿ äèçúþíêòíûõ êîäîâ
Ñëåäóþùóþ ïðîñòóþ è åñòåñòâåííóþ êîíñòðóêöèþ êàñêàäíîãî äèçúþíêòíîãî êîäà ìû
èçëîæèì ñíà÷àëà íà òåîðåòèêî-ìíîæåñòâåííîì ÿçûêå, ò.å. êàê ñåìåéñòâà íåïîêðûâàþùèõ
ìíîæåñòâ.

Îïðåäåëåíèå 14.2.1 [Êàñêàäíûé äèçúþíêòíûé êîä An(C) ]
Ïóñòü C � ïðîèçâîëüíûé q− çíà÷íûé êîä äëèíû n è A(k) = {A(k)

1 , . . . ,A(k)
q }, k =

1, . . . , n, � ìíîæåñòâî ñåìåéñòâ èç q ïîäìíîæåñòâ òàêîå, ÷òî êàæäîå ñåìåéñòâî A(k)
1

ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì ïîäìíîæåñòâ, êîòîðûå â ñâîþ î÷åðåäü ÿâëÿþòñÿ ïîäìíîæåñòâà-
ìè ìíîæåñòâà [1+(k−1)N, kN ] = {1+(k−1)N, . . . , kN} . Òàêèì îáðàçîì, ñåìåéòâà A(k)

1

è A(k′)
1 ïðè k 6= k′ îïðåäåëåíû íà íåïåðåñåêàþùèõñÿ ìíîæåñòâàõ [1 + (k − 1)N, kN ] è

[1+(k′−1)N, k′N ] , à ïîòîìó èõ ýëåìåíòû (èõ ïîäìíîæåñòâà) òàêæå íå ïåðåñåêàþòñÿ.
Íàáîð ïîäìíîæåñòâ An(C) îáðàçîâàííûé âñåìè ïîäìíîæåñòâàìè

Ax = A(1)
x1
∪ A(2)

x2
∪ · · · ∪ A(n)

xn
, x = (x1, . . . , xn) ∈ C, |Ax| = nq, (14.2.1)

ìíîæåñòâà Nn = ∪n
k=1{(k − 1) + 1, . . . , N + (k − 1)N} = {1, . . . , nN} = [nN ] , íàçû-

âàåòñÿ êàñêàäíûì äèçúþíêòíûì êîäîì, ïîðîæäåííûì êîäîì C è íàáîðîì ñåìåéñòâ
An = (A(1), . . . ,A(n)) .

Î÷åâèäíî, ÷èñëî ýëåìåíòîâ (îáû÷íî îáîçíà÷àåìîå êàê T ) ñåìåéñòâà An(C) ðàâíî |C| ,
à ÷èñëî ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà Nn (äëèíà ñîîòâåòñòâóþùåãî äèçúþíêòíîãî êîäà An(C) )
ðàâíî |Nn| = nN .

Íà òåîðåòèêî-êîäîâîì ÿçûêå îïðåäåëåíèå 14.2.1 âûãëÿäèò ñëåäóþùèì îáðàçîì.
Ïóñòü C ⊆ Fn

q � q− çíà÷íûé êîä äëèíû n è A � äèçúþíêòíûé êîä äëèíû N ñ q

ýëåìåíòàìè, çàíóìåðîâàííûìè ýëåìåíòàìè ïîëÿÿ Fq . Â êàæäîì âåêòîðå êîäà C çàìåíèì
ýëåìåíòû ïîëÿ Fq ñîîòâåòñòâóþùèìè èì ýëåìåíòàìè äèçúþíêòíîãî êîäà A . Â ðåçóëüòàòå
ïîëó÷èì äèçþíêòíûé êàñêàäíûé êîä An(C) , êîòîðûé èìååò äëèíó nN è |C| ýëåìåíòîâ.

Êîä C íàçûâàåòñÿ âíåøíèì êîäîì êàñêàäíîãî êîäà An(C) , à äèçúþíêòíûé êîä A �
âíóòðåííèì êîäîì êîäà An(C) .

Äàëåå âñþäó ïîëàãàåòñÿ, ÷òî A(k) = A(0) + kN , ò.å. êàæäîå ìíîæåñòâî A
(k)
j ∈ A(k)

ÿâëÿåòñÿ ñäâèãîì ìíîæåñòâà A
(0)
j , à èìåííî, ñîñòîèò èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A

(0)
j = Aj ,

ê êîòîðûì ïðèáàâëåíî ÷èñëî (k − 1)N .

Òåîðåìà 14.2.1 Ïóñòü

i. C � q− çíà÷íûé ðàçäåëÿþùèé (w, r)− êîä äëèíû n ,

ii An = (A(1), . . . , A(n)) � íàáîð (w, r)− ñåìåéñòâ, íåïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ äëèíû
N , ãäå êàæäîå ñåìåéñòâî A(s) îïðåäåëåíî íà ìíîæåñòâå [N ]+(s−1)N è ñîäåðæèò
q ýëåìåíòîâ (ïîäìíîæåñòâ).

Òîãäà êàñêàäíûé êîä An(C) ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì (w, r)− êîäîì äëèíû nN ñ ÷èñ-
ëîì ýëåìåíòîâ ðàâíûì |C| .

Äîêàçàòåëüñòâî ÿâëÿåòñÿ äîñòàòî÷íî ïðîñòûì è åãî ïðåëàãàåòñÿ ïðîâåñòè ÷èòàòåëþ.
(Óïðàæíåíèå)
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Ñêîðîñòü êàñêàäíîãî äèçúþíêòíîãî êîäà
Âåëè÷èíà

τ(K) =
log2 |K|

N
(14.2.2)

íàçûâàåòñÿ ñêîðîñòüþ äèçúþíêòèâíîãî êîäà K äëèíû N .
Ïóñòü K = K1, . . . , Km, . . . , áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèçúþíêòèâíûõ (w, r)− êîäîâ

ñ áåçãàíè÷íî âîçðàñòàþùåé äëèíîé. Âåëè÷èíà

τ(K, r, w) = limj→∞τ(Kj). (14.2.3)
íàçûâàåòñÿ ïðåäåëüíîé ñêîðîñòüþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè K .

Ìû õîòèì ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 14.2.1 è ðàçäåëÿþùåãî (r, w)− êîäà Ðèäà-Ñîëîìîíà ïî-
ñòðîèòü áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äèçúþíêòèâíûõ (w, r)− êîäîâ K = K1, . . . , Km, . . . ,

ñ âîçìîæíî áîëüøåé ïðåäåëüíîé ñêîðîñòüþ.
Â êà÷åñòâå èñõîäíîãî êîäà K1 ìû âîçüìåì ïðîèçâëüíûé äèçúþíêòèâíûé (w, r)− êîä

äëèíû n1 ñ q1 ýëåìåíòàìè, ãäå q1 ïðèìàðíîå ÷èñëî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî êîä Km äëèíû nm

óæå ïîñòðîåí. Ïîñòðîèì òåïåðü êîä Km+1 , èñïîëüçóÿ äëÿ ýòîãî ðàçäåëÿþùèé (r, w)− êîäà
Ðèäà-Ñîëîìîíà ñ è òåîðåìó 14.2.1.

Ïóñòü qm � íàèáîëüøåå ïðèìàðíîå ÷èñëî òàêîå, ÷òî |Cm| = Tm ≥ qm . Îòìåòèì, ÷òî
åñëè Tm → ∞ ïðè m → ∞ , òîãäà qm ∼ Tm ïðè m → ∞ . Ýòî âûòåêàåò èç òîãî ôàêòà,
÷òî ïðîñòûå ÷èñëà â íàòóðàëüíîì ðÿäå ðàñïîëîæåíû äîñòàòî÷íî ïëîòíî.

Âîçüìåì â êà÷åñòâå êîäà Cm+1 êàñêàäíûé äèçúþíêòíûé êîä Aqm(RSqm(nm, dm)) ,
ó êîòîðîãî âíóòðåííèì êîäîì ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûé (r, w)− êîä Cm , à âíåøíèì �
qm− è÷íûé ðàçäåëÿþùèé (w, r)− êîä RSqm(nm, dm) . Ïàðàìåòðû nm, dm âûáåðåì òàê, ÷òî-
áû êîä RSqm(nm, dm) èìåë íàèáîëüøåå âîçìîæíîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ.

Ñîãëàñíî ëåììå 14.1.2 åñëè â êà÷åñòâå nm âçÿòü ÷èñëî qm , à â êà÷åñòâå km (ðàçìåð-
íîñòè RSqm(nm, dm) ) âçÿòü íàèáîëüøåå ÷èñëî äëÿ êîòîðîãî âûïîëíåíî íåðàâåíñòâî nm >

wr(km− 1) , òî êîä RSqm(nm, dm) áóäåò qm− è÷íûì ðàçäåëÿþùèì (w, r)− êîäîì, êîòîðûé
èìååò qkm

m ýëåìåíòîâ è äëèíó nm = qm . Ñîãëàñíî òåîðåìå 14.2.1 êîä Aqm(RSqm(nm, dm))
ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòíûì (r, w)− êîäîì, êîòîðûé èìååò äëèíó qmNm è ÷èñëî ýëåìåíòîâ
qkm
m , km ≤ qm

wr
+ 1 , ãäå Nm � äëèíà äèçúþíêòíîãî (r, w)− êîä Cm .

Ëåììà 14.2.1 Ïðè wr > 1 ñêîðîñòü τ(s)q(K, r, w) , ïîñòðîåííîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
K äèçúþíêòíûõ (r, w)− êîäîâ, ðàâíà íóëþ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â âèäó òîãî, ÷òî |Cm| ∼ qm ìû èìååì

τ(Km+1) ∼ log2qm

wrNm

∼ 1

wr
τ(Km), m →∞. (14.2.4)

Îòñþäà ïðè ëþáîì ïîñòîÿííîì s ñëåäóåò, ÷òî

τ(Km) ∼
(

1

wr

)s

τ(Km−s), s = const, (14.2.5)

Èç ýòîãî ñîîòíîøåíèÿ âûòåêàåò, ÷òî limm→∞ τ(Km) = 0 . ¤
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Àâòîðó íåèçâåñòåí ñïîñîá ïîñòðîåíèÿ áåñêîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äèçúþíêòíûõ
(w, r)− êîäîâ, ãäå w = const ≥ 2, r = const ≥ 1, N →∞, ñ íåíóëåâîé ñêîðîñòüþ, èñïîëüçóÿ
òîëüêî ëåììó 14.1.2 è òåîðåìó 14.2.1.

Âìåñòå ñ òåì èçâåñòíî (ñì., íàïðèìåð, [56], section 3.5), ÷òî âåëè÷èíà

τ(w, r) = lim
N→∞

log2 T (N, w, r)

N
, (14.2.6)

ãäå T (N, w, r) � ìàêñèìàëüíîå çíà÷åíèå T ïðè çàäàííûõ N, w, r , ÿâëÿåòñÿ ïîëîæèòåëü-
íîé ïðè ôèêñèðîâàííûõ w, r (òåîðåìà ñóùåñòâîâàíèÿ äèçúþíêòíûõ êîäîâ ñ ïîëîæèòåëü-
íîé ñêîðîñòüþ). Èç ýòîé îöåíêè ñëåäóåò, ÷òî ñóùåñòâóåò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
äèçúþíêòíûõ (w, r)− êîäîâ (íå îáÿçàòåëüíî êàñêàäíûõ) ñ ïîëîæèòåëüíîé ñêîðîñòüþ.

14.3 Ìàêñèìàëüíûå äèçúþíêòíûå l−êîäû
Îïðåäåëåíèå 14.3.1 Ïóñòü A, |A| = T ≥ 2, � íàáîð ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà [N ] è
l ≤ T . Íàáîð A íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì l− ñåìåéñòâîì íåïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ,
åñëè äëÿ íàáîðà A âûïîëíåíî ñîîòíîøåíèå (1.1.1) ïðè âñåõ w = 1, . . . , l è âñåõ çíà÷åíèé
r òàêèõ, ÷òî w + r ≤ T .

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ õàðàêòåðèñòè÷å÷êàÿ ìàòðèöà ìàêñèìàëüíîãî ñåìåéñòâà íåïîêðûâà-
þùèõ ìíîæåñòâ íàçûâàåòñÿ ìàêñèìàëüíûì äèçúþíêòíûì l− êîäîì.

Ïðèìåð 14.3.1 Íàáîð A = {{1, 2}, {1, 3}} èç äâóõ ïîäìíîæåñòâ (T = 2, N = 3) ìíî-
æåñòâà [3] = {1, 2, 3} è íàáîð A′ = {{1, 2, 4}, {1, 3, 5}, {2, 3, 6}} èç òðåõ ïîäìíîæåñòâ
(T = 3, N = 6) ìíîæåñòâà [6] ÿâëÿþòñÿ 2− ñåìåéñòâàìè íåïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ.

Ñîîòâåòñòâóþùèå äèçúþíêòíûå ìàêñèìàëüíûå 2− êîäû A è A′ èìåþò âèä.

A =




1 1
1 0
0 1


 è A′ =




1 1 0
1 0 1
0 1 1
1 0 0
0 1 0
0 0 1




. (14.3.1)

Ìàêñèìàëüíûå äèçúþíêòíûå l− êîäû îáëàäàþò ñëåäóùèì ñâîéñòâîì: êàêèå áû w, 0 ≤
w ≤ l ñòîëáöîâ â ìàòðèöå ìàêñèìàëüíîãî äèçúþíêòíîãî l− êîäà K ìû íå âûáðàëè, íàé-
äåòñÿ ñòðîêà, ó êîòîðîé íà ïåðåñå÷åíèè âûáðàííûõ w ñòîëáöîâ ñ ýòîé ñòðîêîé íàõîäÿòñÿ
åäèíèöû, à âñå îñòàâøèåñÿ êîîðäèíàòû ýòîé ñòðîêè ðàâíû íóëþ. Ýòî î÷åíü ñèëüíîå ñâîé-
ñòâî. Ïîýòîìó, â íåêîòîðîì ñìûñëå, îíè (ìàêñèìàëüíûå äèçúþíêòíûå l− êîäû) ÿâëÿþòñÿ
âûðîæäåííûìè êîäàìè, êîòîðûå èìåþò áîëüøóþ äëèíó è ìàëîå ÷èñëî ýëåìåíòîâ. Âìåñòå
ñ òåì ýòè êîäû ïîçâîëÿþò â òåîðåìå 14.2.1 çàìåíèòü óñëîâèå ii. íà áîëåå ñëàáîå óñëîâèå
è òåì ñàìûì ïîñòðîèòü íîâûé êëàññ êàñêàäíûõ äèçúþíêòíûõ êîäîâ.

Ìàêñèìàëüíûå äèçúþíêòíûå l− êîäû A ìû áóäåì íàçûâàòü ìàêñèìàëüíûìè êîäàìè
ñ q ýëåìåíòàìè, åñëè |A| = q . Íàïðèìåð, êîä A′ ÿâëÿåòñÿ 2− êîäîì ñ òðåìÿ ýëåìåíòàìè.
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14.3.1 Ìàêñèìàëüíûé äèçúþíêòíûé l−êîä Qq,l ñ q ýëåìåíòàìè
Ïóñòü

R(t)
q = {{i1, . . . , it}| 1 ≤ i1 < · · · < it ≤ q}, 1 ≤ t ≤ q, (14.3.2)

� ìíîæåñòâî âñåõ t− ýëåìåíòíûõ ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà [q] = {1, . . . , q} . Î÷åâèäíî,
|R(t)

q | =
(

q
t

)
.

Ïóñòü R
(t)
q (s) � ìíîæåñòâî, ñîñòîÿùåå èç âñåõ ïîäìíîæåñòâ R

(t)
q , êîòîðûå ñîäåðæàò

ýëåìåíò s ∈ [q] . Î÷åâèäíî, |R(t)
q (s)| =

(
q−1
t−1

)
.

Ïóñòü

Qq,l(s) = R(1)
q (s) ∪R(2)

q (s) ∪ · · · ∪R(l)
q (s). (14.3.3)

Î÷åâèäíî,

|Qq,l(s)| =
(

q − 1

0

)
+

(
q − 1

1

)
+ · · ·+

(
q − 1

l − 1

)
= B(q, l). (14.3.4)

Òàêèì îáðàçîì, ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà Qq,l(s) ÿâëÿþòñÿ âñå ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà [q]
ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ íå áîëåå, ÷åì l , ñîäåðæàùèå ôèêñèðîâàííûé ýëåìåíò s ∈ [q] .

Â îïðåäåëåíèè 14.1.1 ïîëîæèì N = B(q, l) è çàíóìåðóåì â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå
ýëåìåíòû (ïîäìíîæåñòâà) κ ∈ R

(1)
q ∪R

(2)
q ∪· · ·∪R

(l)
q ñ ïîìîùüþ ýëåìåíòîâ (÷èñåë) ìíîæåñòâà

[B(q, l)] . Íîìåð ýëåìåíòà (ìíîæåñòâà) κ îáîçíà÷àåì ÷åðåç n(κ) ∈ [B(q, l)] .
Â êà÷åñòâå ïîäìíîæåñòâà As ⊂ [B(q, l)] â îïðåäåëåíèè 14.1.1 âîçüìåì ìíîæåñòâî, ñî-

ñòîÿùåå èç âñåõ íîìåðîâ ïîäìíîæåñòâ èç Qq,l(s) , ò.å. As = A
(l)
s = {n(κ)|κ ∈ Qq,l(s)} .

Ïðèìåð. Äëÿ l = 2 è q = 3 èìååì |R(1)
3 ∪ R

(2)
3 | = 6 . Ìíîæåñòâî As èìååò âèä

As = {n({s, 1}), n({s, 2}), n({s, 3})}, s = 1, 2, 3, ãäå n({s, j}), s ≤ j, � íîìåð ïîä-
ìíîæåñòâà {s, j} ⊂ {1, 2, 3} . Ïðè íóìåðàöèè n({1, 2}) = 1, n({1, 3}) = 2, n({2, 3}) =

3, n({1}) = 4, n({2}) = 5, n({3}) = 6 ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà R
(1)
3 ∪ R

(2)
3 ìû áóäåì èìåòü

A1 = {1, 2, 4}, A2 = {1, 3, 5}, A3 = {2, 3, 6} , ÷òî äàåò íàáîð A′ èç ïðèìåðà 14.3.1. Îòìåòèì,
÷òî ïåðåñå÷åíèå ëþáûõ äâóõ ìíîæåñòâ As íå ïóñòî.

Îïðåäåëåíèå 14.3.2 [Äèçúþíêòíûé êîä Qq,l ]
Ïóñòü l ≤ q . Íàáîð ìíîæåñòâ

Qq,l = {{Qq,l(1)}, . . . , {Qq,l(q)}} (14.3.5)

è ñîîòâåòñòâóþùèé åìó íàáîð

A(l)
q = {A(l)

1 , . . . , A(l)
q }. (14.3.6)

ïîäìíîæåñòâ ìíîæåñòâà [B(q, l)] áóäåì íàçûâàòü ýëåìåíòàðíûì äèçúþíêòíûì l− êîäîì
íà q−ìíîæåñòâå.

Òåîðåìà 14.3.1 Ýëåìåíòàðíûé äèçúþíêòíûé êîä Qq,l íà q−ìíîæåñòâå ÿâëÿåòñÿ
l− ñåìåéñòâîì íåïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ. Åãî õàðàêòåðèñòè÷åñêàÿ ìàòðèöà ÿâëÿåòñÿ
äèçúþíêòíûì l− êîäîì äëèíû N = B(q, l) è ÷èñëîì ýëåìåíòîâ T = q .
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü S = {s1, . . . , st}, 1 ≤ t ≤ l � t− ýëåìåíòíîå ïîäìíîæåñòâî ìíî-
æåñòâà [q] è S = [q]r S = {s′1, . . . , s′q−t} � äîïîëíåíèå ê S â [q] . Åñëè t = q , òî S = ∅ .
Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû äîñòàòî÷íî ïîêàçàòü, ÷òî

A(l)
s1
∩ · · · ∩ A(l)

s1
6⊂ A

(l)

s′1
∪ · · · ∪ A

(l)

s′q−t
èëè, ÷òî îäíî è òîæå

Qq,l(s1) ∩ · · · ∩Qq,l(st) 6⊂ Qq,l(s
′
1) ∪ · · · ∪Qq,l(s

′
q−t).

(14.3.7)

Äåéñòâèòåëüíî,
{s1, . . . , st} ⊂ Qq,l(s1) ∩ · · · ∩Qq,l(st), (14.3.8)

òàê êàê â Qq,l(sj) ïî ïîñòðîåíèþ âõîäÿò âñå u−ìíîæåñòâà, u = 1, . . . , l , ñîäåðæàùèå
ýëåìåíò sj ∈ S .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ìíîæåñòâî {s1, . . . , st} íå ïðèíàäëåæèò íè îäíîìó èç t−ìíîæåñòâ,
âõîäÿùèõ â Qq,l(s

′
i) , èç-çà òîãî, ÷òî êàæäîå ìíîæåñòâî â Qq,w(s′i) ñîäåðæèò ýëåìåíò s′i ∈

[q]r S , êîòîðûé íå ïðèíàäëåæèò ìíîæåñòâó {s1, . . . , st} ⊆ S .
Çàìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâî {s1, . . . , st} çàâåäîìî íå ñîâïàäàåò íè ñ êàêèì ìíîæåñòâîì, ó

êîòîðîãî ÷èñëî ýëåìåíòîâ îòëè÷íî îò t .
Ýòî äîêàçûâàåò ñïðàâåäëèâîñòü ñîîòíîøåíèÿ (14.3.7). ¤

Òåîðåìà 14.3.2 Ïóñòü

i. C � q− è÷íûé ðàçäåëÿþùèé (w, r)− êîä äëèíû n ;

ii.
An = (A(1), . . . , A(n)) (14.3.9)

� íàáîð l− ñåìåéñòâ, íåïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ ñ T = q ýëåìåíòìè â êàæ-
äîì A(j) òàêîé, ÷òî êàæäîå ñåìåéñòâî ñîäåðæèò q ýëåìåíòîâ. (ñì. îïðåäåëåíèå
14.2.1)

Òîãäà êàñêàäíûé íàáîð ïîäìíîæåñòâ An(C) = {Ax|x ∈ C} ÿâëÿåòñÿ (w, r)− ñåìåéñòâîì,
íåïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ ïðè ëþáîì r , åñëè w ≤ l , èëè, åñëè w ≥ q è l = q − 1 .

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñíà÷àëà ðàññìîòðèì ñëó÷àé w ≤ l . Ïóñòü x1, . . . , xw,y1, . . . , yr ∈ C
è {y1, . . . , yr} ∩ {x1, . . . , xw} = ∅ . Ëåãêî âèäåòü, ÷òî

Ax1 ∩ · · · ∩ Axw = (A(1)
x1
∩ · · · ∩ A(1)

xw
) ∪ · · · ∪ (A(n)

xn
∩ · · · ∩ A(n)

xn
). (14.3.10)

Ñ îäíîé ñòîðîíû, C � ðàçäåëÿþùèé (w, r)− êîä, ïîýòîìó ñóùåñòâóåò òàêîé íîìåð k

êîîðäèíàòû âåêòîðîâ êîäà, ÷òî

{x1,k, . . . , xw,k} ∩ {y1,k, . . . , yr,k} = ∅. (14.3.11)

Îáîçíà÷èì ÷åðåç w′ è r′ ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâ {x1,k, . . . , xw,k} è
{y1,k, . . . , yr,k} . Ïîíÿòíî, ÷òî w′ ≤ w è ïðè ëþáîì r r′ ≤ q − w′ .

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, êàæäîå ñåìåéñòâî A(k) = {A(k)
1 , . . . , A

(k)
q } ÿâëÿåòñÿ ñåìåéñòâîì,

íåïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ è l ≥ w . Ïîýòîìó èç îïðåäåëåíèÿ l− ñåìåéñòâ l− ñåìåéñòâà
âûòåêàåò, ÷òî
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A(k)
x1,k

∩ · · · ∩ A(k)
xw,k

6⊂ A(k)
y1,k

∪ · · · ∪ A(k)
yr,k

. (14.3.12)

ïðè ëþáîì r′ ≤ q − w′ .
Îòñþäà ïðè ëþáîì r ñëåäóåò òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèå

Ax1 ∩ · · · ∩ Axw 6⊂ Ax1 ∪ · · · ∪ Axr . (14.3.13)

Ðàññìîòðèì òåïåðü ñëó÷àé w ≥ q è l = q−1 . Â ýòîì ñëó÷àå ìíîæåñòâî {x1,k, . . . , xw,k}
èç ðàâåíñòâà (14.3.11) èìååò íå áîëåå, ÷åì q − 1 ýëåìåíò, èáî ÷èñëî ýëåìåíòîâ ó îáúåäè-
íåíèÿ ýòîãî ìíîæåñòâà è íåïóñòîãî ìíîæåñòâà {y1,k, . . . , yr,k} íå ïðåâîñõîäèò q . Îòñþäà
íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò òðåáóåìîå ñîîòíîøåíèÿ (14.3.13) äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ. ¤

Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ ñëó÷àÿ w = 2 áûëî ïîëó÷åíî àâòîðîì ñîâ-
ìåñòíî ñ Î.Þ. Ïðèõîäîâûì â 1969 ã. Ñîâìåñòíàÿ ñòàòüÿ â òîì æå ãîäó áûëà îïóáëèêîâàíà
â ïåðèîäè÷åñêîì çàêðûòîì æóðíàëå, ïîñâÿùåííûì êðèïòîãðàôè÷åñêîé òåìàòèêå.

Ñëåäóåò çàìåòèòü, ÷òî òåîðåìà 14.3.2 ñóùåñòâåííî îòëè÷àåòñÿ îò ïîõîæåé íà íåå è
øèðîêîèçâåñòíîé òåîðåìû 14.2.1.

Â óñëîâèè òåîðåìû 14.2.1 òðåáóåòñÿ, ÷òîáû êàæäûé êîä A(s) áûë äèçúþíêòíûì
(w, r)− êîäîì, à C � ðàçäåëÿþùèì (w, r)− êîäîì. Ýòî òðåáîâàíèå â íåêîòîðûõ ñëó÷àÿõ
ÿâëÿåòñÿ èçëèøíå ñèëüíûì: òåîðåìà 14.3.2 óòâåðæäàåò, ÷òî â êà÷åñòâå A(s) ìîæíî âçÿòü
ïðîèçâîëüíûé äèçúþíêòíûé w− êîä è â ýòîì ñëó÷àå êîä An(C) ïðè ëþáîì r ÿâëÿåòñÿ
äèçúþíêòíûì (w, r)− êîäîì.

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ïîñòðîåíèÿ äèçúþíêòíîãî (w, r)− êîäà òåîðåìà 14.3.2 â êà÷å-
ñòâå âíåøíåãî êîäà C äîïóñêàåò èñïîëüçîâàíèå ïðîèçâîëüíîãî q− çíà÷íîãî ðàçäåëÿþùåãî
(w, r)− êîäà ñ ëþáûì çíà÷åíèåì q > 1 , à â êà÷åñòâå âíóòðåííåãî êîäà A(s) � ëþáîãî ìàê-
ñèìàëüíîãî w− ñåìåéñòâà, íåïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ, ñ q ýëåìåíòàìè.

Îòìåòèì, ÷òî â òåîðåìå 14.2.1 ïàðàìåòð r ôèãóðèðóåò òîëüêî â óñëîâèè i. íà ðàçäå-
ëÿþùèé êîä C . Â óñëîâèè ii. íà ñåìåéñòâî A(s) ýòîò ïàðàìåòð íå ôèãóðèðóåò.

Òàêèì îáðàçîì, òåîðåìà 14.2.1 ïîçâîëÿåò ñâåñòè ïîñòðîåíèå äèçúþíêòíîãî (w, r)− êîäà
ê ïîñòðîåíèþ äâóõ îáúåêòîâ:

(a) q− è÷íîãî ðàçäåëÿþùåãî (w, r)− êîäà, ãäå q ≥ 2 � ëþáîå;
è
(b) ìàêñèìàëüíîãî äèçúþíêòíîãî w− êîäà ñ q ýëåìåíòàìè. Îäíèì èç âîçìîæíûõ òà-

êèõ êîäîâ ÿâëÿåòñÿ êîä Qq,l (ñì. òåîðåìó (14.3.1)).
Ìíîæåñòâî âñåõ êàñêàäíûõ äèçúþíêòíûõ êîäîâ çàìåòíî óæå ìíîæåñòâà âñåõ äèçú-

þíêòíûõ êîäîâ. Ïîýòîìó ñëåäóåò îæèäàòü, ÷òî äèçúþíêòíûé êîä ñ íàèëó÷øèìè ïàðàìåò-
ðàìè íå ÿâëÿåòñÿ êàñêàäíûì äèçúþíêòíûì êîäîì. Âìåñòå ñ òåì ñòðóêòóðíîñòü êàñêàäíûõ
äèçúþíêòíûõ êîäîâ, ïî ìíåíèþ àâòîðà, äåëàåò èõ ïðåäïî÷òèëüíûìè â ïðàêòè÷åñêèõ ïðè-
ëîæåíèÿõ, â ÷àñòíîñòè, â êðèïòîãðàôè÷åñêèõ.

Ãîâîðÿ íå î÷åíü ñòðîãî, ìû íèæå äîêàçûâàåì, ÷òî ñóùåñòâóþò áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü êàñêàäíûõ äèçúþíêòíûûõ êîäîâ ñ ôèêñèðîâàííûìè ïàðàìíòðàìè w è r ,
ñêîðîñòü êîòîðîé îòëè÷íà îò íóëÿ. Âñå ýòè êîäû ñòðîÿòñÿ ñ ïîìîùüþ òåîðåìû 14.2.1 è ñî-
îòâåòñòâóþùèõ íàèëó÷øèõ ðàçäåëÿþùèõ êîäîâ, èçâåñòíûõ èç òåîðåìû èõ ñóùåñòâîâàíèÿ.
Êàê ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàñêàäíûõ äèçúþíêòíûûõ êîäîâ, ñêîðîñòü êîòîðîé îò-
ëè÷íà îò íóëÿ áåç èñïîëüçîâàíèÿ òåîðåìû 14.3.2, íåèçâåñòíî. Îäíà èç íåóäà÷íûõ ïîïûòîê
òàêîãî ðîäà ïðèâåäåíà â ëåììå 14.2.1.
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Áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü êàñêàäíûõ äèçúþíêòíûûõ êîäîâ ñ íåíóëåâîé
ñêîðîñòüþ ñóùåñòâóåò
Ïóñòü τq(N, w, r) � ìàêñèìàëüíàÿ ñêîðîñòü äèçúþíêòíîãî êàñêàäíîãî (w, r)− êîäà äëèíû
N, ó êîòîðîãî âíåøíèì êîäîì ÿâëÿåòñÿ q− çíà÷íûé ðàçäåëÿþùèé êîä, à âíóòðåííèì �
äèçúþíêòíûé êîæ K ñ q ýëåìåíòàìè. Ïîëîæèì

τq(w, r) = lim
N→∞

τq(N, w, r). (14.3.14)

Êàê óæå îòìå÷àëîñü, ÷òî ñóùåñòâóþò q− è÷íûå ðàçäåëÿþùèå (w, r)− êîäû äëèíû n

(ñì., íàïðèìåð, [58], chapter 6) ñ íåíóëåâîé ñêîðîñòüþ ïðè q, w, r = const, n →∞ . Ñëîâî
"ñêîðîñòü"â äàííîì ñëó÷àå îçíà÷àåò ñêîðîñòü êîäà â îáû÷íîì òåîðåòèêî-êîäîâûì ñìûñëå.

Èç òåîðåìû 14.3.2 è òåîðåìû 13 ðàáîòû [58] (íèæíåé ãðàíèöû ñóùåñòâîâàíèÿ äâîè÷íîãî
ðàçäåëÿþùåãî (w, r)− êîäà) íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàåò

Òåîðåìà 14.3.3 Ðàññìîòðèì áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü K = K(C1),K(C2), . . . ,
êàñêàäíûõ äèçúþíêòíûõ (2, r)− êîäîâ äëèíû Nj , ó êîòîðûõ âíóòðåííèì äèçúþíêò-
íûì êîäîì K ÿâëÿåòñÿ, ðàññìîòðåííûé â ïðèìåðå 14.3.1, ìàêñèìàëüíûé äèçúþíêòíûé
2− êîä ñ äâóìÿ ýëåìåíòàìè è äëèíû 3 , à âíåøíèìè êîäàìè � áåñêîíå÷íàÿ ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòü C = C1, C2, . . . , äâîè÷íûõ ðàçäåëÿþùèõ (2, r)− êîäîâ Cj äëèíû nj . Ïóñòü
nj → ∞, êîãäà j → ∞ , è R2(C) = limj→∞

log2 |Cj |
nj

� ñêîðîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè C
ðàçäåëÿþùèõ äâîè÷íûõ (2, r)− êîäîâ.

Òîãäà ñêîðîñòü τ(K) = limj→∞
log2 |K(Cj)|

Nj
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè K ðàâíà

τ(K) =
1

3
R2(C). (14.3.15)

Â ÷àñòíîñòè, åñëè êàæäûé êîä Cj ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëÿþùèì (2, r)− êîäîì ñ ìàêñèìàëü-
íûì ÷èñëîì ýëåìåíòîâ, òî

τ2(2, r) ≥ 1

3
R2(2, r) ≥ 1

3
Y (2, r). (14.3.16)

ãäå ôóíêöèÿ Y (w, r) îïðåäåëåíà ðàâåíñòâîì (14.1.8).

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû ÿâëÿþòñÿ íåïîñðåäñòâåííî âûòåêàþò èç ñëåäóþùèõ îïðå-
äåëåíèé: êàñêàäíîãî äèçþíêòíîãî (2, r)− êîäà, ìàêñèìàëüíîãî äèçþíêòíîãî 2− êîäà, è
òåîðåì 14.3.2 è 14.1.1. ¤

Ïîäîáíóþ òåîðåìó ìîæíî äîêàçàòü è äëÿ âñåõ ôèêñèðîâàííûõ q > 2 .
Äëÿ âåëè÷èíû τ(2, 1) (ñì. (14.3.14)) ñïðàâåäëèâà îöåíêà τ(2, 1) ≥ τ(2, 1) = 0, 149 , ãäå

τ(2, 1) � íèæíÿÿ îöåíêà âåëè÷èíû τ(2, 1) , ïîëó÷åííàÿ â [56].
Â òîæå ñàìîå âðåìÿ, ïðàâàÿ ÷àñòü (14.3.16) äëÿ ýòîãî ñëó÷àÿ ðàâíà R2(2,1)

3
= Y (2,1)

3
=

0.2075
3

= 0.0691667 (ñì. (14.1.7) è òåîðåìó 14.1.1).
Õîòÿ ýòî ÷èñëî çàìåòíî ìåíüøå ÷èñëà τ(2, 1) , ýòîò ðåçóëüòàò óñòàíàâëèâàåò ñïðàâåäëè-

âîñòü ñëåäóþùåãî íåòðèâèàëüíîãî ðåçóëüòàòà: ïðåäåëüíàÿ ñêîðîñòü áåñêîíå÷íîé ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòè êàñêàäíûõ äèçúþíêòíûõ (2, 1)− êîäîâ, ïîñòðîåííûõ ñ ïîìîùüþ îäíîãî âíóò-
ðåííåãî äâîè÷íîãî äèçúþíêòíîãî 2− êîäà K ïðèìåðà 14.3.1 äëèíû 3 è áåñêîíå÷íîé ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè ìàêñèìàëüíûõ ðàçäåëÿþùèõ äâîè÷íûõ (2, 1)− êîäîâ (âíåøíèè êîäû),
ÿâëÿåòñÿ ïàîëîæèòåëüíîé.
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14.4 Êðèïòîãðàôè÷åñêèå ïðèëîæåíèÿ äèçúþíêòíûõ êî-
äîâ

Ïåðåä ÷òåíèåì ýòîãî ïàðàãðàôà ÷èòåëþ ðåêîìåíäóåòñÿ îçíàêîìèòüñÿ ñ ìàòåðèàëàìè ãëàâû
13, ðàçäåë 13.1. Íåêîòîðûå ââåäåííûå òàì ïîíÿòèÿ ìû áóäåì èñïîëüçîâàòü áåç îáúÿñíåíèÿ.

Ìû ðàññìàòðèâàåì òîëüêî ñëó÷àé w = 2 . Îáùèé ñëó÷àé ðàññìàòðèâàåòñÿ àíàëîãè÷-
íûì îáðàçîì.

Ñèñòåìû ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé, èñïîëüçóþùèå äèçúþíêòíûå (2, r)− êîäû, ðàññìîò-
ðèâàëèñü â ðàáîòàõ [54, 74, 82] è ìíîãèõ äðóãèõ.

Ìû áóäåì ïîëüçîâàòüñÿ îáîçíà÷åíèÿìè, ââåäåííûìè â íà÷àëå ðàçäåëà 13.1.3.
Ñôîðìóëèðóåì îñíîâíûå èäåè, êîòîðûå ïîçâîëÿò ïîñòðîèòü ñèñòåìàì ðàñïðåäåëåíèÿ

êëþ÷åé ñ ïîìîùüþ äèçúþíêòíûõ êîäîâ. Ñèñòåìà âêëþ÷àåò â ñåáÿ ñëåäóþùèå îáúåêòû.

1 Ìíîæåñòâî T, |T| = T, ïîëüçîâàòåëåé (àáîíåíòîâ), ýëåìåíòû êîòîðîãî èíäåêñèðóþòñÿ
ýëåìåíòàìè ìíîæåñòâà Q = [T ] = {1, . . . , T} , Äàëåå ìû áóäèì ðàáîòàòü òîëüêî ñ
ìíîæåñòâîì Q , ìûñëåííî ñâÿçûâàÿ ýëåìåíò j ∈ Q ñ ïîëüçîàòåëåì Tj

2 Èñõîäíîå ìíîæåñòâî íåçàâèñèìûõ ñåêðåòíûõ êëþ÷åé K = {k1, . . . , kN} ãåíåðèðóåòñÿ
öåíòðîì äîâåðèÿ. Ïîäìíîæåñòâà ìíîæåñòâà K ÿâëÿþòñÿ ñåêðåòíûìè êëþ÷àìè ïîëü-
çîâàòåëåé. Íèêàêèõ àëãåáðàè÷åñêèõ äåéñòâèé ñ êëþ÷àìè â ðàññìàòðèâàåìîé ñèñòåìå
íå ïðîèçâîäèòñÿ. Ýòèì îíà îòëè÷àåòñÿ ñèñòåì, ðàññìîòðåííûõ â ïðåäûäóùåé ãëàâå.

3 Ïóñòü A = {A1, . . . , AT} � îáùåèçâåñòíîå (2, r)− ñåìåéñòâî íåïîêðûâàþùèõ ìíîæåñòâ
íà ìíîæåñòâå [N ] ñ ÷èñëîì ýëåìåíòîâ T (äèçúþíêòíûé (2, r)− êîä äëèíû N è
÷èñëîì ýëåìåíòîâ T ).
Öåíòð äîâåðèÿ ñíàáæàåò êàæäîãî ïîëüçîâàòåëÿ j ∈ Q ìíîæåñòâîì ñåêðåòíûõ êëþ-
÷åé

Kj = {ks| s ∈ Aj} ⊂ K. (14.4.1)
Ìíîæåñòâî Kj ÿâëÿåòñÿ ñîâîêóïíîñòüþ êëþ÷åé, êîòîðûå ïîëüçîâàòåëü j èñïîëüçóåò
äëÿ ïîðîæäåíèÿ êëþ÷åé äëÿ ñâÿçè ñ äðóãèì ïîëüçîâàòåëåì.

4 Ìíîæåñòâî Ki,j îáùèõ êëþ÷åé ïàðû ïîëüçîâàòåëåé i, j ∈ Q ïðåäñòàâëÿåò ñîáîé ìíî-
æåñòâî

Ki,j = .Ki ∩ Kj. (14.4.2)

Êàê ëåãêî âèäåòü, â ðàññìàòðèâàåìîé ñõåìå ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé, îñíîâàííîé íà
äèçúþíêòíîì (2, r)− êîäå, êàæäàÿ êîàëèöèÿ S ⊂ Q, |S| ≤ r, ïîëüçîâàòåëåé íå èìå-
åò âîçìîæíîñòåé äëÿ ïîëó÷åíèÿ âñåõ êëþ÷åé ìíîæåñòâà Ki,j , åñëè i, j 6∈ S . , ò.å.
âñåãäà ó ïàðû i, j èìååòñÿ, ïî ìåíüøåé ìåðå îäèí îáùèé êëþ÷ èç Ki ∩ Kj , êîòîðûé
íå âõîäèò â îáúåäèíåíèå êëþ÷åé íåäîáðîñîâåñòíûõ ïîëüçîâàòåëåé èç êîàëèöèè S .
Ïîäîáíûå ñèñòåìû ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé íàçûâàþòñÿ ñèñòåìàìè, óñòîé÷èâûìè ê r

êîìïðîìåòàöèÿì.
Ñîâîêóïíîñòü êëþ÷åé ìíîæåñòâà Ki ∩Kj èñïîëüçóåòñÿ êàê îáøàÿ êëþ÷åâàÿ èíôîð-
ìàöèÿ ïîëüçîâàòåëåé i è j .
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5 Ñëîæíîñòüþ ðàññìîòðåííîé ñèñòåìû ðàñïðåäåëåíèÿ êëþ÷åé åñòåñòâåííî íàçâàòü ÷èñëî

a = max
j∈Q

|Kj|, (14.4.3)

ò.å. ÷èñëî ðàâíîå âåðõíåé ãðàíèöå ÷èñëà ñåêðåòíûõ êëþ÷åé, êîòîðûå êàæäûé ïîëüçî-
âàòåëü õðàíèò â ñâîåé ýëåêòðîííîé ïàìÿòè. Åñëè âñå ÷èñëà |Kj| ðàâíû, òî a ÿâëÿåòñÿ
÷èñëîì êëþ÷åé, õðàíèìûõ êàæäûì ïîëüçîâàòåëåì ñèñòåìû.
Òàêèì îáðàçîì, äëÿ êðèïòîãðàôè÷åñêèõ ïðèëîæåíèé åñòåñòâåííî ìàêñèìèçîâàòü T

(÷èñëî ïîëüçîâàòåëåé) ïðè çàäàííîì ÷èñëå a êëþ÷åé, êîòîðîå õðàíèò êàæäûé ïîëü-
çîâàòåëü ñèñòåìû.
Íàïðèìåð, ñëîæíîñòü (â íàøåé òåðìèíîëîãèè) òðèâèàëüíîãî 2− ñåìåéñòâà Qq,2 ðàâ-
íà a(Qq,2) = B(q, 2) =

(
q−1
0

)
+

(
q−1
1

)
= q (ñì. (14.3.4)), à ñëîæíîñòü êàñêàäíî-

ãî (2, r)− ñåìåéñòâà Qn(C) ðàâíà a(Qn(C)) = qn , ãäå n � äëèíà ðàçäåëÿþùåãî
q− çíà÷íîãî (w, r)− êîäà C .
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