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Функции алгебры логики

1. Функции алгебры логики. Задание функций таблицами. Существенные и несущественные (фиктив-
ные) переменные. Формулы. Представление функций формулами. Операция суперпозиции. Операция
введения несущественной переменной. Замыкание множества функций (относительно операций супер-
позиции и введения несущественной переменной). Замкнутые множества функций. Замкнутые классы.
Свойства замкнутых классов. Равенство функций (с точностью до несущественных переменных). Эк-
вивалентность формул. Элементарные функции и их свойства. Разложение функции по переменной.
Совершенная дизъюнктивная нормальная форма (СДНФ).

2. Полные системы функций. Достаточное условие полноты. Примеры полных систем. Полиномы Же-
галкина. Теорема о представлении булевых функций полиномами. Линейные функции и их свойства.
Класс L; пример порождающей системы. Лемма о нелинейной функции. Возможность получить из
нелинейной функции отождествлением переменных нелинейную функцию от 2-х или от 3-х перемен-
ных. Функции, сохраняющие константы. Классы T0 и T1 и их свойства; примеры порождающих систем.
Самодвойственные функции и их свойства. Класс S. Принцип двойственности. Лемма о несамодвой-
ственной функции. Монотонные функции и их свойства. Класс M ; пример порождающей системы.
Лемма о немонотонной функции.

3. Теорема Поста о полноте системы булевых функций. Возможность выделить из каждой полной системы
полную подсистему, состоящую не более чем из 4-х функций. Базисы замкнутых классов. Пример базиса
в P2, состоящего из четырех функций. Предполные классы. Свойства предполных классов в P2. Теорема
Поста о конечной порожденности замкнутых классов булевых функций (без доказательства).

4. Классы K и D (конъюнкций и дизъюнкций соответственно) и их свойства. Лемма о порождении функ-
ций x∨y и xy. Описание семейства всех замкнутых классов в P2, содержащих константы 0 и 1. Критерии
порождения констант 0 и (или) 1 системами булевых функций.

5. Классы сохранения множеств функций и их свойства. Теорема о представлении замкнутых классов
в терминах сохранения множеств функций. Описание предполных классов в P2 в терминах сохранения
множеств функций.

Функции k-значной логики

6. Функции многозначной логики. Основные понятия. Элементарные функции и их свойства. Полные си-
стемы. Полнота системы {0, 1, . . . , k − 1, I0, I1, . . . , Ik−1, max(x, y),min(x, y)}. Полнота систем
{max(x, y), min(x, y), x + 1}, {max(x, y), x + 1} и {Vk(x, y)}.

7. Классы сохранения множеств функций и их свойства. Теорема Кузнецова (о функциональной полноте).
Алгоритм построения множества всех предполных классов в Pk. Алгоритм построения множества [A]x,y.
Алгоритм распознавания полноты конечных систем функций.

8. Существенные функции. Лемма о трех наборах. Лемма о существенной функции. Теорема Яблонского.
Теорема Слупецкого.

9. Квазилинейные функции и их свойства. Лемма о представлении квазилинейных функций. Лемма о
неквазилинейной функции. Описание семейства всех замкнутых классов в Pk, содержащих все функции
из множества Pk(1). Теорема Бурле.

10. Особенности функций k-значной логики, k ≥ 3. Теорема о полноте системы {0, 1, . . . , k − 1, x + y, xy}
в Pk. Представление функций из Pk полиномами; единственность представления для случая простых
k. Пример замкнутого класса в P3, не имеющего базиса. Пример замкнутого класса в P3 , имеющего
счетный базис. Мощность семейства замкнутых классов в Pk при k ≥ 3.
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Эквивалентные преобразования формул

11. Эквивалентные преобразования формул в P2. Основные понятия. Тождества (истинные тождества),
классы тождеств (Σ(A), A ⊆ P2). Аксиомы, схемы аксиом. Эквивалентная подстановка, эквивалентное
преобразование. Вывод. Выводимые тождества. Замыкание множества тождеств относительно прави-
ла вывода. Простые свойства выводимости. Полные системы тождеств. Аксиоматизируемость классов
тождеств.

12. Пример конечной полной системы тождеств для класса Σ(A), A = {0, 1, x&y, x + y}. Пример конечной
полной системы тождеств для класса Σ(A), A = {0, 1, x&y, x∨ y}. Достаточное условие аксиоматизиру-
емости. Теорема об аксиоматизируемости классов тождеств над системами, порождающими константы
0 и 1.

13. Основная лемма (аксиоматизируемость классов над системами, порождающими функцию x∨y). Лемма
о порождении импликации. Теорема об аксиоматизируемости классов тождеств над системами, порож-
дающими константу 1.

14. Лемма об аксиоматизируемости классов тождеств над системами самодвойственных функций. Теорема
об аксиоматизируемости классов тождеств над системами A, такими, что 0, 1 /∈ [A]. Теорема Линдона (о
существовании конечных полных систем для классов тождеств над конечными множествами булевых
функций).

15. Эквивалентные преобразования формул в Pk. Основные понятия. Пример класса тождеств над конеч-
ным множеством функций в P7, не имеющего конечной полной системы тождеств (пример Линдона).
Система тождеств ∆n = {A1,2,3, B1, Bm, Cm, m = 2, . . . n} и ее свойства. Канонический вид формул.
Преобразование формул к каноническому виду. Полнота системы ∆n для тождеств специального вида.
Формулы, обладающие свойством Pn. Лемма о сохранении формулами свойства Pn. Теорема Линдона.

Схемы из функциональных элементов

16. Графы. Основные понятия. Ориентированные графы. Лемма о существовании в конечном ориентиро-
ванном графе вершины, из которой не выходят ребра. Схемы из функциональных элементов в базисе
{∨, &, }. Основные понятия. Реализация функций схемами; сложность схемы, сложность L(f) функции
f . Функция Шеннона (функция L(n)). Простейшие методы синтеза. Реализация системы конъюнкций.

17. Метод каскадов. Верхняя оценка сложности схем, построенных по методу каскадов. Пример схемы,
построенной по методу каскадов, для функции x1 + x2 + . . . + xn. Теорема Шеннона (верхняя оценка
для функции L(n)).

18. Мощностной метод получения нижних оценок сложности. Лемма Шеннона. Верхняя оценка числа схем.
Нижняя оценка для функции L(n). Порядок роста функции L(n).

19. Асимптотически наилучший метод синтеза схем из функциональных элементов в базисе {∨, &, }.
Теорема Лупанова (верхняя оценка для функции L(n)).

20. Минимальные схемы и их свойства. Лемма о числе минимальных схем сложности h с одним выходом,
реализующих функции от переменных x1, . . . , xn. Нижняя оценка для функции L(n). Асимптотически
точная формула для функции L(n).
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