
ÏÐÎÃÐÀÌÌÀ
ñïåöêóðñà "Çàìêíóòûå êëàññû áóëåâûõ ôóíêöèé", 1 ãîä

ìåõàíèêî-ìàòåìàòè÷åñêèé ôàêóëüòåò ÌÃÓ, 2008/2009 ó÷. ãîä (ëåêòîð � À.Á.Óãîëüíèêîâ)

1. Ôóíêöèè àëãåáðû ëîãèêè. Ôîðìóëû. Îïåðàöèÿ ñóïåðïîçèöèè. Êëàññû Ïîñòà (Çàìêíóòûå êëàññû îòíî-
ñèòåëüíî îïåðàöèè ñóïåðïîçèöèè). Îïåðàöèÿ ââåäåíèÿ íåñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé. Çàìêíóòûå êëàññû
(îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè è ââåäåíèÿ íåñóùåñòâåííîé ïåðåìåííîé). Îïèñàíèå ìíîæåñòâà
âñåõ êëàññîâ Ïîñòà, íå ÿâëÿþùèõñÿ çàìêíóòûìè.

2. Ïîëíûå ñèñòåìû ôóíêöèé. Ïðåäñòàâëåíèå áóëåâûõ ôóíêöèé ïîëèíîìàìè. Ëèíåéíûå ôóíêöèè. Ëåììà
î íåëèíåéíîé ôóíêöèè. Êëàññû êîíúþíêöèé è äèçúþíêöèé. Ëåììà î ïîðîæäåíèè ôóíêöèé x∨ y è xy.
Ìîíîòîííûå ôóíêöèè. Ëåììà î íåìîíîòîííîé ôóíêöèè. Òåîðåìà î êîíå÷íîé ïîðîæäåííîñòè çàìêíó-
òûõ êëàññîâ, ñîäåðæàùèõ êîíñòàíòû 0 è 1. Îïèñàíèå ìíîæåñòâà âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ, ñîäåðæàùèõ
êîíñòàíòû 0 è 1.

3. Ôóíêöèè, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèþ < 0∞ >. Ñâîéñòâà ôóíêöèé x ∨ yz è dp(x1, . . . , xp), p ≥ 2. Îñíîâ-
íàÿ ëåììà î ïîðîæäåíèè ìîíîòîííûõ ôóíêöèé. Ëåììà î ïîðîæäåíèè ìîíîòîííîé ôóíêöèè f ñèñòåìîé
ôóíêöèé {x∨ yz, dp(f)}. Òåîðåìà î êîíå÷íîé ïîðîæäåííîñòè çàìêíóòûõ êëàññîâ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé,
ñîäåðæàùèõ êîíñòàíòó 1. Îïèñàíèå ìíîæåñòâà âñåõ çàìêíóòûõ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, ñîäåðæàùèõ êîí-
ñòàíòó 1. Ëåììà î ïîðîæäåíèè èìïëèêàöèè. Ëåììà î ìîíîòîííîé ôóíêöèè. Òåîðåìà î êîíå÷íîé ïîðî-
æäåííîñòè çàìêíóòûõ êëàññîâ, ñîäåðæàùèõ êîíñòàíòó 1. Îïèñàíèå ìíîæåñòâà âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ,
ñîäåðæàùèõ êîíñòàíòó 1.

4. Ñàìîäâîéñòâåííûå ôóíêöèè. Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè. Ëåììà î íåñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè. Ôóíê-
öèè, ñîõðàíÿþùèå êîíñòàíòû. Òåîðåìà î êîíå÷íîé ïîðîæäåííîñòè çàìêíóòûõ êëàññîâ, íå ñîäåðæàùèõ
êîíñòàíò 0 è 1. Òåîðåìà Ïîñòà î êîíå÷íîé ïîðîæäåííîñòè çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé. Íåîá-
õîäèìûå è äîñòàòî÷íûå óñëîâèÿ âûïîëíåíèÿ ñîîòíîøåíèÿ c ∈ [A], ãäå c ∈ {0, 1}, A ⊆ P2. Îïèñàíèå
ìíîæåñòâà âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé. Äèàãðàììà âêëþ÷åíèé ìíîæåñòâà çàìêíóòûõ
êëàññîâ; ïðèìåðû áàçèñîâ.

5. Îïèñàíèå çàìêíóòûõ êëàññîâ â òåðìèíàõ ñîõðàíåíèÿ îòíîøåíèé. Ôóíêöèè, ñîõðàíÿþùèå îòíîøåíèå ρ
(ïðåäèêàò ρ). Ìíîæåñòâî U(ρ) ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ îòíîøåíèå ρ. Ôóíêöèè, ñîõðàíÿþùèå çàäàííîå
ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé. Ìíîæåñòâî U(M) ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ ìíîæåñòâî M ⊆ P2.

6. Òåîðåìà î çàìêíóòûõ êëàññàõ áóëåâûõ ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ ïðåäèêàòíîå îïèñàíèå. Ìåòîäû ïîñòðîå-
íèÿ îòíîøåíèé, çàäàþùèõ çàìêíóòûå êëàññû áóëåâûõ ôóíêöèé. Ïðèìåðû îòíîøåíèé äëÿ âñåõ çàìêíó-
òûõ êëàññîâ, äîïóñêàþùèõ ïðåäèêàòíîå îïèñàíèå. Ðàçìåðíîñòè çàìêíóòûõ êëàññîâ. Çàìêíóòûå êëàññû,
îïðåäåëÿåìûå äâóõìåñòíûìè è òðåõìåñòíûìè ïðåäèêàòàìè.

7. Ýêâèâàëåíòíûå ïðåîáðàçîâàíèÿ ôîðìóë â P2. Òîæäåñòâà, êëàññû òîæäåñòâ, àêñèîìû, ñõåìû àêñèîì,
ýêâèâàëåíòíàÿ ïîäñòàíîâêà, ýêâèâàëåíòíîå ïðåîáðàçîâàíèå. Âûâîä, âûâîä òîæäåñòâà. Çàìêíóòûå êëàñ-
ñû òîæäåñòâ, ïîëíûå ñèñòåìû òîæäåñòâ, àêñèîìàòèçèðóåìûå êëàññû. Ïðîñòûå ñâîéñòâà âûâîäèìîñòè.
Äîñòàòî÷íîå óñëîâèå àêñèîìàòèçèðóåìîñòè.

8. Ïðèìåðû êîíå÷íûõ ïîëíûõ ñèñòåì äëÿ êëàññîâ òîæäåñòâ íàä ìíîæåñòâàìè {0, 1, xy, x + y} è
{0, 1, x ∨ y, xy}. Ëåììà îá àêñèàìàòèçèðóåìîñòè êëàññîâ òîæäåñòâ íàä ñèñòåìàìè ôóíêöèé, çàìûêàíèå
êîòîðûõ ñîäåðæèò ôóíêöèþ x ∨ y. Ëåììà îá àêñèîìàòèçèðóåìîñòè êëàññîâ òîæäåñòâ íàä ñèñòåìàìè
ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé. Òåîðåìà Ëèíäîíà î ñóùåñòâîâàíèè êîíå÷íûõ ïîëíûõ ñèñòåì äëÿ êëàññîâ
òîæäåñòâ íàä êîíå÷íûìè ñèñòåìàìè áóëåâûõ ôóíêöèé.

9. Ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé ôîðìóëàìè. Ìåðû ñëîæíîñòè ôîðìóë. Ñèíòåç ôîðìóë â áà-
çèñå {∨,&, }. Ïðîñòåéøèå ìåòîäû ñèíòåçà. Ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà äâîè÷íûõ íàáîðîâ íà ñôåðû. Õà-
ðàêòåðèñòè÷åñêèå ôóíêöèè ñôåð, èõ ñâîéñòâà. Àñèìïòîòè÷åñêè îïòèìàëüíûé ìåòîä (Î.Á. Ëóïàíîâà)
ñèíòåçà ôîðìóë â áàçèñå {∨,&, }. Ôóíêöèÿ Øåííîíà L(n). Ìîùíîñòíîé ìåòîä ïîëó÷åíèÿ íèæíèõ
îöåíîê ñëîæíîñòè ôîðìóë. Àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íàÿ ôîðìóëà äëÿ ôóíêöèè L(n).

10. Ãëóáèíà ôîðìóë. Ïðîñòåéøèå îöåíêè ñëîæíîñòè. Ëèíåéíûå âåðõíèå îöåíêè ãëóáèíû ôîðìóë â íåïîë-
íûõ áàçèñàõ. Ôóíêöèÿ Øåííîíà ïî ãëóáèíå äëÿ ôîðìóë â íåïîëíûõ áàçèñàõ. Îïèñàíèå ïîâåäåíèÿ
ôóíêöèè Øåííîíà ïî ãëóáèíå äëÿ âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé.
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11. Ñîîòíîøåíèå ìåæäó ãëóáèíîé è ñëîæíîñòüþ ôîðìóë. Ðàâíîìåðíûå ñèñòåìû. Òåîðåìà î ñîîòíîøåíèè
ãëóáèíû è ñëîæíîñòè ôîðìóë â ïîëíûõ áàçèñàõ. Òåîðåìà î ñîîòíîøåíèè ãëóáèíû è ñëîæíîñòè ôîð-
ìóë â ïîëíûõ ìîíîòîííûõ áàçèñàõ. Òåîðåìà î ðàâíîìåðíîñòè ïðîèçâîëüíûõ êîíå÷íûõ ñèñòåì áóëåâûõ
ôóíêöèé. Ïîëèíîìèàëüíàÿ ýêâèâàëåíòíîñòü êîíå÷íûõ ñèñòåì ôóíêöèé â P2.

12. Ôóíêöèè k-çíà÷íîé ëîãèêè. Îñîáåííîñòè ôóíêöèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè. Ïðèìåð çàìêíóòîãî êëàññà â
Pk, íå èìåþùåãî áàçèñà. Ïðèìåð çàìêíóòîãî êëàññà â Pk, èìåþùåãî ñ÷åòíûé áàçèñ; ïðèìåð êîíòèíó-
àëüíîãî ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ êëàññîâ. Ïðèìåðû íåðàâíîìåðíûõ ñèñòåì ôóíêöèé â P3. Ïðèìåð ñèñòåì
ôóíêöèé â P4, íå ÿâëÿþùèõñÿ ïîëèíîìèàëüíî ýêâèâàëåíòíûìè. Ïðèìåðû ñâåðõïîëèíîìèàëüíûõ íèæ-
íèõ îöåíîê ñëîæíîñòè ôîðìóë â P5.
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