
íïóëï÷óëéê çïóõäáòó�÷åîîùê õîé÷åòóé�å�ÉÍ. í. ÷. ìïíïîïóï÷áíåèáîéëï-íá�åíá�éþåóëéê æáëõìø�å�óáîë�-ðå�åòâõòçóëéê çïóõäáòó�÷åîîùê õîé÷åòóé�å�îáõþîï-éóóìåäï÷á�åìøóëéê éîó�é�õ�íá�åíá�éëé é íåèáîéëé ÉÍ. ÁËÁÄ. ÷. é. óíéòîï÷á

íá�åòéáìùXVI íåöäõîáòïäîïêûëïìù-óåíéîáòá�óéî�åú é óìïöîïó�øõðòá÷ìñàýéè óéó�åí�(óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ, 26{30 ÉÀÎÑ 2006 Ç.)

éÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõíÏÓË×Á 2006

M34õäë 519.7 éÚÄÁÎÉÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÅÎÏ �ÒÉ�ÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÆÏÎÄÁÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×Á-ÎÉÊ �Ï �ÒÏÅËÔÕ 06{01{10068í34 íÁÔÅÒÉÁÌÙ XVI íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ÛËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÁ �óÉÎÔÅÚ ÉÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ� (óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ, 26{30 ÉÀ-ÎÑ 2006 Ç.) / ðÏÄ ÒÅÄÁË�ÉÅÊ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×Á . | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅ-ÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2006. | 159 Ó.óÂÏÒÎÉË ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ XVI íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ÛËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÁ�óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ�, �ÒÏÈÏÄÉ×ÛÅÊ × óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒ-ÂÕÒÇÅ Ó 26 �Ï 30 ÉÀÎÑ 2006 Ç. �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÆÏÎÄÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎ-ÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ (�ÒÏÅËÔ 06{01{10068). äÌÑ ÓÔÕÄÅÎÔÏ×, ÁÓ�ÉÒÁÎÔÏ× ÉÎÁÕÞÎÙÈ ÒÁÂÏÔÎÉËÏ× × ÏÂÌÁÓÔÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. îÁÕÞÎÏÅ ÉÚÄÁÎÉÅíá�åòéáìùXVI íåöäõîáòïäîïê ûëïìù-óåíéîáòá�óéî�åú é óìïöîïó�ø õðòá÷ìñàýéè óéó�åí�(óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ, 26{30 ÉÀÎÑ 2006 Ç.)ðÏÄ ÏÂÝÅÊ ÒÅÄÁË�ÉÅÊ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×ÁòÅÄÁË�ÉÏÎÎÁÑ ÇÒÕ��Á:ï. í. ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ, �. í. ëÏÓÏ×ÓËÁÑ, î. ë. ëÏÓÏ×ÓËÉÊ,÷. ÷. ëÏÞÅÒÇÉÎ, á. ÷. þÁÛËÉÎïÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÚÁ ×Ù�ÕÓË ÷. ÷. ëÏÞÅÒÇÉÎî/ëéä �04059 ÏÔ 20.02.2001 ðÏÄ�ÉÓÁÎÏ Ë �ÅÞÁÔÉ 28.07.2006. æÏÒÍÁÔ 60 � 90=16.âÕÍÁÇÁ ÔÉ�ÏÇÒ. �1. ðÅÞÁÔØ òéúï. ðÅÞ. Ì. 10. �ÉÒÁÖ 100 ÜËÚ.éÚÄÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ. 119992, íÏÓË×Á, ìÅ-ÎÉÎÓËÉÅ ÇÏÒÙ, íçõ.ïÔ�ÅÞÁÔÁÎÏ Ó ÏÒÉÇÉÎÁÌ-ÍÁËÅÔÁ × ÔÉ�ÏÇÒÁÆÉÉ ïïï �ïÂßÅËÔÉ×�, íÏÓË×Á ëÏÌÌÅËÔÉ× Á×ÔÏÒÏ×, 2006



ó ï ä å ò ö á î é åó. é. áËÓÅÎÏ× ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÏÌÎÏÊ ÓÉ-ÓÔÅÍÏÊ �ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× . . . . . . . . . 5í. á. áÌÅÈÉÎÁ ï ÆÕÎË�ÉÑÈ É ÓÈÅÍÁÈ, ËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÈ ÏÛÉÂËÉ . . . . 8á. ó. âÁÌÀË, ó. ÷. âÁÌÀË ÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÁÌÇÏ-ÒÉÔÍÏ× ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÔÅÒÍÁÌØÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ × ÂÉÎÁÒÎÙÈ É ÔÅÒÎÁÒÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ . . . . . . . . . . . . 12ì. î. âÏÎÄÁÒÅÎËÏ ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ �ÍÅÔÏÄÁ ×ÒÏÎÓËÉÁÎÏ×�ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÚÁÄÁÞ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 17ñ. ÷. ÷ÅÇÎÅÒ óÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ ÍÅÔÏÄÏÍ ëÁÒÁ-�ÕÂÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 22ó. æ. ÷ÉÎÏËÕÒÏ× ïÂ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 27á. ó. çÅÒÁÓÉÍÏ× ðÒÏÇÒÁÍÍÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ �ÏÉÓËÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×× ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÊ �ÒÅÄÉËÁÔÎÏÊ ÌÏÇÉËÅ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 30ï. ó. äÕÄÁËÏ×Á ï ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÓÅÍÅÊÓÔ×�ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ . . . . . . . . . 35ò. î. úÁÂÁÌÕÅ× ï ÓÒÅÄÎÅÊ ÇÌÕÂÉÎÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . . . . . 38í. á. éÏÒÄÁÎÓËÉÊ éÎÄÕËÔÉ×ÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ ËÌÁÓÓÁ �ÌÁÎÁÒÎÙÈÇÒÁÆÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 41á. ó. ëÁÚÉÍÉÒÏ× þÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ× ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈÏ�ÅÒÁÔÏÒÎÙÍÉ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 44î. ë. ëÏÓÏ×ÓËÉÊ îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÌÉÎÙ ÚÁ�ÉÓÉ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁÔÏÒÁn-�ÒÏÇÒÁÍÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 48î. ë. ëÏÓÏ×ÓËÉÊ, æÁÍ �ÈÁÎØ ìÁÍ ï�ÅÎËÁ �ÁÍÑÔÉ, ÎÅÏÂ-ÈÏÄÉÍÏÊ ÄÌÑ ÉÓËÌÀÞÅÎÉÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÚÁ�ÉËÌÉ×ÁÎÉÑ × ðÁÓËÁÌØ-�ÒÏÇÒÁÍÍÁÈ, ×Ù�ÏÌÎÑÅÍÙÈ ÎÁ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÅ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 53÷. ÷. ëÏÞÅÒÇÉÎ ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 54ó. ç. ëÕÒÎÏÓÏ×Á òÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ×ÓÅÈ �-ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉ-ÍÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÊ �Å�ÅÊ . . . . . . . . . . . . . . . 59à. í. ìÉÆÛÉ� ïÂÒÁÂÏÔËÁ ÓÖÁÔÙÈ ÔÅËÓÔÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 64ó. á. ìÏÖËÉÎ, ï. â. óÅÄÅÌÅ× ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙÌÏÇÉËÉ BDD, ×ÌÏÖÅÎÎÙÍÉ × ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÕÂ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 68ó. á. ìÏÖËÉÎ, í. ó. ûÕ�ÌÅ�Ï× áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ×Ù-ÓÏËÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÓÈÅÍ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏËÌÁÓÓÁ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 72à. ÷. íÅÒÅËÉÎ ïÂ ÏÄÎÏÊ ÆÏÒÍÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈÓÈÅÍ �ÏÒÏÖÄÅÎÉÑ ÓÌÏ× É ÉÈ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 77å. ÷. íÉÈÁÊÌÅ� ï ÒÁÎÇÅ ÎÅÑ×ÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞ-ÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÎÁÄ ËÌÁÓÓÏÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 78å. á. ïËÏÌØÎÉÛÎÉËÏ×Á ïÂ ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ ÓÈÅÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 833

�. ç. ðÅÔÒÏÓÑÎ òÁÚÍÅÒ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏÏÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ × ÇÒÕ��ÁÈ �ÏÒÑÄËÁ pq . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 85÷. î. ðÏÔÁ�Ï× ï �ÏÌÎÏÓÔØÀ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÍÙÈ n-Ë×ÁÚÉ-ÇÒÕ��ÁÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 88ä. ó. òÏÍÁÎÏ×, á. å. ëÁÚÁÞ�ÅË ïÂ Ï�ÅÎËÁÈ ÆÕÎË�ÉÊ ûÅÎÎÏÎÁÄÌÉÎ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÔÅÓÔÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÉ�ÁÎÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 91÷. ó. òÕÂÌÅ×, ä. ÷. þÅÈÒÁÎÏ× áÌÇÅÂÒÁ ÏÂßÅËÔÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊÓÉÓÔÅÍÙ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÍÉ DIM . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 97é. ó. óÅÒÇÅÅ× ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÌÅÊÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 2 ÓÈÅÍÁÍÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ . . . . . . . . . . . . . . . 101ó. ÷. óÉÄÏÒÏ× ï �ÏÄÏÂÉÉ ÍÁÔÒÉ� ÔÒÅÔØÅÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ�ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 103ò. ÷. èÅÌÅÍÅÎÄÉË ï ÅÄÉÎÏÊ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ×ÓÅÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈÈÏÄÏ× × ÌÀÂÏÊ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 108á. ÷. þÁÛËÉÎ ï ×ÌÏÖÅÎÉÉ ÇÒÁÆÏ× × ÒÅÛÅÔËÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ×Ù-ÓÏÔÙ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 113á. î. þÅÒÅ�Ï× ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ Ó ÚÁ-ÄÅÒÖËÏÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .118÷. ÷. þÕÇÕÎÏ×Á ïÂ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÉÌÕÞÛÉÈ �Ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉÓÈÅÍÁÈ × ÂÁÚÉÓÁÈ f!;�g É f6!;�g �ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 122÷. ÷. þÕÍÁËÏ×, ÷. î. ûÅ×ÞÅÎËÏ ÷ÅÒÛÉÎÙ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÎÏ-ÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× É ÒÅÛÅÎÉÅ ËÒÁÍÅÒÏ×ÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 127÷. é. ûÅ×ÞÅÎËÏ ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ �ÅÒÅ�ÕÔÙ×ÁÎÉÊ ×ÓÈÅÍÁÈ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 131÷. î. ûÅ×ÞÅÎËÏ �ÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÒÁÎÎÉËÏ× É ÉÈÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 135ì. á. ûÏÌÏÍÏ× ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÂÕÌÅ-×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .142÷. ì. ýÅÒÂÉÎÁ, ÷. á. úÁÈÁÒÏ× ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÁÛÉÎ �ØÀÒÉÎÇÁ ÂÅÚ ÚÁ�ÉÓÉ ÎÁ ÌÅÎÔÕ . . . . . . . . . . . . . . 147á. ä. ñÛÕÎÓËÉÊ ï �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÂÅÓ�Ï×ÔÏÒÎÙÍÉÂÕÌÅ×ÙÍÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 150éÎÆÏÒÍÁ�ÉÑ . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . 156
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ï îáäåöîïó�é óèåíîáä ðòïéú÷ïìøîïê ðïìîïê óéó�åíïêðòé éî÷åòóîùè îåéóðòá÷îïó�ñèîá ÷ùèïäáè üìåíåî�ï÷ó. é. áËÓÅÎÏ× (ðÅÎÚÁ)÷�ÅÒ×ÙÅ ÚÁÄÁÞÕ ÓÉÎÔÅÚÁ ÎÁÄÅÖÎÙÈ ÓÈÅÍ ÉÚ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ äÖ. ÆÏÎ îÅÊÍÁÎ [1℄. ïÎ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ ÓÈÅÍÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ �ÏÄ×ÅÒÖÅÎÙ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ" ÉÎ×ÅÒÓÎÙÍ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÍ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ (Æ.Ü.) Ó �ÒÉ�ÉÓÁÎÎÏÊ ÅÍÕ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ' × ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ �'. äÖ. ÆÏÎ îÅÊÍÁÎ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÉÔÅÒÁ�ÉÏÎÎÙÊÍÅÔÏÄ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ �ÒÉ " < 1=6 �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ ÒÅ-ÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ, ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉ ÌÀ-ÂÏÍ ×ÈÏÄÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ �ÒÅ-×ÏÓÈÏÄÉÔ " �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑÍÅÄÉÁÎÁ m(x1; x2; x3) = x1x2 _ x1x3 _ x2x3.ëÁË É äÖ. ÆÏÎ îÅÊÍÁÎ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÍ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÈÅ-ÍÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ " �ÏÄ×ÅÒÖÅÎÙ ÉÎ-×ÅÒÓÎÙÍ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÍ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÕÓÔØ ÓÈÅÍÁ S ÒÅ-ÁÌÉÚÕÅÔ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f(~x) (~x = (x1; : : : ; xn) ) �ÒÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ × ÓÈÅÍÅ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Pf(~a)(S; ~a) | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÔÏ-ÇÏ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ S �ÒÉ ~x = ~a ×ÙÄÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(~a). âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ,ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ S ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ f(~a) Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ P (S), ÅÓÌÉP (S) = max~a Pf(~a)(S; ~a), ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ×ÈÏÄÎÙÍ ÎÁ-ÂÏÒÁÍ ~a. îÁÄÅÖÎÏÓÔØ ÓÈÅÍÙ S ÒÁ×ÎÁ 1�P (S). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÓÈÅÍÙ L(S) ËÁË ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Æ. Ü. × ÎÅÊ.ó. é. ïÒÔÀËÏ× [2℄ É ä. õÌÉÇ [3℄ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ:�ÒÉ " � "0 ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ p, p > q(")Lm, ÇÄÅ q(") = " + 3"2 + o("2),Lm | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÄÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉÍÅÄÉÁÎÙ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÌÀÂÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f ÍÏÖÎÏÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ S Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ P (S) � p. åÓÌÉ ×ÙÂÒÁÔØp � Lm", ÔÏ P (S) . Lm".í. á. áÌÅÈÉÎÁ [4℄ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌÁ ÂÁÚÉÓ fxjyg (ÛÔÒÉÈ ûÅÆÆÅÒÁ).äÌÑ "�ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ\ ÆÕÎË�ÉÊ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÉÌÕÞÛÉÅ�Ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍÙ, ËÏÔÏÒÙÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÕÀÔ Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀP (S) � 3".âÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÀ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁÄÅÖÎÙÍÉÓÈÅÍÁÍÉ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÏÌÎÏÊ × P2 ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÊ, × ËÏÔÏ-ÒÏÊ ÍÏÖÅÔ É ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔØÓÑ ÍÅÄÉÁÎÁ. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏ-ÒÅÍÁ [5℄. 5

�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ 
 | �ÏÌÎÁÑ × P2 ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎË�ÉÊ, ÔÏÇÄÁÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ "0 É  ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ �ÒÉ " � "0 ÌÀÂÕÀ ÆÕÎË-�ÉÀ f 2 P2 ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ S ÎÁÄ 
, ÄÌÑ ËÏÔÏÒ ÏÊ ×ÅÒÎÏP (S) � 5"+ "2.�Ï ÅÓÔØ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ó. é. ïÒÔÀËÏ×Á É ä. õÌÉÇÁP (S) . Lm" �ÏÌÕÞÅÎÁ ÂÏÌÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ: P (S) . 5". ðÏÌÎÏÅÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ × [5℄. îÉÖÅ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÕÅÍÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÌÅÍÍÙ 1-6, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÔÅÏÒÅÍÙ.÷×ÅÄÅÍ ËÌÁÓÓÙ ÆÕÎË�ÉÊ G1, G2 É G3:G1 = fg1 2 P2 : g1(x1; x2; x3) = x�11 x�22 _ x�11 x�33 _ x�22 x�33 g ;G2 = fg2 2 P2 : g2(x1; x2; x3; x4) = x�11 x�22 _ x�33 x�44 g ;G3 = fg3 2 P2 : g3(x1; x2; x3; x4) = (x�11 _ x�22 ) � (x�33 _ x�44 )g ;ÇÄÅ �i 2 f0; 1g, i = 1; 2; 3; 4. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ G,Ô. Å. G = G1 [ G2 [ G3. ëÌÁÓÓ G1 ÓÏÄÅÒÖÉÔ 8 ÆÕÎË�ÉÊ, G2 É G3 |�Ï 16 ÆÕÎË�ÉÊ, G | 40 ÆÕÎË�ÉÊ.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÆÕÎË�ÉÉ f É �f ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÙ ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ Æ. Ü.ÎÁÄ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÌÎÏÊ × P2 ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÊ 
 Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀÎÅ ÂÏÌÅÅ p; �ÕÓÔØ g 2 G, Á Sg | ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ 
, ÅÅ ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÓÞÉÓÌÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× L(Sg), ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÈÅÍÁ S, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑÆÕÎË�ÉÀ f ÎÁÄ 
 Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ P (S) � L(Sg) � "+ 6p2.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ, ËÁË É × [6℄, T0 | ËÌÁÓÓ ÆÕÎË�ÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÕ 0; T1 | ËÌÁÓÓ ÆÕÎË�ÉÊ, ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÉÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ 1; L| ËÌÁÓÓÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ; M | ËÌÁÓÓ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.ìÅÍÍÙ 2{4 ËÁÓÁÀÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ó×ÏÊÓÔ× ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ËÌÁÓÓÏ× T0,T1, L É M .ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ f0(x1; : : : ; xk) =2 T0, f1(x1; : : : ; xm) =2 T1. �ÏÇÄÁÌÉÂÏ �x 2 f'0(x); '1(x)g, ÌÉÂÏ '0(x) � 1, '1(x) � 0.ìÅÍÍÁ 3. éÚ ÌÀÂÏÊ ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ fl(x1; : : : ; xn) �ÕÔÅÍ�ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÅÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ'l(x1; x2; x3), ÉÍÅÀÝÁÑ ×ÉÄ ÌÉÂÏ'l(x1; x2; x3) = x1x2 � x1x3 � x2x3 � a1x1 � a2x2 � a3x3 � a0;ÌÉÂÏ 'l(x1; x2; x3) = x1x2 � a1x1 � a2x2 � a0;ÅÓÌÉ x3 ÆÉËÔÉ×ÎÁ.ìÅÍÍÁ 4. éÚ ÌÀÂÏÊ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ fm(x1; : : : ; xn) �Õ-ÔÅÍ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÕÀ6



ÆÕÎË�ÉÀ 'm(x1; x2; x3), ÇÄÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x2, x3 ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÆÉËÔÉ×-ÎÙ.ïÓÎÏ×ÎÏÊ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎ × ÌÅÍÍÅ 5.ìÅÍÍÁ 5. ðÕÓÔØ 
 | �ÏÌÎÁÑ × P2 ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎË�ÉÊ, ÔÏÇÄÁÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÈÅÍÁ S, L(S) � 5, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÀ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ GÎÁÄ 
.ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÌÅÍÍÙ 5 ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÓÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ × ÓÉ-ÌÕ �ÏÌÎÏÔÙ 
 × ÎÅÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÉ f0 =2 T0, f1 =2 T1, fl =2 L,fm =2M . éÚ ÆÕÎË�ÉÊ f0, f1, fl, fm �ÏÌÕÞÁÅÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÆÕÎË-�ÉÉ '0(x), '1(x), 'l(x1; x2; x3) É 'm(x1; x2; x3) (ÓÍ. ÌÅÍÍÙ 2-4). äÁÌÅÅÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÞÅÔ×ÅÒËÉ ÆÕÎË�ÉÊ '0, '1, 'l, 'mÓÔÒÏÉÍ ÓÈÅÍÕ Sg , ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ g 2 G. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕ-ÞÁÅÍ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ �ÅÒÅÂÉÒÁÅÍÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ L(Sg) � 5.ìÅÍÍÁ 6. ðÕÓÔØ 
 | �ÏÌÎÁÑ × P2 ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎË�ÉÊ, ÔÏÇÄÁÆÕÎË�ÉÀ xjy (ÛÔÒÉÈ ûÅÆÆÅÒÁ) ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ S ÎÁÄ
, �ÒÉÞÅÍ L(S) � 6.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1. ÷ [7℄ ÄÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ " � "0, ÇÄÅ "0 = 1=(600k),ÌÀÂÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ S Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏ-ÓÔØÀ P (S) � 7k", ÇÄÅ k | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï Æ. Ü., ÎÅÏÂÈÏ-ÄÉÍÏÅ ÄÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ ÛÔÒÉÈ ûÅÆÆÅÒÁ xjy ÎÁÄ ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ �ÏÌÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ. éÚ ÌÅÍÍÙ 6 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ k � 6, Ô. Å."0 = 1=3600, P (S) � 42".äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 1. éÚ ÌÅÍÍ 1, 6 É ÚÁÍÅÞÁÎÉÑ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ,ÞÔÏ "0 = 1=3600,  = 6 � 422, Á, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÌÅÍÍÕ 5, ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ�ÏÌÕÞÁÅÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. îÅÊÍÁÎ äÖ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÌÏÇÉËÁ É ÓÉÎÔÅÚ ÎÁÄÅÖÎÙÈ ÏÒÇÁ-ÎÉÚÍÏ× ÉÚ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ // á×ÔÏÍÁÔÙ. | í.: éì, 1956.2. ïÒÔÀËÏ× ó. é. ïÂ ÉÚÂÙÔÏÞÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // �ÒÕÄÙ ÓÅÍÉÎÁÒÁ �Ï ÄÉÓËÒÅÔ-ÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÍ (íÏÓË×Á, 27{29 ÑÎ×ÁÒÑ 1987 Ç.). |í.: íçõ, 1989. | ó. 166{168.3. Uhlig D. Reliable networks from unreliable gates with almost min-imal omplexity // Leture Notes in Comput. Si. (Fundamentals ofomputation theory. Intern. onf. FCT'87. Pro.) | Berlin: Springer-Verl., 1987. | V. 278. | P. 462{469.4. áÌÅÈÉÎÁ í. á. ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ × ÂÁÚÉÓÅ fxjyg�ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ ÉÉÓÓÌÅÄ. Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. óÅÒ. 1. | 2005. | �. 12, � 2. | ó. 3{11.5. áËÓÅÎÏ× ó. é. ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÏÌÎÏÊÓÉÓÔÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅ-7

ÍÅÎÔÏ× // éÚ×ÅÓÔÉÑ ×ÙÓÛÉÈ ÕÞÅÂÎÙÈ ÚÁ×ÅÄÅÎÉÊ. ðÏ×ÏÌÖÓËÉÊ ÒÅÇÉÏÎ.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÎÁÕËÉ. | 2005. | � 6. | ó. 42{55.6. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. | í.:îÁÕËÁ, 1986.7. áÌÅÈÉÎÁ í. á. óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÎÁÄÅÖÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ ÉÚ ÎÅÎÁ-ÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // íÁÔ. ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. |í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ,2002. | ÷Ù�. 11. | ó. 193{218.ï æõîëãéñè é óèåíáè,ëïòòåë�éòõàýéè ïûéâëéí. á. áÌÅÈÉÎÁ (ðÅÎÚÁ)÷�ÅÒ×ÙÅ ÚÁÄÁÞÕ ÓÉÎÔÅÚÁ ÎÁÄÅÖÎÙÈ ÓÈÅÍ ÉÚ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌ äÖ. ÆÏÎ îÅÊÍÁÎ [1℄. ïÎ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÌ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ ÓÈÅÍÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ " (" < 1=2)�ÏÄ×ÅÒÖÅÎÙ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÍ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÍ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ, ËÏÇÄÁ ÆÕÎË�É-ÏÎÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ Ó �ÒÉ�ÉÓÁÎÎÏÊ ÅÍÕ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ e(~x) × ÎÅÉÓ-�ÒÁ×ÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑÎÉÉ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ �e(~x): äÌÑ �Ï×ÙÛÅÎÉÑ ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍäÖ. ÆÏÎ îÅÊÍÁÎ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌ ÓÈÅÍÕ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÇÏÌÏÓÏ-×ÁÎÉÑ (ÍÅÄÉÁÎÕ) g1(x1; x2; x3) = x1x2 _ x1x3 _ x2x3. ðÏÚÄÎÅÅ ÚÁÄÁÞÁÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁÄÅÖÎÙÍÉ ÓÈÅÍÁÍÉ �ÒÉ ÏÄÎÏÔÉ�ÎÙÈËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÒÅÛÁÌÁÓØ Á×ÔÏÒÏÍ, Á ÄÌÑ �Ï-×ÙÛÅÎÉÑ ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ �ÒÉÍÅÎÑÌÉÓØ ÓÈÅÍÙ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅ ËÁË ÍÅÄÉÁÎÕg1(x1; x2; x3) = x1x2 _ x1x3 _ x2x3, ÔÁË É ÆÕÎË�ÉÉ g2(x1; x2; x3; x4) =x1x2_x3x4 É g3(x1; x2; x3) = (x1_x2)&(x3_x4). áËÓÅÎÏ× [2℄ ÒÁÓÛÉÒÉÌÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ, ËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÈ ÏÛÉÂËÉ. ïÎ ××ÅÌ ÔÒÉ ËÌÁÓÓÁÆÕÎË�ÉÊ G1 = fxa11 xa22 _ xa11 xa33 _ xa22 xa33 g; G2 = fxa11 xa22 _ xa33 xa44 g;G3 = f(xa11 _ xa22 )&(xa33 _ xa44 )g (ai 2 f0; 1g; i = 1; 2; 3; 4) É �ÏËÁÚÁÌ,ÞÔÏ �ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁÌÉÞÉÅÌÀÂÏÊ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G = G1 [ G2 [ G3 (jGj = 40) × ÚÁ-ÄÁÎÎÏÍ �ÏÌÎÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å â ÇÁÒÁÎÔÉÒÕÅÔ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÀ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÈÅÍÏÊ, ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÕÀÝÅÊ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂ-ËÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ " + "2, ÇÄÅ " � d; ; d { ÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅËÏÎÓÔÁÎÔÙ.ïËÁÚÁÌÏÓØ, ÞÔÏ ÎÁÌÉÞÉÅ É ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÒÕÇÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÂÁÚÉÓÅÄÁÅÔ ÔÁËÏÊ ÖÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ. ï�ÉÛÉÍ ÜÔÉ ÆÕÎË�ÉÉ.
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1. ï ÆÕÎË�ÉÑÈ, ËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÈ ÏÛÉÂËÉðÕÓÔØ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ m(x1; :::; xk) ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔk (k � 3) �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ É ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ: ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÏÊ ÎÁ-ÂÏÒ (b1; :::; bk), ÞÔÏ ÎÁ ÎÅÍ É ×ÓÅÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ Ó ÎÉÍ ÎÁÂÏÒÁÈ ÆÕÎË�ÉÑm �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0, Á ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ (�b1; :::;�bk) É ×ÓÅÈ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÓÎÉÍ ÎÁÂÏÒÁÈ | ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1. îÁÂÏÒÙ (b1; :::; bk) É (�b1; :::;�bk) ÂÕÄÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÎÁÂÏÒÁÍÉ ÆÕÎË�ÉÉ m(x1; :::; xk). ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ Mk | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ m(x1; :::; xk) Ó ÎÁÚ×ÁÎÎÙÍÓ×ÏÊÓÔ×ÏÍ.îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ 22k�2k�1 � jMkj � 22k�k�2. úÁÍÅÔÉÍÔÁËÖÅ, ÞÔÏ:1) ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏM3 ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G1, ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÎÏÅ áËÓÅÎÏ×ÙÍ;2) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï M4 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G2 [G3 É jM4j = 992;3) jM3 [M4j = 1000.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÀ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÎÅÎÁ-ÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÁÄ �ÏÌÎÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ â [3℄. óÈÅÍÁ ÉÚ ÎÅ-ÎÁÄÅÖÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀf(x1; : : : ; xn); ÅÓÌÉ �ÒÉ �ÏÓÔÕ�ÌÅÎÉÉ ÎÁ ×ÈÏÄÙ ÓÈÅÍÙ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ ÎÁÂÏ-ÒÁ ~a = (a1; : : : ; an) �ÒÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÓÈÅÍÙ�ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(~a): ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÈÅÍÙÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÙÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ.ðÕÓÔØ P �f(~a)(S; ~a) | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �f(~a) ÎÁ ×Ù-ÈÏÄÅ ÓÈÅÍÙ S; ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f(~x) �ÒÉ ×ÈÏÄÎÏÍ ÎÁÂÏ-ÒÅ ~a: îÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ P (S) ÓÈÅÍÙ S Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÉÚÞÉÓÅÌ P �f(~a)(S; ~a) �ÒÉ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÈÏÄÎÙÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ~a: îÁÄÅÖÎÏÓÔØÓÈÅÍÙ ÒÁ×ÎÁ 1� P (S):�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ f(x1; :::; xn) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ,Á S | ÓÈÅÍÁ, ÅÅ ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ P (S) � p. ðÕÓÔØÓÈÅÍÁ Sm ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ m(x1; :::; xk) 2 Mk É P (Sm) � p. ïÂÏ-ÚÎÁÞÉÍ v1 É v0 | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÛÉÂÏË ÓÈÅÍÙ Sm ÎÁ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÂÏÒÁÈ. �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÀ f ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÔÁËÏÊÓÈÅÍÏÊ A, ÞÔÏ P (A) � maxfv0; v1g + p2; ÇÄÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÁ Ó � kC [k=2℄k .äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ (b1; :::; bk) | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÎÁ-ÂÏÒ ÆÕÎË�ÉÉ m(x1; :::; xk) ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ m(b1; :::; bk) = 0. ðÕÓÔØ × ÜÔÏÍÎÁÂÏÒÅ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ bi1 ; :::; bit ÒÁ×ÎÙ ÎÕÌÀ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÅÄÉÎÉ�Å.÷ÏÚØÍÅÍ t ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× ÓÈÅÍÙ S É k � t ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× S0, ÒÅÁÌÉÚÕÀ-ÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÀ �f Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ P (S0) � p. óÏÅÄÉÎÉÍ i1-ÙÊ,...,it-ÙÊ×ÈÏÄÙ ÓÈÅÍÙ Sm Ó ×ÙÈÏÄÁÍÉ ÓÈÅÍ S, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ k � t ×ÈÏÄÏ× | Ó9

×ÙÈÏÄÁÍÉ ÓÈÅÍ S0. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÈÅÍÁ D ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÆÕÎË�ÉÀ f . ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÛÉÂÏË ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÓÈÅÍÙ D.ðÕÓÔØ ×ÈÏÄÎÏÊ ÎÁÂÏÒ ~a ÓÈÅÍÙ S Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉf , Ô. Å. f(~a) = 0. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ P1(D; ~a) ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÓÈÅÍÙ D ×ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ P1(D; ~a) � v1 + kpP (Sm) +(k � 1)C [k=2℄k p2: îÏ P (Sm) � p, �ÏÜÔÏÍÕ P1(D; ~a) � v1 + kp2 + (k �1)C [k=2℄k p2 � v1 + kC [k=2℄k p2:ðÕÓÔØ ×ÈÏÄÎÏÊ ÎÁÂÏÒ ~a ÓÈÅÍÙ S Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉf , Ô. Å. f(~a) = 1. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ P0(D; ~a) ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÓÈÅÍÙ D ×ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ P0(D; ~a) � v0 + kpP (Sm) +(k � 1)C [k=2℄k p2: îÏ P (Sm) � p, �ÏÜÔÏÍÕ P0(D; ~a) � v0 + kp2 + (k �1)C [k=2℄k p2 � v0 + kC [k=2℄k p2:óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, P (D; ~a) � maxfv0; v1g+p2; ÇÄÅ  = kC [k=2℄k . óÈÅÍÁD | ÉÓËÏÍÁÑ.�ÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. ðÕÓÔØ �ÏÌÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï â ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÕÎË�ÉÀm(x1; :::; xk) 2 Mk, Á ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ" �ÏÄ×ÅÒÖÅÎÙ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÍ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÍ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ. ðÕÓÔØ f |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ, Á S | ÓÈÅÍÁ, ÅÅ ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ Ó ÎÅ-ÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ P (S) � s" (s | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ). �Ï-ÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÀ f ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÔÁËÏÊ ÓÈÅÍÏÊ A ÎÁÄ â, ÞÔÏP (A) � "+ "2 (�ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ Ó � kC [k=2℄k s2).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÒÁ×ÅÎÓÔ× v1 = v0 = " É ÔÅÏÒÅÍÙ 1.2. ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ �ÒÉ ÏÄÎÏÔÉ�ÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×÷ ÜÔÏÍ ÒÁÚÄÅÌÅ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÈÅÍÙ ÎÅÚÁ×É-ÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ �ÏÄ×ÅÒÖÅÎÙ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÍ ÔÉ�Á 0 ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ.üÔÉ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ × ÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ ÓÏÓÔÏ-ÑÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ �ÒÉ�ÉÓÁÎÎÕÀ ÅÍÕ ÂÕÌÅ×ÕÆÕÎË�ÉÀ, Á × ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÍ, × ËÏÔÏÒÏÅ �ÅÒÅÈÏÄÉÔ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ( < 1=2), | ËÏÎÓÔÁÎÔÕ 0.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ �ÏÌÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï â ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÕÎË�ÉÀm(x1; :::; xk) 2 Mk. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔÙ d É r; ÞÔÏ �ÒÉ  � d ÌÀÂÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ ÍÏÖÎÏ ÒÅ-ÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ A ÎÁÄ â Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ P (A) �  + r2:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ Sh | ÓÈÅÍÁ ÎÁÄ â, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔÆÕÎË�ÉÀ ÛÔÒÉÈ ûÅÆÆÅÒÁ x=y = �x _ �y Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ �. �ÏÇÄÁ[4℄ ÌÀÂÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÔÁËÏÊ ÓÈÅÍÏÊ S, ÞÔÏP (S) � 4�. ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ Sh ÓÏÄÅÒÖÉÔ l (l � 1) ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,10



ÔÏÇÄÁ � � l. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ l � 1=160 (Ô.Å.  � 1=160l = d)�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ S Ó ÎÅ-ÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ P (S) � 4� � 4l. ðÒÉ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÔÉ�Á 0 ÎÁ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× v1 = 0; v0 = . éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÏÚ-ÍÏÖÎÏÓÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÓÈÅÍÙ A, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ f Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀP (A) �  + (4l)2, Ô.Å. r = 16l2kC [k=2℄k .�ÅÏÒÅÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ P (f) = inf P (S), ÇÄÅ S | ÓÈÅÍÁ ÉÚ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f(x1; :::; xn).óÈÅÍÕ A ÉÚ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË-�ÉÀ f(x1; :::; xn), ÎÁÚÏ×ÅÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ �Ï ÎÁÄÅÖ-ÎÏÓÔÉ, ÅÓÌÉ P (A) � P (f) �ÒÉ  ! 0, Ô. Å.lim!0 P (A)P (f) = 1:ïÂÏÚÎÁÞÉÍK(n) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f(x1; :::; xn), ÏÔ-ÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ÆÕÎË�ÉÊ x1; :::; xn É ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 0.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ â | �ÏÌÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÓÈÅÍÙS ÎÁÄ â, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÀ f 2 K(n), �ÒÉ  < 1=2 ×ÅÒÎÏ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï P (S) � :äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ �ÏÄÓÈÅÍÕ ÉÚ ×ÙÈÏÄÎÏ-ÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ É ×ÙÞÉÓÌÉÔØ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ ÎÁ ÌÀÂÏÍ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ×ÈÏÄÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÆÕÎË�ÉÉ f .éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ K(n) �ÒÉ  < 1=2ÎÅÌØÚÑ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÁÍÉ  ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ, ÍÅÎØÛÅ . ðÏÜÔÏÍÕÌÀÂÁÑ ÓÈÅÍÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 É ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f 2 K(n), Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÊ�Ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ É ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÕÅÔ Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÒÁ×ÎÏÊ  �ÒÉ  ! 0: þÉÓÌÏ ÆÕÎË�ÉÊ f 2 K(n) ÒÁ×ÎÏ 22n � n� 1.ïÄÎÁËÏ ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ ÓÈÅÍÙ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÆÕÎË-�ÉÀ, ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÒÁ×ÎÁ  É ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �ÏÌÎÏÅÍÎÏÖÅÓÔ×Ï â ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÕÎË�ÉÀ ÉÚ Mk. �.Å. ÎÁÌÉÞÉÅ ÆÕÎË�ÉÉÉÚ Mk ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å â Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ ÕÓÌÏ×ÉÅÍ, �Ï ËÒÁÊÎÅÊÍÅÒÅ, × ÓÌÕÞÁÅ ÏÄÎÏÔÉ�ÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ïÂ ÜÔÏÍ Ó×ÉÄÅÔÅÌØÓÔ×ÕÅÔ ÔÅÏÒÅÍÁ 4.�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ �ÏÌÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï â ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÕÎË�ÉÉx1&x2; x1�x2. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ É d; ÞÔÏ �ÒÉ  � d ÌÀÂÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØÓÈÅÍÏÊ A ÎÁÄ â Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ P (A) �  + 2:äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÅÄßÑ×ÉÔØ ÓÈÅÍÕ Sm, ÒÅÁÌÉÚÕ-ÀÝÕÀ ÍÅÄÉÁÎÕ m(x1; x2; x3) = x1x2 _ x1x3 _ x2x3 Ó �ÏÄÈÏÄÑÝÉÍÉ11

×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÑÍÉ ÏÛÉÂÏË. îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÓÈÅÍÁ Sm ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×,�ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ �Ï ÆÏÒÍÕÌÅ x2� (x1�x2)&(x2�x3) ÉÍÅÅÔ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉÏÛÉÂÏË ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ: P1(000) = 0; P1(001) = 0; P1(010) � 3; P0(011) =; P1(100) = 0; P0(101) � 4; P0(110) = ; P0(111) = : óÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ, v1 = 0; v0 = : ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 2, �ÏÌÕÞÉÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÔÅÏÒÅÍÙ 5. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ÆÏÎ îÅÊÍÁÎ äÖ. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÁÑ ÌÏÇÉËÁ É ÓÉÎÔÅÚ ÎÁÄÅÖÎÙÈ ÏÒ-ÇÁÎÉÚÍÏ× ÉÚ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ // á×ÔÏÍÁÔÙ. í.: éÚÄ-×Ï ÉÎÏ-ÓÔÒ. ÌÉÔ., 1956. | ó. 68{139.2. áËÓÅÎÏ× ó. é. ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ ÎÁÄ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÏÌÎÏÊÓÉÓÔÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× // éÚ×ÅÓÔÉÑ ×ÙÓÛÉÈ ÕÞÅÂÎÙÈ ÚÁ×ÅÄÅÎÉÊ. ðÏ×ÏÌÖÓËÉÊ ÒÅÇÉÏÎ.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÎÁÕËÉ. | 2005. | �6 (21). | ó. 42{55.3. òÅÄØËÉÎ î. ð. îÁÄÅÖÎÏÓÔØ É ÄÉÁÇÎÏÓÔÉËÁ ÓÈÅÍ. | í.: éÚÄ-×Ïíçõ, 1992.4. áÌÅÈÉÎÁ í. á. ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ ÉÚ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×x=y // íÁÔÅÒÉÁÌÙ XI íÅÖÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÛËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÁ "óÉÎ-ÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ" (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ, 20{25ÎÏÑÂÒÑ 2000 Ç.). þ. 1. | í.: éÚÄ-×Ï �ÅÎÔÒÁ �ÒÉËÌ. ÉÓÓÌÅÄ. �ÒÉ ÍÅÈ.-ÍÁÔ. Æ-ÔÅ íçõ, 2001. | ó. 9{14.÷ùþéóìé�åìøîáñ òåáìéúáãéñ áìçïòé�íï÷íéîéíéúáãéé �åòíáìøîùè ðòåäó�á÷ìåîéêâõìå÷ùè æõîëãéê îåâïìøûïê òáúíåòîïó�é÷ âéîáòîùè é �åòîáòîùè âáúéóáèá. ó. âÁÌÀË, ó. ÷. âÁÌÀË (éÒËÕÔÓË)ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ. âÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ (ÉÌÉ �ÒÏÓÔÏÆÕÎË�ÉÅÊ) ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ f : f0; 1gn !f0; 1g.�ÅÒÍ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ B Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:1) �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x1; : : : ; xi; : : : Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÔÅÒÍÁÍÉ;2) ÅÓÌÉ 0 2 B, ÔÏ 0 | ÔÅÒÍ, ÅÓÌÉ 1 2 B, ÔÏ 1 | ÔÅÒÍ;3) ÅÓÌÉ �1; : : : ;�m | ÔÅÒÍÙ, É g | ÉÍÑ m-ÍÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ B,ÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ g(�1; : : : ;�m) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÅÒÍÏÍ.12



äÌÑ Õ�ÒÏÝÅÎÉÑ, ×ÈÏÖÄÅÎÉÑ × ÔÅÒÍÙ Ä×ÕÈÍÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÂÕÄÅÍ ÚÁ-�ÉÓÙ×ÁÔØ × ÉÎÆÉËÓÎÏÊ ÎÏÔÁ�ÉÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, x1 _ x2 ×ÍÅÓÔÏ _(x1; x2).íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÅÒÍÏ× ÎÁÄ B ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ '(B). íÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÔÅÒÍ �, ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ �(�).ðÕÓÔØ �(�) � fx1; : : : ; xng. �ÏÇÄÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÔÅÒÍÁ � ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ~� = (�1; : : : ; �n), ~� 2 f0; 1gn, ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �(~�) É ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:1) ÅÓÌÉ � � xi, ÔÏ �(~�) = �i;2) ÅÓÌÉ � | ÉÍÑ ÎÕÌØÍÅÓÔÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÔÏ �(~�) | ÅÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ;3) ÅÓÌÉ � � g(�1; : : : ;�m), ÔÏ �(~�) | ÜÔÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ g ÎÁÎÁÂÏÒÅ (�1(~�); : : : ;�m(~�)).âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÔÅÒÍ � �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ n-ÍÅÓÔÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀf , ÅÓÌÉ �(�) � fx1; : : : ; xng É ÎÁ ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ~� 2 f0; 1gn ×Ù�ÏÌÎÑ-ÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(~�) = f(~�). ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ, ÚÁ�ÉÓØ f � � ÏÚÎÁÞÁÅÔ,ÞÔÏ ÔÅÒÍ � �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ f . íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÒÍÏ× ÎÁÄ B,�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÀ f ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ 'f (B).óÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÔÅÒÍÁ � ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅÌÉÞÉÎÕ L(�), ÒÁ×ÎÕÀÞÉÓÌÕ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÔÅÒÍ �. óÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÆÕÎË�ÉÉ fÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÆÕÎË�ÉÊ B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÌÉÞÉÎÁ LB(f), ËÏÔÏÒÁÑÏ�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁËLB(f) = �1; ÅÓÌÉ 'f (B) = ;;minfL(�) j � 2 'f (B)g; ÉÎÁÞÅ:æÕÎË�ÉÑ g ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊ �ÏÄÆÕÎË�É-ÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n + 1, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÅÔÓÑ i 2 f1; : : : ; ng, É� 2 f0; 1g, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ~� 2 f0; 1gn ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïg(�1; : : : ; �n) = f(�1; : : : ; �i�1; �; �i; : : : ; �n):ä×Å n-ÍÅÓÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ f É g ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ ÏÄÎÏ-ÔÉ�ÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ (i1; : : : ; in) É ÎÁÂÏÒ ~� 2f0; 1gn+1, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ~� 2 f0; 1gn ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï f(�1; : : : ; �n) = �n+1 � g(�i1 � �1; : : : ; �in � �n):íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ B ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÍ (ÉÌÉ ÂÁÚÉÓÏÍ), ÅÓÌÉÌÀÂÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÔÅÒÍÏÍ ÎÁÄ B. âÁÚÉÓ BÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ:1) B ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ �ÏÄÆÕÎË�ÉÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÎÅÎÕÌØÍÅÓÔ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ B; 13

2) B ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÓÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ ÏÄÎÏÔÉ�ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ B.ìÀÂÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ ÆÕÎË�ÉÊ B, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÕ ÓÕ-ÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÎÅÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ Ä×ÕÈ,ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÁ×ÉÔØ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ÂÁÚÉÓ,ÚÁÍËÎÕ× B �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÏÄÎÏÔÉ�ÎÏÓÔÉ É �ÏÌÕÞÅÎÉÀÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ �ÏÄÆÕÎË�ÉÊ. �ÁËÏÊ ÂÁÚÉÓ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ B?.ëÌÁÓÓ ×ÓÅÈ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ×, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ Ä×ÕÈÍÅÓÔÎÕÀÌÉÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ x1�x2, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ NL. ëÌÁÓÓ NLk Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄ-ËÌÁÓÓÏÍ NL, ËÁÖÄÙÊ ÂÁÚÉÓ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÆÕÎË�ÉÊ ÒÁÚÍÅÒ-ÎÏÓÔÉ ×ÙÛÅ k. ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ NL2 � NL3 � � � � � NL.éÚ ÒÁÂÏÔ óÔÅ�ÅÎËÏ [1℄ É þÅÒÕÈÉÎÁ [2℄ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ NL3 ÓÏÓÔÏÉÔÉÚ ×ÏÓØÍÉ ÂÁÚÉÓÏ×:B000 = f_g?; B001 = fdg?; B010 = fpg?; B011 = fd; pg?;B100 = fzg? B101 = fd; zg?; B110 = fp; zg?; B111 = fd; p; zg?;ÇÄÅ d � x1x2 _ x1x3 _ x2x3, p � x1x2x3 _ �x1�x2�x3, z � x1x2 _ �x1x3.ðÏÓÔÁÎÏ×ËÁ ÚÁÄÁÞÉ. úÁÄÁÞÁ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ ÓÔÁ×ÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ: ÄÌÑ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ �ÏÌÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á B É ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊÆÕÎË�ÉÉ f �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÎÁÄ B ÔÅÒÍ �, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ f , ÔÁË ÞÔÏÂÙÞÉÓÌÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × � ÂÙÌÏ ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÔÏÂÙ×Ù�ÏÌÎÑÌÏÓØ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï L(�) = LB(f).÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÑ 5-ÍÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ × ÌÀÂÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÉÚ NL3. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÂÁÚÉÓÉÚ NL3 �ÏÌÎÙÊ, ×ÅÌÉÞÉÎÁ LB(f) ËÏÎÅÞÎÁ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f É ÌÀ-ÂÏÇÏ B 2 NL3. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÏÄÎÏÔÉ�ÎÏÓÔÉÓÏÈÒÁÎÑÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÆÕÎË�ÉÊ, ÔÁË ËÁË ×ÓÅ ÂÁÚÉÓÙ × NL3 �ÒÉ×ÅÄÅÎ-ÎÙÅ.ðÏÄÈÏÄ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ. äÌÑ ÚÁÄÁÞÉ × ÄÁÎÎÏÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÒÅÛÅÎÉÑ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÊÓÑ Ë ËÌÁÓÓÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× \�ÏÌ-ÎÏÇÏ �ÅÒÅÂÏÒÁ". ëÁË �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ �ÒÁËÔÉËÁ, ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁÏÂÙÞÎÏ ÎÅ �ÒÉÇÏÄÎÙ ÄÌÑ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ. ÷ ÔÏ ÖÅ ×ÒÅ-ÍÑ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÄÏ ÓÉÈ �ÏÒ ÎÅ ÒÁÚÒÁÂÏÔÁÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ËÏÔÏÒÙÊ ÎÅÏÔÎÏÓÉÌÓÑ ÂÙ Ë ËÌÁÓÓÕ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× \�ÏÌÎÏÇÏ �ÅÒÅÂÏÒÁ". âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ,ÅÓÔØ ÇÉ�ÏÔÅÚÁ, ÞÔÏ ÔÁËÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ [3℄.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ �ÏÄÈÏÄ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÒÅ-ÛÁÔØ ÚÁÄÁÞÕ ÚÁ ÒÁÚÕÍÎÏÅ ×ÒÅÍÑ ÄÌÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉÎÅ ÂÏÌÅÅ �ÑÔÉ. ðÏÄÈÏÄ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ:1) ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÂÁÚÁ ÄÁÎÎÙÈ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÄÌÑ ÏÄÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ ËÁÖÄÏÇÏËÌÁÓÓÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÏÄÎÏÔÉ�ÎÏÓÔÉÓÔÒÏÉÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÅÒÍ; 14



2) ÚÁÔÅÍ, ÄÌÑ ÔÏÇÏ ÞÔÏÂÙ ÎÁÊÔÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÅÒÍ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f , × ÂÁÚÅ ÄÁÎÎÙÈ ÉÝÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÉÚ ÔÏÇÏ ÖÅ ËÌÁÓÓÁÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, ÞÔÏ É f , É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÅÅ ÔÅÒÍ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÔÓÑÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏÂÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÔØ ÆÕÎË�ÉÀ f .ïÓÎÏ×ÎÏÅ �ÒÅÉÍÕÝÅÓÔ×Ï ÄÁÎÎÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÂÁ-ÚÁ ÄÁÎÎÙÈ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÉÎ ÒÁÚ. ÷ÔÏÒÁÑ ÞÁÓÔØ ÄÁÎÎÏÇÏ �ÏÄÈÏÄÁÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ ÚÁ ×ÒÅÍÑ P + Q + R, ÇÄÅ P | ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ,ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑ ËÌÁÓÓÁ ÜË×É×ÁÌÅÔÎÏÓÔÉ,Q | ÜÔÏ ×ÒÅÍÑ �ÏÉÓËÁ ÜÔÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÑ × ÂÁÚÅ ÄÁÎÎÙÈ É R |×ÒÅÍÑ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÁ�ÉÉ ÆÏÒÍÕÌÙ. óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ Ñ×ÌÑ-ÅÔÓÑ ÔÁËÖÅ ÒÁÚÍÅÒ ÂÁÚÙ ÄÁÎÎÙÈ S.òÁÚÍÅÒ ÂÁÚÙ ÄÁÎÎÙÈ S | ÜÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ-ÓÔÉ, ËÏÔÏÒÏÅ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÍÕÌØÔÉ�ÌÉËÁÔÉ×ÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ ÍÏÖÎÏÎÁÊÔÉ �ÏÄÅÌÉ× ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÆÕÎË�ÉÊ× ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ (2n+1 � n!); ÚÎÁÞÅÎÉÅ P �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ�ÏÉÓËÁ × ÎÅÕ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÍ ÍÁÓÓÉ×Å ÒÁÚÍÅÒÏÍ O(2n+1 � n!); ÚÎÁÞÅÎÉÅQ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÉ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÉ Ä×ÏÉÞÎÏÇÏ �ÏÉÓËÁ × ÂÁÚÅ ÄÁÎÎÙÈ ÒÁÚ-ÍÅÒÏÍ S; ÚÎÁÞÅÎÉÅ R ÅÓÔØ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÏÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ LB(f),ËÏÔÏÒÁÑ ÅÓÔØ O � 2nlnn� [4℄. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,P = O(2n+1 � n!); Q = O�ln 22n�12n � n!� ; R = O� 2nlnn� :ðÏÓËÏÌØËÕ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ �ÑÔÉÍÅÓÔÎÙÅ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ, ÔÏn = 5 É, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, 2n+1 � n! = 7680. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ,\Ó�ÒÑÔÁÎÎÙÅ" × ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÉ O(�) ÎÅ ×ÅÌÉËÉ, É �ÏÜÔÏÍÕ ÎÁ ÓÏ×ÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÁÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉÍÇÎÏ×ÅÎÎÏ.ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÂÁÚÙ ÄÁÎÎÙÈ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÓÁÍÏÊ ÔÒÕÄÏÅÍËÏÊÞÁÓÔØÀ ÒÅÛÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÂÁÚÙ ÄÁÎÎÙÈ. ðÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÂÁÚÙÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÏÔ ÔÅÒÍÏ× ÍÅÎØÛÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÔÅÒÍÁÍ ÂÏÌØÛÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÏÓÎÏ×ÁÎÉÉ ÓÌÅÄÕÀÝÅÊ ÌÅÍÍÙ.ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÅÒÍ � ÎÁÄ �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÍ ÂÁÚÉ-ÓÏÍ B, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÊ ÆÕÎË�ÉÀ f ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ g(�1; : : : ;�m), �ÕÓÔØÆÕÎË�ÉÉ f1; : : : ; fn ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f1 � �1; : : : ; fm � �m, É �ÕÓÔØ fÆ1 |�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ ÏÄÎÏÔÉ�ÎÁÑ Ó f1. �ÏÇÄÁ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÆÕÎË-�ÉÉ gÆ; fÆ2 ; : : : ; fÆm ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ ÏÄÎÏÔÉ�ÎÙÅ Ó ÆÕÎË�ÉÑÍÉ g; f2; : : : ; fmÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÁËÉÅ ÞÔÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ gÆ(	1; : : : ;	m), × ËÏÔÏ-ÒÏÍ 	1; : : : ;	m | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÔÅÒÍÙ ÎÁÄ B, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅfÆ1 ; fÆ2 ; : : : ; fÆm ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÔÅÒÍÏÍÎÁÄ B, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ fÆ, ÏÂÏÂÝÅÎÎÏ ÏÄÎÏÔÉ�ÎÕÀ Ó f .15

üÔÁ ÌÅÍÍÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÇÒÁÎÉÞÉÔØ �ÅÒÅÂÏÒ, ×ÙÂÉÒÁÑ × ËÁÞÅÓÔ×Å�ÅÒ×ÏÇÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁ × ÂÁÚÉÓÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÑÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÔÅÒÍÙ ÔÏÌØ-ËÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ËÌÁÓÓÏ× �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÏÄÎÏÔÉ�ÎÏ-ÓÔÉ.äÒÕÇÁÑ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ f1; : : : ; fm,×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÅÓÑ × ÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ËÅ ÌÅÍÍÙ, ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÞÔÏÂÙ ×Ù�ÏÌÎÑÌÁÓØ �Å�ÏÞËÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× LB(f1) � � � � � LB(fm).òÅÚÕÌØÔÁÔÙ. ðÏ Ï�ÉÓÁÎÎÏÍÕ ÍÅÔÏÄÕ ÂÙÌÉ �ÒÏ×ÅÄÅÎÙ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÑ ÎÁ ÂÁÚÅ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÓÅÒ×ÅÒÁ éÒËÕÔÓËÏÇÏ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ�ÅÄÁÇÏÇÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× �ÒÉ×ÅÄÅÍ × ÔÁÂÌÉ�Å Ï�ÅÎËÉ ÄÌÉÎÙ ÍÉ-ÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÔÅÒÍÏ× ÄÌÑ ÓÁÍÙÈ ÓÌÏÖÎÙÈ �ÑÔÉÍÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ É,ÇÄÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ËÌÁÓÓÏ×, ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔÎÁÉÂÏÌØÛÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. ÷ ÔÁÂÌÉ�Å ÄÌÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÓ�ÏÌØÚÕ-ÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÚÁÄÁÎÉÅ × ÛÅÓÔÎÁÄ�ÁÔÅÒÉÞÎÏÍ ×ÉÄÅ É ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:B | ÂÁÚÉÓ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ NL3; LB(5) = maxfLB(f) j f : f0; 1g5 ! f0; 1gg;�(B) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ×ÓÅÈ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ �ÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ÏÄÎÏÔÉ�ÎÏÓÔÉ, ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ LB(5).B LB(5) �(B) B LB(5) �(B)B000 29 1669E996 B101 24 16686BD616686997 1668688116696997 � 24 69969669B001 � 26 B110 20 16696997B010 21 16696997 16686BD6B100 � 24 B111 20 16696997B011 21 16696997 16686BD6íÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ÔÅÒÍÙ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ�ÑÔÉ, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÁ ÓÁÊÔÅ http://isttu.irk.ru/mbf/.úÁËÌÀÞÅÎÉÅ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ ÓÌÕÞÁÊ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ × ÂÁÚÉ-ÓÁÈ ÉÚ ËÌÁÓÓÁ NL3. ðÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÍ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ �ÒÉ-×ÅÄÅÎÎÙÅ ÔÅÒÎÁÒÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ Ä×ÕÈÍÅÓÔÎÕÀ ÌÉÎÅÊÎÕÀÆÕÎË�ÉÀ.äÒÕÇÉÍ ÏÔËÒÙÔÙÍ ×Ï�ÒÏÓÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×Ï�ÒÏÓ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÉÎÉ-ÍÁÌØÎÙÈ ÔÅÒÍÏ× ÄÌÑ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé(�ÒÏÅËÔ 04-07-90178-×).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. óÔÅ�ÅÎËÏ ÷. á. ï �ÒÅÄ�ÌÏÈÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ × P2 // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 4. | í.: îÁÕËÁ, 1992. | ó. 139{177.16



2. þÅÒÕÈÉÎ ä. à. áÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ ÂÕÌÅ×ÙÈÂÁÚÉÓÏ× // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 8. | í.:îÁÕËÁ, 1999. | ó. 77{122.3. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ï ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÜÌÉÍÉÎÁ�ÉÉ �ÅÒÅÂÏÒÁ ×ÓÅÈÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ P2 �ÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÚÁÄÁÞ ÔÅÏÒÉÉ ÓÈÅÍ // äÏËÌ.áî óóóò. | 1959. | �. 124, � 1. | ó. 44{47.4. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÊ ÆÕÎË�ÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏ-ÇÉËÉ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 3. | í.: æÉÚÍÁÔ-ÇÉÚ, 1960. | ó. 61{80.ðòéíåîåîéå �íå�ïäá ÷òïîóëéáîï÷�äìñ òåûåîéñ ëïíâéîá�ïòîùè úáäáþì. î. âÏÎÄÁÒÅÎËÏ (ðÅÎÚÁ)éÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÒÅÛÅÎÉÑ ÒÑÄÁ �ÅÒÅÞÉ-ÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÌÉÎÅÊÎÙÍ Ä×ÕÈÉÎÄÅËÓÎÙÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔ-ÎÙÍ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍ, �ÒÏÓÔÙÍ �ÒÉÍÅÒÏÍ ËÏÔÏÒÙÈ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅ-ÎÉÅ a0;k = Æ0;jkj; am;k = �am�1;k + �am�1;k�1; m 2 N; k 2 Z; (1)ÇÄÅ Æ0;jkj | ÓÉÍ×ÏÌ ëÒÏÎÅËÅÒÁ, Á ÆÕÎË�ÉÉ �=�(m; k) É �=�(m; k) Ó�ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÌÉÎÅÊÎÙ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ m É k.ïÄÉÎ ÉÚ ÍÏÝÎÅÊÛÉÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÄÎÏÉÎÄÅËÓÎÙÈ ÒÅËÕÒ-ÒÅÎÔÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÏÓÎÏ×ÁÎ ÎÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÄÌÑ ÉÓËÏÍÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÏÄÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÇÏ. îÏ ÕÖÅÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ (1) ÞÁÓÔÏ ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ ÎÁÊÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ �ÒÏÉÚ-×ÏÄÑÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ × [1, 2℄ ÏÔÍÅÞÁÅÔÓÑ×ÁÖÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÏÂÝÉÈ �ÏÄÈÏÄÏ× ÄÌÑ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÔÁËÉÈ ÓÏ-ÏÔÎÏÛÅÎÉÊ.÷×ÅÄÅÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ um(t)=Pk am;ktr(m;k) ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÇÏ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÏÇÏ t, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÑ r(m; k) Ó �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍÉ ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔÁÍÉ ÌÉÎÅÊÎÁ �Ï m É k, É �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ � É � ××ÙÒÁÖÅÎÉÉ (1) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉÎÅÊÎÙÊ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒH=H(D; t), D=d=dt, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ:um+1(t) = Hum(t); m � m0 � 0; (2)17

ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ W ('0(t); :::; 'm�1(t))=det(Di'j(t))m�1i;j=0 ÄÌÑ ÓÉÓÔÅ-ÍÙ ÆÕÎË�ÉÊ f'j(t)gm�10 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ ÷ÒÏÎÓËÏÇÏ ÉÌÉ×ÒÏÎÓËÉÁÎÏÍ É ÏÂÌÁÄÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:ìÅÍÍÁ. ðÕÓÔØ �=fD('j(t)='0(t))gm�11 . �ÏÇÄÁa) W ('0(t); :::; 'm�1(t))=('0(t))mW (�);b) ÅÓÌÉ f'j(t)gm�10 |ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÌÉÎÅÊ-ÎÏÇÏ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Lu=0, ÇÄÅ Lu �Pmi=0 pi(t)Diu Éu=u(t), ÔÏ Lu='0(t)pm(t)W (�; D(u(t)='0(t))=W (�).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÑÍÏÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ D('j(t)='0(t)) É �ÒÉÍÅÎÅ-ÎÉÅ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÊ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÔÏÖÄÅÓÔ×Õ a),Á b) ÎÅÓÌÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÏÄÎÏÒÏÄÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÕÒÁ×-ÎÅÎÉÊ fPmi=0 pi(t)Di'j(t)=0gm�1j=0 , Pmi=0 pi(t)Diu�Lu=0 É ÉÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÎÉÑ ÔÏÖÄÅÓÔ×Á a).ðÒÉ ××ÅÄÅÎÎÙÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑÈ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ um(t) ÍÏÖÎÏ ×ÙÒÁÚÉÔØÞÅÒÅÚ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ×ÒÏÎÓËÉÁÎÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (H � z)U=0,ÇÄÅ z | ËÏÍ�ÌÅËÓÎÏÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÅ, ÉÍÅÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÆÏÒ-ÍÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ U(t; z)=P1j=0 bj'j(t)zj. �ÏÇÄÁ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎum(t) = '0(t)pm�m0(t)W (�; D(um0(t)='0(t))=W (�); (3)ÇÄÅ �=fD('j(t)='0(t))gm�m0�11 , f'j(t)gm�m00 | ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÁÑÓÉÓÔÅÍÁ ÒÅÛÅÎÉÊ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ Hm�m0u=0, Á pm�m0(t) | ËÏÜÆÆÉ�É-ÅÎÔ �ÒÉ ÓÔÁÒÛÅÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÏÊ × �ÏÓÌÅÄÎÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÉ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ (2) ÉÍÅÅÍ um(t)=Hm�m0um0(t). äÌÑ ÆÏÒ-ÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÑÄÁ U(t; z)=P1m=0 um+m0(t)=zm ÔÁËÖÅ ÉÚ (2) �ÏÌÕÞÁ-ÅÔÓÑ ÆÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ (H�z)U=�um0(t)z, ÒÅÛÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏU(t; z)=�(H�z)�1um0(t)z. ðÏÜÔÏÍÕ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÔÏÖÄÅ-ÓÔ×Ï (H�z)�1=�P1m=0Hm=zm+1 É ÏÓÔÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÎÉÔØ ÌÅÍÍÕ.÷ ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÆÆÅÒÅÎ�ÉÁÌØÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅ-ÎÉÊ �ÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÔÅÏÒÅÍÙ 1 �ÒÉÍÅÎÅÎ ÆÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÒÑÄ, Á �Ï-ÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÅÔÒÕÄÎÏ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÔØ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÂÏÌÅÅÓÌÏÖÎÙÈ Ä×ÕÈÉÎÄÅËÓÎÙÈ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÉÍÅÒÙ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ ÍÅÔÏÄÁ ×ÒÏÎÓËÉÁÎÏ×.1. þÉÓÌÁ óÔÉÒÌÉÎÇÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÒÏÄÁ Sm;k Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉ-ÅÍ (1) �ÒÉ �=k, �=1. äÌÑ ÎÉÈ ÉÍÅÅÍ um(t)=Pmk=0 Sm;ktk, u0(t)=1,H=t(D+1), pm(t)=tm, '0(t)=e�t, �=fD lnj tgm�11 .2. þÉÓÌÁ ìÁÈÁ ÂÅÚ ÚÎÁËÁ Lm;k=m!k! �m�1k�1 � Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕ-ÌÏÊ (1) �ÒÉ �=m+k�1, �=1. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ um(t)=Pmk=0 Lm;ktm+k,18



u0(t)=1, H=t2(D+1), pm(t)=t2m, '0(t)=e�t, �=fDt�jgm�11 .3. þÉÓÌÁ [m!=k!℄, ÇÄÅ [�℄ ÏÚÎÁÞÁÅÔ �ÅÌÕÀ ÞÁÓÔØ, ÚÁÄÁÀÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅ-ÎÉÅÍ (1) �ÒÉ �=m�k, �=1. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ um(t)=Pm�1k=0 [m!=k!℄tm�k,u1(t)=t, H=t2D+1, pm�1(t)=t2(m�1), '0(t)=e1=t, �=fDt�jgm�21 .4. þÉÓÌÁ íÏÒÇÁÎÁ �k0m=k!Sm;k ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅÍ (1) �ÒÉ�=�=k. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ um(t)=Pmk=0 k!Sm;ktk, u0(t)=1, H=tD(t+1),pm(t)=(t2 + t)m, '0(t)=(t+ 1)�1, �=fD lnj(t=(t+ 1))gm�11 .5. þÉÓÌÁ êÏÒÄÁÎÁ ÂÅÚ ÚÎÁËÁ Jm;k Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ (1)�ÒÉ �=�=2m�k�1. ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÕÞÉÍ um(t)=Pmk=0 Jm;kt2m�k,u0(t)=1, H=t2D(t+1), pm(t) = (t3 + t2)m, '0(t)=(t+ 1)�1, Á ÓÉÓÔÅÍÁÆÕÎË�ÉÊ �=fD(1=t+ ln(t=(t+ 1))jgm�11 .ðÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÅ �ÒÉÍÅÒÙ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÙ ÎÁ �ÅÌÙÅ ÏÔÒÉ-�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÎÄÅËÓÁ m. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ S�k;�m ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÓÞÉÓÌÁÍÉ óÔÉÒÌÉÎÇÁ sm;k �ÅÒ×ÏÇÏ ÒÏÄÁ ÂÅÚ ÚÎÁËÁ, Á Lm;k=L�k;�m.ðÏÓÔÁ×ÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÎÁ ×ÅËÔÏÒÎÙÅ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ. ðÕÓÔØ ËÁ-ÖÄÁÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁ k { ÍÅÒÎÏÇÏ ×ÅËÔÏÒÁ (n; : : : ; n), ÇÄÅ n=6m+1, ÒÁÚ-ÌÏÖÅÎÁ ÎÁ ÔÒÉ �ÅÌÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ x<y<z, x+y+z=nÔÁË, ÞÔÏ ×ÓÅ ÓÌÁÇÁÅÍÙÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. ðÕÓÔØ qm;k | ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈÎÁÂÏÒÏ× ÔÒÏÅË (x; y; z) �ÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ ÉÈ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÎÉÉ.ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ m �ÏÓÔÒÏÉÍ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØÎÕÀ ÔÁÂÌÉ�Õ, ÓÔÒÏ-ËÉ ËÏÔÏÒÏÊ x �ÒÏÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ ÞÉÓÌÁÍÉ 1; 2; : : : ; 2m�1, Á ÓÔÏÌÂ�Ù y |ÞÉÓÌÁÍÉ 2; 3; : : : ; 3m�1. ëÁÖÄÁÑ ÔÒÏÊËÁ (x; y; z) Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ËÌÅÔËÏÊÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù, × ËÏÔÏÒÕÀ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ 2m+2�z�6m�2, �ÒÉÞÅÍx<y<z, x+y+z=n.äÌÑ ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù qm;k ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÂÏ-ÒÏ× ÉÚ k ËÌÅÔÏË (x; y; z), Á �ÒÉ ÚÁÍÅÎÅ z × ËÌÅÔËÅ (x; y; z) ÓÉÍ×Ï-ÌÏÍ " � " ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Qm;k ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ k ËÌÅ-ÔÏË (x; y; �). ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÚÁ�ÏÌÎÅÎÎÙÈ ËÌÅÔÏË (x; y; z) ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á-ÅÍÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù ÒÁ×ÎÏ qm;1=Qm;1 É ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÞÉÓÌÏÍ m(3m�2).�ÁËÖÅ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÙ: q2r;2=r(3r�1)(24r2�32r+11),q2r+1;2=r2(72r2+24r�7) É Qm;2=m(m�1)(9m2�17m+7)=2.÷ Ó×ÑÚÉ Ó ÚÁÄÁÞÁÍÉ, �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÍÉ × [3℄, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÉÎÔÅÒÅÓÏ�ÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ qm;m, �ÒÉÞÅÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ: q1;1=1;q2;2=6; q3;3=65; q4;4=1013; q5;5=20973; q6;6=543505. äÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑÔÒÅÂÕÅÍÏÊ Ï�ÅÎËÉ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÒÉ ÎÁÞÁÌØÎÙÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ q0;k=Q0;k=Æ0;jkj Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ-×Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ:qm;k = qm�1;k + q0m;k + q00m;k; m 2 N; k 2 Z; (4)19

ÇÄÅ q0m;k | ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ k ËÌÅÔÏË (x; y; z) ÔÁÂÌÉ�Ù,× ËÏÔÏÒÙÈ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ ÉÍÅÅÔ ÎÏÍÅÒ ÓÔÒÏËÉ 1 ÉÌÉ 2; q00m;k | ÞÉÓÌÏÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ k ËÌÅÔÏË (x; y; z) ÔÁÂÌÉ�Ù, × ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ-ÓÑ ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ ÓÔÒÏËÉ 1 É ÒÏ×ÎÏ ÏÄÎÁ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ ÓÔÒÏËÉ2; Qm;k = Qm�1;k + �Qm�1;k�1 + �Qm�1;k�2; m 2 N; k 2 Z; (5)ÇÄÅ �=6m�4k�1, �=(3m�2k)(3m�2k+1).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ËÌÅÔÏË (x; y; z) ÔÁÂÌÉ�Ù �ÒÉÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍm × ËÌÅÔËÉ ×ÉÄÁ (x�2; y�2; z�2) �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÒÁÓÓÍÏ-ÔÒÅÎÉÀ ÔÁÂÌÉ�Ù ÄÌÑ ÓÌÕÞÁÑ m�1. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ k ÒÁÚÌÉÞÎÙÈËÌÅÔÏË (x; y; z) ÔÁÂÌÉ�Ù ÒÁÚÄÅÌÑÀÔÓÑ ÎÁ ÔÒÉ ËÌÁÓÓÁ: �ÅÒ×ÙÊ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ÒÏ×ÎÏ qm�1;k, ×ÔÏÒÏÊ | q0m;k, Á ÔÒÅÔÉÊ | q00m;k ÔÁËÉÈ ÎÁÂÏÒÏ×.ðÏÜÔÏÍÕ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (4). äÌÑ ËÌÅÔÏË ×ÉÄÁ (x; y; �) ÄÏ�ÏÌ-ÎÉÔÅÌØÎÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÞÉÓÌÏ �, ÒÁ×ÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÅÔÏË(x; y; �) × �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÓÔÒÏËÁÈ ÔÁÂÌÉ�Ù, ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÈ Ó ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÍÉ ×ÙÂÒÁÎÎÙÍÉ k�1 ËÌÅÔËÁÍÉ (x; y; �) ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÒÏË ÔÁÂÌÉ-�Ù. úÁÔÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ �, ÒÁ×ÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÁÒËÌÅÔÏË (x; y; �) × �ÅÒ×ÙÈ Ä×ÕÈ ÓÔÒÏËÁÈ ÔÁÂÌÉ�Ù, ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÝÉÈ ÓÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ×ÙÂÒÁÎÎÙÍÉ k�2 ËÌÅÔËÁÍÉ (x; y; �) ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÔÒÏËÔÁÂÌÉ�Ù. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ (5).÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÉÚ (4), (5) ÎÁÈÏÄÉÍ qm;0=Qm;0=1 �ÒÉ m�0, Á ÉÚ (5)�ÏÌÕÞÉÍ Q2r+1;3r+1=2�r(2r + 1)!2=r!, Q2r;3r�1=2�r�1(2r + 1)!2=r!.ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÏÇÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (5) Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎ um(t)=P[(3m�1)=2℄k=0 Qm;kt3m�2k, �ÒÉÞÅÍ u0(t)=1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÇÏÓ�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (2) Ó Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ H=t(D2+2tD+t2+1).òÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅ ÄÅÊÓÔ×ÉÑ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÎÁ ÜÔÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒ �ÒÉ×Ï-ÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍ: pm(t)=tm, '0(t)=e�t2=2, Á ÓÉÓÔÅÍÕ�=ffDtjgm1 ; fD(tj ln t)gm�11 g ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ 2m�1 ÆÕÎË�ÉÑ.óÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎË�ÉÊ � ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÒÅÛÅÎÉÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ (H � z)U=0, ËÏÔÏÒÏÅ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ ËÏÍ-ÂÉÎÁ�ÉÀ ÍÏÄÉÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ âÅÓÓÅÌÑ �ÅÒ×ÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÉÉÍÅÅÔ ×ÉÄ: U=pte�t2=2(C1I1(2ptz) + C2K1(2ptz)), Á ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÏÓÔÅ�ÅÎÑÍ z ÜÔÏÇÏ ×ÙÒÁÖÅÎÉÑ É �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÕÀÓÉÓÔÅÍÕ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ Ï�ÅÒÁÔÏÒÕ Hm.úÁ�ÉÓØ um(t) × ÆÏÒÍÅ (3) �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ:20



�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÅÒÅÞÉÓÌÑÀÝÉÊ ÞÉÓÌÁ Qm;k ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ:um(t) = mXk=1(�i)m+kLm;kHem+k(it)tk; (6)ÇÄÅ Lm;k | ÞÉÓÌÁ ìÁÈÁ ÂÅÚ ÚÎÁËÁ, Hen(t) | ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ üÒÍÉÔÁ [4℄,i=p�1. �ÁËÖÅ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏQm;m = (m+ 1)(m� 1)! mXk=1�mk�2�m+ km+ 1�2�k: (7)äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. �ÁË ËÁË �Ï ÉÚ×ÅÓÔÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ òÏÄÒÉÇÁHen(t)=(�1)net2=2Dne�t2=2, ÔÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÆÏÒÍ (3) ÄÌÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ×,Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÉÈ ÞÉÓÌÁ ìÁÈÁ ÂÅÚ ÚÎÁËÁ, É ÄÌÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÍÎÏÇÏ-ÞÌÅÎÏ× um(t), Á ÔÁËÖÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÈ Ó×ÏÊÓÔ× Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅ-ÌÅÊ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ×ÙÒÁÖÅÎÉÀ (6). ðÒÉ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ Ñ×ÎÙÈ ×ÙÒÁÖÅÎÉÊÄÌÑ ÞÉÓÅÌ Lm;k É ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× üÒÍÉÔÁ Hen(t) × ÆÏÒÍÕÌÕ (6) Ï�ÒÅÄÅ-ÌÅÎÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ �ÒÉ tm �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÊÔÉ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ Qm;m× ÆÏÒÍÅ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ (7).éÚ �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÓÌÅÄÕÅÔ�ÅÏÒÅÍÁ 4. a) Qm;m=O(Cm(m� 1)!), ÇÄÅ ÞÉÓÌÏ C Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ C=(1+�)(1��)�2�7; 41375, Á � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØ-ÎÙÍ ËÏÒÎÅÍ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ x3+x2+x�1=0 É ��0; 543689.b) qm;m=O(m(m� 1)!), ÇÄÅ 1<<C.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ ×ÙÒÁÖÅÎÉÉ (7) ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (k + 1){ÇÏ É k{ÇÏ ÞÌÅÎÏ× ÓÕÍÍÙ ÒÁ×ÎÏ 2�1k�1(k+1)�2(m+k+1)(m�k)2. ïÂÏÚÎÁÞÁÑ�=k=m É ÕÓÔÒÅÍÌÑÑ m É k Ë 1, ÎÁÈÏÄÉÍ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊÍÅÔÏÄÉËÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ ÓÕÍÍ Ó �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÍÉ ÞÌÅ-ÎÁÍÉ [2℄ Ï�ÅÎËÕ × a). äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ Ï�ÅÎËÉ × b) �ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕ-ÌÙ (4) É (5), ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ qm;m>(m�1)qm�1;m�1. �ÁËÖÅÕÞÉÔÙ×ÁÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï qm;k�Qm;k, ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÙÔÅËÁÀÝÅÅ ÉÚÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÞÉÓÅÌ.�ÅÏÒÅÍÁ 4 É ×ÙÞÉÓÌÅÎÎÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ qm;m �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ ×ÙÓËÁÚÁÔØÓÌÅÄÕÀÝÕÀ ÇÉ�ÏÔÅÚÕ: qm;m�Qmk=1 (5m�4)=5m�(m+1=5)=�(1=5), ÇÄÅ�(x) ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÇÁÍÍÁ ÆÕÎË�ÉÀ.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. çÒÜÈÅÍ ò., ëÎÕÔ ä., ðÁÔÁÛÎÉË ï. ëÏÎËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ.ïÓÎÏ×ÁÎÉÅ ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÉ. | í.: íÉÒ, 1998.21

2. âÅÎÄÅÒ ü. á. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ × ÔÅÏÒÉÉ �ÅÒÅÞÉÓÌÅ-ÎÉÊ // ðÅÒÅÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ. | í.:íÉÒ, 1979. | ó. 266{310.3. âÏÎÄÁÒÅÎËÏ ì. î. áÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÅÒÅÓÔÁ-ÎÏ×ÏË // ðÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. �ÅÚÉÓÙ ÄÏËÌÁÄÏ×XIV íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ (ðÅÎÚÁ, 23{28 ÍÁÑ 2005 Ç.). | í.:éÚÄ-×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2005. | ó. 21.4. ó�ÒÁ×ÏÞÎÉË �Ï Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ / ðÏÄ ÒÅÄ. í. áÂÒÁÍÏ-×É�Á, é. óÔÉÇÁÎ. | í.: îÁÕËÁ, 1979.óìïöîïó�ø ÷ùþéóìåîéñ üëóðïîåî�ùíå�ïäïí ëáòáãõâùñ. ÷. ÷ÅÇÎÅÒ (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄ å. ëÁÒÁ�ÕÂÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔ-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ [1℄, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÆÕÎË�ÉÀ ex ÓÏ ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔØÀ O(n log3 n log logn). ðÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÕÔÏÞÎÅÎÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÜÔÏÇÏ ÍÅÔÏÄÁ Ó Ñ×ÎÏ ×Ù�ÉÓÁÎÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ.éÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÉÚ [2℄: ÓÌÏÖÎÏÓÔØ (3; 2)-ËÏÍ�ÒÅÓ-ÓÏÒÁ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 5n, ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÌÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ ÞÉÓÅÌ ÄÌÉÎÙ nÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ 11n. ðÕÓÔØ M(n) | ÆÕÎË�ÉÑ, Ï�ÅÎÉ×ÁÀÝÁÑ Ó×ÅÒÈÕÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ Ä×ÕÈ n-ÚÎÁÞÎÙÈ ÞÉÓÅÌ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ 2M(n) �M(2n).äÁÌÅÅ ÉÚÌÁÇÁÅÔÓÑ ÍÅÔÏÄ ëÁÒÁ�ÕÂÙ [1℄ ×ÍÅÓÔÅ Ó ÕÔÏÞÎÅÎÎÙÍÉÏ�ÅÎËÁÍÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÛÁÇÁ. éÓÓÌÅÄÕÅÔÓÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ ex ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ [0; 1=4℄ Ó �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ 2�n, ÇÄÅ n > 8.÷×ÏÄÑÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ k = dlogne É p = 2k+1.÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ × ÔÏÞËÅ x0 ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ × ÔÏÞËÅxp, ÉÍÅÀÝÅÊ ×ÉÄ xp = 0;00�3�4 : : : �p É �ÒÉÂÌÉÖÁÀÝÅÊ ÔÏÞËÕ x0 Ó�ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ jx0 � xpj � 2�p. ÷ÏÚÎÉËÁÀÝÁÑ �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØ ÎÅ �ÒÅ-×ÏÓÈÏÄÉÔ e3=82�p.þÉÓÌÏ xp �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅxp = �224 + �328 + : : :+ �k+122k+1 ;ÇÄÅ �2 = �3�4; �3 = �5�6�7�8; : : : ; �k+1 = �p�2k+1 : : : �p22



É �� , 2 � � � k + 1 | �ÅÌÏÅ 2��1-ÚÎÁÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.�ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ exp �ÅÒÅ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑexp = k+1Y�=2 e��2�2� :ëÁÖÄÙÊ ÍÎÏÖÉÔÅÌØ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÒÁÓËÌÁÄÙ×ÁÅÔÓÑ × ÒÑÄ �ÜÊÌÏÒÁe��2�2� = e�=2m = 1+ �1!2m + �22!22m + : : :+ �rr!2rm +R�(r);ÇÄÅ m = 2� ; � = �� ; r = p 2��+1 = 2k��+2:R� | ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÊ ÞÌÅÎ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÉÊ 2�p. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,e��2�2� = �� + ��(r)2�p;ÇÄÅ �� = 1 + �1!2m + �22!22m + : : :+ �rr!2rm ; 0 < ��(r) < 1:þÉÓÌÏ �� �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÄÒÏÂÉ�� = a�=� ; � = r!2rm; a� = ��� :ðÕÓÔØ �� | p-ÚÎÁÞÎÏÅ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë �� , ÔÏ ÅÓÔØ�� = a�=� = �� + �0�2�p; j�0� j < 1:�ÏÇÄÁ exp = k+1Y�=2(�� + 2��2�p); j�� j � 1:üÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÄÏ�ÏÌÎÉÔØ ÄÏ 2l ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ, ÇÄÅ l =dlog ke, �ÏÌÏÖÉ× �� = 1; �� = 0 �ÒÉ � > k. ðÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅexp = 2l+1Y�=2 (�� + 2��2�p)ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÉÔØ Ó �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ 2�n ÚÁ l ÛÁÇÏ× ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ �ÒÏ-�ÅÓÓÁ. 23

îÁ �ÅÒ×ÏÍ ÛÁÇÅ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �Ï�ÁÒÎÏ ÍÎÏ-ÖÉÔÅÌÉ ÜÔÏÇÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ ÞÌÅÎÙ ×ÉÄÁ (�� + 2��2�p) É(��+1 + 2��+12�p). õÍÎÏÖÅÎÉÅ ����+1 �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ 2�p.îÁ ×ÔÏÒÏÍ ÛÁÇÅ �ÅÒÅÍÎÏÖÁÀÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �Ï�ÁÒÎÙÅ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÑ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÎÁ �ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÛÁÇÅ. ðÒÏÄÏÌÖÁÑ ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ,�ÏÌÕÞÉÍ × ËÏÎ�Å �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÓÏÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ex0 Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÞÅÔÙÒÅÍ ÜÔÁ�ÁÍ:1) �ÏÉÓË ÞÉÓÌÉÔÅÌÅÊ a� , 2 � � � k + 1;2) �ÏÉÓË ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÅÊ � = r!2rm, 2 � � � k + 1;3) ÄÅÌÅÎÉÅ a� ÎÁ � Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ 2�p, ÄÁÀÝÅÅ �� ;4) ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ �ÒÏ�ÅÓÓÁ ×ÓÅÈ �� .÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ a� �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÇÒÕ��ÉÒÏ×ËÉ É ×ÙÄÅÌÅÎÉÑÏÂÝÅÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ ÓÏÓÅÄÎÉÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÓÕÍÍÅa� = 2rmr! + 2(r�1)m r!1!�+ 2(r�2)m r!2!�2 + : : :+ 20 r!r!�r;ÚÁÔÅÍ ÇÒÕ��ÉÒÏ×ËÉ �ÁÒ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × ÞÅÔ×ÅÒËÉ, É ÔÁË ÄÁÌÅÅ, �Ï-ËÁ ÎÅ �ÏÌÕÞÉÔÓÑ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ. ÷ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÜÔÉÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅÍ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÏ× �ri�j(i), i = 1; : : : ; k � � + 2,j = 0; : : : ; ri2 � 1, ÇÄÅ ri = 2r2i . óÎÁÞÁÌÁ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÓÁÍÙÅ ËÏÒÏÔ-ËÉÅ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÙ. ÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁ �ri�j(i) ÉÍÅ-ÅÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØL � �2 + � log rm ��M(2im) +�2 + � mlog r��M(2i log r) ++M(2i log r) + 21(i+ 2i(2m+ 2 log r));Á ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÓÅÈ a� ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔL � M(2k+2(k + 1)) + 4kM(2k+1k) + 4kM(2kk) ++M(2k+2)(4:5k2 + 4k) + 82k2k+2 + 7k(k + 1)(2k + 1) ++ 8k(k + 1) + 84k:ðÏÓËÏÌØËÕ ÄÌÑ ÄÅÌÅÎÉÑ ÎÁ � �ÏÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÉÈ ÎÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÔØ, ÍÙÂÕÄÅÍ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ � ×ÍÅÓÔÅ Ó ÉÈ ÄÌÉÎÁÍÉ. ðÏ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÀ,� = r!2rm = (2k��+2)!22k+2 ; 2 � � � k + 1:üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ×ÓÅ � ÍÏÖÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ, �ÏÓÞÉÔÁ× (2j)!,j = 1; : : : ; k, É �ÒÉ�ÉÓÁ× Ë ÎÉÍ ÎÕÖÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÎÕÌÅÊ.24



÷ÍÅÓÔÏ ÏÂÙÞÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÞÉÓÅÌ �ÒÉ �ÏÄÓÞÅÔÅ � ÂÕ-ÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÎÁÄ �ÁÒÁÍÉ ÞÉÓÅÌ, ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÕÀ ÞÉ-ÓÌÁÍ a; b É ÉÈ ÄÌÉÎÁÍ la; lb �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ab É ÄÌÉÎÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑlab: (a; la)� (b; lb)! (ab; lab):åÓÌÉ ÄÌÉÎÙ la É lb ÚÁÄÁÎÙ, ÔÏ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ab ÍÏÖÅÔ ÉÍÅÔØ ÄÌÉÎÕÌÉÂÏ la+ lb, ÌÉÂÏ la+ lb�1 (a 6= 0; b 6= 0). ÷ÙÂÒÁÔØ �ÒÁ×ÉÌØÎÕÀ ÄÌÉÎÕÍÏÖÎÏ, ÁÎÁÌÉÚÉÒÕÑ (la+ lb� 1)-Ê ÂÉÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ. óÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÏÊ�ÏÄÓÈÅÍÙ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔL(Sn) �M(n) + 3n+ 27dlogne+ 16;ÇÄÅ la � n; lb � n.÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÏÒÇÁÎÉÚÕÅÍ ÔÁË: ×Ù�ÉÛÅÍ ÞÉÓÌÁ 1; 1; 2; 3; 4; : : : ; 2k�1,ÞØÉ ÄÌÉÎÙ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ k. îÁ �ÅÒ×ÏÍ ÛÁÇÅ ÕÍÎÏÖÁÅÍ ÉÈ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �Ï�ÁÒÎÏ. ðÏÌÕÞÉÔÓÑ 2k�1 ÞÉÓÅÌ Ó ÄÌÉÎÏÊ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2k.òÅÚÕÌØÔÁÔÙ �ÅÒ×ÏÇÏ ÛÁÇÁ �ÅÒÅÍÎÏÖÉÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �Ï�ÁÒÎÏ, �Ï-ÌÕÞÉÍ 2k�2 ÞÉÓÅÌ ÄÌÉÎÙ 4k. ðÒÏÄÏÌÖÉÍ ÜÔÏÔ �ÒÏ�ÅÓÓ, �ÏËÁ ÎÅ �Ï-ÌÕÞÉÍ ÏÄÎÏ ÞÉÓÌÏ, ÒÁ×ÎÏÅ (2k � 1)!. óÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ×ÓÅÈ �×ÍÅÓÔÅ Ó ÉÈ ÄÌÉÎÁÍÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔL � kM(2k�1k) + 3k22k�1 + 27 � 2kdlog ke+ 43 � 2k ++ 11�k(k + 1)2 + k2k+2 + 2k + (k � 2)2k+1 + 4� :äÅÌÅÎÉÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ îØÀÔÏÎÁ: ÎÁÊÄÅÍ ÏÂÒÁÔ-ÎÕÀ ×ÅÌÉÞÉÎÕ Ë � , É ÕÍÎÏÖÉÍ a� ÎÁ �1� . éÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÉÔÅÒÁ�ÉÀs2n = zs2n � 2sn;ÇÄÅ 12 � z < 1 | ÎÏÒÍÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ � , z = �2�l� , sn |�ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ Ë z�1 Ó �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ 2�n. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ (k + 2) ÛÁÇÏ×ÉÔÅÒÁ�ÉÉ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÕÞÉÔØ z�1 Ó ÔÒÅÂÕÅÍÏÊ ÔÏÞÎÏÓÔØÀ. ðÏ ÏËÏÎÞÁ-ÎÉÉ ÉÔÅÒÁ�ÉÉ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÂÕÄÅÔ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÄÅÎÏÒÍÁÌÉÚÁ�ÉÀ, ÔÏ ÅÓÔØÕÍÎÏÖÉÔØ sn ÎÁ 2�l� .óÌÏÖÎÏÓÔØ ÄÅÌÅÎÉÑ a� ÎÁ � ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔL � 4(2k+2 + (k � � + 1)2k��+2 + 1)�� log(2k+2 + (k � � + 1)2k��+2 + 1) ++M(2k+2) +M(2k+3) +M(2k+4) + 16 � 2k+4:25

óÕÍÍÉÒÕÑ �Ï ×ÓÅÍ �, 2 � � � k + 1, �ÏÌÕÞÉÍL � 8k(k + 1)2k+2 + 8k(k + 1) + (k � 1)(k + 1)2k+2 + 4k + 4 ++M(2k+3) +M(2k+4) +M(2k+5) + 128 � 2k+2:ðÏÓËÏÌØËÕ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ 2�p, ÔÏ ÄÌÑ ×Ù-ÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Q �� ÔÒÅÂÕÅÔÓÑM(p)(2l�1 + 2l�2 + : : :+ 1) = (2l � 1)M(p) < 2kM(p)Ï�ÅÒÁ�ÉÊ.óËÌÁÄÙ×ÁÑ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ É ÇÌÕÂÉÎÙ ×ÓÅÈ ÜÔÁ�Ï×, �ÏÌÕ-ÞÁÅÍ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÕÀ Ï�ÅÎËÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ex ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ[0; 1=4℄ Ó �ÏÇÒÅÛÎÏÓÔØÀ 2�n:L � M(2k+2) + 4kM(2k+1k) + 4kM(2kk) + kM(2k�1k) ++ 2kM(2k+1) +M(2k+2)(5k2 + 4k) ++M(2k+3) +M(2k+4) +M(2k+5) ++ 2k+2(10k2 + 107k + 7 log k + 134) ++ k(k + 1)(14k + 29) + 110k + 48;ÇÄÅ k = dlogne. ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ Ï�ÅÎËÁ ÒÁ×ÎÁ �Ï �ÏÒÑÄËÕ ÉÓÈÏÄÎÏÊ Ï�ÅÎ-ËÁ ëÁÒÁ�ÕÂÙ O(n log3 n log logn), ÏÄÎÁËÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ×ÙÞÉÓÌÑÔØ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ÓÈÅÍÙ ÄÌÑ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ n.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÆÏÎ-ÄÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ (�ÒÏÅËÔ 05{01{00994), �ÒÏÇÒÁÍ-ÍÙ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ òæ (�ÒÏÅËÔ îû{5400.2006.1)É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ïÔÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ� (�ÒÏÅËÔ �óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ�). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÁÒÁ�ÕÂÁ å. á. âÙÓÔÒÙÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÔÒÁÎÓ�ÅÎÄÅÎÔÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ // ðÒÏÂÌÅÍÙ �ÅÒÅÄÁÞÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ. | 1991. | �. 27, ×Ù�. 4.2. Wegener I. The omplexity of boolean funtions // Stuttgart: Wi-ley, 1987.
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ïâ ïðåòá�ïòîïê ëìáóóéæéëáãééâõìå÷ùè æõîëãéêó. æ. ÷ÉÎÏËÕÒÏ× (éÒËÕÔÓË)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �Ï-ÓÔÒÏÅÎÎÁÑ �Ï ÇÒÕ��Å Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. ÷ÁÖÎÏÓÔØ ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÅÎÉÑ ÔÁËÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÚÁÄÁÞÅÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍÉ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ É ÉÈÏÂÏÂÝÅÎÉÑÍÉ | Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ.ðÕÓÔØ ~x | ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ ÄÌÑ ÎÁÂÏÒÁ x1; : : : ; xn. ï�ÅÒÁÔÏÒ t �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØÀ t1:::tn, ÇÄÅ ti 2 fd; e;pg, n | ÒÁÚ-ÍÅÒÎÏÓÔØ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ. äÅÊÓÔ×ÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ t ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ g(~x) Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ tg(~x) = gn(~x), ÇÄÅ g0(~x) = g(~x) Égi(~x) = (gi�1(~x); ÅÓÌÉ ti = e;gi�1(x1; :::; xi�1; �xi; xi+1; :::; xn); ÅÓÌÉ ti = p;gi�1(~x)� gi�1(x1; :::; xi�1; �xi; xi+1; :::; xn); ÅÓÌÉ ti = d:ðÏÄ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÂÕÌÅ×ÏÊÆÕÎË�ÉÉ f × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ×ÉÄÅ:f(~x) = a1(g(~x))� � � � � at(g(~x)); (�)ÇÄÅ a1; :::; at | Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ, g(~x) | ÆÕÎË�ÉÑ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÂÁÚÉÓÎÏÊ.ðÏÄÒÏÂÎÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ É Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÙÅ ÆÏÒÍÙ Ï�ÉÓÁÎÙ × [1℄. ÷ ÄÁÌØ-ÎÅÊÛÅÍ ÉÚÌÏÖÅÎÉÉ ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ g(~x) = x1 � � � � � xnîÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁÈ ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ. ðÕÓÔØ P | �ÏÌ-ÎÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å fd; e;pg. ðÕÓÔØ ' | �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ '1'2 : : : 'n, ÇÄÅ 'i 2 P . �ÏÇÄÁ ' ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ Ï�ÅÒÁÔÏÒa1 : : : an ÔÁË: '(a1 : : :an) = '1(a1) : : : 'n(an):ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× �ÒÏÄÏÌÖÁÅÔÓÑ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ: '(f) ='(b1)(g)� � � � � '(bt)(g):�ÁËÉÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ S-�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×Á-ÎÉÑÍÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. SP -�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁÚÏ×ÅÍ ËÏÍ�Ï-ÚÉ�ÉÀ S-�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ É �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÈ �ÅÒÅÓÔÁ-ÎÏ×ËÁÍÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.ìÅÇËÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ SP -�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ÇÒÕ��Õ, × ËÏ-ÔÏÒÕÀ ×ÈÏÄÉÔ �ÏÄÇÒÕ��Á S-�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.æÕÎË�ÉÉ f É g ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ SP (S)-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ-ÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ SP (S)-�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ', ÞÔÏ g = '(f).27

îÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍÅ �ÒÉ×ÅÄÅÎÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÅ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ S- É SP -ÜË×É-×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÅÊ Ó ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÑÍÉ (×ËÌÀÞÅÎÉÅ ÓÎÉÚÕ-××ÅÒÈ). j j j jjjj ������������������ ������
N PS PN LSP AóÉÍ×ÏÌÁÍÉ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÇÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ: P |ÇÒÕ��Á �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÚÁÄÁÅÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ g(~x) =f(xi1 ; :::; xin); N | ÇÒÕ��Á ÉÎ×ÅÒÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÚÁÄÁÅÔ �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ g(~x) = f(x�1 ; :::; x�n), �i 2 f0; 1g; x1 = x; x0 = �x; PN |ÇÒÕ��Á äÖÅ×ÏÎÓÁ, ÚÁÄÁÅÔ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ g(~x) = f(x�1i1 ; :::; x�nin );L| ÇÒÕ��Á ÌÉÎÅÊÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ g(~x) = f(�ia1ixi; :::;�ianixi),aij 2 f0; 1g; det(aij) 6= 0; A | ÇÒÕ��Á ÁÆÆÉÎÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊg(~x) = f(�ia1ixi � b1; :::;�ianixi � bn); det(aij) 6= 0; bj 2 f0; 1g:íÏÖÎÏ ÚÁÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ P , N , PN , L É A ÓÏÈÒÁÎÑ-ÀÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÅÄÉÎÉ� × ×ÅËÔÏÒÎÏÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ. âÏÌÅÅÔÏÞÎÏ, ÜÔÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉ-ÍÉ ÎÁ ×ÅËÔÏÒ ÆÕÎË�ÉÉ (�ÏÄÒÏÂÎÅÅ ÓÍ. [2℄).ðÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ P , N , PN , S É SP ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Ï�Å-ÒÁÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÙ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ | ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. ÷ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ, �Ï�ÁÄÁÀÝÉÅ × ÏÄÉÎ ËÌÁÓÓ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÌÀÂÏÊ ÉÚ ÜÔÉÈ ÇÒÕ��, ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ(ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ËÁË ÞÉÓÌÏ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ × Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÅ) [1℄. ïÄÎÁ-ËÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑ S É SP ÎÅ ÔÏÌØËÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ×ÅËÔÏÒÁ ÆÕÎË�ÉÉ, ÎÏ ÄÁÖÅ ÎÅ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ� ÆÕÎË�ÉÉ.ëÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÎÁÈÏÖÄÅ-ÎÉÅÍ ËÁË ÞÉÓÌÁ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÔÁË ÉÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏ×. äÌÑ S- É SP -�ÒÅÏÂ-ÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ×ÁÖÎÏÓÔØ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÉÈ ÎÅ�Ï-ÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ × ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÈ ÍÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÉ [3℄.äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÂÙÞÎÏ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅÍ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÁ ÇÒÕ��Ù �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ.÷ Ó×ÏÀ ÏÞÅÒÅÄØ ÒÅÛÅÎÉÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÄÌÑÇÒÕ��Ù SP -�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ Ó×ÑÚÁÎÏ Ó �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅÍÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ.28



äÌÑ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(~x) Ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÓÔÒÏ-ÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. éÚ×ÅÓÔÎÏ [1℄, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ aÎÁÊÄÕÔÓÑ 2n Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× b1; :::;b2n , ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ g(~x) ÉÍÅ-ÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a(g(~x)) =Mi bi(g(~x)): (��)÷ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÅ (�) ËÁÖÄÙÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ai ÚÁÍÅÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÓÕÍÍÏÊ (��), ÚÁÔÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÓÏËÒÁÝÅÎÉÅ �ÁÒ ÏÄÉ-ÎÁËÏ×ÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ. ðÏÌÕÞÅÎÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ É ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ Ó�Å�É-ÁÌØÎÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÏÊ (óïæ)[4℄.ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ (ÄÌÉÎÁ) óïæ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ SP -�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ. ðÒÉ n = 3 ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚ-ÎÕÀ ÄÌÉÎÕ óïæ.ï�ÅÒÁÔÏÒÙ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ, × ËÏÔÏÒÙÈÜÌÅÍÅÎÔ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ i ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xi. ðÏóïæ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁÂÌÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ 3�n ÞÁÓÔÏÔ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÙÈ ÓÉÍ×Ï-ÌÏ× | �Ï ËÁÖÄÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ �ÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÏÑ×ÌÅÎÉÊÓÉÍ×ÏÌÏ× d, e ÉÌÉ p. �ÁÂÌÉ�Á ÞÁÓÔÏÔ ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍ.ðÒÉ n = 4 ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÁÂÌÉ�Ù ÞÁ-ÓÔÏÔ.ðÒÉ n = 5 ÕËÁÚÁÎÎÙÅ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÙ ÎÅ ÏÂÒÁÚÕÀÔ �ÏÌÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ.ïÄÎÁËÏ ÄÌÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÔÁËÖÅ ÎÁÊÄÅÎ �ÏÌÎÙÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ. áÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÏ ÔÁÂÌÉ�Å ÞÁÓÔÏÔ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÔÁÂÌÉ�Á ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ 3n� 3n, ÓÏÓÔÏÑ-ÝÁÑ ÉÚ n� n Ë×ÁÄÒÁÔÏ× ÒÁÚÍÅÒÁÍÉ 3� 3. ë×ÁÄÒÁÔ ij ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ�ÁÒÅ xixj , ÓÔÏÌÂ�Ù É ÓÔÒÏËÉ Ë×ÁÄÒÁÔÁ �ÏÍÅÞÅÎÙ ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ fd, e,pg. üÌÅÍÅÎÔ Ë×ÁÄÒÁÔÁ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ Ó ÉÎÄÅËÓÏÍ de, ÒÁ×ÅÎ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Õ�ÁÒ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ÓÉÍ×ÏÌÏ× d É ÓÉÍ×ÏÌÏ× e × óïæ �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ xiÉ xj , ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. �ÁËÁÑ ÔÁÂÌÉ�Á ÔÁËÖÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÏÍSP-�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ, �ÒÉÞÅÍ ÄÌÑ n = 5 ÜÔÏ �ÏÌÎÙÊ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÏÓÔÏÇÏ �ÒÉÍÅÒÁ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f =(00010110). åÅ Ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ×ÙÇÌÑÄÉÔ ÔÁË (ÕËÁ-ÚÁÎÙ ÔÏÌØËÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ, ÂÁÚÉÓÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ g(x1; x2; x3) = x1 �x2 �x3):óïæ(f)=epp� epd� edp� edd�pep�ped� ppe�ppd�pde�pdp� dep� ded� dpe� dpp� dde� ddd.
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�ÁÂÌÉ�Á ÞÁÓÔÏÔ: �ÁÂÌÉ�Á �ÁÒ ÞÁÓÔÏÔ:x1 x2 x3d 6 6 6e 4 4 4p 6 6 6 d e p d e p d e pd 6 0 0 2 2 2 2 2 2e 0 4 0 2 0 2 2 0 2p 0 0 6 2 2 2 2 2 2d 2 2 2 6 0 0 2 2 2e 2 0 2 0 4 0 2 0 2p 2 2 2 0 0 6 2 2 2d 2 2 2 2 2 2 6 0 0e 2 0 2 2 0 2 0 4 0p 2 2 2 2 2 2 0 0 6òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔ04-07-90178×. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. éÚÂÒÁÎÎÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÔÅÏÒÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ / ðÏÄ ÒÅÄ. ÷É-ÎÏËÕÒÏ×Á ó. æ. É ðÅÒÑÚÅ×Á î. á. | í.: æéúíá�ìé�, 2001.2. ìÏÇÁÞÅ× ï. á., óÁÌØÎÉËÏ× á. á., ñÝÅÎËÏ ÷. ÷. âÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ× ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ËÒÉ�ÔÏÌÏÇÉÉ | í.: íãîíï, 2004.3. Gaidukov A. Algorithm to derive minimum ESOP for 6-variablefuntion // 5th International Workshop on Boolean Problems. |Freiberg, 2002.| P. 141{148.4. ÷ÉÎÏËÕÒÏ× ó. æ. ó�Å�ÉÁÌØÎÁÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÂÕÌÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ // íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÁÑ ÛËÏÌÁ-ÓÅÍÉÎÁÒ "óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ".| îÏ×ÏÓÉ-ÂÉÒÓË: ÉÚÄ-×Ï éí óï òáî.| 2004.| ó. 26{29.ðòïçòáííîáñ òåáìéúáãéñ ðïéóëáäïëáúá�åìøó�÷ ÷ âåóëïîåþîïúîáþîïêðòåäéëá�îïê ìïçéëå, ïóîï÷áîîïêîá ìéîåêîùè îåòá÷åîó�÷áèá. ó. çÅÒÁÓÉÍÏ× (óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ)÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÉÓËÁ ×Ù×ÏÄÁ × ÓÅË×ÅÎ-�ÉÁÌØÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ ÄÌÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÊ �ÒÅÄÉËÁÔÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ LqÂÏÌÅÅ ×ÙÒÁÚÉÔÅÌØÎÏÊ, ÞÅÍ ÌÏÇÉËÁ ìÕËÁÓÅ×ÉÞÁ. (ìÏÇÉËÁ Lq ËÒÁÔËÏÏ�ÉÓÁÎÁ × [1℄ É ÂÏÌÅÅ �ÏÄÒÏÂÎÏ, ×ÍÅÓÔÅ Ó ÓÅË×ÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉ-ÅÍ É ÅÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, | × [2℄.) �ÁËÖÅ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÏÓÏÂÅÎÎÏÓÔÉ ÉÎÔÅÒÆÅÊÓÁ �ÒÉËÌÁÄÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ(éðð) ÄÌÑ �ÏÉÓËÁ ×Ù×ÏÄÁ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ. çÌÁ×ÎÙÍÉ30



�ÒÉÎ�É�ÁÍÉ éðð Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÏÄÕÌØÎÏÓÔØ É ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÁÄÁ�ÔÁ-�ÉÉ Ë ÄÒÕÇÉÍ ÓÅË×ÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑÍ. éðð ÍÏÖÅÔ ÓÌÕÖÉÔØÑÄÒÏÍ ÄÅÄÕËÔÉ×ÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÁ ÌÏÇÉËÅ Lq.1. ïÂÚÏÒ ÓÉÎÔÁËÓÉÓÁ ÌÏÇÉËÉ É ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ. �ÅÒÍÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÒÅÄÍÅÔÎÁÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ É �ÒÅÄÍÅÔÎÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ. áÔÏÍÁÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕ-ÌÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÀÂÏÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ É �ÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ, ÚÁËÏÔÏÒÙÍ ÓÌÅÄÕÅÔ ÚÁËÌÀÞÅÎÎÙÊ × ÓËÏÂËÉ Ó�ÉÓÏË ÔÅÒÍÏ×.áÔÏÍÁÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÌÏÇÉËÉ Lq. åÓÌÉ A É B|ÆÏÒÍÕÌÙ, q | ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, x | �ÒÅÄÍÅÔÎÁÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, ÔÏ(A&B), (A _ B), 8xA, 9xA, (A � B), q � A Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ.ìÏÇÉÞÅÓËÁÑ Ó×ÑÚËÁ � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅÞÅÔËÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ, Á Ó×ÑÚ-ËÁ q� (ÇÄÅ q | ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ) | ÍÏÄÅÒÁÔÏÒÏÍ.÷ ÂÅÚÁÎÔÅ�ÅÄÅÎÔÎÏÍ ÏÂÒÁÔÉÍÏÍ ÓÅË×ÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ LqSÓ×ÑÚËÉ &, _ É Ë×ÁÎÔÏÒÙ ÍÏÇÕÔ ××ÏÄÉÔØÓÑ × ÇÌÁ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ ÚÁ-ËÌÀÞÅÎÉÑ ËÁË (Á) ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ ÓÁÍÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, (Â)ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÍ×ÏÌÙ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, ËÏÇÄÁ ÍÏÄÅÒÁÔÏÒ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÏ-ÇÉÞÅÓËÉÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ÓÁÍÏÇÏ ×ÅÒÈÎÅÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ, (×) ÌÏÇÉÞÅÓËÉÅ ÓÉÍ×ÏÌÙÂÏÌÅÅ ÎÉÚËÉÈ ÕÒÏ×ÎÅÊ, ËÏÇÄÁ ÎÅÞÅÔËÉÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ × ÇÌÁ×-ÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÎÁ ÎÅÓËÏÌØËÉÈ ×ÅÒÈÎÉÈ ÕÒÏ×ÎÑÈ, ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÕÒÏ×ÎÅ,×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÍÏÄÅÒÁÔÏÒ, É ÕÖÅ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÎÁÈÏ-ÄÉÔÓÑ ××ÅÄÅÎÎÙÊ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÓÉÍ×ÏÌ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÌÉÞÁÀÔÓÑ ÓÌÕÞÁÉÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ É ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ÍÏÄÅÒÁÔÏÒÏ× É ÓÌÕÞÁÉ ÔÁË ÎÁÚÙ-×ÁÅÍÙÈ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÈ É ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ � × ÆÏÒÍÕÌÕ.ë×ÁÎÔÏÒÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌÁ ×Ù×ÏÄÁ ÉÍÅÀÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÄÌÑ×Ù×ÏÄÁ ÞÉÓÔÙÈ ÓÅË×ÅÎ�ÉÊ. ðÒÉ×ÅÄÅÍ ÎÅÓËÏÌØËÏ �ÒÁ×ÉÌ ×Ù×ÏÄÁ:�; qn �A�; qn �B�; qn � (A _ B) (qn_), �; F1(A �+ qp �B(yjx))F2�; F1(A �+ qp � 8xB)F2 (�+ qp8),�; F1(A �� qp �B(tjx))F2; F1(A �� qp � 8xB)F2�; F1(A �� qp � 8xB)F2 (�� qp8).÷ ÜÔÉÈ �ÒÁ×ÉÌÁÈ � | Ó�ÉÓÏË ÆÏÒÍÕÌ, qn | ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁ�É-ÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, qp | ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ, A, B |ÆÏÒÍÕÌÙ, �+ | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ �, �� | ÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÏÅ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ �, x É y | �ÒÅÄÍÅÔÎÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, B(tjx) | ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÔÅÒÍÁ t ÎÁ ÍÅÓÔÏ ×ÓÅÈ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ �ÒÅÄ-ÍÅÔÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x, F1 É F2 | ÞÁÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÆÏÒÍÕÌÙ.ðÒÁ×ÉÌÁ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ F1 É F2, ××ÏÄÑÔ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÓÉÍ×ÏÌ �ÏÄ ÎÅ-ÓËÏÌØËÉÍÉ ÎÅÞÅÔËÉÍÉ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ É ÍÏÄÅÒÁÔÏÒÏÍ (ÓÍ. (×) ×ÙÛÅ).÷Ï�ÒÏÓ Ï ÔÏÍ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÓÅË×ÅÎ�ÉÑ ÁËÓÉÏÍÏÊ, Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÀ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÄÁÎÎÏÊ ÓÅË×ÅÎ�ÉÉ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× Ó ÒÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÚÎÁÞÎÙÍÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ (ÔÁË, ËÁË ÜÔÏ Ï�É-ÓÁÎÏ × [2℄) É �ÒÏ×ÅÒËÅ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ.31

ïÓÎÏ×ÎÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÏÊ �ÒÉ ÏÂÒÁÔÎÏÍ �ÏÉÓËÅ ×Ù×ÏÄÁ (ÎÁÞÉÎÁÑ Ó ÉÓ-ÈÏÄÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ×Ù×ÏÄ) × ÉÓÞÉ-ÓÌÅÎÉÉ LqS Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÅ ÔÅÒÍÏ× ÄÌÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ �ÒÉ ËÏÎÔÒ-�ÒÉÍÅÎÅÎÉÑÈ (ÏÔ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÊ Ë �ÏÓÙÌËÁÍ) ÍÉÎÕÓ-�ÒÁ×ÉÌ (Ô.Å. �ÒÁ-×ÉÌ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÊ ÔÅÒÍ, ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÎÙÊ t). �ÁËÉÈ ÔÅÒ-ÍÏ× ÄÌÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÍÎÏÇÏ. ÷ [2℄ ÔÁËÖÅ Ï�ÉÓÁÎÏ ÍÉÎÕÓ-ÎÏÒÍÁÌØÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÅ LqSn, ÒÁ×ÎÏÏÂßÅÍÎÏÅ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÀ LqS. éÓ-ÞÉÓÌÅÎÉÅ LqSn ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ LqS ÔÏÌØËÏ ÎÁÌÉÞÉÅÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÇÏÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÍÉÎÕÓ-�ÒÁ×ÉÌÁ: ÔÅÒÍ t ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÉÍ ÉÚÔÅÒÍÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ×ÈÏÄÑÔ × ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ �ÒÁ×ÉÌÁ É ËÏÔÏÒÙÅ ÎÅ Ñ×ÌÑ-ÀÔÓÑ Ó×ÑÚÁÎÎÙÍÉ × ÚÁËÌÀÞÅÎÉÉ �ÒÁ×ÉÌÁ; ÅÓÌÉ ÔÁËÉÈ ÔÅÒÍÏ× ÎÅÔ, ÔÏÔÅÒÍ t Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁËÏÊ ÕÇÏÄÎÏ �ÒÅÄÍÅÔÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÎÅ ×ÈÏÄÑÝÅÊ× ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ �ÒÁ×ÉÌÁ.2. áÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÉÓËÁ ×Ù×ÏÄÁ. ðÏÉÓË ×Ù×ÏÄÁ ÓÅË×ÅÎ�ÉÉ S0 ÏÓÕ-ÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ × ÓÅË×ÅÎ�ÉÁÌØÎÏÍ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÉ LqSn, ÄÏ�ÏÌÎÅÎÎÏÍ Ó�Å-�ÉÁÌØÎÙÍ ×ÉÄÏÍ �ÒÅÄÍÅÔÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ | ÍÅÔÁ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÉ. ðÒÉ�ÏÉÓËÅ ×Ù×ÏÄÁ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÚÁÇÏÔÏ×ËÁ ÄÅÒÅ×Á ×Ù×ÏÄÁ, ÅÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅÏ�ÉÓÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉÖÅ. éÚÎÁÞÁÌØÎÏ ÚÁÇÏÔÏ×ËÁ ÄÅÒÅ×Á ×Ù×ÏÄÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚÏÄÎÏÇÏ ÕÚÌÁ-ËÏÒÎÑ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÓÅË×ÅÎ�ÉÑ S0. áÌÇÏÒÉÔÍÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔ �Ï×ÔÏÒÅÎÉÅ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄÅÊÓÔ×ÉÊ.÷ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ (Á) �ÒÁ×ÉÌÏ ×Ù×ÏÄÁ R, (Â) ÓÅË×ÅÎ�ÉÑ S, ÎÁÈÏÄÑÝÁÑ-ÓÑ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÌÉÓÔÏ×ÙÈ ÕÚÌÏ× ÚÁÇÏÔÏ×ËÉ ÄÅÒÅ×Á ×Ù×ÏÄÁ, (×) ÇÌÁ×ÎÁÑÆÏÒÍÕÌÁ FM ÓÅË×ÅÎ�ÉÉ S É (Ç) ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ Fs �ÏÄÆÏÒÍÕÌÙ ÇÌÁ×ÎÏÊÆÏÒÍÕÌÙ, �ÒÉÞÅÍ ÜÔÁ �ÏÄÆÏÒÍÕÌÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ �ÏÄÆÏÒ-ÍÕÌÏÊ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÊ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÊ ÓÉÍ×ÏÌ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÁ×ÉÌÏ R ××ÏÄÉÔ.(îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÄÌÑ ×ÙÛÅ�ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌ ×Ù×ÏÄÁ ×ÙÂÒÁÎÎÙÅ �ÏÄ-ÆÏÒÍÕÌÙ ÂÕÄÕÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ (A_B), 8xB É 8xB ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ.) ðÒÉÔÁËÏÍ ×ÙÂÏÒÅ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÅ ÏÔÄÁÅÔÓÑ, ×Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÏÄÎÏ�ÏÓÙÌÏÞÎÙÍ�ÒÁ×ÉÌÁÍ, ÏÔÌÉÞÎÙÍ ÏÔ ÍÉÎÕÓ-�ÒÁ×ÉÌ, ×Ï-×ÔÏÒÙÈ, Ä×ÕÈ�ÏÓÙÌÏÞÎÙÍ�ÒÁ×ÉÌÁÍ É, ×-ÔÒÅÔØÉÈ, ÍÉÎÕÓ-�ÒÁ×ÉÌÁÍ, �ÒÉÞÅÍ �ÒÉ ×ÙÂÏÒÅ ÍÉÎÕÓ-�ÒÁ×ÉÌ �ÒÅÄ�ÏÞÔÅÎÉÅ ÏÔÄÁÅÔÓÑ ÔÏÍÕ ×ÈÏÖÄÅÎÉÀ �ÏÄÆÏÒÍÕÌÙ, Ë ËÏ-ÔÏÒÏÍÕ ÍÉÎÕÓ-�ÒÁ×ÉÌÏ �ÒÉÍÅÎÑÌÏÓØ ÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ.äÁÌÅÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ �ÒÁ×ÉÌÁ R Ë ÓÅË×ÅÎ�ÉÉ S ×ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ×ÙÂÒÁÎÎÙÍÉ FM É Fs. úÁÇÏÔÏ×ËÁ ÄÅÒÅ×Á ×Ù×ÏÄÁ ÄÏ-ÓÔÒÁÉ×ÁÅÔÓÑ ÔÁË, ÞÔÏ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ �ÏÔÏÍËÁÍÉ ÕÚÌÁ, ÓÏÄÅÒÖÁ-ÝÅÇÏ ÓÅË×ÅÎ�ÉÀ S, ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÕÚÌÙ, ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÅ ÓÅË×ÅÎ�ÉÉ-�ÏÓÙÌËÉ�ÒÁ×ÉÌÁ R.åÓÌÉ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ Ë×ÁÎÔÏÒÎÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÍÉÎÕÓ-�ÒÁ×ÉÌÏÍ, ÔÏ ÇÅÎÅÒÉÒÕÅÔÓÑ ÕÎÉËÁÌØÎÁÑ �ÒÅÄÍÅÔÎÁÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ (ÏÔ-ÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ËÁÖÄÏÊ ÉÚ ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÉÈÓÑ × ÔÅËÕÝÅÊ ÚÁÇÏÔÏ×ËÅ ÄÅÒÅ×Á×Ù×ÏÄÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ), ËÏÔÏÒÁÑ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ × �ÏÓÙÌËÅ �ÒÁ×ÉÌÁ. õÎÉ-ËÁÌØÎÏÓÔØ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÔÁ-ËÏÅ Ë×ÁÎÔÏÒÎÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ. 32



åÓÌÉ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÍÉÎÕÓ-�ÒÁ×ÉÌÏ, ÔÏ ×ÍÅÓÔÏ ÔÅÒÍÁ t �ÏÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÕÎÉËÁÌØÎÁÑ ÍÅÔÁ�ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÕËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï�ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË | ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÅÒÍÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ�ÏÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ×ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÊ ÍÅÔÁ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ (ÜÔÉ ÔÅÒÍÙ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑÉÚ ÓÅË×ÅÎ�ÉÉ S ÓÏÇÌÁÓÎÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÀ ÎÁ ÍÉÎÕÓ-�ÒÁ×ÉÌÁ, Õ�ÏÍÑÎÕÔÏ-ÍÕ × ËÏÎ�Å ÒÁÚÄÅÌÁ 1). ðÒÉ ÌÀÂÏÊ ÚÁÍÅÎÅ ÍÅÔÁ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÎÁ ÔÅÒÍ ÉÚÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÜÔÏÊ ÍÅÔÁ�ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ Ë×ÁÎ-ÔÏÒÎÏÅ �ÒÁ×ÉÌÏ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ.÷ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ ÎÉËÁËÉÅ �ÒÁ×ÉÌÁ ×Ù×ÏÄÁ ÎÅ �ÒÉÍÅÎÉÍÙ, �ÒÏ-ÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÓÅË×ÅÎ�ÉÉ, ÎÁÈÏÄÑÝÅÊÓÑ × ÌÉÓÔÏ-×ÏÍ ÕÚÌÅ ÚÁÇÏÔÏ×ËÉ ÄÅÒÅ×Á ×Ù×ÏÄÁ (ÄÁÌÅÅ | ÌÉÓÔÏ×ÏÊ ÓÅË×ÅÎ�ÉÉ), ËÓÉÓÔÅÍÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× É �ÒÏ×ÅÒËÁ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÓÉ-ÓÔÅÍÙ. åÓÌÉ ×ÓÅ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÌÉÓÔÏ×ÙÍ ÓÅË×ÅÎ�ÉÑÍ,ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÙ, ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ Ó ÏÔ×ÅÔÏÍ"ÓÅË×ÅÎ�ÉÑ ×Ù×ÏÄÉÍÁ", ÉÎÁÞÅ | Ó ÏÔ×ÅÔÏÍ "ÓÅË×ÅÎ�ÉÑ ÎÅ×Ù×ÏÄÉÍÁ".÷ ÍÏÍÅÎÔ, ËÏÇÄÁ �ÒÉÍÅÎÉÍÙ ÔÏÌØËÏ ÍÉÎÕÓ-�ÒÁ×ÉÌÁ, É ËÏ ×ÓÅÍ×ÈÏÖÄÅÎÉÑÍ �ÏÄÆÏÒÍÕÌ, Ë ËÏÔÏÒÙÍ ËÁËÏÅ-ÌÉÂÏ ÍÉÎÕÓ-�ÒÁ×ÉÌÏ �ÒÉ-ÍÅÎÉÍÏ, ÍÉÎÕÓ-�ÒÁ×ÉÌÁ �ÒÉÍÅÎÑÌÉÓØ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ, �ÒÏÉÚ-×ÏÄÉÔÓÑ ÕÎÉÆÉËÁ�ÉÑ, Ô. Å. �ÏÄÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÍÅÔÁ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÔÁË,ÞÔÏÂÙ ×ÓÅ ÌÉÓÔÏ×ÙÅ ÓÅË×ÅÎ�ÉÉ �ÒÅ×ÒÁÔÉÌÉÓØ × ÁËÓÉÏÍÙ. ÷ �ÒÏ�ÅÓ-ÓÅ ÕÎÉÆÉËÁ�ÉÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ (ËÏÎÅÞÎÙÊ) �ÅÒÅÂÏÒ ÔÅÒÍÏ× ÉÚ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ× �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ×ÓÅÈ ÍÅÔÁ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÚÁÇÏÔÏ×ËÕ ÄÅ-ÒÅ×Á ×Ù×ÏÄÁ, �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÔÅÒÍÏ× ×ÍÅÓÔÏ ÍÅÔÁ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÏ×ÁÎÉÅ ËÁÖÄÏÊ ÌÉÓÔÏ×ÏÊ ÓÅË×ÅÎ�ÉÉ Ë ÓÉÓÔÅÍÅ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×É �ÒÏ×ÅÒËÁ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ ÜÔÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. åÓÌÉ �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÄ-ÓÔÁÎÏ×ËÅ ÔÅÒÍÏ× ×ÍÅÓÔÏ ÍÅÔÁ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ×ÓÅ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÉÅ ÌÉÓÔÏ×ÙÍ ÓÅË×ÅÎ�ÉÑÍ, ÏËÁÚÁÌÉÓØ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÙ, ÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ Ó ÏÔ×ÅÔÏÍ "ÓÅË×ÅÎ�ÉÑ ×Ù×ÏÄÉÍÁ".÷ ÓÉÌÕ ÏÂÒÁÔÉÍÏÓÔÉ ×ÓÅÈ �ÒÁ×ÉÌ ×Ù×ÏÄÁ É ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÉÊ ÎÁ Ë×ÁÎÔÏÒÎÙÅ �ÒÁ×ÉÌÁ Ï�ÉÓÁÎÎÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÄÁÅÔ ÏÔ×ÅÔ"ÓÅË×ÅÎ�ÉÑ ÎÅ×Ù×ÏÄÉÍÁ", ÅÓÌÉ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÓÅË×ÅÎ�ÉÑ ×Ù×ÏÄÉÍÁ × ÉÓ-ÞÉÓÌÅÎÉÉ LqSn, É ÅÓÌÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ×ÙÄÁÅÔ ÏÔ×ÅÔ "ÓÅË×ÅÎ�ÉÑ ÎÅ×Ù×Ï-ÄÉÍÁ", ÔÏ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÓÅË×ÅÎ�ÉÑ ÎÅ×Ù×ÏÄÉÍÁ.3. éðð ÄÌÑ �ÏÉÓËÁ ×Ù×ÏÄÁ. éðð ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎ ÎÁ ÏÂßÅËÔÎÏ-ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ ÑÚÙËÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ Java.æÏÒÍÕÌÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ ÓÉÎÔÁËÓÉÞÅÓËÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á. áÂ-ÓÔÒÁËÔÎÙÊ ËÌÁÓÓ Formula Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÅÒÛÉÎÏÊ ÉÅÒÁÒÈÉÉ ËÌÁÓÓÏ×, ËÏ-ÔÏÒÙÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÆÏÒÍÕÌÙ, Ñ×ÌÑÀÝÉÅÓÑ �ÒÅÄÉËÁÔÎÙÍÉ ÓÉÍ×ÏÌÁ-ÍÉ Ó ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ (ËÌÁÓÓ PrediateSymbol), ÎÁÞÉÎÁÀÝÉÅÓÑ Ó Ë×ÁÎ-ÔÏÒÁ (ËÌÁÓÓ QuantifierFormula) É ÄÒ. ïÔ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ Term,�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÅÇÏ ÔÅÒÍ, ÎÁÓÌÅÄÕÀÔ ËÌÁÓÓÙ IndividualConstant,BoundIndividualVariable,FreeIndividualVariableÉ Metavariable.äÌÑ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÏ× ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÉ�Ï× ÆÏÒÍÕÌ É �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ33

ÓÌÕÖÉÔ ËÌÁÓÓ-ÆÁÂÒÉËÁ LogialFatory. �ÁËÏÊ �ÏÄÈÏÄ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÅÓÏÚÄÁ×ÁÔØ ËÁÖÄÙÊ ÒÁÚ ÎÏ×ÙÅ ÏÂßÅËÔÙ, Á ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÁÚÄÅÌÑÅÍÙÅÏÂßÅËÔÙ.óÅË×ÅÎ�ÉÑ ËÁË Ó�ÉÓËÏË ÆÏÒÍÕÌ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ ËÌÁÓÓÏÍ Sequent.ëÌÁÓÓ DerivationSkeleton �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÚÁÇÏÔÏ×ËÕ ÄÅÒÅ×Á ×Ù×ÏÄÁ,ÕÚÅÌ ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎ ËÌÁÓÓÏÍ DerivationSkeleton.Node. áÂ-ÓÔÒÁËÔÎÙÊ ËÌÁÓÓ InfereneRule (ÅÇÏ ÎÁÓÌÅÄÎÉËÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÌÁÓ-ÓÙ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÅ �ÒÁ×ÉÌÁ ×Ù×ÏÄÁ) ÉÍÅÅÔ ÍÅÔÏÄ applyBakward(DerivationSkeleton.Node node, Formula mainFormula, Formulasubformula), ËÏÔÏÒÙÊ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ �ÒÁ×ÉÌÁ. �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÁ×ÉÌÁ ×Ù×ÏÄÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÌÅÇËÏ ÉÚÍÅÎÅÎÙ.éÎÔÅÒÆÅÊÓ Tatis ÚÁÄÁÅÔ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÕÀ ÔÁËÔÉËÕ �ÏÉÓËÁ ×Ù-×ÏÄÁ. �ÁËÔÉËÁ ×ÙÂÉÒÁÅÔ ÄÌÑ ËÏÎÔÒ�ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ �ÒÁ×ÉÌÏ ×Ù×ÏÄÁ, ÓÅ-Ë×ÅÎ�ÉÀ, ÇÌÁ×ÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ É �ÏÄÆÏÒÍÕÌÕ (ÓÍ. ÒÁÚÄÅÌ 2), Á ÔÁËÖÅÕËÁÚÙ×ÁÅÔ ÔÅ ÍÏÍÅÎÔÙ, ËÏÇÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ �Ï�ÙÔÁÔØÓÑ ÚÁËÒÙÔØ ÚÁÇÏÔÏ×-ËÕ ÄÅÒÅ×Á ×Ù×ÏÄÁ (ÉÓÓÌÅÄÏ×Á× ÌÉÓÔÏ×ÙÅ ÓÅË×ÅÎ�ÉÉ ÎÁ ÁËÓÉÏÍÁÔÉÞ-ÎÏÓÔØ). òÅÁÌÉÚÕÀÝÉÊ ÜÔÏÔ ÉÎÔÅÒÆÅÊÓ ËÌÁÓÓ DefaultTatis ÄÅÌÁÅÔ×ÙÂÏÒ ÔÁË, ËÁË Ï�ÉÓÁÎÏ × ÒÁÚÄÅÌÅ 2. �ÁËÁÑ ÁÒÈÉÔÅËÔÕÒÁ (ÓÍ. �ÁÔÔÅÒÎ�ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ óÔÒÁÔÅÇÉÑ [3℄) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÉÒÏ×ÁÔØ Ó �Ï-ÒÑÄËÏÍ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ �ÒÁ×ÉÌ ×Ù×ÏÄÁ, ÎÅ ÚÁÔÒÁÇÉ×ÁÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÁÓÔÉÁÌÇÏÒÉÔÍÁ �ÏÉÓËÁ ×Ù×ÏÄÁ.÷ ËÌÁÓÓÅ Prover ÚÁËÏÄÉÒÏ×ÁÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÏÉÓËÁ ×Ù×ÏÄÁ, �ÏÓÔÒÏ-ÅÎÎÙÊ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å Õ�ÏÍÑÎÕÔÙÈ ÁÂÓÔÒÁË�ÉÊ.ëÁÖÄÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×, �ÏÌÕÞÁÅÍÁÑ �ÒÉ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ-×ÁÎÉÉ ÁËÓÉÏÍ, �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ ÎÁ ÎÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÓÔØ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÍ ÁÌ-ÇÏÒÉÔÍÏÍ [4℄, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á ÓÉÓÔÅÍÙ Ä×ÕÞÌÅÎÎÙÅ, ÉÎÁÞÅ |ÆÕÎË�ÉÅÊ FindInstane ÓÉÓÔÅÍÙ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ Mathemat-ia (�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÏÍ J/Link-ÉÎÓÔÒÕÍÅÎÔÁÒÉÑ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÕÎÁ Java Ó Mathematia).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. çÅÒÁÓÉÍÏ× á. ó. âÅÓËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÁÑ �ÒÅÄÉËÁÔÎÁÑ ÌÏÇÉËÁ ÓÏÓ×ÑÚËÏÊ ÄÌÑ ÕÓÉÌÅÎÉÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ // óÏ×ÒÅÍÅÎÎÁÑ ÌÏÇÉËÁ: �ÒÏ-ÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÉÉ, ÉÓÔÏÒÉÉ É �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ × ÎÁÕËÅ. íÁÔÅÒÉÁÌÙ IX ïÂ-ÝÅÒÏÓÓÉÊÓËÏÊ ÎÁÕÞÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ (óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ, 22{24 ÉÀ-ÎÑ 2006 Ç.) | óðÂ: éÚÄ-×Ï óðÂçõ, 2006. | ó. 348{350.2. çÅÒÁÓÉÍÏ× á. ó. ðÒÅÄÉËÁÔÎÁÑ ÌÏÇÉËÁ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÓÅË×ÅÎ�ÉÁÌØ-ÎÏÇÏ ÉÓÞÉÓÌÅÎÉÑ, �ÒÅÄÎÁÚÎÁÞÅÎÎÁÑ ÄÌÑ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈÛËÁÌ // �ÒÕÄÙ äÅÓÑÔÏÊ ÎÁ�ÉÏÎÁÌØÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ �Ï ÉÓËÕÓÓÔ×ÅÎ-ÎÏÍÕ ÉÎÔÅÌÌÅËÔÕ Ó ÍÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÙÍ ÕÞÁÓÔÉÅÍ ëéé-06. ÷ �ÅÞÁÔÉ.3. çÁÍÍÁ ü., èÅÌÍ ò., äÖÏÎÓÏÎ ò., ÷ÌÉÓÓÉÄÅÓ äÖ. ðÒÉÅÍÙÏÂßÅËÔÎÏ-ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ �ÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ. ðÁÔÔÅÒÎÙ �ÒÏÅËÔÉÒÏ-×ÁÎÉÑ | óðÂ: ðÉÔÅÒ, 2001. 34



4. çÅÒÁÓÉÍÏ× á. ó., ëÏÓÏ×ÓËÉÊ î. ë. éÓÔÉÎÎÏ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊÁÌÇÏÒÉÔÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍ ÌÉÎÅÊÎÙÈ Ä×ÕÞÌÅÎÎÙÈÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× // õÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔØ É �ÒÏ�ÅÓÓÙ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ. �ÒÕÄÙ ÍÅÖÄÕ-ÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ (óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ, 29 ÉÀÎÑ { 1 ÉÀÌÑ 2005 Ç.).�. 2. | óðÂ: óðÂçõ, îéé ÷í É ðõ, ïïï ÷íí, 2005. | ó. 779{785. ï ëïîåþîïê ðïòïöäåîîïó�éîåëï�ïòùè óåíåêó�÷ ðòåäðïìîùè ëìáóóï÷íïîï�ïîîùè æõîëãéê K-úîáþîïê ìïçéëéï. ó. äÕÄÁËÏ×Á (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊk-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ [1, 2℄. éÚ×ÅÓÔÎÏ [3, 4℄, ÞÔÏ �ÒÉ k � 7 ×ÓÅ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÅËÌÁÓÓÙ × Pk Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ. ðÒÉ k � 8 × ÏÂÝÅÍÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ: × [5℄ �ÒÉ×ÅÄÅÎ �ÒÉÍÅÒ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÉÚ ×ÏÓØÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÁËÏÇÏ, ÞÔÏ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÊ ËÌÁÓÓ ×ÓÅÈÆÕÎË�ÉÊ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÎÁ ÜÔÏÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å, ÎÅ ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉ-ÓÁ. ðÏÌÎÏÇÏ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ×ÓÅÈ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓ-ÓÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ë ÎÁÓÔÑÝÅÍÕ ×ÒÅÍÅÎÉ ÎÅ �ÏÌÕÞÅÎÏ, ÉÚ×ÅÓÔ-ÎÙ ÌÉÛØ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ�ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [6, 7℄). ÷ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ Ä×Á ÓÅÍÅÊÓÔ×Á ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈÍÎÏÖÅÓÔ×, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÊÄÅÎÙ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ-×ÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [8, 9℄).ðÕÓÔØ P | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó ÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅÍ �ÏÒÑÄËÁ �. ðÕÓÔØ a1; a2 2 P , ÜÌÅÍÅÎÔÙ a1 É a2 ÎÅÓÒÁ×ÎÉ-ÍÙ. îÁÚÏ×ÅÍ b 2 P ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1; a2, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑ-ÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á b � a1 É b � a2. ÷ÅÒÈÎÀÀ ÇÒÁÎØ b ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1; a2ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎØÀ ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÅÓÌÉ ÎÉ ÄÌÑËÁËÏÊ ÄÒÕÇÏÊ ×ÅÒÈÎÅÊ ÇÒÁÎÉ x ÜÔÉÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï b > x. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a1; a2; b1; b2; 1; 2 2 PÏÂÌÁÄÁÀÔ p-Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÅÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ a1; a2 ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ, b1; b2 |ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÈÎÉÅ ÇÒÁÎÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a1; a2, Á ÜÌÅÍÅÎÔÙ 1; 2 |ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÅ ×ÅÒÈÎÉÅ ÇÒÁÎÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× b1; b2.ðÕÓÔØ P | ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ wP =max jJ j, ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÁÎÔÉ�Å�ÑÍ J ÉÚ P , ×ÅÌÉÞÉÎÁwP ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÛÉÒÉÎÏÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á P .35

ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ A 0 ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈÍÎÏÖÅÓÔ× Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ É ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. ðÕÓÔØ MP |ËÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å P . éÚ×ÅÓÔÎÏ [1℄, ÞÔÏÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á P 2 A 0 ËÌÁÓÓ MP Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÍ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ P0 ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÁËÉÈ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈÍÎÏÖÅÓÔ× P Ó ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ É ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï wP � 2. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÅÍÅÊÓÔ×Õ P0 �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÏÅ × ÒÁÂÏÔÅ [5℄.�ÅÏÒÅÍÁ 1 [8, 9℄. ðÕÓÔØ P 2 P0. ëÌÁÓÓ MP Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï P ÎÅ ÓÏ-ÄÅÒÖÉÔ ÛÅÓÔÅÒËÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ p-Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ ÞÅÒÅÚ A 1 ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ× P ÉÚ A 0 ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ: P = P1 [ : : : [ Pm, m � 2, jP1j = jPmj = 1, ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ i = 2; : : : ;m� 1 ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï jPij � 2, É ÌÀÂÙÅÄ×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ a; b 2 Pi ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ, Á ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ i; j; 1 � i < j � m, ÉÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a 2 Pi É b 2 Pj ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a < b.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ Ä×Å Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ  ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ É ÎÁÉ-ÂÏÌØÛÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ. ðÕÓÔØ R1 É R2 2 A 0 . îÁÉÍÅÎØÛÉÊ É ÎÁÉÂÏÌØ-ÛÉÊ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ri, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ 0i É 1i ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎ-ÎÏ, �ÏÌÏÖÉÍ R0i = Ri n f0i; 1ig.(1) âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R �ÏÌÕÞÅÎÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× R1 É R2, ÅÓÌÉ R =f0g [ R01 [ f"g [ R02 [ f1g, É ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× a 2 R01 Éb 2 R02 ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 0 < a < " < b < 1.(2) âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R �ÏÌÕÞÅÎÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �Á-ÒÁÌÌÅÌØÎÏÇÏ ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×R1 ÉR2, ÅÓÌÉR = f0g[R01[R02 [ f1g, ÌÀÂÙÅ Ä×Á ÜÌÅÍÅÎÔÁ a 2 R01 É b 2 R02 ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙ, É×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á 0 < a; b < 1.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï A 2 ËÏÎÅÞÎÙÈ ÞÁÓÔÉÞÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÈÍÎÏÖÅÓÔ× ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: A 1 � A 2 , É ÅÓÌÉ R1; R2 2 A 2 , É ÅÓÌÉÍÎÏÖÅÓÔ×Ï R �ÏÌÕÞÅÎÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ (1) ÉÌÉ(2) Ë ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍ R1 É R2, ÔÏ R 2 A 2 .�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ P 2 A 2 . ëÌÁÓÓ MP Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏ-ÖÄÅÎÎÙÍ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï P ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔÛÅÓÔÅÒËÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ p-Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ.ðÒÉ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Å ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔÉ ÏÂÏÂÝÁÅÔÓÑ ÍÅÄÏÄ ÉÚ [5℄. äÌÑÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔÉ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ P 2 A 2 ,É ÅÓÌÉ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å P ÎÅÔ ÛÅÓÔÅÒËÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ p-Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ, ÔÏ × ËÌÁÓÓÅMP ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ÍÁÖÏÒÉÔÁÒÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÏÔ-ËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ (ÓÍ. [7℄), ÞÔÏ ËÌÁÓÓMP Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÏ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ.36



á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ �ÒÏÆÅÓÓÏÒÕ á. â. õÇÏÌØÎÉËÏ×ÕÚÁ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ É �ÏÓÔÏÑÎÎÏÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ05-01-00994), �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ òæ(�ÒÏÅËÔ îû-5400.2006.1) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×Á-ÎÉÊ ïÔÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍ-ÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ� (�ÒÏÅËÔ �óÉÎ-ÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ�).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Rosenberg I. G. �Uber die funktionale Vollst�andigkeit in denmehrwertigen Logiken // Rozpr. �CSAV. MPV. | 1970. | V. 80. |P. 3{93.2. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷., çÁ×ÒÉÌÏ× ç. ð., îÁÂÅÂÉÎ á. á. ðÒÅÄ�ÏÌÎÙÅËÌÁÓÓÙ × ÍÎÏÇÏÚÎÁÞÎÙÈ ÌÏÇÉËÁÈ. | í.: éÚÄ-×Ï íüé, 1997.3. Lau D. Bestimmung der Ordnung maximaler Klassen von Funktio-nen der k-wertigen Logik // Z. math Log. und Grundl. Math. | 1978. |24. | P. 79{96.4. Lau D. �Uber partielle Funktionenalgebren // Rostok. math. Kol-loq. | 1988. | 33. | 23{48.5. Tardos G. A not �nitely generated maximal lone of monotoneoperations // Order. | 1986. | V. 3. | P. 211{218.6. Demetrovis J., Hann�ak L., R�onyai L. On algebrai properties ofmonotone lones // Order. | 1986. | V. 3. | P. 219{225.7. Baker K., Pixley A. Polynomial interpolation and the Chinese re-mainder theorem for algebrai systems // Math. Z. | 1975. | V. 143. |P. 165{174.8. äÕÄÁËÏ×Á ï. ó. ïÂ ÏÄÎÏÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Å �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË-�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÈ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ // ÷ÅÓÔÎ. íÏÓË.ÕÎ-ÔÁ. óÅÒÉÑ 1. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ. íÅÈÁÎÉËÁ. | 2006. | � 2. | ó. 29{33.9. äÕÄÁËÏ×Á ï. ó. ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ // �ÒÕÄÙ VII íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ-�ÉÉ "äÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ × ÔÅÏÒÉÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ" (ðÏËÒÏ×-ÓËÏÅ, 4{6 ÍÁÒÔÁ 2006 Ç.). | í.: íáëó ðÒÅÓÓ. | 2006. | ó. 107{113.
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ï óòåäîåê çìõâéîåíïîï�ïîîùè æõîëãéêò. î. úÁÂÁÌÕÅ× (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÓÒÅÄÎÑÑ ÇÌÕÂÉÎÁ ÄÅÒÅ×ØÅ× ÒÅÛÅÎÉÊ,ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ. ðÕÓÔØ En2 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈÄ×ÏÉÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÄÌÉÎÙ n. íÎÏÖÅÓÔ×Ï Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÄÌÉÎÙ n,ÓÏÄÅÒÖÁÝÉÈ ÒÏ×ÎÏ t ÅÄÉÎÉ�, ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ En;t2 . äÅÒÅ×ÏÍ ÒÅÛÅ-ÎÉÊ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÍ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÒÉ-ÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ËÏÒÎÅ×ÏÅ ÄÅÒÅ×Ï Ó ËÏÎÅÞÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ, ÇÄÅÁ) ËÁÖÄÏÊ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ×ÅÒÛÉÎÅ �ÒÉ�ÉÓÁÎ ÓÉÍ×ÏÌ ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ fx1; : : : ; xng;Â) ËÁÖÄÁÑ ×ÎÕÔÒÅÎÎÑÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÉÍÅÅÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Á ÉÓÈÏÄÑÝÉÈ ÒÅ-ÂÒÁ, �ÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÞÉÓÌÁÍÉ ÉÚ E2 ( × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÅÛÅÎÉÑ Ä×ÉÇÁÅÍÓÑ �ÏÔÏÍÕ ÒÅÂÒÕ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ ÓÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ,�ÒÉ�ÉÓÁÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ);×) ËÁÖÄÏÊ ×ÉÓÑÞÅÊ (ËÏÎ�Å×ÏÊ) ×ÅÒÛÉÎÅ �ÒÉ�ÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ ÉÚ E2(ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ).ðÕÓÔØ � | ÄÅÒÅ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÅ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f ÏÔn �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ~Æ ÉÚ n�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ �ÕÔØ × �, ÇÄÅ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÎÁÂÏÒÁ ~Æ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÄÅÒÅ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ×Ù-ÞÉÓÌÑÅÔ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f , ÅÓÌÉ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ~Æ ÉÚ En2 ËÏÎ-�Å×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ �ÕÔÉ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÂÏÒÕ ~Æ, �ÒÉ�ÉÓÁÎÏÚÎÁÞÅÎÉÅ f(~Æ). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ l(~Æ) ÄÌÉÎÕ �ÕÔÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏÎÁÂÏÒÕ ~Æ. çÌÕÂÉÎÏÊ É ÓÒÅÄÎÅÊ ÇÌÕÂÉÎÏÊ ÄÅÒÅ×Á ÒÅÛÅÎÉÊ ç ÎÁÚÙ×Á-ÀÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙ:g(�) = max~Æ2En2 l(~Æ) É h(�) = 12n X~Æ2En2 l(~Æ):äÌÑ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f ÞÅÒÅÚ g(f) É h(f) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÇÌÕÂÉÎÕ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÕÀ ÓÒÅÄÎÀÀ ÇÌÕÂÉÎÕ ÄÅ-ÒÅ×Á ÒÅÛÅÎÉÊ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÇÏ f .ðÕÓÔØ B | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÉGB(n) = maxfg(f) : f 2 B; dimf � ng;HB(n) = maxfh(f) : f 2 B; dimf � ng;ÇÄÅ dim f | ÜÔÏ ÞÉÓÌÏ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ÆÕÎË�ÉÉ f . æÕÎË�ÉÉ ÈÁÒÁËÔÅ-ÒÉÚÕÀÔ ÈÕÄÛÉÊ ÓÌÕÞÁÊ ÒÏÓÔÁ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ É ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ38



ÓÒÅÄÎÅÊ ÇÌÕÂÉÎÙ ÄÅÒÅ×ØÅ× ÒÅÛÅÎÉÊ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ B,�ÒÉ ÒÏÓÔÅ ÞÉÓÌÁ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ HB(n) � GB(n).÷ ÒÁÂÏÔÅ þÉËÁÌÏ×Á [1℄ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ M �ÏÌÕ-ÞÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÒÅÄÎÅÊ ÇÌÕÂÉÎÙn+ 1�pn+ 1 � HM (n) � n� bn=22�n=2:÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÕÌÕÞÛÅÎÉÅ ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙHM (n). ðÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÓÒÅÄÎÑÑ ÇÌÕÂÉÎÁ ËÁÖÄÏÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÅÎØÛÅ, Ô. Å. ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÎÁ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ ÒÁÓÔÕÝÕÀ �ÏÞÉÓÌÕ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× ×ÅÌÉÞÉÎÕ, ÞÅÍ GM (n) = n.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÏÄÏÂÎÙÊ ÜÆÆÅËÔ ÎÁÂÌÀÄÁÅÔÓÑ [2℄ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ÍÏ-ÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÉ Ï�ÅÎËÅ ÓÒÅÄÎÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ: ÓÒÅÄÎÑÑ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �ÒÉ ÒÁÓÔÕÝÅÍ ÞÉÓÌÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×ÇÏÒÁÚÄÏ ÍÅÎØÛÅ ÞÅÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÓÁÍÏÊ ÓÌÏÖÎÏÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.�ÁËÖÅ × ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÓÒÅÄÎÅÊÇÌÕÂÉÎÙ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÎÉÖ-ÎÅÊ Ï�ÅÎËÏÊ HM (n) Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÒÑÄËÁ ×ÔÏÒÏÇÏ ÞÌÅÎÁ �ÒÉ ÒÁ-ÓÔÕÝÅÍ ÞÉÓÌÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×.�ÅÏÒÅÍÁ 1. äÌÑ �ÏÞÔÉ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; : : : ; xn) 2 M �ÒÉn!1 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ h(f) � n�r2n� + o(pn):þÅÒÅÚ fÆ1i1 : : :Ækik ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ n � k �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, �ÏÌÕÞÁÀ-ÝÕÀÓÑ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; : : : ; xn) �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ Ä×ÏÉÞÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊÆ1; : : : ; Æk ×ÍÅÓÔÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xi1 ; : : : ; xik ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, �ÒÉ ÜÔÏÍÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, × ËÏÔÏÒÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÏÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ ÎÅ ÂÙÌÉ,ÎÅ ÍÅÎÑÅÔÓÑ.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ f(x1; : : : ; xn) 2 M . �ÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÔÁËÉÅÞÉÓÌÁ i1; : : : ; ik (2 � k � n), ÞÔÏ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏÒÏ×, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈÆÕÎË�ÉÉ f1i1 : : :1ik É f0i1 : : :0ik ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ×ÅÌÉÞÉÎÙn+ 12n � ndn=2e�:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÌÅÍÍÙÉÚ [3℄ ÄÌÑ k = 2. 39

�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; : : : ; xn) 2 M �ÒÉ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ×Ù�ÏÌÎÅÎÏh(f) � n� 12 � log2 n+ 3 log2 log2 n:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÕÄÅÍ ÓÔÒÏÉÔØ ÄÅÒÅ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉf 2 M , ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ 1. ðÕÓÔØ k | �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ,ËÏÔÏÒÙÊ ÍÙ ×ÙÂÅÒÅÍ �ÏÚÖÅ. ðÕÓÔØ i1; : : : ; ik | ÞÉÓÌÁ, ÎÁÊÄÅÎÎÙÅ �ÏÌÅÍÍÅ 1. íÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ i1 = n � k + 1,. . . ,ik = n. þÅÒÅÚ RÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÔÓ×Ï ÎÁÂÏÒÏ× ÄÌÉÎÙ n � k, ÎÁÊÄÅÎÎÙÈ �Ï ÌÅÍÍÅ 1,ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÆÕÎË�ÉÉ f1n�k+1: : :1n É f0n�k+1: : :0n ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. �ÏÇÄÁjRj � n+ 12n � ndn=2e�:äÏ�ÕÓÔÉÍ � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÌÑ f . ðÕÓÔØ ~Æ =(Æ1; : : : ; Æn) 2 En n R. äÅÒÅ×Ï � �ÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ Ë ÄÅÒÅ×Õ �0ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ: ×ÅÒÛÉÎÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔÓÑ �ÕÔÅÍ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÍ ÎÁÂÏÒÕ ÄÌÉÎÙ n � k + 1 (Æ1; : : : ; Æn�k; 1), ÚÁÍÅÎÉÍ ÎÁ ×É-ÓÑÞÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ É �ÒÉ�ÉÛÅÍ ÅÊ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(Æ1; : : : ; Æn�k; 1; : : : ; 1);×ÅÒÛÉÎÕ, ËÏÔÏÒÁÑ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔÓÑ �ÕÔÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÎÁÂÏÒÕ(Æ1; : : : ; Æn�k; 0), ÚÁÍÅÎÉÍ ÎÁ ×ÉÓÑÞÕÀ ×ÅÒÛÉÎÕ É �ÒÉ�ÉÛÅÍ ÅÊ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅ f(Æ1; : : : ; Æn�k; 0; : : : ; 0). ðÏÓËÏÌØËÕf(Æ1; : : : ; Æn�k; 0; : : : ; 0) = f(Æ1; : : : ; Æn�k; 1; : : : ; 1);ÔÏ ÄÅÒÅ×Ï �0 ÔÁËÖÅ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ f . �Å�ÅÒØ Ï�ÅÎÉÍ ÓÒÅÄÎÀÀÇÌÕÂÉÎÕ ÄÅÒÅ×Á �0:h(�0) = 12n 0� X~Æ2EnnR(n� k) +X~Æ2Rn1A �� 12n�(n� k)�2n � n+ 12n � ndn=2e� � 2k�+ n � n+ 12n � ndn=2e� � 2k� �� 12n�(n� k)2n + k � n+ 12n � ndn=2e� � 2k�:ðÏÌÏÖÉÍ k = b 12 log2 n�2 log2 log2 n. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈn ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ h(�0) � n� 12 � log2 n+ 3 log2 log2 n:40



�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÒÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n ×Ù�ÏÌÎÅÎÏHM (n) � n� 12 � log2 n+ 3 log2 log2 n:òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏ-ÅËÔ � 05-01-00994), �ÒÏÇÒÁÍÍ �÷ÅÄÕÝÉÅ ÎÁÕÞÎÙÅ ÛËÏÌÙ òæ� (�ÒÏ-ÅËÔ îû-1807.2003.1) É �õÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÙ òÏÓÓÉÉ� (�ÒÏÅËÔ õò.04.02.528)É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ïÔÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ� (�ÒÏÅËÔ �ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ Õ�ÒÁ×ÌÑ-ÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ�). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Chikalov I. On the average depth of DT implementing Booleanfuntions // Fundamenta Informatiae. | 2000. | V. 50. | P. 265{284.2. úÁÂÁÌÕÅ× ò. î. ï ÓÒÅÄÎÅÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ //äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2006. | �. 18, ×Ù�. 2. | ó. 71{83.3. þÁÛËÉÎ á. ÷. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÆÏÒ-ÍÕÌÁÍÉ // äÉÓËÒÅÔ. ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄ. Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. óÅÒÉÑ 1. | 2005. |�. 12, � 2. | C. 75{91.éîäõë�é÷îïå ïðéóáîéåëìáóóá ðìáîáòîùè çòáæï÷í. á. éÏÒÄÁÎÓËÉÊ (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ Ó×ÑÚÎÙÅ �ÌÁÎÁÒÎÙÅ ÇÒÁÆÙ. éÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ: Kn | n-×ÅÒÛÉÎÎÙÊ �ÏÌÎÙÊ ÏÂÙËÎÏ×ÅÎÎÙÊÇÒÁÆ; Kn;m | �ÏÌÎÙÊ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÄÏÌÉ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÏÄÅÒÖÁÔn É m ×ÅÒÛÉÎ; C1 | �ÅÔÌÑ. ïÂÏÌÏÞËÏÊ �ÏÄÇÒÁÆÁ G0 � G ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ�ÏÄÇÒÁÆ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÊ ÒÅÂÒÁÍÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á E(G)nE(G0).éÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ËÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ Ë �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ÇÒÁÆÏ×,ÏÓÎÏ×Ù×ÁÀÝÉÊÓÑ ÎÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÏÄÎÉÈ ÇÒÁÆÏ× ÉÚ ÄÒÕÇÉÈ Ó �ÏÍÏ-ÝØÀ ÂÉÎÁÒÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓËÌÅÊËÉ, ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÝÉÈ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÅ�ÏÄÇÒÁÆÙ ÇÒÁÆÏ×-Ï�ÅÒÁÎÄÏ× [1℄. äÌÑ ÇÒÁÆÁ G, �ÏÌÕÞÅÎÎÏÇÏ × ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÅ ÓËÌÅÊËÉ ÇÒÁÆÏ× G1 É G2 �Ï �ÏÄÇÒÁÆÁÍ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍ ÇÒÁ-ÆÕ ~G, ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ G( (G1 ÆG2) ~G. çÒÁÆ G ÒÅÁÌÉÚÕÅÍQ-ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÇÒÁÆÏ× ÉÚ P , ÅÓÌÉ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÚ ÇÒÁÆÏ×41

ÍÎÏÖÅÓÔ×Á P �ÕÔÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÇÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓËÌÅÊ-ËÉ �Ï ÇÒÁÆÁÍ ~G 2 Q.ðÕÓÔØ G� | �ÏÄÇÒÁÆ �ÌÁÎÁÒÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÊ ÇÒÁÎÉ�ÕÓ×ÑÚÎÏÊ ÇpÁÎÉ � × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÌÏÓËÏÊ ÕËÌÁÄËÅ ÇÒÁÆÁ G. ëÁÖÄÙÊ �ÌÁ-ÎÁÒÎÙÊ ÇÒÁÆ G ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ �ÌÏÓËÕÀ ÕËÌÁÄËÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙÇÒÁÎÉ � ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ×�ÉÓÁÎÎÏÊ × ÜÔÕ ÇÒÁÎØ,× �ÏÒÑÄËÅ ËÒÕÇÏ×ÏÇÏ ÏÂÈÏÄÁ ÇÒÁÎÉ [1℄. ÷ ÜÔÏÊ ÖÅ ÒÁÂÏÔÅ ÂÙÌÏ �ÏËÁÚÁ-ÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÌÁÎÁÒÎÏÓÔÉ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉ Ï�ÅÒÁ-�ÉÊ ÓËÌÅÊËÉ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÞÔÏÂÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÉÎÁÄ-ÌÅÖÁÌÉ �ÏÄÇÒÁÆÁÍ G� × ÇÒÁÆÁÈ-Ï�ÅÒÁÎÄÁÈ É �ÁÒÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍÙÈ×ÅÒÛÉÎ ×ÙÂÉÒÁÌÉÓØ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ËÒÕÇÏ×ÙÍÉ ÏÂÈÏÄÁÍÉ ÏËÒÕÖ-ÎÏÓÔÅÊ, ×�ÉÓÁÎÎÙÈ × ÇÒÁÎÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÝÉÅ �ÏÄÇÒÁÆÁÍ G�. ÷ �ÏÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÈ ÒÁÂÏÔÁÈ ÕÄÁÌÏÓØ ÉÚÂÁ×ÉÔØÓÑ ÏÔ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ. âÙÌÏ �ÒÅÄÌÏÖÅÎÏ ÔÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ï�ÉÓÁ-ÎÉÅ �ÏÄÇÒÁÆÏ× G� [2℄ É ××ÅÄÅÎÁ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ db-�ÏÉÓËÁ × ÇÌÕÂÉÎÕ [3℄,ÏÔÌÉÞÁÀÝÁÑÓÑ ÏÔ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÊ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÉÊ:1) ÅÓÌÉ ÅÓÔØ ÄÒÕÇÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ, ÎÅ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÒÅÂÅÒ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈ-ÓÑ ÍÏÓÔÁÍÉ × ÎÅ�ÒÏÊÄÅÎÎÏÍ �ÏÄÇÒÁÆÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ;2) ÓÒÅÄÉ ÒÅÂÅÒ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÍÏÓÔÁÍÉ, ÎÅ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÔÅÈ, ËÏÔÏÒÙÅ�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ Ä×ÕÓ×ÑÚÎÙÍ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÁÍ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÅÓÌÉ ÅÓÔØÄÒÕÇÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ.÷ [4℄ ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ �ÌÁÎÁÒÎÙÊ ÇÒÁÆG ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ�ÌÏÓËÕÀ ÕËÌÁÄËÕ, × ËÏÔÏÒÏÊ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÏÄÇÒÁÆÁ G� ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅ-ÎÙ ÎÁ ÏËÒÕÖÎÏÓÔÉ, ×�ÉÓÁÎÎÏÊ × �, × �ÏÒÑÄËÅ ÉÈ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÉ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ db-�ÏÉÓËÅ × ÇÌÕÂÉÎÕ ÎÁ G�.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÜÔÉÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÄÏËÁÚÁÎÁ�ÅÏÒÅÍÁ. ðÌÁÎÁÒÎÙÍÉ ÇÒÁÆÁÍÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ:1: çÒÁÆÙ K1, C1 É K2.2: ÷ÓÅ ÇÒÁÆÙ G( (G1 ÆG2) ~G, ÅÓÌÉa) G1 É G2 | �ÌÁÎÁÒÎÙÅ ÇÒÁÆÙ;b) ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ �ÏÄÇÒÁÆÁÍ G01 � G1É G02 � G2, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ:i) G01 É G02 ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙ fK1g-ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ �ÒÏÓÔÙÈ �ÉËÌÏ× ÉÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ (�Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ) ÄÅÒÅ×ØÅ×;ii) ÏÂÏÌÏÞËÉ �ÏÄÇÒÁÆÏ× G01 É G02 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ �Å�ÅÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀ-ÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎÙ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÒÁÚÎÙÍ �ÉËÌÁÍ ÉÌÉ ×ÅÒÛÉÎÙ, �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ �ÉËÌÁÍ, Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍÉ �ÉËÌÁÍ, ÁÔÁËÖÅ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ �Å�ÅÊ, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈÄÅÒÅ×ØÅ×, ÉÓ�ÏÌØÚÏ×Á×ÛÉÈÓÑ �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ G01 ÉÌÉ G02;42



iii) G1 É G2 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ �ÏÄÇÒÁÆÁ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÇÏ K2;3, ÂÏÌØ-ÛÕÀ ÄÏÌÀ × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÂÒÁÚÕÀÔ ×ÅÒÛÉÎÙ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ÏÄÎÏÍÕ�ÉËÌÕ × G01 ÉÌÉ G02iiii) G1 É G2 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÔ �ÏÄÇÒÁÆÁ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÇÏ K4, × ËÏÔÏ-ÒÏÍ ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÔÒÉ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÏÄÎÏÍÕ �ÉËÌÕ ÉÚ G01ÉÌÉ G02;) �ÁÒÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍÙÈ ×ÅÒÛÉÎ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ × ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÉÉ Ó �ÏÒÑÄËÏÍ ÉÈ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÒÉ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÍ db-�ÏÉÓËÅ ×ÇÌÕÂÉÎÕ ÎÁ �ÏÄÇÒÁÆÁÈ G01 É G02;d) �ÁÒÙ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÅÍÙÈ ÒÅÂÅÒ ×ÙÂÉÒÁÀÔÓÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ, ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈÓÑ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ ×ÅÒ-ÛÉÎ.äÒÕÇÉÈ �ÌÁÎÁÒÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× ÎÅÔ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ04-01-00374). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. éÏÒÄÁÎÓËÉÊ í. á. ëÏÎÓÔÒÕËÔÉ×ÎÙÅ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÇÒÁÆÏ× //äÉÓ-ËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. | 1996. | �. 3, � 4. |ó. 35{63.2. éÏÒÄÁÎÓËÉÊ í. á. �ÅÏÒÅÔÉËÏ-ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅÎÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅ �ÏÄ-ÇÒÁÆÏ× ÇÒÁÎÅÊ �ÌÁÎÁÒÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× // ðÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. �ÅÚÉÓÙ ÄÏËÌÁÄÏ× XIV íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ(ðÅÎÚÁ, 23{28 ÍÁÑ 2005 Ç.). | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2005. | ó. 56.3. éÏÒÄÁÎÓËÉÊ í. á. ðÏÉÓË × ÇÌÕÂÉÎÕ É ÏÄÎÏÓÔÒÁÎÉÞÎÙÅ ÕËÌÁÄËÉÇÒÁÆÏ× // ðÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. �ÅÚÉÓÙ ÄÏËÌÁ-ÄÏ× XIII íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ (ëÁÚÁÎØ, 27{31 ÍÁÑ 2002 Ç.).þÁÓÔØ I. | í.: éÚÄ-×Ï �ÅÎÔÒÁ �ÒÉËÌÁÄÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ �ÒÉÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ ÆÁËÕÌØÔÅÔÅ íçõ, 2002. | ó. 76.4. éÏÒÄÁÎÓËÉÊ í. á. ó×ÏÊÓÔ×Á �ÌÏÓËÉÈ ÕËÌÁÄÏË �ÌÁÎÁÒÎÙÈ ÇÒÁ-ÆÏ× // äÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ × ÔÅÏÒÉÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ: VII íÅÖ-ÄÕÎÁÒÏÄÎÁÑ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÑ, ðÏËÒÏ×ÓËÏÅ, 4{6 ÍÁÒÔÁ 2006 Ç.: �ÒÕÄÙ. |í.: íáëó ðÒÅÓÓ, 2006. | ó. 136{138.
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þéóìï ëìáóóï÷ âõìå÷ùè æõîëãéê,ðïòïöäåîîùè ïðåòá�ïòîùíéï�ïâòáöåîéñíéá. ó. ëÁÚÉÍÉÒÏ× (éÒËÕÔÓË)ïÄÎÏÊ ÉÚ ÚÁÄÁÞ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ �Å-ÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ, ÔÏ ÅÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ËÌÁÓÓÏ×, �ÏÒÏÖÄÁÅÍÙÈ ÔÏÊÉÌÉ ÉÎÏÊ ÇÒÕ��ÏÊ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ.úÁÄÁÞÁ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂÙÞÎÏ ÒÅÛÁÅÔÓÑ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÔÅÏÒÉÉ �ÅÒÅ-ÞÉÓÌÅÎÉÑ ðÏÊÁ É ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÓÁÍÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔÅÌÅÊ. ÷ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÔÅÏÒÅÍÁ ðÏÊÁ �ÒÉÍÅÎÑÅÔÓÑ ÄÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÞÉÓÌÁ ËÌÁÓÓÏ×�Ï N -, P -, PN -, ÌÉÎÅÊÎÙÍ É ÁÆÆÉÎÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ [1℄. ïÎÁ ÄÁÅÔÆÏÒÍÕÌÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ËÌÁÓÓÏ× ÞÅÒÅÚ �ÉËÌÏ×ÙÅ ÉÎÄÅËÓÙ ÇÒÕ�� ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÊ.îÏ ÄÁÎÎÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ ÎÅ ÕÄÁÅÔÓÑ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ë S-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ,ÔÁË ËÁË ÏÎÉ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÁÂÏÒÏ×, ÞÔÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÊÁ.äÌÑ �ÏÄÓÞÅÔÁ ÞÉÓÌÁ S-ËÌÁÓÓÏ× ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÌÅÍÍÕ âÅÒÎ-ÓÁÊÄÁ, ËÏÔÏÒÁÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÔ�ÒÁ×ÎÏÊ ÔÏÞËÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÊÁ É ËÏÔÏÒÁÑÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÌÉ ÓÏÂÏÊ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÁÂÏÒÏ×.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ [2℄. ðÏÄ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ a ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÂÕÌÅ-×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØa1 : : : an, × ËÏÔÏÒÏÊ ai 2 fd; e; pg. äÅÊÓÔ×ÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ a ÎÁ ÆÕÎË-�ÉÀ f(x1; : : : ; xn) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕ: a(f(x1; : : : ; xn)) =fn(x1; : : : ; xn), ÇÄÅ f0(x1; : : : ; xn) = f(x1; : : : ; xn) Éfi(x1; : : : ; xn) = (fi�1(x1; : : : ; xn); ÅÓÌÉ ai = e;fi�1(x1; : : : ; xi�1; �xi; xi+1; : : : ; xn); ÅÓÌÉ ai = p;(fi�1(x1; : : : ; xn))0xi ; ÅÓÌÉ ai = d:úÄÅÓØ ÞÅÒÅÚ f 0xi(x1; : : : ; xn) ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÉf(x1; : : : ; xn) �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xi.ðÕÓÔØ ÉÍÅÅÔÓÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; : : : ; xn) × ×ÉÄÅ �ÏÌÉ-ÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ:f(x1; : : : ; xn) = sXi=1Ki; (1)× ËÏÔÏÒÕÀ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ×ÈÏÄÑÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÅ ËÏÎßÀÎË-�ÉÉ | �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ Ki = z1 � � � � � zki , ÇÄÅ zj = xt ÉÌÉ zj = xtÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xt, �ÒÉÞÅÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ ÍÏÖÅÔ ×ÈÏÄÉÔØ ×44



�ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÏÄÎÏÇÏ ÒÁÚÁ. ÷ ÓÕÍÍÕ ÍÏÖÅÔ ×ÈÏÄÉÔØ ÓÌÁÇÁ-ÅÍÏÅ Ki, ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÁÝÅÅ ÎÉ ÏÄÎÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ. �ÁËÏÅ Ki ÓÞÉÔÁÅÔÓÑÒÁ×ÎÙÍ 1.ðÏÓËÏÌØËÕ ÌÀÂÁÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÁÑ ËÏÎßÀÎË�ÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÒÁÚÏÍ ÎÅ-ËÏÔÏÒÏÇÏ Ï�ÅÒÁÔÏÒÁ ÏÔ x1 � � � � �xn, ÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ (1) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØÚÁ�ÉÓÁÎÏ × ×ÉÄÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÙ:f(x1; : : : ; xn) = sXi=1 ai(x1 � � � � � xn);ÇÄÅ ai | ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ Ï�ÅÒÁÔÏÒÙ.ðÕÓÔØ S | �ÏÌÎÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÄÓÔÁÎÏ×ÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å fd; e; pg:S = ��depdep�;�depdpe�;�depped�;�depedp�;�depepd�;�deppde�� :÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÇÒÕ��Ù S:� = �depdep�; Æ = �depdpe�; " = �depped�; � = �depedp�; � = �depepd�; � = �deppde�ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ× ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n × ×ÉÄÅ �Ï-ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ '1 : : : 'n, ÇÄÅ 'i 2 S. �ÏÇÄÁ ' ÄÅÊÓÔ×ÕÅÔ ÎÁ Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒ a = a1 : : : an ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: '(a) = '1(a1) : : : 'n(an): �ÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' ÎÁÚÏ×ÅÍ S-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ.äÅÊÓÔ×ÉÅ S-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË-�ÉÊ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. ðÕÓÔØ f(x1; : : : ; xn) = Psi=1 ai(x1 � � � � �xn) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÁÑ ÆÏÒÍÁ ÆÕÎË�ÉÉ. �ÏÇÄÁ '(f) =Psi=1 '(ai)(x1 � � � � � xn).íÎÏÖÅÓÔ×Ï S-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ n-ÍÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÕ�-�ÏÊ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÇÒÕ��Õ S-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ n-ÍÅÓÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÞÅÒÅÚGn. ðÏÒÑÄÏË ÇÒÕ��Ù Gn ÒÁ×ÅÎ 6n.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ä×Å ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; : : : ; xn) É g(x1; : : : ; xn) ÎÁÚÙ-×ÁÀÔÓÑ S-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ' 2 Gn, ÞÔÏ '(f) = g.÷ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÌÁÓÓÙ S-ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ S-ËÌÁÓÓÁÍÉ. S-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÔÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÈÒÁÎÑÀÔ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ (�Ï ÞÉÓÌÕÓÌÁÇÁÅÍÙÈ).äÅÊÓÔ×ÉÅ ÌÀÂÏÇÏ S-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ' ÎÁ ÆÕÎË�ÉÀ f ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÕÍÎÏÖÅÎÉÀ ×ÅËÔÏÒÁ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁ ÍÁÔÒÉ�Õ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÜÔÏÍÕÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ [3℄. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÁÔÒÉ�Õ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ' ÞÅÒÅÚ A(').45

ïÄÎÏÍÅÓÔÎÙÍ S-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍ ÂÕÄÕÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀ-ÝÉÅ ÍÁÔÒÉ�Ù:I = A(�) = � 1 00 1 � ; D = A(Æ) = � 0 11 0 � ;E = A(") = � 1 01 1 � ; P = A(�) = � 1 10 1 � ;M = A(�) = � 1 11 0 � ; N = A(�) = � 0 11 1 � ;n-ÍÅÓÔÎÙÅ S-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ÜÔÉÈ ÍÁÔÒÉ� Ó �ÏÍÏÝØÀËÒÏÎÅËÅÒÏ×Á �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ (
).îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ Æ� ÂÕÄÅÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÍÁÔÒÉ�ÁD 
 P = � 0 11 0 �
 � 1 10 1 � = � O PP O � = 0� 0 0 1 10 0 0 11 1 0 00 1 0 0 1AíÁÔÒÉ�Ù S-ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÙÍÉ.÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ ÄÌÑ ËÒÏÎÅËÅÒÏ×ÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÍÁÔÒÉ-�Ù A: A
A
 � � � 
A| {z }n = A
nï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ.æÕÎË�ÉÑ f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÏÊ �Ï ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÀ ', ÅÓÌÉ '(f) = f .ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ st(') ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÊ, ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ �Ïn-ÍÅÓÔÎÏÍÕ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ '. ðÕÓÔØ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ' �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏ ÍÁ-ÔÒÉ�ÅÊ A, ÔÏÇÄÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. st(') = 22n�rank(A�I
n), ÇÄÅ rank(A) | ÒÁÎÇÍÁÔÒÉ�Ù A.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÜÔÏÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ ÆÁËÔÁ, ÞÔÏÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ '(f) = f ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÀ Af = I
nf , �ÏÓËÏÌØËÕÍÁÔÒÉ�Á I
n Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2n.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. st('1'2 : : : 'n) = st('i1'i2 : : : 'in), ÇÄÅfi1; i2; : : : ; ing | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ ÞÉÓÅÌ f1; 2; : : : ; ng.äÁÎÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ, �ÏÓËÏÌØËÕ ÍÅÖÄÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �Ï ËÁÖÄÏÍÕ ÉÚ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ × ÕÓÌÏ×ÉÉ ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ: ÅÓÌÉÆÕÎË�ÉÑ f(x1; : : : ; xn) ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ �Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ '1'2 : : : 'n, ÔÏÆÕÎË�ÉÑ f(xi1 ; : : : ; xin) ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÁ �Ï ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÀ 'i1'i2 : : : 'in .46



÷ÓÅ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÉÚ ÇÒÕ��Ù S ÍÏÖÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ÎÁ 3 ÔÉ�Á | ÔÏ-ÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ f�g, ÔÒÁÎÓ�ÏÚÉ�ÉÉ fÆ; "; �g É �ÉËÌÙ f�; �g.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. st('1'2 : : : 'n) = st(r('1'2 : : : 'n), ÇÄÅr('1'2 : : : 'n) = r('1)r('2) : : : r('n) Ér('i) = (�; ÅÓÌÉ 'i = �;Æ; ÅÓÌÉ 'i 2 fÆ; "; �g;�; ÅÓÌÉ 'i 2 f�; �g:ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Ù A(')� I
n É A(r('))� I
n Ó×Ï-ÄÑÔÓÑ ÏÄÎÁ Ë ÄÒÕÇÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÍÉ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂÏ×.ðÏÜÔÏÍÕ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÔÏÌØËÏ S-ÏÔÏÂÒÁ-ÖÅÎÉÑ ×ÉÄÁ � : : : �Æ : : : Æ� : : : �.þÉÓÌÏ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÌÑ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÊ ÔÁËÏÇÏ ×ÉÄÁÍÏÖÎÏ ÎÁÊÔÉ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 4. rank(M
n � I
n) = 23 (2n + (�1)n+1).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 5. rank((D
M
n)�I
n+1) = 13 (5�2n+2�(�1)n+1).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 6. rank((D
2 
 A) � I
n) = 2 � rank((D 
 A) �I
n�1), ÇÄÅ A | ÍÁÔÒÉ�Á ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ Gn�2.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 7. rank((I 
A)� I
n) = 2 � rank(A� I
n�1), ÇÄÅA | ÍÁÔÒÉ�Á ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ ÉÚ Gn�1.óÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ ÞÁÓÔØ ÔÅÏÒÉÉ ðÏÊÁ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ, ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÌÅÍÍÏÊ âÅÒÎÓÁÊÄÁ. äÁÎÎÁÑ ÌÅÍÍÁ, × ÏÔÌÉÞÉÅ ÏÔÔÅÏÒÅÍÙ ðÏÊÁ, ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔ, ÞÔÏÂÙ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÑ Ñ×ÌÑÌÉÓØ �ÏÄÓÔÁÎÏ×-ËÁÍÉ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÁÂÏÒÏ×.ìÅÍÍÁ âÅÒÎÓÁÊÄÁ [4℄. äÌÑ ÞÉÓÌÁ ËÌÁÓÓÏ× K(G), �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈÇÒÕ��ÏÊ G, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ:K(G) = 1jGj X'2G st('):éÚ ÜÔÏÊ ÌÅÍÍÙ É ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ 1{7 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ.�ÅÏÒÅÍÁ. þÉÓÌÏ S-ËÌÁÓÓÏ× Kn ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊKn = 16n nXi=0 Cin2i �(4n�i � 1) � 22n�i(2i+2(�1)i)=6 + 22n�i(2i+2(�1)i)=3� :äÌÑ Kn Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÁÑ Ï�ÅÎËÁ Kn � 22n=6n.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé, �ÒÏÅËÔ04-07-90178×. 47

ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÏÇÁÞÅ× ï. á., óÁÌØÎÉËÏ× á. á., ñÝÅÎËÏ ÷. ÷. âÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ× ÔÅÏÒÉÉ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ É ËÒÉ�ÔÏÌÏÇÉÉ. | í.: íãîíï, 2004.2. éÚÂÒÁÎÎÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ÔÅÏÒÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ / ðÏÄ ÒÅÄ. ÷É-ÎÏËÕÒÏ×Á ó. æ. É ðÅÒÑÚÅ×Á î. á. | í.: æéúíá�ìé�, 2001.3. ëÁÚÉÍÉÒÏ× á. ó. ï�ÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ ËÌÁÓÓÏ× LP-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÂÕ-ÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ // ÷ÅÓÔÎÉË âÕÒÑÔÓËÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ: íÁÔÅÍÁÔÉËÁÉ ÉÎÆÏÒÍÁÔÉËÁ. óÅÒÉÑ 13. | õÌÁÎ-õÄÜ: âÕÒÑÔÓËÉÊ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÙÊÕÎ-Ô, 2005. | ÷Ù�. 2. | ó. 17{22.4. äÅâÒÅÊÎ î. äÖ. �ÅÏÒÉÑ �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÉÊ ðÏÊÁ // ðÒÉËÌÁÄÎÁÑËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ / óÂ. ÓÔÁÔÅÊ �ÏÄ ÒÅÄ. âÅËËÅÎÂÁÈÁ ü. |í.: íÉÒ, 1968. | ó. 61{106.îéöîññ ïãåîëá äìéîù úáðéóééî�åòðòå�á�ïòá n-ðòïçòáííî. ë. ëÏÓÏ×ÓËÉÊ (óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ)äÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁ ÑÚÙËÁ ðÁÓËÁÌØ,ËÏÔÏÒÁÑ ÍÏ-ÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÁ ÎÁ �ÁÍÑÔÉ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ, ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÁ ÄÏ ×ÓÀÄÕ �ÒÉÍÅÎÉÍÏÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ ÎÁ ÑÚÙËÅ ðÁ-ÓËÁÌØ, ÞÔÏ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ × Ï��ÏÚÉ�ÉÉ Ó ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅÍ ×ÔÅÏÒÉÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. üÔÏ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁÄÅÑÔØÓÑ ÎÁ ÓÏÚÄÁÎÉÅ ÍÁÔÅÍÁ-ÔÉÞÅÓËÏÊ ÔÅÏÒÉÉ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÏÔÌÉÞÁÀÝÅÊÓÑ ÏÔ ÔÅÏÒÉÉÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× É ÉÍÅÀÝÅÊ ÂÏÌØÛÅÅ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ.ëÔÏ-ÔÏ ÉÚ ËÌÁÓÓÉËÏ× ÕÔ×ÅÒÖÄÁÌ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÏÊ ÎÁÕËÅ ÓÔÏÌØËÏ ÎÁÕ-ËÉ, ÓËÏÌØËÏ × ÎÅÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ. ÷ÏÚÍÏÖÎÏ, × ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÍÏÖÎÏÂÙÌÏ ÂÙ ÓËÁÚÁÔØ "ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ" ×ÍÅÓÔÏ "ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉËÉ".òÁÚ×É×ÁÑ ÕËÁÚÁÎÎÕÀ ÉÄÅÀ ËÌÁÓÓÉËÁ ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ, ÞÔÏ ÓÅÊ-ÞÁÓ Õ ËÁÖÄÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÍÏÄÅÌÉ ÓÔÏÌØËÏ ÍÁÓÓÏ×ÏÇÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ-×ÁÎÉÑ, ÓËÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÅÅ "ÚÁ�ÕÓËÁÅÔÓÑ" ËÏÍ�ØÀÔÅÒÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ.÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÁËÔÉ×ÎÏ ÎÁÞÁÌÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔØÓÑ Ó�ÏÓÏÂÙ ÂÅÚÏ-�ÁÓÎÏÇÏ ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ. ðÅÒ×ÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÙ ËÁÓÁÅÔÓÑ ÂÅÚÏ�ÁÓÎÏÓÔÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÚÁ-�ÉËÌÉ×ÁÎÉÑ.ðÏÄ �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ ÎÉÖÅ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÁÑ ÎÁÑÚÙËÅ ðÁÓËÁÌØ É ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÁÑ �ÒÉ Ó×ÏÅÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÁÍÑÔØ, ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÎÕÀ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÑÍÉ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÁ.éÓÈÏÄÎÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ: ×Ï ×ÓÅÈ �ÒÏ�ÅÄÕÒÁÈ ××ÏÄÉÔÓÑ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÊ �ÁÒÁÍÅÔÒ,48



�ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ×ÓÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞ-ÎÏÇÏ ÚÁ�ÉËÌÉ×ÁÎÉÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, × ËÏÔÏÒÙÈ ××ÏÄÉÔÓÑ ×ÙÚÏ× �ÒÏ�Å-ÄÕÒÙ ounter, ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÅÔ × ÍÁÓÓÉ×ÁÈ x1, ..., xp ÞÉÓÌÏÏÂÒÁÝÅÎÉÊ Ë ÎÅÊ.ðÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏ�ÅÄÕÒ-Ï�ÅÒÁÔÏ-ÒÏ×, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁÈ ÑÚÙËÁ ðÁÓËÁÌØ.éÍÅÅÔÓÑ ÎÅÓËÏÌØËÏ Ó�ÏÓÏÂÏ× ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ�ÒÏÇÒÁÍÍ:1) �ÏÎÑÔÉÅ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ [1℄,2) �ÏÎÑÔÉÅ ÓÈÅÍÙ �ÒÏÇÒÁÍÍ.îÉÖÅ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ n-�ÒÏÇÒÁÍÍÙ (�ÒÏ�ÅÄÕÒÙ) �ÒÉ ÌÀ-ÂÏÍ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ �ÅÌÏÍ n, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÏÌÅÅ ÁÄÅË×ÁÔÎÏ ÏÂÝÅ�ÒÉÎÑ-ÔÏÍÕ ÔÅÒÍÉÎÕ "�ÒÏÇÒÁÍÍÁ", Õ ËÏÔÏÒÏÇÏ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅÍÅÎÑÅÔÓÑ ÏÔ ×ÅÒÓÉÉ Ë ×ÅÒÓÉÉ ÔÒÁÎÓÌÑÔÏÒÁ Ó ÑÚÙËÁ ðÁÓËÁÌØ.äÏËÁÚÁÎ ÒÑÄ ÔÅÏÒÅÍ Ï Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ n-�ÒÏÇÒÁÍÍ É n-ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁÔÏÒÁn-�ÒÏÇÒÁÍÍ Ó Ä×ÕÍÑ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ.÷×ÏÄÉÔÓÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÏÎÑÔÉÅ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ n-�ÒÏÇÒÁÍÍÙÎÁ ÑÚÙËÅ ðÁÓËÁÌØ [2℄ ËÁË �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÄÌÉÎÁ ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅ �ÒÅ-×ÏÓÈÏÄÉÔ nK, ÇÄÅ K = 1024, É ÒÁÂÏÔÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÌÑÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× É ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×, ÄÌÉÎÙ ÚÁ�ÉÓÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔnK. üÔÏ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÏÎÑÔÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÁÄÅË×ÁÔÎÏÊ ÆÏÒ-ÍÁÌÉÚÁ�ÉÅÊ �ÏÎÑÔÉÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÎÅÖÅÌÉ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ �ÏÎÑÔÉÅÁÌÇÏÒÉÔÍÁ, ÄÁÖÅ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÅ Ë ËÏÍ�ØÀÔÅÒÕ (ÓÒ., ÎÁ-�ÒÉÍÅÒ, Ó [3℄).óÌÅÄÕÅÔ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ ÕÞÅÂÎÙÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ, ËÁË �ÒÁ-×ÉÌÏ, 1-�ÒÏÇÒÁÍÍÁÍÉ. ðÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ËÕÒÓÏ×ÙÈÒÁÂÏÔ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ 2-�ÒÏÇÒÁÍÍÁÍÉ. ÷ ÄÉ�ÌÏÍÎÙÈ ÒÁÂÏÔÁÈ ÍÏÇÕÔ ÒÁÚ-ÒÁÂÁÔÙ×ÁÔØÓÑ 3-�ÒÏÇÒÁÍÍÙ É 4-�ÒÏÇÒÁÍÍÙ É Ô. Ä.äÌÑ ××ÏÄÉÍÏÇÏ �ÏÎÑÔÉÑ n-�ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÔÉ-ÞÅÓËÁÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÏ ×ÓÀÄÕ �ÒÉÍÅÎÉÍÏÊ m-�ÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÇÄÅ m ÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ n.îÉÖÅ ÄÏËÁÚÁÎÁ ÌÉÎÅÊÎÁÑ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ n ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÌÉÎÙÚÁ�ÉÓÉ ×ÓÀÄÕ �ÒÉÍÅÎÉÍÏÇÏ n-ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁÔÏÒÁ ÄÌÑ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏ× ÑÚÙ-ËÁ ðÁÓËÁÌØ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÈ ÚÁÒÁÎÅÅ ÚÁÄÁÎÎÙÊ ÏÂßÅÍ �ÁÍÑÔÉ.úÄÅÓØ ÒÅÞØ ÉÄÅÔ ÏÂ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁÔÏÒÁÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁÆÒÁÇÍÅÎÔÅ ÑÚÙËÁ ðÁÓËÁÌØ É ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÏÊ ÓÒÅÄÓÔ×ÁÍÉ ÜÔÏÇÏ ÖÅÆÒÁÇÍÅÎÔÁ ÑÚÙËÁ ðÁÓËÁÌØ. �ÁËÉÅ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁÔÏÒÙ ÒÁÚÒÁÂÁÔÙ×ÁÀÔ-ÓÑ �ÒÉ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÉ ÍÅÔÏÄÁ "ÒÁÓËÒÕÔËÉ" ÄÌÑ ÓÏÚÄÁÎÉÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅ-ÔÁÔÏÒÁ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÇÏ × ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÁÓÓÅÍÂÌÅÒ ÉÌÉ ÎÁ ÑÚÙËÅÓÔÅËÏ×ÏÊ ÍÁÛÉÎÙ.éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁÔÏÒÙ ÏËÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÉÎ-ÎÙÍÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÁÍÉ.äÏËÁÚÁÎÎÁÑ ÎÉÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁ 2 ÄÁÅÔ ÎÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÉÎÙ ÚÁ�ÉÓÉÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁÔÏÒÁ, ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÑ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔ49

�ÏÓÌÅÄÎÅÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ-ÎÁÂÌÀÄÅÎÉÀ.ðÒÏÇÒÁÍÍÙ, Ñ×ÌÑÑÓØ,×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍÉ ÏÂßÅËÔÁ-ÍÉ, ÏÔÌÉÞÁÀÔÓÑ ÏÔ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÎÅ ÓÔÏÌØËÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ �ÉÛÕÔÓÑ ÎÁËÏÎËÒÅÔÎÙÈ ÑÚÙËÁÈ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ÓËÏÌØËÏ ÔÅÍ, ÞÔÏ ÏÎÉ ÍÏÇÕÔÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÌÉÛØ ÚÁÒÁÎÅÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ ÏÂßÅÍ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ,ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÊ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÎÁ ÄÉÓËÅ.äÌÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÊ ÎÁ ÑÚÙËÅ ðÁÓËÁÌØ, �ÅÒÅÞÅÎØ ÉÍÅÎ�ÒÏ�ÅÄÕÒ É (ÉÌÉ) ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÍ, ÅÓÌÉËÁÖÄÏÅ ÉÚ Ï�ÉÓÁÎÉÊ ÉÈ ÔÅÌÁ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÉÎ ×ÙÚÏ× �ÒÏ�ÅÄÕÒÉ (ÉÌÉ) ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ ÜÔÏÇÏ �ÅÒÅÞÎÑ. ðÅÒÅÞÅÎØ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏÉÍÅÎÉ, ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÍ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÁÚÏ×ÅÍ n-�ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ (n-�ÒÏ�ÅÄÕÒÏÊ, n-Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒÏÍ) ÔÁËÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ (�ÒÏ�ÅÄÕÒÕ, Ï�ÅÒÁÔÏÒ), ËÏÔÏÒÁÑ ÉÓ�ÏÌØÚÕ-ÅÔ ÔÏÌØËÏ �ÁÍÑÔØ × ×ÉÄÅ ÍÁÓÓÉ×Ï× Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÔÉ�Á integer, ÓÕÍ-ÍÁÒÎÏÅ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ nK. ëÁÖÄÙÊÁÒÇÕÍÅÎÔ É ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÉÍÅÅÔ ÔÁËÕÀ ÖÅ ×ÅÒÈÎÀÀÇÒÁÎÉ�Õ ÞÉÓÌÁ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (ÎÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ K = 1024).�ÅÏÒÅÍÁ 1. ëÁËÏ×Ù ÂÙ ÎÉ ÂÙÌÉ �ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n Én-�ÒÏÇÒÁÍÍÁ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÅÌÏÅ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ m (m > n)É m-�ÒÏÇÒÁÍÍÁ (Ó ÔÅÍÉ ÖÅ ÁÒÇÕÍÅÎÔÁÍÉ) ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈÚÎÁÞÅÎÉÊ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× �ÒÉÍÅÎÉÍÁ m-�ÒÏÇÒÁÍÍÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÅÓÌÉ ÉÓ-ÈÏÄÎÁÑ n-�ÒÏÇÒÁÍÍÁ �ÒÉÍÅÎÉÍÁ Ë ÜÔÉÍ ÉÓÈÏÄÎÙÍ ÄÁÎÎÙÍ, ÔÏ ÒÅ-ÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÂÏÔÙ ÏÂÅÉÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ jP j0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï × �ÒÏÇÒÁÍÍÅP ÔÏÞÅË ×ÓÅÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÚÁ�ÉËÌÉ×ÁÎÉÑ.÷Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÏÊ × ÓÔÒÏËÕ, ÍÏÖÅÔ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÔØÓÑ ËÁË �ÒÏÄ×ÉÖÅÎÉÅ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÕËÁÚÁÔÅÌÑ ÅÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ÏÔÏÄÎÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ Ë ÄÒÕÇÏÊ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ ÓÌÅ×Á ÎÁ�ÒÁ×Ï, Á ÔÁËÖÅÓ�ÒÁ×Á ÎÁÌÅ×Ï ÄÌÑ ÏÒÇÁÎÉÚÁ�ÉÉ ×ÏÚ×ÒÁÝÅÎÉÊ �Ï ÔÅËÓÔÕ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ,×ËÌÀÞÁÑ ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Ë �ÒÏ�ÅÄÕÒÁÍ É ÆÕÎË�ÉÑÍ.ðÒÏÇÒÁÍÍÁ ÚÁ�ÉËÌÉ×ÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÅÅ ÒÁÂÏÔÙ × ËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ÔÏÞËÅ ÅÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ Ä×ÁÖÄÙ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÓÏÄÅÒÖÉ-ÍÏÅ �ÁÍÑÔÉ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÁ (×ËÌÀÞÁÑ �ÁÍÑÔØ, ÏÔ×ÏÄÉÍÕÀ ÄÌÑ ×ÈÏÄÎÏÇÏÆÁÊÌÁ).ðÕÓÔØ ÎÏ×ÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÉ �ÒÅ×ÙÛÅÎÉÉ ËÏ-ÌÉÞÅÓÔ×Á �ÏÓÅÝÅÎÉÊ ÔÏÞÅË ×ÓÅÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏ-ÇÏ ÚÁ�ÉËÌÉ×ÁÎÉÑ ÂÏÌØÛÅ jP j0, ÕÍÎÏÖÅÎÎÏÊ ÎÁ ÞÉÓÌÏ ×ÓÅÈ ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÈ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÇÏ �ÁÍÑÔÉ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÁ. ðÏÜÔÏÍÕ × ÎÁ-ÞÁÌÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ Ï�ÉÓÙ×ÁÅÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÕÀ b ÔÉ�Á int, É �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅx1; : : : ; xp : array [�215::215 � 1℄ of int.ðÕÓÔØ exit | Ï�ÅÒÁÔÏÒ ×ÙÈÏÄÁ ÉÚ �ÉËÌÁ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÕ.50



proedure ounter (var x1; :::; xp : array of int);beginb := 0;for i := �215 to`215 � 1 dobegin if x1[i℄ <> 215 � 1 then begin x1[i℄ := x1[i℄ + 1; b :=1; exit endelse x1[i℄ := 0;end;if b = 0 thenfor i := �215 to 215 � 1 dobegin if x2[i℄ <> 215 � 1 then begin x2[i℄ := x2[i℄ + 1; b :=1; exit end else x2[i℄ := 0;end;.......................................................................if b = 0 thenfor i := �215 to 215 � 1 dobegin if xp[i℄ <> 215 � 1then begin xp[i℄ := xp[i℄ + 1; b :=1; exit end else xp[i℄ := 0;end; if b = 0 then stop endâÏÌÅÅ ÔÏÞÎÏ, ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Ë �ÒÏ�ÅÄÕÒÅ ounter ÓÌÅÄÕÅÔ ×ÓÔÁ×ÉÔØÓÒÁÚÕ �ÅÒÅÄ end × ÂÌÏËÅ, Ñ×ÌÑÀÝÅÍÓÑ ÔÅÌÏÍ �ÉËÌÁ ÔÉ�Á while (ÅÓ-ÌÉ ÔÅÌÏ �ÉËÌÁ ÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÌÏËÏÍ, ÔÏ ÚÁËÌÀÞÉÔØ ÅÇÏ × Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÙÅÓËÏÂËÉ begin - end) ÓÒÁÚÕ �ÅÒÅÄ until, goto ÎÁÚÁÄ, × ÎÁÞÁÌÅ ÔÅÌÁ ÒÅËÕÒ-ÓÉ×ÎÏÊ ÉÌÉ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏÊ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ É ÆÕÎË�ÉÉ. �ÅÏÒÅÍÁÄÏËÁÚÁÎÁ.ðÏÄ ÚÁ�ÉÓØÀ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ÍÁÓÓÉ× ASCII-ËÏÄÏ×ÂÕË×, �ÒÉÞÅÍ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ ÂÕË×ÏÊ (ÌÉÔÅÒÏÊ) ÚÁ�ÉÓÉ�ÒÏÇÒÁÍÍÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÁ.ðÕÓÔØ Pn { ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï n-�ÒÏÇÒÁÍÍ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÆÒÁÇÍÅÎÔÅ ÑÚÙËÁ ðÁÓËÁÌØ É ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÔÒÅÈ ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ× {ÍÁÓÓÉ×Ï× Ó ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÔÉ�Á integer. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÌÉÎÁ ÚÁ�ÉÓÉ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÙ ÉÚ Pn, ÄÌÉÎÁ ÚÁ�ÉÓÉ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ, ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ �Á-ÍÑÔØ É ÄÌÉÎÁ ÚÁ�ÉÓÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÓÕÍÍÁÒÎÏ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ nK.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. îÁÚÏ×ÅÍ n-ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁÔÏÒÏÍ �ÒÏ�ÅÄÕÒÕ-Ï�ÅÒÁ-ÔÏÒ INT ÏÔ ÔÒÅÈ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ P 2 Pn,É ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÄÁÎÎÙÈ x, ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÄÌÉÎÁ ÚÁ�ÉÓÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ P ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ nK, ÄÌÉÎÁ ÚÁ�ÉÓÉ x ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ nK É ÄÌÉÎÁ ÚÁ�ÉÓÉÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ P (x) ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ nK ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ Ó×ÏÊÓÔ×Ï!P (x)) !INT ("P"; x; result);51

ÇÄÅ ÓÉÍ×ÏÌ ! ÚÁÍÅÎÑÅÔ ÓÌÏ×Á "ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ ÒÁÂÏÔÕ", Á "P" ÏÚÎÁÞÁ-ÅÔ ÚÁ�ÉÓØ × ASCII-ËÏÄÁÈ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ Ó ÉÍÅÎÅÍ P . ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÒÉÌÀÂÏÍ y Ó ÔÅÍ ÖÅ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ!P (y)) (INT ("P"; y; result)fresult= P (y)g):÷ÓÅ ÜÔÏ �ÒÉ ÕÓÌÏ×ÉÉ, ÞÔÏ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÁÂÏÔÙ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ P Ó ÄÁÎÎÙÍÉy ÎÅ ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÍ ÛÁÇÅ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÁÑ �ÁÍÑÔØ, �ÒÅ×ÏÓÈÏ-ÄÑÝÁÑ nK �Ï ÓÕÍÍÁÒÎÏÍÕ ÞÉÓÌÕ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÓÓÉ×Ï× �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.(úÁËÌÀÞÅÎÉÅ ÉÍ�ÌÉËÁ�ÉÉ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÕËÁÚÁÎÎÏÅ ÏÂÒÁÝÅ-ÎÉÅ Ë �ÒÏ�ÅÄÕÒÅ INT ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔ Ó×ÏÀ ÒÁÂÏÔÕ, ÔÏ �ÏÓÌÅ ÅÅ ÚÁ×ÅÒÛÅ-ÎÉÑ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï result = P (x).)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ×ÓÀÄÕ �ÒÉÍÅÎÉÍÙÈ �ÒÏ�ÅÄÕÒ ÑÚÙËÁ ðÁ-ÓËÁÌØ, ËÏÔÏÒÙÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÓÏÓÔÁ×ÎÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒ ";",ÏÂÒÁÝÅÎÉÅ Ë �ÒÏ�ÅÄÕÒÅ É Ï�ÅÒÁÔÏÒ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ Ë ÜÌÅÍÅÎÔÕ ÍÁÓÓÉ×ÁËÏÎÓÔÁÎÔÙ. ðÕÓÔØ jINT j ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÄÌÉÎÕ ÚÁ�ÉÓÉ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ INT,ÔÏ ÅÓÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÉÍ×ÏÌÏ× × ÚÁ�ÉÓÉ ÔÅËÓÔÁ �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ.äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ ÑÚÙËÁ ðÁÓËÁÌØ, ÒÁÓÛÉÒÑÀÝÅÇÏ Ï�ÉÓÁÎ-ÎÙÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÁÑ ÎÉÖÅ ÔÅÏÒÅÍÁ 2 �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÎÉÖ-ÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ÄÌÉÎÙ ÚÁ�ÉÓÉ ×ÓÀÄÕ �ÒÉÍÅÎÉÍÏÇÏ n-ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁÔÏÒÁÜÔÏÇÏ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÎÁ ÜÔÏÍ ÖÅ ÆÒÁÇÍÅÎÔÅ ÑÚÙËÁ ðÁ-ÓËÁÌØ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. äÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ �ÅÌÏÇÏ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÇÏ ÞÉÓÌÁ n n-ÉÎ-ÔÅÒ�ÒÅÔÁÔÏÒ INT Ï�ÉÓÁÎÎÏÇÏ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ ÑÚÙËÁ ðÁÓËÁÌØ, ÎÁ�ÉÓÁÎ-ÎÙÊ ÎÁ ÜÔÏÍ ÖÅ ÆÒÁÇÍÅÎÔÅ, ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÓÀÄÕ �ÒÉÍÅÎÉÍÏÊn-�ÒÏ�ÅÄÕÒÏÊ, ÅÓÌÉ nK � jINT j+K.òÁÂÏÔÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ × ÌÁÂÏÒÁÔÏÒÉÉ óðÂçõ óðòéî�, ÓÏ-ÚÄÁÎÎÏÊ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÆÉÒÍÙ INTEL.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÏÓÏ×ÓËÉÊ î. ë. ïÓÎÏ×Ù ÔÅÏÒÉÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÒÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. |ì.: ìçõ, 1987.2. áÂÒÁÍÏ× ÷. ç., �ÒÉÆÏÎÏ× î. ð., �ÒÉÆÏÎÏ×Á ç. î. ÷×ÅÄÅÎÉÅ ×ÑÚÙË ðÁÓËÁÌØ. | í.: "îÁÕËÁ", 1988.3. ëÏÓÏ×ÓËÉÊ î. ë. üÌÅÍÅÎÔÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ÌÏÇÉËÉ É ÅÅ �ÒÉ-ÌÏÖÅÎÉÑ Ë ÔÅÏÒÉÉ ÓÕÂÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. | ì.: ìçõ, 1981.
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ïãåîëá ðáíñ�é, îåïâèïäéíïê äìñéóëìàþåîéñ âåóëïîåþîïçï úáãéëìé÷áîéñ÷ ðáóëáìø-ðòïçòáííáè,÷ùðïìîñåíùè îá ëïíðøà�åòåî. ë. ëÏÓÏ×ÓËÉÊ, æÁÍ �ÈÁÎØ ìÁÍ (óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ)ðÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÏÊ �ÁÍÑÔÉ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÊÄÌÑ ÂÅÚÏ�ÁÓÎÏÓÔÉ ÏÔ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÇÏ ÚÁ�ÉËÌÉ×ÁÎÉÑ ÌÀÂÙÈ ðÁÓËÁÌØ-�ÒÏÇÒÁÍÍ [1℄. äÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ï ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÌÀÂÙÈðÁÓËÁÌØ-�ÒÏÇÒÁÍÍ, ×Ù�ÏÌÎÑÅÍÙÈ ÎÁ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÅ, ÄÏ ×ÓÅÇÄÁ ÚÁËÁÎ-ÞÉ×ÁÀÝÉÈ Ó×ÏÀ ÒÁÂÏÔÕ.÷×ÅÄÅÍ �ÏÎÑÔÉÅ ÔÏÞËÉ ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÎÅÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑËÁËÏÊ-ÌÉÂÏ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÑÚÙËÁ ðÁÓËÁÌØ × ÚÁ�ÉÓÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ Pn ÉÏÂÏÚÎÁÞÁÅÍ ÉÈ ÞÉÓÌÏ jPnj0. �ÁËÉÈ ÔÏÞÅË ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ, ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ:� ðÅÒÅÄ ËÁÖÄÙÍ Ï�ÅÒÁÔÏÒÏÍ goto ÎÁÚÁÄ.� ðÅÒÅÄ ËÁÖÄÙÍ ÔÅÌÏÍ �ÉËÌÁ ÔÉ�Á repeat.� ðÅÒÅÄ ËÁÖÄÙÍ do × �ÉËÌÅ ÔÉ�Á while.� ÷ ÎÁÞÁÌÅ ËÁÖÄÏÇÏ ÔÅÌÁ ÆÕÎË�ÉÉ É(ÉÌÉ) �ÒÏ�ÅÄÕÒÙ, ËÏÔÏÒÙÅÓÏ×ÍÅÓÔÎÏ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÏ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ.(Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÊÒÅËÕÒÓÉÅÊ ÉÌÉ ÒÅËÕÒÓÉ×ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.)�ÅÏÒÅÍÁ. ðÕÓÔØ Pn | �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÎÁ ÑÚÙËÅ ðÁÓËÁÌØ, ×Ï ×ÒÅÍÑ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÔ×ÅÄÅÎÁ �ÁÍÑÔØ ÄÌÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÂßÅÍÏÍ nKÞÉÓÅÌ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÎÉ�Á ÍÅÖÄÕ ÎÁÉÂÏÌØÛÉÍ É ÎÁÉÍÅÎØÛÉÍ ÞÉÓÌÏÍÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2M . úÄÅÓØ K = 1024. ðÒÉ mK � d 1M log2 (jPnj0)e+ nK +1�ÏÓÔÒÏÅÎÁ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ Pm, ËÏÔÏÒÁÑ ×ÓÀÄÕ �ÒÉÍÅÎÉÍÁ. åÓÌÉ ÉÓÈÏÄ-ÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ �ÒÉÍÅÎÉÍÁ Ë ÜÔÉÍ ÉÓÈÏÄÙÍ ÄÁÎÎÙÍ, ÔÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙÏÂÅÉÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Pm | ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ Pn.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÇÄÁ Pn ÚÁ-�ÉËÌÉ×ÁÅÔÓÑ. �ÏÇÄÁ jPnj0 � 1. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ × ËÁÖÄÙÊ ÍÏÍÅÎÔ �ÒÏ-�ÅÓÓÁ ÒÁÂÏÔÙ Pn Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ:� ðÏÌÏÖÅÎÉÅ ÕËÁÚÁÔÅÌÑ ÎÁ ÎÁÞÁÌÏ ÔÅÌÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÍÏÊ ËÏÎÓÔÒÕË-�ÉÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ.� óÏÄÅÒÖÁÎÉÅ �ÁÍÑÔÉ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÁ.Pn ÚÁ�ÉËÌÉ×ÁÅÔÓÑ, ÅÓÌÉ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÅÅ ÒÁÂÏÔÙ × ËÁËÏÊ-ÎÉÂÕÄØ ÔÏÞËÅÅ£ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ Ä×ÁÖÄÙ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÅ �ÁÍÑÔÉËÏÍ�ØÀÔÅÒÁ. ðÏÓÞÉÔÁÅÍ ÓËÏÌØËÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÓÏÄÅÒÖÁÎÉÊ�ÁÍÑÔÉ. ÷ÎÕÔÒÅÎÎÀÀ �ÁÍÑÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍ ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁÓÓÉ×Ï×53

ÔÉ�Á integer. ðÕÓÔØ ÁÒÉÆÍÅÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ �ÏÍÏÄÕÌÀ 2M (ÏÂÙÞÎÏ M=16 ). ÷ÓÅÇÏ 2MnK ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ.ñÓÎÏ �Ï �ÒÉ�É�Õ äÉÒÉÈÌÅ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÏÓÅÝÅÎÉÊ ÔÏ-ÞÅË ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÎÅÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ × �ÒÏÇÒÁÍÍÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ2MnK jPnj0, ÔÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ Pn ÚÁ�ÉËÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ.ðÒÅÏÂÒÁÚÕÅÍ Pn ÔÁË, ÞÔÏ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÅÅ ÒÁÂÏÔÙ �ÏÄÓÞÉÔÙ×ÁÌÏÓØËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï �ÏÓÅÝÅÎÉÊ ÔÏÞÅË ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÎÅÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ× �ÒÏÇÒÁÍÍÅ. äÏÂÁ×ÉÍ ÍÁÓÓÉ× (×ÏÚÍÏÖÎÏ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÍÁÓÓÉ×Ï×, �Ï-ÓËÏÌØËÕ ËÁÖÄÙÊ ÍÁÓÓÉ× ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ 2M ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ×), �ÒÅÄÚÎÁÞÅÎÎÙÊ ÄÌÑ �ÏÄÓÞÅÔÁ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÏÓÅÝÅÎÉÊ ÔÏÞÅË×ÁÒÉÁÎÔÏ× ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÎÅÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ × �ÒÏÇÒÁÍÍÅ.ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÍÁÓÓÉ×Á ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÒÁ×ÎÏ d 1M log2 (jPnj0)e+nK + 1.ðÏÌÕÞÅÎÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ Ó ÜÔÉÍ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅÍ ÓÔÁÎÅÔ ×ÓÀÄÕ �ÒÉ-ÍÅÎÉÍÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ, ÅÓÌÉ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÂÕÄÅÔ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØÓÑ �ÒÉ�ÒÅ×ÙÛÅÎÉÉ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á �ÏÓÅÝÅÎÉÊ ÔÏÞÅË ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÎÅ-ÚÁ×ÅÒÛÅÎÉÑ ÕËÁÚÁÎÎÏÊ ×ÙÛÅ ×ÅÌÉÞÉÎÙ. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.éÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÏÎÁ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÄÌÑÍÎÏÇÉÈ ÑÚÙËÏ× �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ, ×Ù�ÏÌÎÑÅÍÙÈ ÎÁ ËÏÍ�ØÀÔÅÒÅ ÉÉÍÅÀÝÉÈ ÍÅÈÁÎÉÚÍ ÏÔ×ÅÄÅÎÉÑ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÊ �ÁÍÑÔÉ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ËÏ-�ÉÌËÁ × òÅÆÁÌ-2 [2℄, òÅÆÁÌ-5 [3℄.òÁÂÏÔÁ ÞÁÓÔÉÞÎÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ × ÌÁÂÏÒÁÔÏÒÉÉ óðâçõ óðòéî�,ÓÏÚÄÁÎÎÏÊ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÆÉÒÍÙ Intel.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Borland Pasal. òÕËÏ×ÏÄÓÔ×Ï �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÑ. | http://www.it-forum.ru/programming/bp70-ug/2. áÌÅÛÉÎ á. à., ëÒÁÓÏ×ÓËÉÊ á. ç., òÏÍÅÎËÏ ó. á., ûÅÒÓÔ-ÎÅ× ÷. à. òÅÆÁÌ-2. òÕËÏ×ÏÄÓÔ×Ï �ÏÌØÚÏ×ÁÔÅÌÑ. | í , 1991. |htttp://www.refal.net.3. �ÕÒÞÉÎ ÷. æ. òÕËÏ×ÏÄÓÔ×Ï �Ï �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÀ òÅÆÁÌ-5. |http://www.refal.org/rf5�frm.htm.ï óìïöîïó�é óï÷íåó�îïçï ÷ùþéóìåîéñä÷õè üìåíåî�ï÷ ó÷ïâïäîïê áâåìå÷ïê çòõððù÷. ÷. ëÏÞÅÒÇÉÎ (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÂÅÌÅ×Á ÇÒÕ��Á (ÇÒÕ��Ï×ÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÂÕÄÅÍÎÁÚÙ×ÁÔØ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅÍ) ÚÁÄÁÎÁ ËÏÎÅÞÎÙÍ ÉÌÉ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×ÏÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÈ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ fxi j i 2 Ig.54



äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÜÔÏÊ ÇÒÕ��Ùg1 = xa111 xa122 : : : xa1qq ; g2 = xa211 xa222 : : : xa2qq ; : : : ; gp = xap11 xap22 : : : xapqq ;ÚÁÄÁÎÎÏÊ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�ÅÊ A = (aij), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚlF (g1; g2; : : : ; gp) (ÂÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ lF (A))ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× g1; g2; : : : ; gp, Ô. Å.ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× g1; g2; : : : ; gp �Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ fxi; x�1i j i 2 Ig, ÓÏÓÔÏÑ-ÝÅÍÕ ÉÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÈ É ÏÂÒÁÔÎÙÈ Ë ÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÚÒÅ-ÛÁÅÔÓÑ ÍÎÏÇÏËÒÁÔÎÏÅ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ �ÒÏÍÅÖÕÔÏÞÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ××ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ.÷ÅÌÉÞÉÎÕ lF (A) ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ×ÏÚÍÏÖÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× [1℄, ÎÁ×ÈÏÄÙ ËÏÔÏÒÏÊ �ÏÄÁÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÉ fx1; x2; : : : ; xq ; x�11 ; x�12 ; : : : ; x�1q g,ÎÁ ×ÙÈÏÄÁÈ ÓÈÅÍÙ ×ÙÞÉÓÌÑÀÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÉ xa111 xa122 : : : xa1qq ;xa211 xa222 : : : xa2qq ; : : : ; xap11 xap22 : : : xapqq , ÚÁÄÁ×ÁÅÍÙÅ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÍÁ-ÔÒÉ�ÅÊ ÎÁÂÏÒÏ× �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÊ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ A ÒÁÚÍÅÒÁ p � q, Á ÓÁÍÁ ÓÈÅ-ÍÁ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ×ÈÏÄÏ×ÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÆÕÎË�ÉÊ, �ÏÄÁ×ÁÅÍÙÈ ÎÁ ×ÈÏÄÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. ÷×ÅÄÅÎÎÁÑ ÍÅÒÁ ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔÉ lF ÂÌÉÚËÁ ÍÅÒÁÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ l É l2, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á×ÛÉÍÓÑ × ÒÁÂÏ-ÔÁÈ [2{4℄, ÎÏ × ÏÔÌÉÞÉÉ ÏÔ ÎÉÈ ÎÅ ÏÂÌÁÄÁÅÔ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏ-ÓÔÉ [5℄.÷ ÏÂÝÅÍ ×ÉÄÅ ÚÁÄÁÞÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÉ ÒÏÓÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÙlF (A) (Ó ÒÏÓÔÏÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÁËÓÉÍÕÍÁ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× ÍÁÔÒÉ�Ù) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ×ÏÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÏÊ.äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ p = 1, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÒÁÂÏÔÙ [6℄, �ÏÌÕÞÁÅÍ,ÞÔÏ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ ÍÁÔÒÉ� (a1; a2; : : : ; aq) (×ÓÅ ai ÂÏÌØÛÅ 1 É ÒÁÚ-ÌÉÞÎÙ) �ÒÉ Q ai ! 1 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ (ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ ×ÓÅÌÏÇÁÒÉÆÍÙ ÂÅÒÕÔÓÑ �Ï ÏÓÎÏ×ÁÎÉÀ 2):lF (xa11 xa22 : : : xaqq ) � log(max ai) + logQ ailog logQ ai + (a1; a2; : : : ; aq)q;ÇÄÅ (a1; a2; : : : ; aq) | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×ÁÍ 0 � (a1; a2; : : : ; aq) < 1.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÕÞÁÊ p = 2. ðÏ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÍÁ-ÔÒÉ�Å A ÒÁÚÍÅÒÁ 2� q Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ MA Ó ÎÅÏ-ÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ, �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÕÑ ÓÔÏÌÂ�ÙÉÓÈÏÄÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: 1) ÅÓÌÉ × ÓÔÏÌÂ�Å �a1ia2i� ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎ ÚÎÁË, Ô. Å. a1ia2i � 0, ÔÏ ×ËÌÀÞÁÅÍ × ÍÁÔÒÉ�ÕMA ×ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÓÔÏÌÂÅ� �ja1ijja2ij�; 2) ÅÓÌÉ × ÓÔÏÌÂ�Å �a1ia2i�ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÉÍÅÀÔ ÒÁÚÎÙÅ ÚÎÁËÉ, Ô. Å. a1ia2i < 0, ÔÏ ×ËÌÀÞÁÅÍ × ÍÁÔÒÉ-55

�ÕMA ×ÍÅÓÔÏ ÜÔÏÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÍÁÔÒÉ�Õ �ja1ij 00 ja2ij�. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,MA | �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á Ó ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ ÒÁÚ-ÍÅÒÁ 2� r, ÇÄÅ r ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ q � r � 2q.áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ [2℄ ÄÌÑ ÍÁÔÒÉ�Ù MA = (mij) (i = 1; 2, j = 1; 2; : : : ; r)�ÏÌÏÖÉÍ D(MA) = max fmaxmij ; max jm1im2j �m1im2j jg ; Ô. Å.D(MA) | ÜÔÏ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÁÂÓÏÌÀÔÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ ÍÉÎÏÒÏ× ÍÁÔÒÉ�ÙMA,ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÍÉÎÏÒÁÍ.�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎ-ÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� A(n) = (aij(n)) ÒÁÚÍÅÒÁ 2 � q(n), ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÅÊÕÓÌÏ×ÉÀ max aij(n)!1 �ÒÉ n!1, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑlogD(MA) � lF (A) � logD(MA) +O�q logmax jaij jlog logmax jaij j� :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ. ÷ ÓÉÌÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ-�Ù MA ÉÍÅÅÍ: lF (A) = lF (xa111 xa122 : : : xa1qq ; xa211 xa222 : : : xa2qq ) �l(zm111 zm122 : : : zm1rr ; zm211 zm222 : : : zm2rr ): äÁÌÅÅ, �ÒÉÍÅÎÑÑ ÓÌÅÄÓÔ×ÉÅ ËÔÅÏÒÅÍÅ 2 ÉÚ [4℄, �ÏÌÕÞÁÅÍ: l(zm111 zm122 : : : zm1rr ; zm211 zm222 : : : zm2rr ) �logD(MA) + O �r logmaxmijlog logmaxmij � = logD(MA) + O �q log max jaij jlog logmax jaij j� :÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.ðÒÅÖÄÅ ÞÅÍ �ÅÒÅÊÔÉ Ë ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÍÕ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Õ ÎÉÖ-ÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÍ Ä×Á ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ.ìÅÍÍÁ 1. ðÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ g1 É g2 Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��ÙÓ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ x1 É x2 �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ g1 = xa111 xa122 ; g2 =xa211 xa222 ; ÇÄÅ aij | �ÅÌÙÅ (i = 1; 2, j = 1; 2): �ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï ja11a22 � a12a21j � 2lF (g1;g2):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÏ [7℄ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÌÅÍÍÙ 1 ÉÚ [2℄) ÉÎÄÕË�ÉÅÊ �ÏÞÉÓÌÕ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ.ìÅÍÍÁ 2. ðÕÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÙ g1 É g2 Ó×ÏÂÏÄÎÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ�-�Ù Ó ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÍÉ x1; x2; : : : ; xq �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ × ×ÉÄÅ g1 =xa111 xa122 : : : xa1qq ; g2 = xa211 xa223 : : : xa2qq ; ÇÄÅ aij | �ÅÌÙÅ (i = 1; 2,j = 1; : : : ; q): �ÏÇÄÁ:1) ÅÓÌÉ a11a21 < 0; ÔÏ lF (g1; g2) � log ja11a21j;2) ÅÓÌÉ a11a21 < 0 É a12a22 < 0; ÔÏ lF (g1; g2) � log ja11a22j:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÈÅÍÕ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ-ÔÏ× S ÓÏ ×ÈÏÄÁÍÉ fx1; x�11 ; x2; x�12 ; : : : xq ; x�1q g, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÓÉÓÔÅ-ÍÕ fg1; g2g ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ lF (g1; g2). äÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÓÈÅÍÙ56



S Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ×ÅÌÉÞÉÎÙ Ä(xj ; v) É Ä(x�1j ; v), j = 1; 2, ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ. ðÕÓÔØ × ×ÅÒÛÉÎÅ v ×ÙÞÉÓÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ gv ÇÒÕ��Ù, �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÞÅÒÅÚ ÏÂÒÁÚÕÀÝÉÅ ÔÁË: gv = xb11 xb22 : : : xbqq : ðÏÌÏÖÉÍÄ(xi; v) = �bi; ÅÓÌÉ bi � 0;0; ÅÓÌÉ bi < 0; Ä(x�1i ; v) = �0; ÅÓÌÉ bi � 0;bi; ÅÓÌÉ bi < 0:úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ Ä×Å ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÌÉÔÅÒÙ y É z ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Áfx1; x�11 ; x2; x�12 g: äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÏÄÓÈÅÍÙ S0 ÓÈÅÍÙ S �ÏÌÏÖÉÍ'(S0; y; z) = maxv2S0fÄ(y; v)� Ä(z; v)gmaxv2S0fÄ(z; v)� Ä(y; v)g:äÌÑ �ÏÄÓÈÅÍÙ S0, ÓÏÓÔÏÑÝÅÊ ÔÏÌØËÏ ÉÚ ×ÈÏÄÏ×ÙÈ ×ÅÒÛÉÎ, ×Ù�ÏÌÎÑ-ÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï '(S0; y; z) = 1: ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÑ Ë ÕÖÅ ÉÍÅÀ-ÝÅÊÓÑ �ÏÄÓÈÅÍÅ ÅÝÅ ÏÄÎÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ÎÅ ÍÏÖÅÔ �ÒÉ×Å-ÓÔÉ Ë Õ×ÅÌÉÞÅÎÉÀ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ' ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ × Ä×Á ÒÁÚÁ, ÔÁË ËÁË ËÁ-ÖÄÙÊ ÉÚ ÍÎÏÖÉÔÅÌÅÊ maxv2S0fÄ(y; v) � Ä(z; v)g É maxv2S0fÄ(z; v) � Ä(y; v)gÎÅ ÍÏÖÅÔ Õ×ÅÌÉÞÉÔØÓÑ ÂÏÌÅÅ, ÞÅÍ × Ä×Á ÒÁÚÁ, �ÒÉÞÅÍ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎ-ÎÏ ÏÂÁ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ Õ×ÅÌÉÞÉÔØÓÑ ÎÅ ÍÏÇÕÔ. ðÏÜÔÏÍÕ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ Ä×ÕÈÒÁÚÌÉÞÎÙÈ y É z ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á fx1; x�11 ; x2; x�12 g ×ÅÒÎÏ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ'(S; y; z) � 2lF (g1;g2):ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a11a21 < 0;ÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÅ '(S; x1; x�11 ) � ja11a21j: óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,lF (g1; g2) � log ja11a21j:åÓÌÉ ÖÅ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÅÝÅ É ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï a12a22 < 0; ÔÏ, �ÏÌÁ-ÇÁÑ y = xa11=ja11j1 É z = xa22=ja22j2 , �ÏÌÕÞÁÅÍ: '(S; y; z) � log ja11a22j:ðÏÜÔÏÍÕ lF (g1; g2) � log ja11a22j: ìÅÍÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ. åÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÉÎÄÅËÓÙ i É j, 1 � i � 2,1 � j � r, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï D(MA) = mij , ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑÉ ÔÁËÏÊ ÉÎÄÅËÓ s, 1 � s � q, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï D(MA) =jaisj. �ÏÇÄÁ lF (A) = lF (xa111 xa122 : : : xa1qq ; xa211 xa222 : : : xa2qq ) � lF (xaiss ) �log jaisj = logD(MA): ðÏÜÔÏÍÕ ÄÁÌÅÅ ÓÞÉÔÁÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÔÁËÉÅÉÎÄÅËÓÙ i É j, 1 � i; j � r, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï D(MA) =jm1im2j �m1jm2ij.ðÕÓÔØ �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÍÁÔÒÉ�ÙMA �Ï ÍÁÔÒÉ�Å A i-Ê É j-Ê ÓÔÏÌÂ-�Ù ÍÁÔÒÉ�ÙMA �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ �ÕÔÅÍ ÚÁÍÅÝÅÎÉÑ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, s-ÇÏÉ t-ÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÍÁÔÒÉ�Ù A (ÏÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, s É t ÍÏÇÕÔÓÏ×�ÁÄÁÔØ). ïÔÄÅÌØÎÏ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÎÙÅ ÓÌÕÞÁÉ × ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔÔÏÇÏ, ÎÁ ÓËÏÌØËÏ ÓÔÏÌÂ�Ï× | ÏÄÉÎ ÉÌÉ Ä×Á | ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ s-Ê É t-ÊÓÔÏÌÂ�Ù ÍÁÔÒÉ�Ù A. 57

óÌÕÞÁÊ 1. ðÕÓÔØ É s-Ê, É t-Ê ÓÔÏÌÂÅ� ÚÁÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÁ ÏÄÉÎ ÓÔÏÌÂÅ�.�ÏÇÄÁ s 6= t, É × ÓÉÌÕ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�ÙMA ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÑ: ja1sj = m1i; ja2sj = m2i; ja1tj = m1j ; ja1tj = m1j ; a1sa2s � 0;a1ta2t � 0:ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ 1 ÉÍÅÅÍ: lF (xa1ss xa1tt ; xa2ss xa2tt ) �log ja1sa2t�a1ta2sj = log jm1im2j �m1jm2ij = logD(MA): ðÏÜÔÏÍÕlF (A) = lF (xa111 xa122 : : : xa1qq ; xa211 xa222 : : : xa2qq ) �� lF (xa1ss xa1tt ; xa2ss xa2tt ) � logD(MA):óÌÕÞÁÊ 2. ðÕÓÔØ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÔÏÌÂ�Ï× Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ s É t ÚÁÍÅÝÁÅÔÓÑÏÄÎÉÍ ÓÔÏÌÂ�ÏÍ, Á ÄÒÕÇÏÊ | Ä×ÕÍÑ.âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ s-Ê ÓÔÏÌÂÅ� ÚÁ-ÍÅÝÁÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÓÔÏÌÂ�ÏÍ, Á t-Ê | Ä×ÕÍÑ. �ÏÇÄÁ s 6= t, É × ÓÉÌÕ�ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù MA ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ: ja1sj = m1i;ja2sj = m2i; a1sa2s � 0; a1ta2t < 0; m1jm2j = 0: ï�ÑÔØ-ÔÁËÉ ÂÅÚ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ m1j = 0. �ÏÇÄÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï m2j = ja2tj. ðÏÜÔÏÍÕ, �ÒÉÍÅÎÑÑ ÌÅÍÍÕ 1, �ÏÌÕÞÁÅÍ:lF (xa1ss xa1tt ; xa2ss xa2tt )� log ja1sa2t� a1ta2sj= log ja1sjja2tj+ ja1tjja2sj �� log ja1sjja2tj = log(m1im2j) = log jm1im2j �m1jm2ij = logD(MA):óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, lF (A) = lF (xa111 xa122 : : : xa1qq ; xa211 xa222 : : : xa2qq ) �lF (xa1ss xa1tt ; xa2ss xa2tt ) � l2 (xa1ss xa1tt ; xa2ss xa2tt )� 2 � logD(MA)� 2:óÌÕÞÁÊ 3. ðÕÓÔØ É s-Ê, É t-Ê ÓÔÏÌÂÅ� ÚÁÍÅÝÁÀÔÓÑ Ä×ÕÍÑ ÓÔÏÌÂ-�ÁÍÉ.�ÏÇÄÁ × ÓÉÌÕ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù MA ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅ-ÎÉÑ: a1sa2s < 0; a1ta2t < 0; m1im2i = 0; m1jm2j = 0: ðÒÉ ÜÔÏÍÏÄÎÏ ÉÚ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ m1im2j É m1jm1i ÏÔÌÉÞÎÏ ÏÔ ÎÕÌÑ, ÔÁË ËÁËjm1im2j �m1jm2ij = D(MA) > 0: ðÕÓÔØ, ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ,m1im2j 6= 0.åÓÌÉ s = t (�ÒÉ ÜÔÏÍ j = i + 1), ÔÏ ja1sj = m1i; ja2sj = m2j ; É,�ÒÉÍÅÎÑÑ �ÅÒ×ÕÀ ÞÁÓÔØ ÌÅÍÍÙ 2, �ÏÌÕÞÁÅÍ Ï�ÅÎËÕ:lF (A) = lF (xa111 xa122 : : : xa1qq ; xa211 xa222 : : : xa2qq )� log ja1sa2sj= logm1im2j :åÓÌÉ ÖÅ s 6= t, ÔÏ ja1sj = m1i; ja2tj = m2j ; É �ÒÉÍÅÎÑÑ ×ÔÏÒÕÀÞÁÓÔØ ÌÅÍÍÙ 2, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÁËÕÀ ÖÅ Ï�ÅÎËÕ:lF (A) = lF (xa111 xa122 : : : xa1qq ; xa211 xa222 : : : xa2qq ) � log ja1sa2tj == logm1im2j = log jm1im2j �m1jm2ij = logD(MA):ïËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÉÍÅÅÍ:lF (A) � logm1im2j = log jm1im2j �m1jm2ij = logD(MA):�ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ. 58



òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ05{01{00994) É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ òæ(�ÒÏÅËÔ îû{5400.2006.1).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. ïÂ ÏÄÎÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ Ë ÓÉÎÔÅÚÕ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉ-ÓÔÅÍ | �ÒÉÎ�É�Å ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉ-ËÉ, ×Ù�. 14. | í.: îÁÕËÁ, 1965. | C 31{110.2. ëÏÞÅÒÇÉÎ ÷. ÷. ïÂ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. óÅÒÉÑ 1. | 2006. | �. 13, � 2. | ó. 38{58.3. ëÏÞÅÒÇÉÎ ÷. ÷. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÁÒÙ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ×ÏÔ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ // äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. | 2005. | �. 17,×Ù�. 4. | ó. 116{142.4. ëÏÞÅÒÇÉÎ ÷. ÷. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÉÓÔÅÍ ÏÄÎÏÞÌÅÎÏ× ÏÔÄ×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ // �ÒÕÄÙ VII íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ �äÉÓ-ËÒÅÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ × ÔÅÏÒÉÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ� (ðÏËÒÏ×ÓËÏÅ, 4{6ÍÁÒÔÁ 2006 Ç.). | í.: íáëó ðÒÅÓÓ, 2006. | ó. 185{190.5. çÁÛËÏ× ó. â., ëÏÞÅÒÇÉÎ ÷. ÷. ïÂ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ �Å�ÏÞËÁÈ ×ÅËÔÏ-ÒÏ×, ×ÅÎÔÉÌØÎÙÈ ÓÈÅÍÁÈ É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÓÔÅ�ÅÎÅÊ // íÅÔÏ-ÄÙ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ × ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏ× É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ. | îÏ×ÏÓÉ-ÂÉÒÓË, 1992. | ÷Ù�. 52. | ó. 22{40.6. ëÏÞÅÒÇÉÎ ÷. ÷. ï Ä×ÕÈ ÏÂÏÂÝÅÎÉÑÈ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÙÈ �Å-�ÏÞËÁÈ //�ÒÕÄÙ IV íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ "äÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÍÏ-ÄÅÌÉ × ÔÅÏÒÉÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ" (19{25 ÉÀÎÑ 2000 Ç.). |íÏÓË×Á,"íáëó ðÒÅÓÓ", 2000. | ó. 55{59.7. Morgenstern J. Note on a lower bound of the linear omplexityof the fast Fourier transform // J. Asso. Comput. Mah. | 1973. |V. 20. | P. 305{306.òåûåîéå úáäáþé îáèïöäåîéñ÷óåè �-îåðòé÷ïäéíùè òáóûéòåîéêäìñ óéííå�òéþîùè ïòéåî�áãéê ãåðåêó. ç. ëÕÒÎÏÓÏ×Á (óÁÒÁÔÏ×)ïÄÎÏÊ ÉÚ Ï�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÚÁÄÁÞ × ÔÅÏÒÉÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ ÏÔËÁÚÏÕÓÔÏÊÞÉ×ÙÈ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ. æÏÒ-ÍÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÏÅ �ÏÎÑÔÉÅ ÏÔËÁÚÏÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÓÔÉ, �ÒÅÄÌÏÖÅÎÎÏÅ á×ÉÖÅ-ÎÉÓÏÍ, èÅÊÚ [1℄ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÌ × ÔÅÒÍÉÎÁÈ ÔÅÏÒÉÉ ÇÒÁÆÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ59

�ÏÎÑÔÉÅÍ, ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍ �ÏÎÑÔÉÀ ÏÔËÁÚÏÕÓÔÏÊÞÉ×ÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉÄÉÓËÒÅÔÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÅÊ ÇÒÁÆÏ×ÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ, ÓÔÁÌÁËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ. òÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ n-×ÅÒÛÉÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁG ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÆ H Ó n+ 1 ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ G ×ËÌÁÄÙ×ÁÅÔ-ÓÑ × ËÁÖÄÙÊ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÊ �ÏÄÇÒÁÆ ÇÒÁÆÁ H . äÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏÇÒÁÆÁ G ÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÎÅ �ÕÓÔÏ, ÔÁË ËÁË ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÈÏÔÑ ÂÙ ÏÄÎÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ | ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÅ, ËÏÔÏÒÏÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÏÅÄÉÎÅ-ÎÉÅÍ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G Ó ÏÄÎÏ×ÅÒÛÉÎÎÙÍ ÇÒÁÆÏÍ. òÕËÏ×ÏÄÓÔ×ÕÑÓØÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ËÒÉÔÅÒÉÑÍÉ, ÉÚ ×ÓÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ×ÙÄÅÌÑÀÔ�ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ. ðÅÒ×ÕÀ ÔÁËÕÀ ËÏÎÓÔÒÕË-�ÉÀ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÌ èÅÊÚ. ïÎ �ÒÅÄÌÁÇÁÌ ÓÒÅÄÉ ×ÓÅÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÇÒÁ-ÆÁ ×ÙÂÉÒÁÔØ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ Ó ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÏÍ ÒÅÂÅÒ (ÉÚÎÁ-ÞÁÌØÎÏ ×ÓÅ ËÒÉÔÅÒÉÉ ÂÙÌÉ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÙ ÄÌÑ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈÇÒÁÆÏ×). úÁÄÁÞÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÎÅ ÒÅÛÅÎÎÏÊ É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖ-ÎÏÊ. âÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÔÏÌØËÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÞÁÓÔÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ × ÜÔÏÍÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ. ÷ÔÏÒÏÊ ËÒÉÔÅÒÉÊ Ï�ÔÉÍÁÌØÎÏÓÔÉ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÷. î. óÁ-ÌÉÊ [2℄. üÔÁ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �-ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ(�îò), É �ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÔÁËÉÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏÞÉÓÌÁ ÒÅÂÅÒ ÉÚ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ ÂÅÚ ÎÁÒÕÛÅÎÉÑ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Á ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÍ ÚÄÅÓØ ÔÏ-ÖÅ �ÏËÁ ÎÅ ÎÁÊÄÅÎÏ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ÄÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ×ÓÅ �îò�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ, ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ ÏÔÄÅÌØÎÙÅ ËÌÁÓÓÙ ÇÒÁÆÏ×,ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÁÌÏÓØ ÒÅÛÉÔØ ÜÔÕ ÚÁÄÁÞÕ.ëÁË ÕÖÅ ÏÔÍÅÞÁÌÏÓØ ×ÙÛÅ, ×ÓÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÉÓØ ×ÏÓÎÏ×ÎÏÍ ÄÌÑ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [3℄ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑ�îò ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÏÂÏÂÝÅÎÁ ÎÁ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÇÒÁÆÙ(ÏÒÇÒÁÆÙ). ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁ ÏÔÙÓËÁÎÉÑ ×ÓÅÈ�îò ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÇÏ ÏÒÇÒÁÆÁ. òÅÛÉÔØ ÅÅ × ÏÂÝÅÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ �Ï-ËÁ ÎÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ, É �ÏÜÔÏÍÕ ÂÙÌ ×ÙÂÒÁÎ ÏÄÉÎ ÞÁÓÔ-ÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ | ËÌÁÓÓ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÊ �Å�ÅÊ | É ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á-ÌÁÓØ ÜÔÁ �ÒÏÂÌÅÍÁ. ïÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊ �Å�É (ÄÁÌÅÅ: ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÅÊ) ÎÁÚÙ×Á-ÅÔÓÑ ÏÒÇÒÁÆ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ ÉÚ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ �Å�É Pn : u1u2 : : : un�ÒÉÄÁÎÉÅÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÀ-ÂÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ×ÅËÔÏÒÏÍ (r2; : : : ; rn), ÇÄÅ ri = 0, ÅÓÌÉ× ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ ÅÓÔØ ÄÕÇÁ (ui; ui�1), É ri = 1 × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. îÏÄÁÖÅ ÜÔÕ ÞÁÓÔÎÕÀ ÚÁÄÁÞÕ ÒÅÛÉÔØ �ÏËÁ ÎÅ ÕÄÁÌÏÓØ, É ÂÙÌ ×ÙÄÅÌÅÎÅÝÅ ÂÏÌÅÅ ÕÚËÉÊ �ÏÄËÌÁÓÓ | ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÅ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÉ. ïÒÉÅÎÔÁ-�ÉÀ (r2; : : : ; rn), ÇÄÅ n > 2 É ÎÅÞÅÔÎÏÅ, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÏÊ ÏÒÉ-ÅÎÔÁ�ÉÅÊ (óï), ÅÓÌÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (r2; : : : ; rn) = (�rn; : : : ; �r2),ÇÄÅ � ÅÓÔØ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ. ÷ ÜÔÏÍ �ÏÄËÌÁÓÓÅ ÓÎÁÞÁÌÁ ÂÙÌÏ ÎÁÊ-ÄÅÎÏ ÏÄÎÏ �îò ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ óï, Á ÚÁÔÅÍ ÄÌÑ óï Ó ÎÅËÏÔÏÒÙÍ60



ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍ Ó×ÏÊÓÔ×ÏÍ ÂÙÌÏ ÕËÁÚÁÎÏ ÅÝÅ Ä×Á �îò, ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆ-ÎÙÈ ÒÁÎÅÅ ÎÁÊÄÅÎÎÏÍÕ (ÓÔÁÔØÉ Ó ÜÔÉÍÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁÍÉ | × �ÅÞÁÔÉ).÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÔÏÌØËÏ ÜÔÉ ÔÒÉ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉÉ ÂÕÄÕÔ �îò ÄÌÑ óï.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÁÄÁÞÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ×ÓÅÈ �-ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÒÁÓÛÉ-ÒÅÎÉÊ ÄÌÑ ÓÉÍÍÅÉÒÉÞÎÙÈ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÊ �Å�ÅÊ ÒÅÛÅÎÁ �ÏÌÎÏÓÔØÀ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ó×ÏÊÓÔ×Ï óï, ËÏÔÏÒÏÅ ÂÕÄÅÔ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ ÄÏËÁ-ÚÁÔÅÌØÓÔ×: (9i)( ri = ri+1 & (r2; : : : ; ri) ÅÓÔØ óï): (�)�ÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÁ (r2; : : : ; rn) n-×ÅÒÛÉÎÎÏÊ óï GÓ n > 5 ÎÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ Ó×ÏÊÓÔ×Ï (�), ÔÏ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ �îò ÄÌÑG ÂÕÄÅÔ ÏÒÇÒÁÆ H, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ G ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÎÏ×ÏÊ×ÅÒÛÉÎÙ v É ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄÕÇ:1) ÄÕÇ (v; u1) É (v; un), ÅÓÌÉ r2 = 0, ÉÌÉ ÄÕÇ (u1; v) É (un; v), ÅÓÌÉr2 = 1;2) ÄÕÇ (v; u2) É (v; un�1), ÅÓÌÉ r3 = 0, ÉÌÉ ÄÕÇ (u2; v) É (un�1; v),ÅÓÌÉ r3 = 1;3) ×ÅÒÛÉÎÁ ui, ÇÄÅ i = 3; n� 2, ÓÏÅÄÉÎÑÅÔÓÑ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ v ÏÄÎÉÍÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ó�ÏÓÏÂÏ×:Á) ÄÕÇÏÊ (ui; v), ÅÓÌÉ ri = �ri+1 = 0 É (r2; : : : ; ri) ÉÌÉ (ri+1; : : : ; rn)| ÎÅ óï;Â) ÄÕÇÏÊ (v; ui), ÅÓÌÉ ri = �ri+1 = 1 É (r2; : : : ; ri) ÉÌÉ (ri+1; : : : ; rn)| ÎÅ óï;×) ÄÕÇÁÍÉ (v; ui) É (ui; v), ÅÓÌÉ ri = ri+1;Ç) ×ÅÒÛÉÎÁ ui ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔÓÑ ÄÕÇÏÊ Ó v, ÅÓÌÉ ri = �ri+1 É(r2; : : : ; ri) É (ri+1; : : : ; rn) | óï.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏ ÒÁÎÅÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÏÒÇÒÁÆ H Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�îò ÄÌÑ G. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÏÎ ÂÕÄÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ �îò ÄÌÑ G�ÒÉ ÎÁÒÕÛÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ (*). ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ Õ ÏÒÇÒÁÆÁ G ÅÓÔØÅÝÅ ÏÄÎÏ �îò | ÏÒÇÒÁÆ H 0, ÎÅ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ H . ðÏ ËÒÉÔÅÒÉÀ �-ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ × H 0 ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ v, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ H 0 � v ÉÚÏÍÏÒÆÎÏG. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙ × H 0 � v, ËÁË × ÏÒÇÒÁÆÅ G. �ÏÇÄÁ × H 0ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÄÕÇÉ:| ÄÕÇÉ (v; u1) É (v; un), ÅÓÌÉ r2 = 0, ÌÉÂÏ ÄÕÇÉ (u1; v) É (un; v),ÅÓÌÉ r2 = 1;| ÄÕÇÉ (v; u2) É (v; un�1), ÅÓÌÉ r3 = 0, ÌÉÂÏ ÄÕÇÉ (u2; v) É (un�1; v),ÅÓÌÉ r3 = 1;| ÄÕÇÉ (ui; v) �ÒÉ 3 � i � n � 2, ri = �ri+1 = 0 É (r2; : : : ; ri)ÉÌÉ (ri+1; : : : ; rn) | ÎÅ óï, ÌÉÂÏ ÄÕÇÉ (v; ui) �ÒÉ 3 � i � n � 2,ri = �ri+1 = 1 É (r2; : : : ; ri) ÉÌÉ (ri+1; : : : ; rn) | ÎÅ óï.61

÷ ÓÉÌÕ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ÏÒÇÒÁÆÏ× H É H 0 ÉÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÄÕÇ, ÉÎ-�ÉÄÅÎÔÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎÅ v, ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÎÅÓÒÁ×ÎÉÍÙÍÉ. úÎÁÞÉÔ, × GÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÅÒÛÉÎÁ ui, ÇÄÅ 3 � i � n�2, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ ri = ri+1 É × H 0ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÄÕÇÉ (ui; v) ÉÌÉ ÄÕÇÉ (v; ui), ÔÁË ËÁË ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÄÕÇÉ,ËÏÔÏÒÙÅ ÅÓÔØ × H (�Ï �ÏÓÔÒÏÅÎÉÀ), �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ É × H 0. ðÒÅÄ�Ï-ÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ × H 0 ÎÅÔ ÄÕÇÉ (v; ui) �ÒÉ ri = ri+1 É 3 � i � n � 2.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ ri = ri+1 = 1. �ÏÇÄÁ × ÏÒÇÒÁÆÅH 0 � ui�1 ×ÅÒÛÉÎÁ ui ÂÕÄÅÔ ÉÓÔÏÞÎÉËÏÍ É ×ÌÏÖÅÎÉÑ G × H 0 � ui�1ÂÕÄÅÔ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ × ÓÉÌÕ ÎÁÒÕÛÅÎÉÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ (*). áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÏÒÇÒÁÆG ÎÅ ÂÕÄÅÔ ×ËÌÁÄÙ×ÁÔØÓÑ × H 0 � ui+1, ÅÓÌÉ × H 0 ÎÅÔ ÄÕÇÉ (v; ui) �ÒÉri = ri+1 = 0 É 3 � i � n� 2. úÎÁÞÉÔ, × H 0 ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÄÕÇÉ (v; ui)É (ui; v), ÇÄÅ ri = ri+1 É 3 � i � n � 2. éÚ ÜÔÏÇÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ × ÏÒ-ÇÒÁÆÅ H 0 �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÓÅ ÄÕÇÉ ÏÒÇÒÁÆÁ H , Á ÚÎÁÞÉÔ, ÜÔÉ ÏÒÇÒÁÆÙÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÉÌÉ H 0 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÍ. ïÂÁ ÜÔÉ ×Ù×ÏÄÁ �ÒÉ-×ÏÄÑÔ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ ÎÁÒÕÛÅÎÉÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ (*)Õ ÏÒÇÒÁÆÁ G ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÍ �îò ÂÕÄÅÔ ÏÒÇÒÁÆ H .�ÅÏÒÅÍÁ 2. åÓÌÉ ÄÌÑ ×ÅËÔÏÒÁ (r2; : : : ; rn) n-×ÅÒÛÉÎÎÏÊ óï G Ón > 5 ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ (�), ÔÏ Õ ÔÁËÏÊ óï ÂÕÄÅÔ ÔÏÌØËÏ ÔÒÉ�îò: ÏÒÇÒÁÆ H (Ï�ÉÓÁÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÄÁÎÏ × �ÅÏÒÅÍÅ 1), ÏÒÇÒÁÆÙ H1É H2. ïÒÇÒÁÆ H1 �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ G ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÎÏ×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v ÉÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÄÕÇ:1) ÄÕÇ (v; u1), (v; un), (u1; v), (un; v);2) ÄÕÇ (v; u2) É (v; un�1), ÅÓÌÉ r3 = 0, ÉÌÉ ÄÕÇ (u2; v) É (un�1; v),ÅÓÌÉ r3 = 1;3) ×ÅÒÛÉÎÁ ui, ÇÄÅ i = 3; n� 2, ÓÏÅÄÉÎÑÅÔÓÑ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ v ÏÄÎÉÍÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ó�ÏÓÏÂÏ×:Á) ÄÕÇÏÊ (ui; v), ÅÓÌÉ ri = �ri+1 = 0 É (r2; : : : ; ri) ÉÌÉ (ri+1; : : : ; rn)| ÎÅ óï, ÉÌÉ ri = ri+1 É r2 = 1 É (r2; : : : ; ri) ÉÌÉ (ri+1; : : : ; rn) |óï;Â) ÄÕÇÏÊ (v; ui), ÅÓÌÉ ri = �ri+1 = 1 É (r2; : : : ; ri) ÉÌÉ (ri+1; : : : ; rn)| ÎÅ óï, ÉÌÉ ri = ri+1 É r2 = 0 É (r2; : : : ; ri) ÉÌÉ (ri+1; : : : ; rn) |óï;×) ÄÕÇÁÍÉ (v; ui) É (ui; v), ÅÓÌÉ ri = ri+1 É (r2; : : : ; ri) É(ri+1; : : : ; rn) | ÎÅ óï;Ç) ×ÅÒÛÉÎÁ ui ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔÓÑ ÄÕÇÁÍÉ Ó v, ÅÓÌÉ ri = �ri+1 É(r2; : : : ; ri) É (ri+1; : : : ; rn) | óï.ïÒÇÒÁÆ H2 �ÏÌÕÞÁÅÍ ÉÚ G ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉÅÍ ÎÏ×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v É ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÈ ÄÕÇ:1) ÄÕÇ (v; u1), (u1; v) É ÄÕÇÉ (un; v), ÅÓÌÉ r2 = 1, ÌÉÂÏ ÄÕÇÉ (v; un),ÅÓÌÉ r2 = 0; 62



2) ÄÕÇ (v; u2) É (v; un�1), ÅÓÌÉ r3 = 0, ÉÌÉ ÄÕÇ (u2; v) É (un�1; v),ÅÓÌÉ r3 = 1;3) ×ÅÒÛÉÎÁ ui, ÇÄÅ i = 3; n� 2, ÓÏÅÄÉÎÑÅÔÓÑ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ v ÏÄÎÉÍÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ Ó�ÏÓÏÂÏ×:Á) ÄÕÇÏÊ (ui; v), ÅÓÌÉ ri = �ri+1 = 0 É (r2; : : : ; ri) ÉÌÉ (ri+1; : : : ; rn)| ÎÅ óï, ÉÌÉ ri = ri+1 É r2 = 1 É (r2; : : : ; ri) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ óï;Â) ÄÕÇÏÊ (v; ui), ÅÓÌÉ ri = �ri+1 = 1 É (r2; : : : ; ri) ÉÌÉ (ri+1; : : : ; rn)| ÎÅ óï, ÉÌÉ ri = ri+1 É r2 = 0 É (r2; : : : ; ri) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ óï;×) ÄÕÇÁÍÉ (v; ui) É (ui; v), ÅÓÌÉ ri = ri+1 É (r2; : : : ; ri) ÎÅ óï;Ç) ×ÅÒÛÉÎÁ ui ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔÓÑ ÄÕÇÁÍÉ Ó v, ÅÓÌÉ ri = �ri+1 É(r2; : : : ; ri) É (ri+1; : : : ; rn) | óï.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. óÏÇÌÁÓÎÏ ÒÁÎÅÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÏÒÇÒÁÆÙ H , H1É H2 Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �îò ÄÌÑ G. ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÈ �îò Õ G ÎÅÔ.ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÛÅÌÓÑ ÏÒÇÒÁÆ H 0, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ �îò ÄÌÑ G É ÎÅÉÚÏÍÏÒÆÎÙÊ ÎÉ H , ÎÉ H1, ÎÉ H2. ðÏ ËÒÉÔÅÒÉÀ �-ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉ ×H 0 ÅÓÔØ ×ÅÒÛÉÎÁ v, ÔÁËÁÑ ÞÔÏ H 0� v ÉÚÏÍÏÒÆÎÏ G. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ×ÅÒ-ÛÉÎÙ × H 0�v, ËÁË × ÏÒÇÒÁÆÅ G. �ÏÇÄÁ × H 0 ÄÏÌÖÎÙ ÂÙÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÄÕÇÉ:| ÄÕÇÉ (v; u1) É (v; un), ÅÓÌÉ r2 = 0, ÌÉÂÏ ÄÕÇÉ (u1; v) É (un; v),ÅÓÌÉ r2 = 1;| ÄÕÇÉ (v; u2) É (v; un�1), ÅÓÌÉ r3 = 0, ÌÉÂÏ ÄÕÇÉ (u2; v) É (un�1; v),ÅÓÌÉ r3 = 1;| ÄÕÇÉ (ui; v), ÅÓÌÉ 3 � i � n � 2, ri = �ri+1 = 0 É (r2; : : : ; ri)ÉÌÉ (ri+1; : : : ; rn) | ÎÅ óï, ÌÉÂÏ ÄÕÇÉ (v; ui) ÅÓÌÉ 3 � i � n � 2,ri = �ri+1 = 1 É (r2; : : : ; ri) ÉÌÉ (ri+1; : : : ; rn) | ÎÅ óï.÷ÏÚÍÏÖÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÞÅÔÙÒÅ ÓÌÕÞÁÑ.1. ÷ H 0 ×ÅÒÛÉÎÙ v É u1 ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÊ ÄÕÇÏÊ É ×ÅÒÛÉÎÙv É un ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÊ ÄÕÇÏÊ.2. ÷ H 0 ×ÅÒÛÉÎÙ v É u1 ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ Ä×ÕÍÑ ÄÕÇÁÍÉ, Á ×ÅÒÛÉÎÙ v Éun ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÊ ÄÕÇÏÊ.3. ÷H 0 ×ÅÒÛÉÎÙ v É u1 ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏÊ ÄÕÇÏÊ, Á ×ÅÒÛÉÎÙv É un ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ Ä×ÕÍÑ ÄÕÇÁÍÉ.4. ÷ H 0 �ÒÉÓÕÔÓÔ×ÕÀÔ ×ÓÅ ÞÅÔÙÒÅ ÄÕÇÉ (u1; v), (v; u1), (un; v) É(v; un).îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÁÑ �ÒÏ×ÅÒËÁ �ÏËÁÚÙ×ÁÅÔ, ÞÔÏ ×Ï ×ÓÅÈ ÞÅÔÙÒÅÈ ÓÌÕ-ÞÁÑÈ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÅ Ó �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅÍ Ï ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÓÔÉÏÒÇÒÁÆÁH 0. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ ÎÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÏÒÇÒÁÆÁ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÙÌÂÙ ÏÔÌÉÞÅÎ ÏÔ H , H1 É H2 É ÂÙÌ ÂÙ �îò ÄÌÑ G.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÁ òææé(�ÒÏÅËÔ 05-08-18082). 63

ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Hayes P. A graph model for fault-tolerant omputing system //IEEE Trans. Comput. | 1976. | V. C-25, � 9. | P. 875{884.2. óÁÌÉÊ ÷. î. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á Ó ÎÕÌÅ×ÙÍ ÒÁÚÇÌÁÛÅÎÉÅÍ × ÚÁÄÁ-ÞÁÈ Ï ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÈ ÇÒÁÆÏ× // ÷ÅÓÔÎÉË �ÏÍÓËÏÇÏ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. ðÒÉÌÏÖÅÎÉÅ N 6. | �ÏÍÓË: �çõ, 2003. | ó. 63{65.3. ëÕÒÎÏÓÏ×Á ó. ç. T-ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÄÌÑ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÊ�Å�ÅÊ Ó ÞÉÓÌÏÍ ×ÅÒÛÉÎ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 8.| óÁÒÁÔÏ×: óçõ, 2005. | 22 Ó. |äÅ�. × ÷éîé�é 11.05.05, � 677|÷2005.ïâòáâï�ëá óöá�ùè �åëó�ï÷à. í. ìÉÆÛÉ� (óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ)1. ÷×ÅÄÅÎÉÅ. ÷ Ó×ÑÚÉ ÓÏ ÓÔÒÅÍÉÔÅÌØÎÙÍ ÒÏÓÔÏÍ ÏÂßÅÍÏ× ÉÎÆÏÒ-ÍÁ�ÉÉ ×ÓÅ ÂÏÌØÛÅÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ ÕÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁÍ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÓÖÁ-ÔÙÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÂÅÚ ÒÁÚÁÒÈÉ×ÉÒÏ×ÁÎÉÑ. éÚÕÞÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÂÏÔËÁ ÓÖÁÔÙÈÉÚÏÂÒÁÖÅÎÉÊ, ÄÅÒÅ×ØÅ×, ÓÈÅÍ. ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ÄÅÓÑÔÉÌÅÔÉÅ ÁËÔÉ×ÎÙÅ ÉÓ-ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ Ó×ÑÚÁÎÙ Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÑÍÉ ÎÁÄ ÓÖÁÔÙÍÉ ÔÅËÓÔÁÍÉ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÓÖÁÔÙÈ ÔÅËÓÔÏ× ÎÅ ÔÏÌØ-ËÏ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙ ÄÌÑ ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑ ÎÁ �ÒÁËÔÉËÅ, ÎÏÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÄÒÕÇÉÈ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ. �ÁË,ÎÅÄÁ×ÎÏ ÎÁÊÄÅÎÙ (ÓÍ. [1℄) �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÓÖÁ-ÔÙÈ ÔÅËÓÔÏ× ÄÌÑ ÁÎÁÌÉÚÁ ÄÉÁÇÒÁÍÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ ÓÏÏÂÝÅÎÉÊ(message sequene harts). ðÒÏÒÙ×ÏÍ ÓÔÁÌ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ðÌÁÎÄÏ×ÓËÏÇÏÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ × ÓÌÏ×ÁÈ [2℄, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÓÖÁÔÏÍ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÌÅÎÉÉ ÓÔÒÏË.÷ ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ×ÓÅ ÓÁÍÙÅ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØ-ÔÁÔÙ �Ï ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÓÖÁÔÙÈ ÔÅËÓÔÏ×. üÔÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ É ÔÅÏÒÅÍÙ ÏÔÒÕÄÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÓÖÁÔÙÈ ÔÅËÓÔÁÈ. ÷ ËÁÞÅ-ÓÔ×Å ÏÂÚÏÒÁ �Ï ÏÂÒÁÂÏÔËÅ ÓÖÁÔÙÈ ÔÅËÓÔÏ× ÍÏÖÎÏ ÔÁËÖÅ �ÏÒÅËÏÍÅÎ-ÄÏ×ÁÔØ [3℄. ðÏ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ÜÔÏÊ ÒÁÂÏÔÏÊ ÍÙ ×ËÌÀÞÉÌÉ ÒÑÄ ÓÏ×ÓÅÍÎÏ×ÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× É ÏÔËÒÙÔÙÈ �ÒÏÂÌÅÍ.1.1. þÔÏ ÔÁËÏÅ ÓÖÁÔÙÊ ÔÅËÓÔ? íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ ËÏÎÅÞÎÙÊÁÌÆÁ×ÉÔ �, ÔÅËÓÔÏÍ (ÓÔÒÏËÏÊ, ÓÌÏ×ÏÍ) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÀÂÁÑ ËÏÎÅÞÎÁÑ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÅÇÏ ÂÕË×.ãÅÎÔÒÁÌØÎÙÍ �ÏÎÑÔÉÅÍ ÎÁÛÅÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÖÁÔÉÅ ÓÔÒÏËÉ(ÓÌÏ×Á). ÷ ÄÅ×ÑÎÏÓÔÙÅ ÇÏÄÙ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÓÔÁÌÉ ÉÓ-�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÍÏÄÅÌØ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÕÀ ÎÁ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁÈ | �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÅ�ÒÏÇÒÁÍÍÙ (Straight-Line Programs). üÔÏÊ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÍÏÄÅÌØÀ ÍÙ É64



ÂÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ. îÅÆÏÒÍÁÌØÎÏ, �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÁÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ| ÜÔÏËÏÎÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÁÑ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ ÓÌÏ-×Ï.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. ðÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÏÊ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÎ-ÔÅËÓÔÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÇÒÁÍÍÁÔÉËÁ P , × ËÏÔÏÒÏÊ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÙÅ ÓÉÍ-×ÏÌÙX1; : : : ; Xm Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÙ (Xm | ÓÔÁÒÔÏ×ÙÊ ÓÉÍ×ÏÌ), É ÇÄÅ Õ ËÁ-ÖÄÏÇÏ ÎÅÔÅÒÍÉÎÁÌØÎÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÏÄÎÏ �ÒÁ×ÉÌÏ: Xi ! a,ÇÄÅ a | ÔÅÒÍÉÎÁÌ, ÉÌÉ Xi ! XjXk ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ j; k < i.÷ÁÖÎÏ ÏÔÍÅÔÉÔØ, ÞÔÏ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÏÄÅ-ÌØÀ ÄÅËÏÍ�ÒÅÓÓÏÒÁ, ÔÏ ÅÓÔØ ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÔ ÌÉÛØ �ÏÌÕÞÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÏÇÏÔÅËÓÔÁ ÉÚ ÓÖÁÔÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ. ÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÍÙ ÓÏ×ÅÒÛÅÎÎÏÎÅ ÚÁÂÏÔÉÍÓÑ Ï ÔÏÍ, ËÁË ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÓÖÁÔÙÅ ÔÅËÓÔÙ.�ÒÕÄÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÓÖÁÔÙÈ ÔÅËÓÔÏ× Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÔÅÍ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÒÁÚÍÅÒÏÍ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ É ÄÌÉÎÏÊ �Ï-ÒÏÖÄÁÅÍÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÜËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÍ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,ÍÙ ÎÅ ÍÏÖÅÍ ÓÅÂÅ �ÏÚ×ÏÌÉÔØ ×ÏÓÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÔØ ÏÒÉÇÉÎÁÌØÎÙÊ ÔÅËÓÔ.�ÁË ËÁË ÁÒÈÉ×Ù �ÏÌÕÞÅÎÎÙÅ ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×ÏÍ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍÙÈ �ÒÁË-ÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÅÔÏÄÏ× ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÙ × �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊÎÙÅ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÙ �ÒÉÍÅÒÎÏ ÔÏÇÏ ÖÅ ÒÁÚÍÅÒÁ [4℄, ÔÏ ×ÓÅ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ ÍÙ ×ÅÄÅÍÔÏÌØËÏ ÄÌÑ ÎÁÛÅÊ ÁÂÓÔÒÁËÔÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ.2. áÌÇÏÒÉÔÍÙ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÓÖÁÔÙÈ ÔÅËÓÔÁÈ. ðÅ-ÒÅÞÉÓÌÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÚÕÞÁÀÔÓÑ ÄÌÑ ÓÖÁÔÙÈ ÔÅËÓÔÏ×:üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ: ÄÁÎÏ Ä×Á ÓÖÁÔÙÈ ÔÅËÓÔÁ,ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÏÎÉ ÉÌÉ ÎÅÔ.ðÏÉÓË �ÏÄÓÔÒÏËÉ × ÓÖÁÔÏÍ ÔÅËÓÔÅ: ÄÁÎ ÛÁÂÌÏÎ É ÓÖÁÔÙÊÔÅËÓÔ, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÛÁÂÌÏÎ �ÏÄÓÔÒÏËÏÊ ÔÅË-ÓÔÁ, É �ÒÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÏÔ×ÅÔÅ ÎÁÊÔÉ �ÅÒ×ÏÅ ×ÈÏÖÄÅÎÉÅ.ðÏÉÓË ÓÖÁÔÏÊ �ÏÄÓÔÒÏËÉ × ÓÖÁÔÏÍ ÔÅËÓÔÅ: ÄÁÎ ÓÖÁÔÙÊÛÁÂÌÏÎ É ÓÖÁÔÙÊ ÔÅËÓÔ, ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÛÁÂÌÏÎ�ÏÄÓÔÒÏËÏÊ ÔÅËÓÔÁ, É �ÒÉ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÏÍ ÏÔ×ÅÔÅ ÎÁÊÔÉ �ÅÒ×ÏÅ ×ÈÏ-ÖÄÅÎÉÅ.ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÑÚÙËÕ: ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÑÚÙË. �ÒÅ-ÂÕÅÔÓÑ �Ï ÄÁÎÎÏÊ ÓÖÁÔÏÊ ÓÔÒÏËÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÎÁ ÑÚÙËÕÉÌÉ ÎÅÔ.÷ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ ÚÁÄÁÞ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÁÓØ × �ÅÌÏÍÒÑÄÅ ÒÁÂÏÔ [5{7℄. ðÅÒ×ÙÅ ÔÒÉ ÚÁÄÁÞÉ ÉÍÅÀÔ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔØ. ïÓÏÂÏ ×ÙÄÅÌÉÍ ÒÁÂÏÔÕ [5℄, ÇÄÅ ÂÙÌ �ÏÓÔÒÏÅÎ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ �ÏÉÓËÁ ÓÖÁÔÏÊ �ÏÄÓÔÒÏËÉ × ÓÖÁÔÏÍ ÔÅËÓÔÅ. ÷Ï�ÒÏÓ Ï�ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ÒÅÇÕÌÑÒÎÏÍÕ ÑÚÙËÕ ÔÁËÖÅ ÒÅÛÁÅÔÓÑ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉ-ÁÌØÎÏÅ ×ÒÅÍÑ.åÝÅ ÏÄÎÉÍ ×ÁÖÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏÅ �ÒÉÂÌÉ-ÖÅÎÎÏÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅ × [4℄ �Ï ÄÁÎÎÏÍÕ ÔÅËÓÔÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ �ÒÑÍÏÌÉ-ÎÅÊÎÏÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ (ðð), �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÊ ÜÔÏÔ ÔÅËÓÔ. âÏÌÅÅ ÆÏÒÍÁÌØ-65

ÎÏ, �ÏÓÔÒÏÅÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ, ÒÁÂÏÔÁÀÝÉÊ ÚÁ ×ÒÅÍÑ O(n � log j�j), ËÏÔÏ-ÒÙÊ �Ï ÔÅËÓÔÕ ÄÌÉÎÙ n ÓÔÒÏÉÔ O(logn)-�ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊðð, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÊ ÜÔÏÔ ÔÅËÓÔ. üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ �ÏÉÓË ÁÄÅË×ÁÔÎÏÇÏ(ÂÌÉÚËÏÇÏ Ë ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÏÍÕ) ÓÖÁÔÉÑ × ÍÏÄÅÌÉ �ÒÑÍÏÌÉÎÅÊ-ÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×Ù�ÏÌÎÅÎ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÏ.÷ ÒÁÂÏÔÅ [8℄ ÂÙÌÉ ÕÓËÏÒÅÎÙ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÄÌÑ �ÏÉÓËÁ ÓÖÁÔÏÇÏ ÛÁ-ÂÌÏÎÁ × ÓÖÁÔÏÍ ÔÅËÓÔÅ É ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ �ÅÒÉÏÄÁÓÖÁÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ. �ÁËÖÅ ÂÙÌÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ �ÏÌÉÎÁÍÉÁÌØÎÙÅ ÁÌÇÏÒÉÔ-ÍÙ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÎÁËÒÙ×ÁÀÝÅÇÏ ÛÁÂÌÏÎÁ (over) É�ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÁÂÌÉ�Ù ÏÔ�ÅÞÁÔËÏ× ÓÖÁÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ.3. �ÒÕÄÎÙÅ ÚÁÄÁÞÉ ÎÁ ÓÖÁÔÙÈ ÔÅËÓÔÁÈ. ðÏÉÓË ÓÖÁÔÏÇÏ ÛÁ-ÂÌÏÎÁ × ÓÖÁÔÏÍ ÔÅËÓÔÅ ÍÏÖÎÏ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ÚÁ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ ×ÒÅ-ÍÑ. ïÄÎÁËÏ ÒÑÄ ÏÞÅÎØ ÂÌÉÚËÉÈ ÚÁÄÁÞ (�ÏÉÓË ÓÖÁÔÏÇÏ ÛÁÂÌÏÎÁ, ×ÈÏÄÑ-ÝÅÇÏ ËÁË �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ × ÓÖÁÔÙÊ ÔÅËÓÔ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÒÁÓ-ÓÔÏÑÎÉÑ èÜÍÍÉÎÇÁ) ÏËÁÚÁÌÉÓØ NP-ÔÒÕÄÎÙ [8, 9℄.íÁÒËÕÓ ìÏÒÉ �ÏËÁÚÁÌ, ÞÔÏ ÚÁÄÁÞÁ Ï �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔÉ ËÏÎÔÅËÓÔ-ÎÏ-Ó×ÏÂÏÄÎÏÍÕ ÑÚÙËÕ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ PSPACE-�ÏÌÎÏÊ [6℄. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [10℄ÚÁÄÁÞÉ �ÏÉÓËÁ �ÏÄÓÔÒÏË ÏÂÏÂÝÅÎÙ ÎÁ Ä×ÕÍÅÒÎÙÅ ÔÅËÓÔÙ. ëÁË ÏËÁ-ÚÁÌÏÓØ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÒÅÚËÏ ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. ðÏ-ÉÓË Ñ×ÎÏ ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÛÁÂÌÏÎÁ × ÓÖÁÔÏÍ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÔÅËÓÔÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑNP-�ÏÌÎÙÍ, Á �ÏÉÓË ÓÖÁÔÏÇÏ ÛÁÂÌÏÎÁ × ÓÖÁÔÏÍ Ä×ÕÍÅÒÎÏÍ ÔÅËÓÔÅÑ×ÌÑÅÔÓÑ �P2 -�ÏÌÎÙÍ.ëÁË ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÓÔÒÏËÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ËÏÎÅÞ-ÎÏ-�ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÇÏ ÍÏÎÏÉÄÁ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ [6℄ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ÏÂÒÁÂÏÔËÁ ÓÖÁ-ÔÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ËÏÎÅÞÎÏ-�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÍÏÎÏÉÄÏ×.÷ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔÉ ÏÔ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ ÍÏÎÏÉÄ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÄÏËÁÚÁ-ÔÅÌØÓÔ×Á �ÏÌÎÏÔÙ ÚÁÄÁÞÉ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÓÖÁÔÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊÄÌÑ ËÌÁÓÓÏ× P, oNP, PSPACE É EXPSPACE.�ÁËÖÅ ÏËÁÚÁÌÏÓØ ÞÔÏ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÞÉ | �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÒÅ-ÇÕÌÑÒÎÏÍÕ ÑÚÙËÕ [11℄, ÞÔÅÎÉÅ ÏÄÎÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ [9℄ | Ñ×ÌÑÀÔÓÑ P-�ÏÌÎÙÍÉ (ÔÏ ÅÓÔØ �ÌÏÈÏ �ÏÄÄÁÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÁÒÁÌÌÅÌÉ×ÁÎÉÀ).4. îÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÂÕÄÕÝÉÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ. ÷ ÏÂÌÁÓÔÉ �Ï-ÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÏ×ÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×:1. îÁÊÔÉ ÂÏÌÅÅ ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÊ ÞÅÍ × [8℄ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ �ÏÉÓËÁ ÓÖÁ-ÔÏÊ �ÏÄÓÔÒÏËÉ × ÓÖÁÔÏÍ ÔÅËÓÔÅ. çÉ�ÏÔÅÚÁ: ÚÁÄÁÞÕ ÍÏÖÎÏ ÒÅÛÉÔØÚÁ ×ÒÅÍÑ O(nm log jT j).2. ðÏÓÔÒÏÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÂÙÓÔÒÙÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ É/ÉÌÉ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÊÍÅÎØÛÅ �ÁÍÑÔÉ ÄÌÑ ÚÁÄÁÞÉ ÏÂ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÑÈ × ÓÖÁÔÙÈ ÔÅËÓÔÁÈ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÂÙÌÁ ÒÅÛÅÎÁ ×ÒÁÂÏÔÅ [12℄ ÚÁ ×ÒÅÍÑ É �ÁÍÑÔØ O(nk2 log k). çÉ�ÏÔÅÚÁ: äÏÓÔÁÔÏÞÎÏO(nk) �ÁÍÑÔÉ. 66



3. ðÏÓÔÒÏÉÔØ O(nm) ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÄÌÑ (×Ú×ÅÛÅÎÎÏÇÏ) ÒÅÄÁËÔÏÒÓËÏÇÏÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ, ÇÄÅ n ÄÌÉÎÁ ÔÅËÓÔÁ T1, Á m ÒÁÚÍÅÒ ðð, �ÏÒÏÖÄÁÀÝÅÊÔÅËÓÔ T2. �ÁËÏÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ �ÒÉ×ÅÌ ÂÙ Ë ÕÓËÏÒÅÎÉÀ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÚÁ-ÄÁÞÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ \Ó×ÅÒÈ-ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÇÏ" ÓÖÁÔÉÑ, ÔÁË ËÁË ÔÏÌØËÏO( n2logn ) ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÊ ÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÄÌÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.éÚÕÞÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞ ÎÁ ÓÖÁÔÙÈ ÔÅËÓÔÁÈ:1. ðÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÓÖÁÔÏÊ ÓÔÒÏËÉ Ë ÑÚÙËÕ, Ï�ÉÓÁÎÎÏÍÕ ÒÁÓÛÉ-ÒÅÎÎÙÍ ÒÅÇÕÌÑÒÎÙÍ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ NP-ÔÒÕÄÎÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ. óÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÌÅÖÉÔ × PSPACE. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÎÁÊÔÉ ÔÏÞ-ÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ.2. úÁÄÁÞÁ Ï ×ÈÏÖÄÅÎÉÉ ÏÄÎÏÇÏ ÓÖÁÔÏÇÏ ÔÅËÓÔÁ × ×ÉÄÅ �ÏÄ�ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ × ÄÒÕÇÏÊ ÓÖÁÔÙÊ ÔÅËÓÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �2-ÔÒÕÄÎÏÊ [9℄. ó ÄÒÕ-ÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÜÔÁ ÚÁÄÁÞÁ ÌÅÖÉÔ × ËÌÁÓÓÅ PSPACE. éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÎÁÊÔÉÔÏÞÎÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ.3. úÁÄÁÞÁ Ï ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÉ ÒÁÓÓÔÏÑÎÉÑ èÅÍÍÉÎÇÁ ÍÅÖÄÕ ÓÖÁÔÙ-ÍÉ ÔÅËÓÔÁÍÉ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × NP-ÔÒÕÄÎÏÊ É oNP-ÔÒÕÄÎÏÊ ÔÏÖÅ ÌÅÖÉÔ× PSPACE. ëÁËÏ×Á ÅÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ?÷ ÚÁËÌÀÞÅÎÉÅ, �ÅÒÅÞÉÓÌÉÍ ÏÓÎÏ×ÎÙÅ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÒÁÚ×ÉÔÉÑÔÅÏÒÉÉ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÓÖÁÔÙÈ ÔÅËÓÔÏ×. ÷Ï-�ÅÒ×ÙÈ, ÓÌÅÄÕÅÔ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØËÌÁÓÓÉÞÅÓËÉÅ ÓÔÒÏËÏ×ÙÅ ÚÁÄÁÞÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÅÝÅ ÎÅ ÂÙÌÉ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÙÎÁ ÓÖÁÔÙÈ ÔÅËÓÔÁÈ. äÁÌÅÅ, ÉÎÔÅÒÅÓÎÏ ÉÚÕÞÉÔØ ÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ�ÏÒÏÖÄÅÎÉÑ É ÁÒÈÉ×ÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÔÒÏË (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, ÍÅÔÏÄ âÅÒÒÏÕÚÁ|÷ÉÌÅÒÁ). éÎÔÅÒÅÓÎÏ ÔÁËÖÅ �ÒÏ×ÅÓÔÉ ÇÌÕÂÏËÏÅ ÜËÓ�ÅÒÉÍÅÎÔÁÌØÎÏÅ ÉÓ-ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. îÁËÏÎÅ�, ÂÙÌÏ ÂÙ ÚÁÍÅÞÁÔÅÌØ-ÎÏ ÎÁÊÔÉ �ÒÉÎ�É�ÉÁÌØÎÏ ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉÒÏ-×ÁÎÉÑ ÔÅÈÎÉËÉ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÓÖÁÔÙÈ ÔÅËÓÔÏ×.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÏ× INTAS 04-77-7173 Éîû-8464.2006.1 ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Genest B., Musholl A. Pattern mathing and membership for hi-erarhial message Sequene Charts // Leture Notes in Comput. Si.(Proeedings of the 5th Latin Amerian Symposium on Theoretial In-formatis, LATIN-2002). | Springer-Verlag, 2002. | V. 2286 | P. 326{340.2. Plandowski W. Satis�ability of word equations with onstants isin PSPACE // J. ACM. | 2004. | V. 51, � 3. | P. 483{496.3. Rytter W. Grammar ompression, LZ-enodings, and string algo-rithms with impliit input // Leture Notes in Comput. Si. (Proeed-ings of the 31st International Colloquium on Automata, Languages andProgramming, ICALP-2004). | Springer-Verlag, 2004. | V. 3142 |P. 14{27. 67

4. Rytter W. Appliation of Lempel-Ziv fatorization to the ap-proximation of grammar-based ompression // Theoretial ComputerSiene. | 2003. | V. 302, �� 1{3. | P. 211{222.5. Gasienie L., Karpinski M., Plandowski W., Rytter W. EÆientalgorithms for Lempel|Ziv enoding (extended abstrat) // LetureNotes in Comput. Si. (Proeedings of the 5th Sandinavian Work-shop on Algorithm Theory, SWAT-1996). | Springer-Verlag, 1996. |V. 1097. | P. 392{403.6. Lorhey M. Word problems on ompressed word // Leture Notesin Comput. Si. (ICALP 2004). | Springer-Verlag, 2004. | V. 3142 |P. 906{918.7. Plandowski W., Rytter W. Complexity of language reognitionproblems for ompressed words // Jewels are Forever. Contributions onTheoretial Computer Siene in Honor of Arto Salomaa. | Springer-Verlag, 1990. | P. 262{272.8. Lifshits Yu. Solving lassial string problems on ompressedtexts // Preprint arxiv: s.DS/0604058, 2006.9. Lifshits Yu., Lohrey M. Querying and embedding ompressedtexts // To appear in MFCS'06.10. Berman P., Karpinski M., Larmore L. L., Plandowski W., Ryt-ter W. On the omplexity of pattern mathing for highly ompressedtwo-dimensional texts // Journal of Computer and Systems Siene. |2002. | V. 65, � 2. | P. 332{350.11. Markey N., Shnoebelen Ph. A PTIME-omplete mathing prob-lem for SLP-ompressed words // Information Proessing Letters. |2004. | V. 90, � 1. | P. 3{6.12. C�egielski P., Guessarian I., Lifshits Yu., Matiyasevih Yu. Win-dow subsequene problems for ompressed texts // Leture Notes inComput. Si. (CSR'06). | Springer-Verlag, 2006. | V. 3967. | 127{136.ï òåáìéúáãéé æõîëãéê áìçåâòù ìïçéëéBDD, ÷ìïöåîîùíé ÷ åäéîéþîùê ëõâó. á. ìÏÖËÉÎ, ï. â. óÅÄÅÌÅ× (íÏÓË×Á)÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÅ ×ÒÅÍÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎ£ÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌØÀ ÒÅ-ÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ, ÎÁÒÑÄÕ ÓÏ ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÒÅÛÁÀÝÉÅ ÄÉÁÇÒÁÍÍÙ68



(BDD). îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ BDD �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔ ÓÏÂÏÊ, �Ï ÓÕÝÅÓÔ×Õ, Ó�Å-�ÉÁÌØÎÙÊ ÞÁÓÔÎÙÊ ÓÌÕÞÁÊ ËÏÎÔÁËÔÎÙÈ ÓÈÅÍ É ÂÙÌÉ ××ÅÄÅÎÙ × ÒÁÓ-ÓÍÏÔÒÅÎÉÅ × 1959 Ç. Lee C. Y. éÍ ÖÅ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅÏ�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ L(n), ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÁÍÏÊ"ÓÌÏÖÎÏÊ" æáì ÏÔ n ÂÕÌÅ×ÓËÉÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ �ÒÉ ÉÈ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ×ËÌÁÓÓÅ BDD: 2n2n � L(n) � 42nn � 1:ðÏÚÄÎÅÅ ëÕÚØÍÉÎ ÷. á. ÕÓÔÁÎÏ×ÉÌ, ÞÔÏ:L(n) = 2nn (1� �o(1));Á ìÏÖËÉÎ ó. á. [1℄ �ÏÌÕÞÉÌ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ L(n) ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉ-ÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ×ÙÓÏËÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÔÏÞÎÏÓÔÉ:L(n) = 2nn �1� �o� log(n)n �� :÷Ï ÍÎÏÇÉÈ ÓÌÕÞÁÑÈ ÄÌÑ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÇÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÊ ÓÈÅ-ÍÙ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÁ Å£ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ, Ô. Å. ×ÌÏÖÅÎÉÅ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ × ÔÕ ÉÌÉ ÉÎÕÀ ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÕÀ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ.÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÔÁËÏÊ ÓÔÒÕËÔÕÒÙ ÞÁÓÔÏ ×ÙÓÔÕ�ÁÀÔ �ÌÏÓËÉÅ �ÒÑÍÏÕÇÏÌØ-ÎÙÅ ÒÅÛ£ÔËÉ ÉÌÉ, ÉÎÁÞÅ, ËÌÅÔÏÞÎÙÅ ÓÈÅÍÙ, Á × �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ |ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ n-ÍÅÒÎÙÊ ËÕÂ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÉ-�Ù ×ÌÏÖÅÎÉÊ É, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÅ [2℄ ×ÌÏÖÅÎÉÑ.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÇÅÏÍÅÔÒÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑBDD, Ó×ÑÚÁÎÎÁÑ Ó ÉÈ ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÙÍÉ ×ÌÏÖÅÎÉÑÍÉ × ÅÄÉÎÉÞÎÙÅ ËÕ-ÂÙ, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÒÛÉÎÙ BDD �ÅÒÅÈÏÄÑÔ × ×ÅÒÛÉÎÙ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏËÕÂÁ, Á Ò£ÂÒÁ | × Ò£ÂÒÁ ÉÌÉ ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÔÒÁÎÚÉÔÎÙÅ �Å�É ÅÄÉ-ÎÉÞÎÏÇÏ ËÕÂÁ, ÎÅ ÉÍÅÀÝÉÅ ÏÂÝÉÈ ×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ ×ÅÒÛÉÎ. ðÒÉ ÜÔÏÍËÒÉÔÅÒÉÅÍ "ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ" BDD ÓÞÉÔÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÕÂÁ, × ËÏÔÏÒÙÊ ×ÏÚÍÏÖÎÏ Å£ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ.ïÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÆÕÎË-�ÉÏÎÁÌÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ æáì f , Á ÚÁÔÅÍ ××ÏÄÉÔÓÑ ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ûÅÎÎÏÎÁ R(n), ËÏÔÏÒÁÑ ÒÁ×ÎÁ ÍÉÎÉÍÁÌØ-ÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÕÂÁ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÅÇÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ æáìf(x1; : : : ; xn) ÇÏÍÅÏÍÏÒÆÎÏÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ Å£ BDD.ïÓÎÏ×ÎÏÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ ÚÁËÌÀÞÁÅÔÓÑ × ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÉ ÓÌÅÄÕ-ÀÝÉÈ Ï�ÅÎÏË:n�blog log(n)�log 3+o(1) � R(n) � n�blog log(n)+3+o(1); (�)69

ËÏÔÏÒÙÅ ÕÓÉÌÉ×ÁÀÔ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ Ï�ÅÎËÉ ÉÚ [3℄.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÍÏÝÎÏÓÔ-ÎÙÈ ÓÏÏÂÒÁÖÅÎÉÊ. äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ×ÉÄÁ:A(n; r) � ((n+ 4)r(r � 1))2r ;ÇÄÅ A(n; r) | ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ BDD ÏÔ n ÂÕÌÅ×ÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (âð)x1; : : : ; xn, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ×ÌÏÖÉÔØ × ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÕÂ Br ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉr. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, �ÒÉ ×ÌÏÖÅÎÉÉ BDD ÏÔ n âð ×Br ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅËÕÂÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ÏÄÉÎ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÓÉÍ-×ÏÌÏ×: x1; : : : ; xn, 0, 1, ÌÉÂÏ ×ÅÒÛÉÎÁ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÔÒÁÎÚÉÔÎÏÊ ÉÌÉ ÎÅÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÏÊ. äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ×ÅÒÛÉÎÁ BDD, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ r(r � 1) ×ÁÒÉÁÎÔÏ× ×ÙÂÏÒÁÅ£ ×ÙÈÏÄÎÙÈ Ò£ÂÅÒ É �ÒÉÓ×ÏÅÎÉÑ ÉÍ �ÏÍÅÔÏË 0 ÉÌÉ 1, �ÏÓÌÅ ÞÅÇÏ×ÌÏÖÅÎÉÅ �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ.�ÒÅÂÕÅÍÁÑ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ (*) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ÒÅÛÅÎÉÑ ÏÂÙÞÎÏÇÏÍÏÝÎÏÓÔÎÏÇÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:(n+ 4)R(n)(R(n)� 1))2R(n) � 22n :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ Ä×ÕÈ ÜÔÁ�Ï×.îÁ �ÅÒ×ÏÍ ÜÔÁ�Å ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÚÁÄÁÎÎÏÊ (�ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÊ) æáì f(x1; : : : ; xn) × ×ÉÄÅ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÓÔÒÏÅÎ-ÎÏÊ BDD �f .äÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ BDD �f ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÍÅÔÏÄ, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÙÊ ÎÁ ÒÁÂÏ-ÔÁÈ [1, 2℄.ðÕÓÔØ q | ÞÉÓÌÏ, �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÏÅ × ×ÉÄÅ q = 22m + m, ÇÄÅ m =0; 1; 2; : : : �ÏÓÔÒÏÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÕÂÁ Bq ÏÔ âð x1; : : : ; xqÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ai, i = 1; : : : ; 2q�m ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ:1) ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ai ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ 2m ÎÁÂÏÒÏ×;2) ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ× Ai ÌÀÂÁÑ æáì ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈx1; : : : ; xq ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÏÊ ÉÚ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xm+1; : : : ; xq ÉÌÉ Å£ ÏÔ-ÒÉ�ÁÎÉÅÍ.ðÕÓÔØ Xi | ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á Ai. �ÏÇÄÁÌÀÂÁÑ æáì ÏÔ q �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ f(x1; : : : ; xq) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÁ× ×ÉÄÅ: f(x1; : : : ; xq) = X1x�1j1 _ : : : _X2q�mx�2q�mj2q�m ;ÇÄÅ �i 2 f0; 1g. 70



äÌÑ ÌÀÂÏÊ æáì f(x1; : : : ; xn) ÉÓËÏÍÁÑ BDD �f ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÎÁ ÏÓÎÏ-×Å �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ:f(x) = _(�q+1;:::;�n)x�q+1q+1 : : : x�nn f(x1; : : : ; xq ; �q+1; : : : ; �n) == _(�q+1;:::;�n)x�q+1q+1 : : : x�nn 0�2q�m_i=1 Xix�iji1A == 2q�m_i=1 Xi0� _(�q+1;:::;�n)x�q+1q+1 : : : x�nn x�iji1A :ðÒÉ ÜÔÏÍ BDD �f ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ �ÏÄÇÒÁÆÙ:1) D0 | ÄÅÒÅ×Ï ÉÚ q ÑÒÕÓÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÅ ×ÓÅ ËÏÎßÀÎË�ÉÉ ÏÔ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xq (× ËÏÒÎÅ ÄÅÒÅ×Á ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁ x1, ÎÁ×ÔÏÒÏÍ ÑÒÕÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ x2 É Ô. Ä.);2) D | ÇÒÁÆ, ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÄÅÒÅ×Á D0, ÌÉÓÔØÑ ËÏÔÏÒÏÇÏ ÏÂßÅÄÉ-ÎÅÎÙ × ÇÒÕ��Ù �Ï 2m × ËÁÖÄÏÊ, ÔÁË, ÞÔÏ D ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉ-ÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ X1; : : : ; X2q�m ;3) ËÁÖÄÏÅ ÄÅÒÅ×Ï Di, i = 1; : : : ; 2q�m, ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÄÅÒÅ×Á, ÒÅÁÌÉ-ÚÕÀÝÅÇÏ ×ÓÅ ËÏÎßÀÎË�ÉÉ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xq+1; : : : ; xn (�ÒÉ ÜÔÏÍ ×ËÏÒÎÅ ÄÅÒÅ×Á ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁ xq+1, ÎÁ ×ÔÏÒÏÍ ÑÒÕÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙxq+2 É Ô. Ä.), Ë ÌÉÓÔØÑÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÄÅÒÅ×ØÑ (ÉÚ ÏÄÎÏÇÏÑÒÕÓÁ), ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ x�iji .îÁ ×ÔÏÒÏÍ ÜÔÁ�Å BDD �f , ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ×ÌÏÖÉÔØ × ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÕÂËÁË ÍÏÖÎÏ ÍÅÎØÛÅÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ.åÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÕÂ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n � m + 1 ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁ-ÝÉÅÓÑ �ÏÄËÕÂÙ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n� q + 1, Á ×ÓÅ ÉÈ ×ÅÒÛÉÎÙ, �ÒÉÎÁÄÌÅ-ÖÁÝÉÅ ÓÏÓÅÄÎÉÍ �ÏÄËÕÂÁÍ ÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ Ò£ÂÒÁÍÉ. ë ÄÁÎÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅÒ£ÂÅÒ �ÏÄÓÏÅÄÉÎÑÀÔÓÑ ×ÓÅ ÄÅÒÅ×ØÑ D1; : : : ; D2q�m É ÄÅÒÅ×Ï D0. ðÒÉÜÔÏÍ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÆÁËÔ: × ËÕÂÅ Bp ÌÀÂÙÅ p ×ÅÒÛÉÎ ÍÏ-ÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÏÅÄÉÎÅÎÙ ÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÍÉÓÑ �ÕÔÑÍÉ ÂÅÚ �ÅÔÅÌØ Ó ÏÄÎÏÊ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ (ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï �ÒÏ×ÏÄÉÔÓÑ �Ï ÉÎÄÕË�ÉÉ).ðÒÉ ×ÌÏÖÅÎÉÉ ÄÅÒÅ×ØÅ× D1; : : : ; D2q�m É ÄÅÒÅ×Á D0 ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏk-ÑÒÕÓÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï ÍÏÖÎÏ ×ÌÏÖÉÔ × ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÕÂ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ k+1.÷ ÉÔÏÇÅ ×ÌÏÖÅÎÉÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÄÌÑ ËÕÂÁ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉn� log logn+ 3 + o(1).�ÅÍ ÓÁÍÙÍ, �ÏÌÕÞÅÎÏ ÓÏ×�ÁÄÅÎÉÅ ÎÉÖÎÅÊ É ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎÏË Ó ÔÏÞ-ÎÏÓÔØÀ ÄÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ. 71

òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ06-01-00745). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÏÖËÉÎ ó. á. ï�ÅÎËÉ ×ÙÓÏËÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÏ× // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 6. | í.: îÁÕËÁ, 1996. | ó. 189{214.2. ìÏÖËÉÎ ó. á. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏ-ÇÉËÉ ÓÈÅÍÁÍÉ É ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÍÉ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× Ó �ÒÑÍÙÍÉ É ÉÔÅÒÁÔÉ×ÎÙÍÉ ×ÈÏÄÁÍÉ // �ÒÕÄÙ III íÅÖ-ÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ "äÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ × ÔÅÏÒÉÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ" (ëÒÁÓÎÏ×ÉÄÏ×Ï, 22{27 ÉÀÎÑ 1998.). | í.: äÉÁÌÏÇ-íçõ,1998. | ó. 72{73.3. óÅÄÅÌÅ× ï. â. ÷ÅÒÈÎÑÑ É ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ-�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ BDD, ×ÌÏÖÅÎÎÙÍÉ × n-ÍÅÒÎÙÊ ËÕÂ //�ÅÚÉÓÙ XIV íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ÛËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÁ "óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØÕ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ" (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ, 27 ÏËÔÑÂÒÑ { 1 ÎÏÑÂÒÑ2003 Ç.). áóéíð�ï�éþåóëéå ïãåîëé÷ùóïëïê ó�åðåîé �ïþîïó�éäìñ óìïöîïó�é ðòåäéëá�îùè óèåíéú ïäîïçï ëìáóóáó. á. ìÏÖËÉÎ, í. ó. ûÕ�ÌÅ�Ï× (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (ÂÁÚÉÓ) ÉÚ ÂÕÌÅ×ÓËÉÈ �ÒÅÄÉËÁÔÏ× D =f�1; : : : ; �sg, ÇÄÅ �ÒÅÄÉËÁÔ �i; i = 1; : : : ; s, ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ki ÂÕÌÅ×ÓËÉÈ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ (âð) É �ÕÓÔØ X (Y) | ÓÞÅÔÎÙÊ Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎÎÙÊ ÁÌÆÁ×ÉÔ×ÎÅÛÎÉÈ (×ÎÕÔÒÅÎÎÉÈ) �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.ðÒÅÄÉËÁÔÎÏÊ ÓÈÅÍÏÊ � × ÂÁÚÉÓÅ D ÎÁÚÏ×ÅÍ Ä×ÕÄÏÌØÎÙÊ ÇÒÁÆ, ×ËÏÔÏÒÏÍ ×ÓÅ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ �ÅÒ×ÏÊ ÄÏÌÉ �ÏÍÅÞÅÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ ÉÚ X [ Y , Á ×ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ×ÔÏÒÏÊ ÄÏÌÉ | ÓÉÍ×ÏÌÁÍÉ ÉÚÍÎÏÖÅÓÔ×Á D. ðÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ×ÔÏÒÏÊ ÄÏÌÉ Ó �ÏÍÅÔËÏÊ�i; i = 1; : : : ; s, ÓÏÅÄÉÎÅÎÁ ki ÒÅÂÒÁÍÉ, �ÏÍÅÞÅÎÎÙÍÉ ÞÉÓÌÁÍÉ 1; : : : ; ki,Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ v1; : : : ; vki ÉÚ �ÅÒ×ÏÊ ÄÏÌÉ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ É Ó×ÑÚÁÎÁ Ó�ÒÅÄÉËÁÔÏÍ �i(u1; : : : ; uki), ÇÄÅ uj ; j = 1; : : : ; ki, | âð ÉÚ X [ Y ,Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑ �ÏÍÅÔËÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ vj .72



óÈÅÍÁ � ÕËÁÚÁÎÎÏÇÏ ×ÉÄÁ ÏÔ ×ÎÅÛÎÉÈ âð x = (xi1 ; : : : ; xin) É ×ÎÕ-ÔÒÅÎÎÉÈ âð y = (yj1 ; : : : ; yjm) ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ �ÒÅÄÉËÁÔ �(x), ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏ-ÇÏ ÎÁÂÏÒ � ÚÎÁÞÅÎÉÊ âð x ÄÏ�ÕÓÔÉÍ, ÔÏ ÅÓÔØ �(�) ÉÓÔÉÎÎÏ, ÔÏÇÄÁÉ ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÁÂÏÒ � ÚÎÁÞÅÎÉÊ âð y ÔÁËÏÊ,ÞÔÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÎÁÂÏÒÏ× � É � ÚÁÄÁÀÔ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ ÎÁÂÏÒÙ ÄÌÑ ×ÓÅÈÂÁÚÉÓÎÙÈ �ÒÅÄÉËÁÔÏ×, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ×ÔÏÒÏÊ ÄÏÌÉ �.óÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÅÊ �ÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÓÈÅÍ �Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍ xi É xj ÎÁÚÏ-×ÅÍ ÓÈÅÍÕ, ËÏÔÏÒÁÑ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÉÓÈÏÄÎÙÈ ÓÈÅÍ,�ÒÉÞÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙ ÕËÁÚÁÎÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÑÀÔÓÑ × ÏÄÎÕ×ÅÒÛÉÎÕ, �ÏÍÅÞÅÎÎÕÀ ÎÏ×ÙÍ ÓÉÍ×ÏÌÏÍ ×ÎÕÔÒÅÎÎÅÊ ÉÌÉ ×ÎÅÛÎÅÊ �Å-ÒÅÍÅÎÎÏÊ. þÁÓÔÎÙÍÉ ÓÌÕÞÁÑÍÉ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÅÒÅÉÍÅÎÏ×Á-ÎÉÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ××ÅÄÅÎÉÅ É ÕÄÁÌÅÎÉÅ ÆÉËÔÉ×ÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, ÏÔÏ-ÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Á ÔÁËÖÅ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÓÈÅÍ [1℄. åÓÔÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ××ÏÄÉÔÓÑ �ÏÎÑÔÉÅ �ÏÌÎÏÔÙ ËÌÁÓÓÁ �ÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÓÈÅÍ,ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ. ïÓÎÏ×ÎÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ �ÏÌÎÏÔÙÓÈÅÍ ÉÚ �ÒÅÄÉËÁÔÏ× k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ (k > 2) ÂÙÌÉ ÒÅÛÅÎÙ × [1, 2℄.ðÕÓÔØ �2 | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÕÌÅ×ÓËÉÈ �ÒÅÄÉËÁÔÏ× ÏÔ ËÏÎÅÞÎÏÇÏÞÉÓÌÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÚ X . ÷ [5℄ �ÏÌÕÞÅÎÏ �ÒÑÍÏÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ËÒÉ-ÔÅÒÉÑ �ÏÌÎÏÔÙ �ÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÓÈÅÍ × �2.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÂÁÚÉÓ ÉÚ Ä×ÕÈ ÂÕÌÅ×ÓËÉÈ �ÒÅ-ÄÉËÁÔÏ× â = f�12 ; �g, ÇÄÅ �ÒÅÄÉËÁÔ �12 | ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑÉÎ×ÅÒÔÏÒÁ, Á �ÒÅÄÉËÁÔ � | ÚÁÍÙËÁÀÝÅÇÏ ËÏÎÔÁËÔÁ × ËÌÁÓÓÅ �ÒÅ-ÄÉËÁÔÎÙÈ ÓÈÅÍ. äÁÎÎÙÅ �ÒÅÄÉËÁÔÙ ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ ÍÁ-ÔÒÉ� [1, 2℄), ÓÔÏÌÂ�Ù ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÎÁÂÏÒÏ×, ÓÌÅ-ÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:�12(x1; x2) = � 0 11 0 � ; �(x1; x2; x3) =  1 1 0 0 0 01 0 0 0 1 11 0 0 1 0 1 !ðÏÌÀÓ �ÒÅÄÉËÁÔÁ � ÓÏÏÔ×ÅÔÓ×ÕÀÝÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ x1 ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØÚÁÔ×ÏÒÏÍ. ÷ [5℄ ÂÙÌÏ ÕÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÏ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ â Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÊ× �2. ðÕÓÔØ UP | ËÌÁÓÓ �ÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÓÈÅÍ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÙÈ × ÂÁÚÉÓÅâ, Á �2(n) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÕÌÅ×ÓËÉÈ �ÒÅÄÉËÁÔÏ× ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ x1; : : : ; xn. ðÏÄ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ L(�) �ÒÅÄÉËÁÔÎÏÊ ÓÈÅÍÙ �; � 2 UP,�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ Å£ �ÒÅÄÉËÁÔÏ×, Á �ÏÄ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ LP(�) �ÒÅÄÉËÁ-ÔÁ � | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÉÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ ÅÇÏ ÓÈÅÍ. ÷×ÅÄÅÍÏÂÙÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÆÕÎË�ÉÀ ûÅÎÎÏÎÁLP(n) = max�2�2(n)LP(�)ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ UP ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ L × ÂÁÚÉÓÅ â.73

ïÓÎÏ×ÎÙÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅ-ÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ LP(n) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏLP(n) = 2n�1n �1 + 2;5 logn�O(1)n � :òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÅ �ÒÅÄÉËÁÔÎÙÅ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÉ ÏÂÏÂÝÁÀ-ÝÉÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÂÕÌÅ×ÓËÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ �Ï ÞÁÓÔÉ Å£ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ [4℄.ðÒÅÄÉËÁÔ Qn(x1; : : : ; xn; y0; : : : ; y2n�1) ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÅÄÉËÁÔ-ÎÙÍ ÍÕÌØÔÉ�ÌÅËÓÏÒÏÍ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÎÅÇÏ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍÉ Ñ×ÌÑÀÔØÓÑ ÔÏÌØ-ËÏ ÎÁÂÏÒÙ ×ÉÄÁ (�1; : : : ; �n; Æ0; : : : ; Æ2n�1), ÇÄÅ Æi = 1, ÅÓÌÉ i =�(�1; : : : ; �n), ÔÏ ÅÓÔØ ÎÁÂÏÒ (�1; : : : ; �n) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÚÁ�ÉÓØÀÞÉÓÌÁ i É Æi �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏ × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÌÕÞÁÑÈ. ðÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ÍÕÌØÔÉ-�ÌÅËÓÏÒ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ËÏÎÔÁËÔÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á, ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÑ �ÒÅÄÉËÁÔÎÙÊ ËÏÎÔÁËÔ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÏÇÏ ÔÁËÉÍÏÂÒÁÚÏÍ ÍÕÌØÔÉ�ÌÅËÏÓÒÁ ÎÅ ÂÕÄÅÔ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔØ 2n+1+n+1. òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ �ÒÅÄÉËÁÔÁ �(x1; : : : ; xn) �Ï ÞÁÓÔÉ ÅÇÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ�(x0; x00) = _�00=(�r+1;:::;�n)x�r+1r+1 : : : x�nn � ��00 (x0); (1)ÇÄÅ x0 = (x1; : : : ; xr), x00 = (xr+1; : : : ; xn) É ÄÌÑ ×ÓÅÈ �00; �00 2 Bn�r,��00 (x0) = �(x0; �00) | ÔÁË ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÅ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ �ÒÅÄÉËÁÔÙ. òÁÚ-ÌÏÖÅÎÉÅ (1) ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ �ÒÉ �ÏÍÏÝÉ �ÒÅÄÉËÁÔÎÏÇÏ ÍÕÌØÔÉ-�ÌÅËÓÏÒÁ É Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÝÅÊ ÓÈÅÍÙ ÄÌÑ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÈ �ÒÅ-ÄÉËÁÔÏ× ÏÔ âð x0; z0; : : : ; z2n�r�1, ÇÄÅ Ó ËÁÖÄÙÍ �ÒÅÄÉËÁÔÏÍ ��00 ÁÓ-ÓÏ�ÉÉÒÕÅÔÓÑ �ÏÌÀÓ z�(�00), ËÏÔÏÒÙÊ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÉÓÔÉÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÎÁ �ÏÌÀÓÁÈ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÍ ÉÚ x0 ÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒ �0, Á ÎÁ �ÏÌÀÓÁÈ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈÄÒÕÇÉÍ ÏÓÔÁÔÏÞÎÙÍ �ÒÅÄÉËÁÔÁÍ, ÆÏÒÍÉÒÕÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0, ÅÓÌÉ ÄÁÎ-ÎÙÊ �ÒÅÄÉËÁÔ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÌÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ �0, É �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÌÉÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ 1, ÌÉÂÏ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ, ÅÓÌÉ ÄÁÎÎÙÊ �ÒÅÄÉËÁÔ �ÒÉ-ÍÅÔ ÉÓÔÉÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ �0.ìÅÍÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ �ÒÅÄÉËÁÔÁ �; � 2 �2(n), ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÅÇÏ �ÒÅÄÉËÁÔÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ��; �� 2 UP, ÔÁËÁÑ, ÞÔÏLP(��) 6 2n�1n �1 + 2;5 logn+O(1)n � :äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÈÅÍÕ ��, ËÏÔÏÒÁÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÙÊ �ÒÅÄÉËÁÔ �(x1; : : : ; xn) ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÑ (1). òÁÓÓÍÏ-ÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ � = fÆ1; : : : ; Æ2pg ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏ ËÕÂÁ Br, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ74



jÆij = si; i = 1; : : : ; 2p. âÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÏÇÁÔØ, ÞÔÏ s0 6 2r; s00 62r; p = d 2rs0+s00 e; s1 = � � � = sp = s0; sp+1 = � � � = s2p�1 = s00; s2p =2r�ps0�(p�1)s00 6 s00. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÅÒ×ÙÅ p ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ �É �ÕÓÔØ G(i) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ �ÒÅÄÉËÁÔÏ× �; � 2 �2(r), ËÏ-ÔÏÒÙÅ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÌÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ×ÓÅÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÒÁÚÂÉÅÎÉÑ, ËÒÏÍÅ Æi É Æp+i, �ÒÉÞÅÍ ÎÁ Æp+i ÏÎÉ �ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÔÏÌØËÏ ÉÓ-ÔÉÎÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ. äÌÑ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ Æp+1; : : : ; Æ2p Ï�ÒÅÄÅÌÉÍG(p+1) ËÁË ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÔÅÈ �ÒÅÄÉËÁÔÏ× �; � 2 �2(r), ËÏÔÏÒÙÅ�ÒÉÎÉÍÁÀÔ ÌÏÖÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ ×ÓÅÈ ÎÁÂÏÒÁÈ �ÅÒ×ÙÈ p ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÒÁÚÂÉÅÎÉÑ � É ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ ÒÁÚÂÉ-ÅÎÉÑ Æp+1; : : : ; Æ2p, ËÏÔÏÒÙÅ ÉÍÅÀÔ ÏÄÉÎÁËÏ×ÏÅ "ÓÍÅÝÅÎÉÅ" ÏÔÎÏÓÉ-ÔÅÌØÎÏ �ÅÒ×ÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ. ðÕÓÔØ G� = G(1)[ : : :[G(p+1),ÔÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ �ÒÅÄÉËÁÔÁ ÉÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏ-ÉÔØ �ÒÅÄÉËÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÕÄÅÔ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×ÁÔØ ÉÓÈÏÄÎÙÊ �ÒÅÄÉËÁÔ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅÍ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏ ×ÙÄÅÌÅÎÎÏÇÏ �ÏÌÀÓÁ (1 | ÉÓÈÏÄÎÙÊ �ÒÅÄÉËÁÔÉÓÔÅÎÅÎ ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ, 0 | × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ). ïÂÏÂÝÁÑ ÍÅÔÏÄ ËÁÓËÁ-ÄÏ× [3℄, �ÒÅÄÉËÁÔÙ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔØÀ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÝÅÊ 6jG�j.éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÅÄÉËÁÔÎÙÅ ËÏÎÔÁËÔÙ, �ÏÓÔÒÏÉÍ �ÒÅÄÉËÁÔ �p, ËÏÔÏ-ÒÙÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÅÊ p ËÏÎÔÁËÔÏ× �Ï ÏÄÎÏÊ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎ ÎÅÑ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÚÁÔ×ÏÒÏÍ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÅÒÛÉÎÕ, �Ï ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉ-ÌÁÓØ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑ, ÎÁÚÏ×ÅÍ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ ×ÅÒÛÉÎÏÊ, Á ×ÅÒÛÉÎÙ, ÏÔ-ÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÚÁÔ×ÏÒÏ× ËÏÎÔÁËÔÏ× É ÎÅ ÕÞÁÓÔ×Ï×Á×ÛÉÅ × ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÉ,ÎÁÚÏ×ÅÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÍÉ. éÓ�ÏÌØÚÕÑ �ÒÅÄÉËÁÔÙ, ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÝÉÅ �ÒÅÄÉ-ËÁÔÙ ÉÚ G� É �ÒÅÄÉËÁÔ �p, ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÝÕÀ ÓÈÅ-ÍÕ G. óÎÁÞÁÌÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍ ×ÓÅ �ÒÅÄÉËÁÔÙ ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÝÉÅ �ÒÅÄÉËÁÔÙÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á G�, ÏÂØÅÄÉÎÑÑ �ÏÌÀÓÁ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÍÍÏÄÅÌÉÒÕÅÍÙÈ �ÒÅÄÉËÁÔÏ×. äÁÌÅÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÓÔÁÔÏÞÎÏÇÏ �ÒÅÄÉ-ËÁÔÁ ��00 ÓÏÅÄÉÎÉÍ Ó×ÏÂÏÄÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ É ËÏÎÔÁËÔÙ �p ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ: i-Ê, i = 1; : : : ; p, ÚÁÔ×ÏÒ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔÓÑ Ó �ÏÌÀÓÏÍ ÍÏÄÅÌÉÒÕ-ÀÝÅÇÏ �ÒÅÄÉËÁÔÁ ÉÚ G(i) ÔÁË, ÞÔÏ ÜÔÏÔ �ÒÅÄÉËÁÔ ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ ÉÚ ÆiÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔ �ÒÅÄÉËÁÔ, ËÏÔÏÒÙÊ �ÏÕÞÁÅÔÓÑ ÉÚ ��00 ÉÎ×ÅÒÔÉÒÏ×ÁÎÉ-ÅÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ �ÒÅÄÉËÁÔÁ, Á j-ÁÑ, j = p + 1; : : : ; 2p, Ó×ÏÂÏÄ-ÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÓÏÅÄÉÎÑÅÔÓÑ Ó �ÏÌÀÓÏÍ ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÝÅÇÏ �ÒÅÄÉËÁÔÁ ÉÚG(p+1) ÔÁË, ÞÔÏ ÜÔÏÔ �ÒÅÄÉËÁÔ ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ ÉÚ Æj ÍÏÄÅÌÉÒÕÅÔ �ÒÅÄÉ-ËÁÔ ��00 . ïÂÏÂÝÅÎÎÙÊ �ÏÌÀÓ �ÏÍÅÔÉÍ z�(�00). ðÒÏÄÅÌÙ×ÁÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞ-ÎÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÔÓÔÁÔÏÞÎÙÈ �ÒÅÄÉËÁÔÏ×, �ÏÌÕÞÉÍ �ÒÅÄÉËÁÔG. ïÂØÅÄÉÎÑÑ �ÏÌÀÓÁ �ÒÅÄÉËÁÔÎÏÇÏ ÄÅÛÉÆÒÁÔÏÒÁ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÍÉ �ÏÌÀÓÁÍÉ �ÒÅÄÉËÁÔÁ G, �ÏÌÕÞÉÍ ÉÓËÏÍÙÊ �ÒÅÄÉËÁÔ �. ðÒÉÜÔÏÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ �ÒÅÄÉËÁÔÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÂÕÄÅÔÉÍÅÔØ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ, ËÏÔÏÒÁÑ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ75

LP(��) 6 2n�r(p+2)+6�p � 2s0 + 2s00�+O(n). ðÒÉ s0 = dn� 3 logne,s00 = dn� 2 logne É r = d2 logne Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁLP(��) 6 2n�1n� 2;5 logn +O�2nn2� = 2n�1n �1 + 2;5 logn+O(1)n � :ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ ×ÏÓ�ÏÌØÚÕÅÍÓÑ ÍÏÝÎÏÓÔÎÙÍÉ ÓÏ-ÏÂÒÁÖÅÎÉÑÍÉ. ðÒÉ ÜÔÏ ÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÂÏÌÅÅ ÕÄÏÂÎÏÅ ÄÌÑ �ÏÄ-ÓÞÅÔÁ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �ÒÅÄÉËÁÔÎÙÈ ÓÈÅÍ × ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÍ ÂÁÚÉÓÅÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÀ ÉÔÅÒÁÔÉ×ÎÙÈ ËÏÎÔÁËÔÎÙÈ ÓÈÅÍ ÉÚ [4℄.ðÕÓÔØ kUP(L; n)k | ÞÉÓÌÏ �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ ÓÈÅÍ ÉÚ ËÌÁÓÓÁUP ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ L ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn. �ÏÇÄÁ, ÉÓ�ÏÌØ-ÚÕÑ ÔÅÈÎÉËÕ, �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÕÀ × [3℄, ÞÉÓÌÏ ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ-×ÁÎÎÙÈ ÓÈÅÍ ÍÏÖÎÏ Ï�ÅÎÉÔØ Ó×ÅÒÈÕ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ, Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×ÙÍ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ L É n:kUP(L; n)k 6 2L332L � (L+ n)2(log(L+ n))3�L+n + (bL+ n)L! ; (2)ÇÄÅ  É b | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ.éÚ Ï�ÅÎËÉ (2) É ÍÏÝÎÏÓÔÎÏÇÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á kUP(L; n)k = 22n ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÎÉÖÎÉÈ ÍÏÝÎÏÓÔÎÙÈ Ï�ÅÎÏË ÕÓÔÁ-ÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÇÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑìÅÍÍÁ 2. äÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ Ï�ÅÎËÁLP(n) > 2n�1n �1 + 2;5 logn�O(1)n � :éÚ ÌÅÍÍ 1 É 2 ×ÙÔÅËÁÅÔ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÓÔØ ÏÓÎÏ×ÎÏÊ ÔÅÏÒÅÍÙ ÄÁÎÎÏÊÒÁÂÏÔÙ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé(ÇÒÁÎÔ 06-01-00745). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. âÏÄÎÁÒÞÕË ÷. ç., ëÁÌÕÖÎÉÎ ì. á., ëÏÔÏ× ÷. î., òÏÍÏ× â. á.�ÅÏÒÉÑ çÁÌÕÁ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ðÏÓÔÁ. I // ëÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ. | 1969. | � 3. |C. 1{10.2. âÏÄÎÁÒÞÕË ÷. ç., ëÁÌÕÖÎÉÎ ì. á., ëÏÔÏ× ÷. î., òÏÍÏ× â. á.�ÅÏÒÉÑ çÁÌÕÁ ÄÌÑ ÁÌÇÅÂÒ ðÏÓÔÁ. II // ëÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ. 1969. | � 5. |C. 1{10. 76



3. ìÏÖËÉÎ ó. á. ï�ÅÎËÉ ×ÙÓÏËÏÊ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÏ× // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 6. | í.: îÁÕËÁ. æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 1996. |ó. 189{214.4. ìÏÖËÉÎ ó. á. ìÅË�ÉÉ �Ï ÏÓÎÏ×ÁÍ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. | í.: éÚÄÁ-ÔÅÌØÓËÉÊ ÏÔÄÅÌ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ ÷íÉëíçõ ÉÍ. í. ÷. ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á, 2004.5. ûÕ�ÌÅ�Ï× í. ó. ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ �ÒÅÄÉËÁÔÏ× × ÏÄÎÏÍËÌÁÓÓÅ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÅÔÅÊ // ëÕÒÓÏ×ÁÑ ÒÁÂÏÔÁ (ËÁÆÅÄÒÁ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅ-ÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ ÷íÉë). | íçõ, 2005.ïâ ïäîïê æïòíå ðòåäó�á÷ìåîéñòåëõòòåî�îùè óèåí ðïòïöäåîéñ óìï÷é éè áääé�é÷îáñ óìïöîïó�øà. ÷. íÅÒÅËÉÎ (îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË)áÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ L(w) ÓÌÏ×Á w ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÌÉÎÁ ËÒÁÔ-ÞÁÊÛÅÊ ÓÈÅÍÙ �ÏÒÏÖÄÅÎÉÑ ÜÔÏÇÏ ÓÌÏ×Á Ó �ÏÍÏÝØÀ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ Ï�Å-ÒÁ�ÉÉ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÕÀ ÓÈÅÍÕ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ �ÓÌÏ×ÁÒ-ÎÏÊ� ÍÁÔÒÉ�Ù. ðÕÓÔØ h(x; y) É l(x; y), 1 � x � y, ÔÁËÉÅ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎ-ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÞÔÏ 0 � l(x; y) � h(x; y) < x. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÕÀ×ÅÒÈÎÅ-ÔÒÅÕÇÏÌØÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ (wi;j) = (w(h; l)i;j), × ËÏÔÏÒÏÊ:Á) ÏÔÌÉÞÎÙÅ ÏÔ ÎÕÌÑ ÜÌÅÍÅÎÔÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÌÏ×ÁÍÉ × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ � =hw1;1; : : : ; w1;qi, q � 1;b) ÜÌÅÍÅÎÔÙ �ÅÒ×ÏÊ ÓÔÒÏËÉ w1;1; : : : ; w1;j ; : : :, ÇÄÅ w1;j = w1;j+q ,j � 1 , ÅÓÔØ ÓÉÍ×ÏÌÙ ÁÌÆÁ×ÉÔÁ;) ÜÌÅÍÅÎÔÙ ×ÔÏÒÏÊ ÓÔÒÏËÉ w2;2; : : : ; w2;j ; : : :, j � 2, ÅÓÔØ w2;j =w1;j�1w1;j ;d) ÜÌÅÍÅÎÔÙ i-Ê ÓÔÒÏËÉ wi;i; : : : ; wi;j ; : : :, 3 � i � j, ÅÓÔØ wi;j =wi�1;j�1wi�h(i;j);j�l(i;j) .éÚ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�Ù ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÓÌÏ× ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁ-ÌÉ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÕÓÌÏ×ÉÑ w1;1 � w2;2 � w3;3 : : : , ËÏÔÏÒÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÅ ÓÌÏ×Ï w1 = limi!1 wi;i. �ÅÍ ÓÁÍÙÍ Ï�ÒÅÄÅÌ£Î ËÌÁÓÓÓÌÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÚÏ×£Í ÓÌÏ×ÁÍÉ ÔÉ�Á �ÕÜ|íÏÒÓÁ. ðÏÌÕÞÅÎÙ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Á i� 1 � L(wi;i) � (i2� i)=2, Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÝÉÅ ÇÒÁÎÉ�Ù ÚÎÁÞÅÎÉÊÁÄÄÉÔÉ×ÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÓÌÏ× ÔÉ�Á �ÕÜ|íÏÒÓÁ, É ÄÌÑ ÏÂÏÂÝÅÎÎÏÊ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÕÜ|íÏÒÓÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ77

�ÅÏÒÅÍÁ. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ i � q ÄÌÑ ×ÓÑËÏÇÏ ÓÌÏ×Á wi;i ÍÁÔÒÉ�Ù(w(1; 0)i;j) × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÁÌÆÁ×ÉÔÅ � = hw1;1; : : : ; w1;qi, q � 2, Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï L(wi;i) = q(i� q) + � q2 � :éÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏÆÏÎÄÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ (�ÒÏÅËÔ 05-01-00364)ï òáîçå îåñ÷îùè ðòåäó�á÷ìåîéê æõîëãéêk-úîáþîïê ìïçéëé îáä ëìáóóïííïîï�ïîîùè æõîëãéêå. ÷. íÉÈÁÊÌÅ� (íÏÓË×Á)ðÏÎÑÔÉÅ ÎÅÑ×ÎÏÊ ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ××ÅÄÅ-ÎÏ á. ÷. ëÕÚÎÅ�Ï×ÙÍ ËÁË ÏÄÎÏ ÉÚ ÏÂÏÂÝÅÎÉÊ �ÏÎÑÔÉÑ ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉÆÕÎË�ÉÊ ÓÕ�ÅÒ�ÏÚÉ�ÉÑÍÉ [1℄.ðÕÓÔØ A | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ,A � Pk. óÉÓÔÅÍÏÊ ÎÅÑ×ÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁÄ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÊ A ÂÕ-ÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÓÑËÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ×ÉÄÁ( �1(x1; : : : ; xn; y) = 	1(x1; : : : ; xn; y);: : :�q(x1; : : : ; xn; y) = 	q(x1; : : : ; xn; y); (1)ÇÄÅ �1; : : : ;�q , 	1; : : : ;	q | ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÄ ÓÉÓÔÅÍÏÊÆÕÎË�ÉÊ A.çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f(x1; : : : ; xn) k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÎÅÑ×ÎÏ ×Ù-ÒÁÚÉÍÁ ÎÁÄ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÊ A, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÓÉÓÔÅÍÁ ÎÅÑ×ÎÙÈÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁÄ A ×ÉÄÁ (1), ÉÍÅÀÝÁÑ �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÑÈ x1; : : : ; xn ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ y = f(x1; : : : ; xn). ðÒÉ ÜÔÏÍÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÎÅÑ×ÎÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ-×ÌÅÎÉÅÍ ÆÕÎË�ÉÉ f(x1; : : : ; xn) ÎÁÄ A.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ f , f 2 Pk , ÎÅÑ×ÎÏ ×ÙÒÁÚÉÍÙÈ ÎÁÄ ÓÉ-ÓÔÅÍÏÊ ÆÕÎË�ÉÊ A, �ÒÉÎÑÔÏ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÑ×ÎÙÍ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅ-ÍÙ A É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ I(A). âÌÁÇÏÄÁÒÑ ÏÞÅ×ÉÄÎÏÍÕ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÀ78



I(A) = I([A℄), �ÒÉ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÉ ÎÅÑ×ÎÙÈ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÉÔØÓÑ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÅÍ ÔÏÌØËÏ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÕ�ÅÒ�Ï-ÚÉ�ÉÉ ËÌÁÓÓÏ× ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f ÉÚ ÎÅÑ×ÎÏÇÏ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ A ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, f 2 I(A). îÁÚÏ×ÅÍÒÁÎÇÏÍ ÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁÄ ÓÉÓÔÅÍÏÊ A É ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ mkA(f)ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÞÉÓÌÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÄÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÎÅÑ×ÎÏÇÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ f ÎÁÄ A.ëÁË ÏÂÙÞÎÏ, ××ÏÄÉÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ ûÅÎÎÏÎÁ mkA(n) = maxmkA(f),ÎÁÚÙ×ÁÅÍÁÑ ÒÁÎÇÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ ÓÉÓÔÅÍÙ A (ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï×ÓÅÍ ÆÕÎË�ÉÑÍ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÍ ÎÅÑ×ÎÏÍÕ ÒÁÓÛÉ-ÒÅÎÉÀ ÓÉÓÔÅÍÙ A É ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÚÁ×ÉÓÑÝÉÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÔ n �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ).ï. í. ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ × ÒÁÂÏÔÅ [2℄ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÒÁÎÇÏ×ÏÊÆÕÎË�ÉÉ m2A(n) ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÚÁÍËÎÕÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ. äÌÑËÌÁÓÓÏ× D2 É F �i , ÇÄÅ i = 2; 3; 6; 7 É � = 2; 3; : : : ;1, × ÒÁÂÏÔÅ [2℄ �ÏÌÕ-ÞÅÎÙ �ÏÒÑÄËÉ ÒÏÓÔÁ ×ÅÌÉÞÉÎÙ m2A(n), Á ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÚÁÍËÎÕ-ÔÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÎÁÊÄÅÎ ÔÏÞÎÙÊ ×ÉÄ ÒÁÎÇÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑËÌÁÓÓÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ï. í. ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ ÄÏËÁÚÁÌ ÓÌÅÄÕÀÝÕÀÔÅÏÒÅÍÕ.�ÅÏÒÅÍÁ 1 [2℄. ðÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n ÄÌÑ ÒÁÎÇÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉm2A(n), ÇÄÅ A | ËÌÁÓÓ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × P2, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï m2A(n) = �n+ 22 �.÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÔÏÞÎÏÅ ×ÙÒÁÖÅÎÉÅ ÄÌÑ ÒÁÎÇÏ×ÏÊÆÕÎË�ÉÉ ËÌÁÓÓÁ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × Pk. ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÒÁÎÇÏ×ÁÑÆÕÎË�ÉÑ ÄÌÁ ÄÁÎÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ k É �ÒÉ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØ-ÎÙÈ k � 2 Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÆÏÒÍÕÌÏÊ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1. îÁÚÏ×ÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ f(x1; : : : ; xn) k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏ-ÇÉËÉ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ~� = (�1; : : : ; �n) É ~� =(�1; : : : ; �n), ÔÁËÉÈ ÞÔÏ ~� � ~�, ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï f(~�) � f( ~�).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ l-Í ÓÌÏÅÍ × Enk ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈn-ÍÅÒÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ~� = (�1; : : : ; �n) 2 Enk , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ nPi=1�i = l.ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ 0 � l � n(k � 1).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ÷ÅÓÏÍ ÎÁÂÏÒÁ ~� = (�1; : : : ; �n) 2 Enk ÂÕÄÅÍ ÎÁ-ÚÙ×ÁÔØ ÓÕÍÍÕ ÅÇÏ ËÏÍ�ÏÎÅÎÔ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ j~�j, j~�j = nPi=1�i.79

ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ×ÅÓ ÎÁÂÏÒÁ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ ÓÌÏÑ, ËÏÔÏÒÏÍÕ�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÎÁÂÏÒ.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ A ×ÓÅÈ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × Pk Ñ×ÌÑÅÔ-ÓÑ ÎÅÑ×ÎÏ �ÏÌÎÙÍ, ÔÏ ÅÓÔØ ÅÇÏ ÎÅÑ×ÎÏÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó Pk,I(A) = Pk.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÒÉ ×ÓÅÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ k � 2 É ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n ÄÌÑÒÁÎÇÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ mkA(n), ÇÄÅ A| ËÌÁÓÓ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × Pk,ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏmkA(n) = �n+ 22 �.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ ÒÁÚÂÉ×ÁÅÔÓÑ ÎÁ Ä×ÅÞÁÓÔÉ: �ÏÌÕÞÅÎÉÅ ×ÅÒÈÎÅÊ É ÎÉÖÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ ÄÌÑ ÒÁÎÇÏ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ.÷Ù×ÅÄÅÍ ÎÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ.úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ n. ÷ÏÚØÍÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÍÁËÓÉ-ÍÁÌØÎÕÀ �Å�Ø 
n × ËÕÂÅ Ekn ×ÉÄÁ ~0 = ~�0 � ~�1 � � � � � ~�n(k�1) =^(k � 1). ïÎÁ ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ n(k�1), Ô. Å. ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ n(k�1)+1 ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ×. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ f(x1; : : : ; xn) k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ,ÚÁÄÁÎÎÕÀ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. îÁ �Å�É 
n ÏÎÁ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ:f(~�0) = 1, f(~�1) = 2, : : : , f(~�k�2) = k � 1, f(~�k�1) = k � 2, ÄÁÌÅÅf(~�k+i) = k�1 �ÒÉ ÞÅÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ i, f(~�k+i) = k�2 �ÒÉ ÎÅÞÅÔÎÙÈÚÎÁÞÅÎÉÑÈ i, ÇÄÅ 0 � i � n(k � 1)� k.ðÕÓÔØ 0 � l � n(k � 1). äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ~� = (�1; : : : ; �n) ÎÁl-ÏÍ ÓÌÏÅ ËÕÂÁ Enk �ÏÌÏÖÉÍ f(~�) = f(~�l), ÇÄÅ ~�l | ÎÁÂÏÒ �Å�É 
n,�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÊ l-ÍÕ ÓÌÏÀ.îÁ ÏÓÎÏ×Å �Å�É 
n �ÏÓÔÒÏÉÍ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÕÀ �Å�Ø 
0n+1 × En+1k ,ÓÏÓÔÏÑÝÕÀ ÉÚ ÒÁÓÛÉÒÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÏ×: (~�0; 0) � (~�0; 1) � (~�1; 1) �(~�1; 2) � � � � � (~�k�2; k � 2) � (~�k�2; k � 1) � (~�k�1; k � 1) � (~�k ; k �1) � � � � � (~�n(k�1); k� 1). ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �Å�Ø 
0n+1 ÉÍÅÅÔ ÄÌÉÎÕ(n+1)(k�1) (Ô. Å. ÓÏÄÅÒÖÉÔ (n+1)(k�1)+1 ÎÁÂÏÒÏ×). äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×ÁÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÎÁÂÏÒÙ �Å�É 
0n+1 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: ~�0 = (~�0; 0); ~�1 =(~�0; 1); : : : ; ~�(n+1)(k�1) = (~�n(k�1); k � 1).úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ËÁÖÄÙÊ ÎÁÂÏÒ ~�i �Å�É 
0n+1 Ó ÎÅÞÅÔÎÙÍ ÎÏ-ÍÅÒÏÍ i Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ f , Á ËÁÖÄÙÊ ÎÁÂÏÒ~�i Ó ÞÅÔÎÙÍ ÎÏÍÅÒÏÍ i ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞËÏÊ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ f ,0 � i � (n+ 1)(k � 1).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÅÑ×ÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ E(f) ÆÕÎË�ÉÉf(x1; : : : ; xn) ÎÁÄ ËÌÁÓÓÏÍ A ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × Pk, �ÕÓÔØ ÏÎÏ80



ÓÏÄÅÒÖÉÔ m ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ:( '1(x1; : : : ; xn; y) =  1(x1; : : : ; xn; y);: : :'m(x1; : : : ; xn; y) =  m(x1; : : : ; xn; y):÷×ÅÄÅÍ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÉ �(~x; y) = ('1(~x; y); : : : ; 'm(~x; y)), 	(~x; y) =( 1(~x; y); : : : ;  m(~x; y)), ÇÄÅ ~x = (x1; : : : ; xn). îÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÉÚ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÎÅÑ×ÎÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏ × ÔÏÞ-ËÁÈ (~�; f(~�)) 2 En+1k ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ f(~x) ×ÅÒÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�(~�; f(~�)) = 	(~�; f(~�)), × ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ (~�; Æ) 2 En+1k , Æ 6=f(~�), | ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(~�; Æ) 6= 	(~�; Æ).ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÉ �(~x; y) É 	(~x; y) ÍÏÎÏÔÏÎÎÙ × ÓÌÅ-ÄÕÀÝÅÍ ÓÍÙÓÌÅ: ÅÓÌÉ (~�; Æ) � (~; �), ÇÄÅ (~�; Æ); (~; �) 2 En+1k , ÔÏ ÄÌÑËÁÖÄÏÇÏ i, 1 � i � m, ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ 'i(~�; Æ) � 'i(~; �)É  i(~�; Æ) �  i(~; �).�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÎÁ �Å�É 
0n+1 ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÉ �(~x; y) É 	(~x; y)ÍÏÎÏÔÏÎÎÏ ÎÅ ÕÂÙ×ÁÀÔ, �ÒÉ ÜÔÏÍ ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ ~�i Ó ÞÅÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁ-ÍÉ �(~�i) 6= 	(~�i), ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ ~�i �Å�É 
0n+1 Ó ÎÅÞÅÔÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ�(~�i) = 	(~�i) �ÒÉ ×ÓÅÈ i, 0 � i � (n + 1)(k � 1). ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅ-ËÁÅÔ, ÞÔÏ �ÒÉ ×ÓÅÈ ÎÅÞÅÔÎÙÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑÈ i ÉÚ �ÒÏÍÅÖÕÔËÁ 1 � i �(n + 1)(k � 1) � 2 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á j�(~�i+2)j � j�(~�i)j + 1,j	(~�i+2)j � j	(~�i)j+ 1.ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ (n + 1)(k � 1) ÎÅÞÅÔÎÏ. �ÏÇÄÁ ÎÁÂÏÒ ~�(n+1)(k�1) =^(k � 1) | ÔÏÞËÁ ÇÒÁÆÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ f . ÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ �ÏÌÕÞÁÅÍ� j�(~�(n+1)(k�1))j � j�(~�1)j+ ((n+ 1)(k � 1)� 1)=2;j	(~�(n+1)(k�1))j � j	(~�1)j+ ((n+ 1)(k � 1)� 1)=2: (2)ðÕÓÔØ (n+ 1)(k � 1) ÞÅÔÎÏ. �ÏÇÄÁ, ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,� j�(~�(n+1)(k�1)�1)j � j�(~�1)j+ ((n+ 1)(k � 1)� 2)=2;j	(~�(n+1)(k�1)�1)j � j	(~�1)j+ ((n+ 1)(k � 1)� 2)=2:�ÁË ËÁË × ÞÅÔÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÎÁÂÏÒ ~�(n+1)(k�1) = ^(k � 1) ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞ-ËÏÊ ÇÒÁÆÉËÁ, ÔÏ ÎÁ ÎÅÍ �(~�(n+1)(k�1)) 6= 	(~�(n+1)(k�1)), × ÔÏ ×ÒÅÍÑËÁË �(~�(n+1)(k�1)�1) = 	(~�(n+1)(k�1)�1). îÅ ÎÁÒÕÛÁÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ, ÂÕ-ÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �(~�(n+1)(k�1)) � 	(~�(n+1)(k�1)) É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,81

j�(~�(n+1)(k�1))j � j�(~�(n+1)(k�1)�1)j+ 1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ,j�(~�(n+1)(k�1))j � j�(~�1)j+ (n+ 1)(k � 1)=2; (3)�ÁË ËÁË ÎÁÂÏÒ ~�0 = ~0 | ÎÅ ÔÏÞËÁ ÇÒÁÆÉËÁ, ÔÏ �(~�0) 6= 	(~�0), �ÒÉÜÔÏÍ �(~�1) = 	(~�1). ÷ ÓÉÌÕ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÓÔÉ ×ÅËÔÏÒ-ÆÕÎË�ÉÊ �(~x; y)É 	(~x; y) ÚÁËÌÀÞÁÅÍ, ÞÔÏ j�(~�1)j � 1 É j	(~�1)j � 1. õÞÉÔÙ×ÁÑ ÜÔÏÔÆÁËÔ É ÏÂßÅÄÉÎÑÑ (2) É (3), × ËÏÎÅÞÎÏÍ ÉÔÏÇÅ �ÏÌÕÞÁÅÍj�(℄k � 1)j � � (n+ 1)(k � 1) + 12 �.ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, j�(℄k � 1)j � m(k � 1), ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,m � � (n+ 1)(k � 1) + 12(k � 1) � : (4)éÔÁË, ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ n × Pk ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑf(x1; : : : ; xn), ÎÅÑ×ÎÏÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÄ ËÌÁÓÓÏÍ A ×ÓÅÈÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔ m ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ, ÇÄÅ m ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑ-ÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ (4). üÔÏ ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏmkA(n) � � (n+ 1)(k � 1) + 12(k � 1) � : (5)÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁmkA(n) � � (n+ 1)(k � 1) + 12(k � 1) � (6)× ÄÁÎÎÏÊ ÓÔÁÔØÅ �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á.ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ �ÒÉ k � 2 ×ÅÒÎÏ � (n+ 1)(k � 1) + 12(k � 1) � =�n+ 22 �. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÉÚ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÊ (5) É (6) ×ÙÔÅËÁÅÔ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï mkA(n) = �n+ 22 � ;ÞÔÏ ÚÁ×ÅÒÛÁÅÔ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÆÏÎ-ÄÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ (�ÒÏÅËÔ 05-01-00994), ðÒÏÇÒÁÍ-ÍÙ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ òæ (�ÒÏÅËÔ îû-5400.2006.1)82



É ðÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ïÔÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁ-ÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ� (�ÒÏÅËÔ �óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑ-ÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ�). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÕÚÎÅ�Ï× á. ÷. ï ÓÒÅÄÓÔ×ÁÈ ÄÌÑ ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÉÑ ÎÅ×Ù×ÏÄÉÍÏÓÔÉÉÌÉ ÎÅ×ÙÒÁÚÉÍÏÓÔÉ // ìÏÇÉÞÅÓËÉÊ ×Ù×ÏÄ. | í.: îÁÕËÁ, 1979. |ó. 5{33.2. ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ ï. í. ïÂ ÏÄÎÏÊ ÍÅÔÒÉÞÅÓËÏÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÅ ÎÅ-Ñ×ÎÙÈ É �ÁÒÁÍÅÔÒÉÞÅÓËÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ // íÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�. 6. | í.: îÁÕËÁ. æÉÚÍÁÔÌÉÔ,1996. | ó. 133{188.ïâ ïäîïí ëìáóóå óèåíå. á. ïËÏÌØÎÉÛÎÉËÏ×Á (îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË)÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ××ÏÄÉÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÓÈÅÍ, ÍÏÄÅÌÉÒÕÀÝÉÈ ÒÁÂÏÔÕ �Á-ÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÍÁÛÉÎ. ïÄÎÉÍ ÉÚ �ÒÏÓÔÅÊÛÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÓÈÅÍ, ÍÏÄÅÌÉÒÕ-ÀÝÉÈ ÒÁÂÏÔÕ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÙÈ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÍÁÛÉÎ Ó ÏÂÝÉÍ ÄÏÓÔÕ-�ÏÍ Ë �ÁÍÑÔÉ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÓÈÅÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÛÉÒÉÎÙ. äÌÑ ÍÏÄÅÌÉÒÏ-×ÁÎÉÑ ÒÁÂÏÔÙ �ÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÍÁÛÉÎ Ó ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ �ÁÍÑÔØÀ [1, 2℄�ÒÅÄÌÁÇÁÀÔÓÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÅ ÓÈÅÍÙ. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ (ÓÈÅÍÁÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÌÉ ×ÅÔ×ÑÝÁÑÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ) ÓÏÓÔÏ-ÉÔ ÉÚ m �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÏ× (ÓÈÅÍ), �ÒÉ ÜÔÏÍ ËÁÖÄÙÊ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒ ÒÁÂÏÔÁÅÔÓÁÍÏÓÔÏÑÔÅÌØÎÏ, ÎÏ ÒÁÚÒÅÛÁÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚ ÚÁ ×ÒÅÍÑÒÁÂÏÔÙ ÓÈÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÈ ÎÁ�ÒÅÄÙÄÕÝÅÍ ÕÒÏ×ÎÅ ÌÀÂÙÍ ÉÚ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÏ×. óÈÅÍÁ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÎÏÊ ÛÉÒÉÎÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÓÈÅ-ÍÙ, ËÏÇÄÁ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ, �ÏÌÕ-ÞÅÎÎÙÈ ÌÀÂÙÍ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÏÍ ÎÁ ×ÓÅÈ �ÒÅÄÙÄÕÝÉÈ ÕÒÏ×ÎÑÈ.îÁ�ÏÍÎÉÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ×ÅÔ×ÑÝÅÊÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊÛÉÒÉÎÙ. çÏ×ÏÒÑÔ, ÞÔÏ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ×ÅÔ×ÑÝÁÑÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁÉÍÅÅÔ ÛÉÒÉÎÕ d, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÒÁÚÂÉÔÁ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÉ É ÎÁ ËÁÖÄÏÍ ÕÒÏ×ÎÅÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ d ×ÅÒÛÉÎ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÄÕÇÉ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÙ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÍÅÎØÛÏÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ × ×ÅÒÛÉÎÙ ÂÏÌØÛÅÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ. äÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉ-ÓÌÅÎÉÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÈÅÍÁÍÉ Ó ÜÔÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ ÂÙÌ �ÏÌÕÞÅÎÒÑÄ ÉÎÔÅÒÅÓÎÙÈ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×. ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ �ÒÏÇÒÁÍÍ ÛÉÒÉÎÙ dì. âÁÂÁÉ, ð. ðÕÄÌÁË, ò. òÅÄÌ É í. óÅÍÅÒÅÄÉ [3℄ �ÏÌÕÞÉÌÉ ÎÉÖÎÉÅ83

Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÉÍÍÅÔÒÉ-ÞÅÓËÉÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ 
(n logn) (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÇÏÌÏÓÏ×Á-ÎÉÑ MAJn). ÷ [4℄ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ Ï�ÅÎËÉ 
(n log logn) ÄÌÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÅËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ �ÏÒÏÇÏ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÏÇÒÁÍÍÁÍÉ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÎÏÊ ÛÉÒÉÎÙ.óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÉÍÅÅÔ ÛÉÒÉÎÕd, ÅÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÒÁÚÂÉÔÏ ÎÁ ÕÒÏ×ÎÉ É ÎÁ ËÁÖÄÏÍÕÒÏ×ÎÅ ÉÍÅÅÔÓÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ d ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ðÒÉ ÜÔÏÍ ×ÙÈÏÄ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×ÍÅÎØÛÅÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎ ÎÁ ×ÈÏÄÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÂÏÌØÛÅÇÏ ÕÒÏ×ÎÑ.îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ×ÈÏÄÙ ÓÈÅÍÙ, �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁÍÉ.÷×ÅÄÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ×ÅÔ×ÑÝÉÈÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍ É ÒÁÓ-�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ×ÅÔ×ÑÝÁÑÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÁ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn | ÓÉÓÔÅÍÁ, ÓÏ-ÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ m ×ÅÔ×ÑÝÉÈÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍ (�ÒÏ�ÅÓÓÏÒÏ×) ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈx1; : : : ; xn. ÷ÅÒÛÉÎÙ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÔ×ÑÝÅÊÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ.ðÕÓÔØ ÕÒÏ×ÎÉ i1; i2; : : : ; il, ÇÄÅ i1 < i2 < : : : < il, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÁËÕÒÏ×ÎÉ, ÎÁ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÏÂÍÅÎ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ. ðÏÌÏÖÉÍ i0 = 0.�ÏÇÄÁ ÄÕÇÉ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ i 0, ip � i 0 < ip+1, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊj 0-Ê ×ÅÔ×ÑÝÅÊÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÍÏÇÕÔ ÉÄÔÉ ËÁË × ×ÅÒÛÉÎÙ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉi, i > i 0, ÔÏÊ ÖÅ ×ÅÔ×ÑÝÅÊÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, ÔÁË É × ×ÅÒÛÉÎÙ Ó ÎÏÍÅÒÁ-ÍÉ i, ÇÄÅ i � ip+1, ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ×ÅÔ×ÑÝÁÑÓÑ�ÒÏÇÒÁÍÍÁ ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f0; 1gn ! f0; 1gm.ðÏÄ ×ÒÅÍÅÎÅÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ T ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ×ÅÔ×ÑÝÅÊÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ�ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ × �ÒÏÇÒÁÍÍÁÈ, ×ÈÏÄÑÝÉÈ ×ÓÉÓÔÅÍÕ. íÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ eT ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ×Å-Ô×ÑÝÅÊÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂßÅÍ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ,�ÏÌÕÞÅÎÎÏÊ ËÁÖÄÙÍ ÉÚ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÏ× × ÈÏÄÅ ÏÂÍÅÎÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ.áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÉÚÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn | ÓÉÓÔÅÍÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚm ÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× (�ÒÏ�ÅÓÓÏÒÏ×) ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈx1; : : : ; xn. üÌÅÍÅÎÔÙ ËÁÖÄÏÊ ÓÈÅÍÙ ÚÁÎÕÍÅÒÏ×ÁÎÙ. ðÕÓÔØ ÕÒÏ×ÎÉi1; i2; : : : ; il, ÇÄÅ i1 < i2 < : : : < il, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ËÁË ÕÒÏ×ÎÉ, ÎÁ ËÏ-ÔÏÒÙÈ ×ÏÚÍÏÖÅÎ ÏÂÍÅÎ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ. ðÏÌÏÖÉÍ i0 = 0. �ÏÇÄÁ ÄÕÇÉÉÚ ÜÌÅÍÅÎÔÁ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ i 0, ip � i 0 < ip+1, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÅÊ j 0-Ê ÓÈÅÍÅÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÍÏÇÕÔ ÉÄÔÉ ËÁË ÎÁ ×ÈÏÄÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×i, i > i 0, ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÙ, ÔÁË É ÎÁ ×ÈÏÄÙ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i, ÇÄÅi � ip+1, ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ÓÈÅÍ. òÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ÙÞÉÓÌÑÅÔ ÓÉÓÔÅÍÕ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f0; 1gn ! f0; 1gm.ðÏÄ ×ÒÅÍÅÎÅÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ T ÒÁÓ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØ-ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ × ÓÈÅÍÁÈ,×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÓÉÓÔÅÍÕ. íÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ eT ÒÁÓ-84



�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÊ ÓÈÅÍÙ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÏÂßÅÍ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, �Ï-ÌÕÞÅÎÎÏÊ ËÁÖÄÙÍ ÉÚ �ÒÏ�ÅÓÓÏÒÏ× × ÈÏÄÅ ÏÂÍÅÎÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ.ðÒÅÄÌÏÖÅÎÙ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÓÉÓÔÅÍ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚf0; 1gn × f0; 1gm(n), ÇÄÅ m(n) ! 1 �ÒÉ n ! 1, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁÚ-ÒÅÛÅÎÉÅ ÏÄÎÏËÒÁÔÎÏÇÏ ÏÂÍÅÎÁ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÅÊ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÕÍÅÎØÛÉÔØ ×ÒÅÍÑ ÒÁÂÏÔÙ ÓÉÓÔÅÍÙ ËÁË ÄÌÑ ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ T , ÔÁËÉ ÄÌÑ ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ eT . äÁÎÎÏÅ Õ�ÒÏÝÅÎÉÅ ×ÏÚÍÏÖÎÏ ËÁË × ËÌÁÓ-ÓÅ ×ÅÔ×ÑÝÉÈÓÑ �ÒÏÇÒÁÍÍ, ÔÁË É × ËÌÁÓÓÅ ÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈÜÌÅÍÅÎÔÏ×.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎ-ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ïíî òáî.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÁÑ ÍÁÛÉÎÁ // üÎ�ÉËÌÏ�ÅÄÉÑ "äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁ-ÔÉËÁ". |í.: âÏÌØÛÁÑ òÏÓÓÉÊÓËÁÑ ÜÎ�ÉËÌÏ�ÅÄÉÑ, 2004. | ó. 193{194.2. ðÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÔÅÏÒÉÑ // üÎ�ÉËÌÏ�ÅÄÉÑ "äÉÓËÒÅÔ-ÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ". | í.: âÏÌØÛÁÑ òÏÓÓÉÊÓËÁÑ ÜÎ�ÉËÌÏ�ÅÄÉÑ, 2004. |ó. 194{196.3. Babai L., Pudl�ak P., R�odl V., Szemer�edi M. Lower bounds to theomplexity of symmetri Boolean funtions // Theoret. Comput. Si. |1990. | V. 74. | P. 313{324.4. Barrington D. A. M., Straubing H. Superlinear lower bounds forbounded-width branhing programs // J. Computer and System Si. |1995. | V. 50, � 3. | P. 374{381.òáúíåò íáëóéíáìøîïçï íîïöåó�÷á,ó÷ïâïäîïçï ï� ðòïéú÷åäåîéê÷ çòõððáè ðïòñäëá pq�. ç. ðÅÔÒÏÓÑÎ (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÅ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÔÏÞÎÏÅ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÒÁÚÍÅÒÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á, Ó×ÏÂÏÄÎÏÇÏ ÏÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ, × ÇÒÕ��ÁÈ �ÏÒÑÄËÁ pq (×ÅÚÄÅÄÁÌÅÅ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ p É q | �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ), p � 2 (mod 3).âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ M ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ, Ó×ÏÂÏÄÎÙÍ ÏÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ(íóð), ÅÓÌÉ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ xy = z ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ × ÍÎÏÖÅÓÔ×Å M .ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÅÍÅÊÓÔ×Ï ×ÓÅÈ íóð ÇÒÕ��Ù G ÞÅÒÅÚ PF (G). íÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï M , Ó×ÏÂÏÄÎÏÅ ÏÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÍ, ÅÓ-ÌÉ jM j � jT j ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ T 2 PF (G). ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �(G) ÒÁÚÍÅÒÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ íóð × ÇÒÕ��Å G. ðÕÓÔØ �(G) = �(G)=jGj:85

÷ ËÌÁÓÓÅ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� ÚÁÄÁÞÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÒÁÚÍÅÒÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-ÎÏÇÏ íóð ÏËÏÎÞÁÔÅÌØÎÏ ÒÅÛÅÎÁ × ÓÔÁÔØÅ [1℄.òÁÚÏÂØÅÍ ËÌÁÓÓ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÁÂÅÌÅ×ÙÈ ÇÒÕ�� ÎÁ ÔÒÉ �ÏÄËÌÁÓÓÁ ÉÏ�ÒÅÄÅÌÉÍ ÎÁ ÜÔÉÈ �ÏÄËÌÁÓÓÁÈ ÆÕÎË�ÉÀ �(G):1) ËÌÁÓÓ 1: n ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ �ÒÏÓÔÏÅ p � 2 (mod 3), �(G) = 13 + 13p , ÇÄÅp { ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ ÔÁËÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ;2) ËÌÁÓÓ 2: n ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÉ ÎÁ ËÁËÏÅ �ÒÏÓÔÏÅ p � 2 (mod 3), ÎÏ3jn, �(G) = 13 ;3) ËÌÁÓÓ 3: n ÄÅÌÉÔÓÑ ÔÏÌØËÏ ÎÁ �ÒÏÓÔÙÅ p � 1 (mod 3), �(G) =13 � 13m , ÇÄÅ m { Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÏÊ G.�ÅÏÒÅÍÁ 1 (çÒÉÎ|òÕÖÁ, [1℄). äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÁÂÅÌÅ×ÏÊ ÇÒÕ��Ù G×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �(G) = �(G):ðÏ ÄÁÎÎÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÅ �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅÔ ÒÁÂÏÔ × ËÌÁÓÓÅ �ÒÏÉÚ×ÏÌØ-ÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÇÒÕ��. ðÅÒ×ÙÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, �Ï-×ÉÄÉÍÏÍÕ, �ÏÌÕÞÅÎ × [2℄.�ÅÏÒÅÍÁ 2 (äÉÁÎÁÎÄÁ|ñ�, [2℄). ðÕÓÔØ jGj = 3q; ÇÄÅ q | �ÒÏ-ÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÓÒÁ×ÎÉÍÏÅ Ó 1 (mod 3). �ÏÇÄÁ �(G) = 1=3.÷ [3℄ ÉÚÕÞÅÎÁ ÓÔÒÕËÔÕÒÁ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÙÈ íóð × ÇÒÕ��ÁÈ �ÏÒÑÄËÁ3p; p � 1(mod 3). ðÏÌÕÞÅÎ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ.�ÅÏÒÅÍÁ 3 (ñ�, [3℄). ðÕÓÔØ G �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ 3p,ÇÄÅ p | �ÒÏÓÔÏÅ ÞÉÓÌÏ, É p � 1(mod 3). åÓÌÉ S | ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅíóð × G, ÔÏ ÔÏÇÄÁ ÏÎÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÍÅÖÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ �Ï ÎÅËÏÔÏÒÏÊ�ÏÄÇÒÕ��Å H �ÏÒÑÄËÁ p ÇÒÕ��Ù G.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÏÌÕÞÅÎÏ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.�ÅÏÒÅÍÁ 4. ðÕÓÔØ G ÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ pq É p 6= 3k+1 �ÒÉ ÌÀÂÏÍk 2 N. �ÏÇÄÁ �(G) = q; (1)ÅÓÌÉ p = 3, É �(G) = q(p+ 1)3 ;ÅÓÌÉ p � 2 (mod 3).÷ ÒÁÂÏÔÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 5 (ïÌÓÏÎ, [4℄). ðÕÓÔØ A É B Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÎÅÞÎÙÍÉ ÎÅ-�ÕÓÔÙÍÉ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁÍÉ ÇÒÕ��Ù G, ÔÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï S ÍÎÏÖÅÓÔ×Á AB É �ÏÄÇÒÕ��Á H ÇÒÕ��Ù G, ÔÁËÉÅ, ÞÔÏjSj � jAj+ jBj � jH j; É ÌÉÂÏ SH = S, ÌÉÂÏ HS = S.86



�ÅÏÒÅÍÁ 6 (ñ�, [5℄). ðÕÓÔØ S 2 MPF (Zp); p = 3k + 2: �ÏÇÄÁ�S = S É ÌÀÂÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ íóó �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ Á×ÔÏÍÏÒÆÉÚÍÅÇÒÕ��Ù Zp ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ fk + 1; k + 2; : : : ; 2k + 1g:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 4. éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÇÒÕ��Ù �ÏÒÑÄËÁ pq,ÇÄÅ p É q | �ÒÏÓÔÙÅ ÞÉÓÌÁ, p < q, ÉÚÏÍÏÒÆÎÙ �ÏÌÕ�ÒÑÍÏÍÕ �ÒÏÉÚ-×ÅÄÅÎÉÀ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ�� �ÏÒÑÄËÏ× q É p, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÕÓÔØp = 3. ÷ [2℄ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÎÏ, ÞÔÏ �ÒÉ q � 1(mod 3) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ (1).åÓÌÉ q � 2(mod 3), ÔÏÇÄÁ, �ÏÓËÏÌØËÕ q � 1 ÎÅ ÄÅÌÉÔÓÑ ÎÁ ÔÒÉ, ÇÒÕ�-�Á G ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ �ÒÑÍÏÍÕ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÀ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÈ ÇÒÕ��. ïÔËÕÄÁÓÌÅÄÕÅÔ (1).ðÕÓÔØ ÔÅ�ÅÒØ p � 5, p � 2 (mod 3), É M | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÍÁËÓÉÍÁÌØ-ÎÏÅ íóð. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏjMM j � 2jM j � jH j; (2)ÇÄÅ H | �ÏÄÇÒÕ��Á ÇÒÕ��Ù G, �ÒÉÞÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï MM ÓÏÄÅÒÖÉÔÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÓÍÅÖÎÙÊ ËÌÁÓÓ �Ï ÜÔÏÊ �ÏÄÇÒÕ��Å. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏH 6= G. ðÏÓËÏÌØËÕ MM \M = ;, ÔÏ ÉÚ (2) �ÏÌÕÞÁÅÍ3jM j � jH j � jMM j+ jM j � jGj:�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, jM j � jGj+ jH j3 :÷ ÇÒÕ��Å G ÅÓÔØ ÔÏÌØËÏ ÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÅ �ÏÄÇÒÕ��Ù �ÏÒÑÄËÏ× 1; p É q.ðÏÜÔÏÍÕ jM j � q(p+ 1)3 :ðÏÓËÏÌØËÕ p 6= 3, ÔÏ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ p � 2 (mod 3).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÁËÔÏÒ-ÇÒÕ��Õ G=Gq , ÇÄÅ Gq | ÓÉÌÏ×ÓËÁÑ q-�ÏÄÇÒÕ��ÁÇÒÕ��Ù G. éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 6 ÓÌÅÄÕÅÔ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ íóð �ÏÒÑÄËÁ p+13× ÇÒÕ��Å G=Gq . ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ �ÏÌÎÙÊ �ÒÏÏÂÒÁÚ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á�ÒÉ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÍ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍÅ ÉÚ G ÎÁ G=Gq ÂÕÄÅÔ íóð. åÇÏÍÏÝÎÏÓÔØ ÒÁ×ÎÁ q(p+1)3 .ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. Green B., Ruzsa I. Z. Sum-free sets in abelian groups // Israel J.Math. | 2005. | V. 147. | P. 157{189.2. Diananda P. H., Yap H. P. Maximal Sum-Free Sets of Elements ofFinite Groups // Pro. Japan Aad. | 1969. | V. 45, � 1. | P. 1{5.87

3. Yap H. P. Struture of maximal sum-free sets in groups of order3p // Pro. Japan Aad. | 1970. | V. 46. | P. 758{762.4. Olson J. E. On the sum of two sets in a group // Journal of NumberTheory. | 1984. | V. 18. | P. 110{120.5. Yap H. P. The number of maximal sum-free sets in Cp // NantaMath. | 1968. | V. 2, �. 1. | P. 68{71.ï ðïìîïó�øà ëïííõ�á�é÷îïòáúäåìéíùè n-ë÷áúéçòõððáè÷. î. ðÏÔÁ�Ï× (îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË)áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ, ÓÏÓÔÏÑÝÁÑ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÍÏÝÎÏÓÔÉjAj = k É n-ÁÒÎÏÊ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ f : An ! A, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÏÂÒÁÔÉÍÏÊ�Ï ËÁÖÄÏÊ Ó×ÏÅÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ n-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��ÏÊ �ÏÒÑÄËÁk. ðÒÉÎÑÔÏ (ÓÍ. [1℄) ÎÁÚÙ×ÁÔØ n-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��ÏÊ �ÏÒÑÄËÁ k ÔÁËÖÅ ÉÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f . �ÁÂÌÉ�Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ n-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù �Ï-ÒÑÄËÁ k ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÁÔÉÎÓËÉÍ n-ËÕÂÏÍ ÉÚÍÅÒÅÎÉÑ k (ÅÓÌÉ n = 2, ÔÏÌÁÔÉÎÓËÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ).÷×ÅÄ£Í ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ [n℄ = f1; : : : ; ng. ðÕÓÔØ � : [n℄ ! [n℄ | �ÅÒÅ-ÓÔÁÎÏ×ËÁ, Ô. Å. � 2 Sn, � = (�1; : : : ; �n) | ÎÁÂÏÒ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ÏË �i :A ! A, Ô. Å. � 2 Snk . äÌÑ ÎÁÂÏÒÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x = (x1; : : : ; xn) 2 AnÏ�ÒÅÄÅÌÉÍ x� = (x�(1); : : : ; x�(n)) É �x = (�1(x1); : : : ; �n(xn)).n-ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á f ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÒÁÚÄÅÌÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÎÁÊÄÕÔÓÑ: �ÅÌÏÅÞÉÓÌÏ m, 2 � m < n, (n�m+1)-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á h, m-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á gÉ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÁ � 2 Sn, { ÔÁËÉÅ ÞÔÏf(x� ) � h(g(x1; : : : ; xm); xm+1; : : : ; xn):n-ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù f É g ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×-ËÉ �0 2 Sk, � 2 Snk , � 2 Sn, { ÔÁËÉÅ ÞÔÏf(x� ) � �0g(�x):n-ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù f É g ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÇÌÁ×ÎÏ ÉÚÏÔÏ�ÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÏÎÉÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ, �ÒÉÞ£Í �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ �0 2 Sk, � 2 Sn | ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎ-ÎÙÅ.òÁÚÄÅÌÉÍÕÀ n-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Õ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ËÏÍÍÕ-ÔÁÔÉ×ÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÍÏÊ, ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ × ËÁÞÅÓÔ×Å �ÏÄÆÕÎË�ÉÊ88



ÎÅÒÁÚÄÅÌÉÍÙÈ �ÏÄË×ÁÚÉÇÒÕ�� (ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÂÏÌÅÅ 2) É ×ÓÅ Å£ �ÏÄË×Á-ÚÉÇÒÕ��Ù ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ 2 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÍ ÇÒÕ��ÁÍ.n-ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ �ÒÉ×ÅÄ£ÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ f(0) = 0. ðÒÉ-×ÅÄ£ÎÎÕÀ n-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Õ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÏÎÎÏ ÔÒÁÎÚÉ-ÔÉ×ÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ a 2 An ÎÁÊÄÕÔÓÑ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ� 2 Snk É �0 2 Sk, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á �(0) = a,�0(0) = f(a), f(�x) � �0(f(x)).÷ ÒÁÂÏÔÅ �ÏËÁÚÁÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ n-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á (n � 6) �ÏÒÑÄËÁ 4ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÎÅÒÁÚÄÅÌÉÍÙÈ �ÏÄË×ÁÚÉÇÒÕ��, ÔÏ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÏ-ÓÔØÀ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÍÏÊ. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, �ÏÓÔÒÏÅÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÏÎÎÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÈ n-Ë×ÁÚÉÇÒÕ�� �ÏÒÑÄËÁ 4  ÜËÓ�ÏÎÅÎ�É-ÁÌØÎÏ ÒÁÓÔÕÝÅÊ (ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ n) ÍÏÝÎÏÓÔØÀ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. ðÕÓÔØ � | ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Ï×ÁÑ Ï�ÅÒÁ-�ÉÑ, ÔÏÇÄÁ n-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á f(x1; x2; : : : ; xn) = x1�x2�� � ��xn Ñ×ÌÑÅÔÓÑÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÏÎÎÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÊ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ a1 � a2 � � � � � an = a0. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ �i(y) =y � ai ÄÌÑ ×ÓÅÈ i = 0 : : : n. éÚ ÁÓÓÏ�ÉÁÔÉ×ÎÏÓÔÉ É ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÓÔÉÏ�ÅÒÁ�ÉÉ � ÉÍÅÅÍ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ïf(�x) = (x1�a1)�(x2�a2)�� � ��(xn�an) = x1�x2�� � ��xn�a0 = �0(f(x)):÷ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÅA ÚÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÜÌÅÍÅÎÔ 0 2 A É ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍÍÎÏÖÅÓÔ×Ï G ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ ÇÒÕ��Ï×ÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÁ A Ó ÜÔÉÍ ÎÕ-Ì£Í. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÉÚ G �Ï�ÁÒÎÏ ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÇÌÁ×-ÎÏ ÉÚÏÔÏ�ÎÙÍÉ.÷ ÓÔÁÔØÅ [2℄ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÅ É ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ËÁ-ÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÒÁÚÄÅÌÉÍÙÈ n-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��. äÌÑ �ÏÌÎÏ-ÓÔØÀ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÍÏÊ n-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù f ÏÎÏ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ×ÉÄf(x1; x2; : : : ; xn) = C1(u1) � C2(u2) � � � � � Ck(uk) � d; (1)ÇÄÅ k � 2, � 2 G, Ci(ui) 6= B1(v1)�B2(v2). úÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ Ci; Bj | �ÒÉ-×ÅÄ£ÎÎÙÅ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù ÒÁÚÌÉÞÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ, ui; vj | ÎÅËÏÔÏÒÙÅÎÅ�ÅÒÅÓÅËÁÀÝÉÅÓÑ ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; x2; : : : ; xn, Õ�ÏÒÑÄÏÞÅÎ-ÎÙÅ �Ï ×ÏÚÒÁÓÔÁÎÉÀ ÎÏÍÅÒÏ×.îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÄÒÕÇÉÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ n-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù f�ÏÌÕÞÁÀÔÓÑ ÉÚ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÇÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÓÌÁÇÁ-ÅÍÙÈ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �ai [f ℄ �ÏÄÆÕÎË�ÉÀ f , �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ× f ËÏÎÓÔÁÎÔÙ a 2 A ×ÍÅÓÔÏ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ xi. éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×Á-ÎÉÅ ËÁÎÏÎÉÞÅÓËÉÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ×ÉÄÁ (1) ÄÌÑ �ÏÄÆÕÎË�ÉÊ, ÍÏÖÎÏÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.89

õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ f | n-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á (n � 6) É ÄÌÑ ×ÓÅÈa 2 A É i 2 [n℄ �ÏÄÆÕÎË�ÉÉ �ai [f ℄ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉ-ÍÙ. �ÏÇÄÁ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ i 2 [n℄ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏÅ ÏÔ a ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ�ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ fui1; : : : uikg, ÔÁËÏÅ ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÓÅÈ a 2 A ÉÍÅÅÍ�ai [f ℄(ui1; ui2; : : : ; uik) = Ca;i1 (ui1) �a;i Ca;i2 (ui2) �a;i � � � �a;i Ca;ik (uik) �a;i da;i:úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÜÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ ÎÅ ×ÓÅÇÄÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁÎÏÎÉÞÅ-ÓËÉÍ ÄÌÑ �ai [f ℄.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ ÄÌÑ n-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù f ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÉg(u) É ha(v), ÔÁËÉÅ ÞÔÏ �a1 [f ℄(u; v) = g(u) � ha(v) ÄÌÑ ×ÓÅÈ a 2 A.�ÏÇÄÁ f | ÒÁÚÄÅÌÉÍÁÑ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f(a; �0; v) = ha(v)�g(�0).�ÏÇÄÁ f(x1; u; v) = g(u) � f(x1; �0; v) � (g(�0))�1.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2 É 3, ÍÏÖÎÏ ÄÏËÁÚÁÔØ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ f | n-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á (n � 6) É ÄÌÑ ×ÓÅÈ a 2 AÉ i 2 [n℄ �ÏÄÆÕÎË�ÉÉ �ai [f ℄ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÍÙ.�ÏÇÄÁ f | �ÏÌÎÏÓÔØÀ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÍÁ.äÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÌÕÞÁÊ jAj = 4. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØõÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 4. ìÀÂÁÑ 2-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ 4 ÜË×É×ÁÌÅÎÔ-ÎÁ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Å Z2 �Z2 ÉÌÉ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏÊ ÇÒÕ��Å Z4.�ÏÇÄÁ ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ×ÙÔÅËÁÅÔóÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ðÕÓÔØ n-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ 4 (n � 6) ÎÅ ÓÏÄÅÒ-ÖÉÔ ÎÅÒÁÚÄÅÌÉÍÙÈ �ÏÄÆÕÎË�ÉÊ. �ÏÇÄÁ ÏÎÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÌÎÏÓÔØÀËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÏ ÒÁÚÄÅÌÉÍÏÊ.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ × ÇÒÕ��Å Z2�Z2 ÞÅÒÅÚ �. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ,ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÉ � 2 S4, ÅÓÌÉ �(0) = 0, ÔÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï�(a)��(b) = �(a�b) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÄÌÑ ×ÓÅÈ a; b 2 A. éÚ ÜÔÏÇÏ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØõÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 5. ðÕÓÔØ f | ÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÏÎÎÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÁÑ n-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Á �ÏÒÑÄËÁ 4. �ÏÇÄÁ (n+m)-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Áf(x1; : : : ; xi�1; xi � xi+1 � xi+m; xi+m+1; : : : ; xn+m)Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÌÑ�ÉÏÎÎÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÊ.ðÕÓÔØ p(n) | ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ × ×ÉÄÅ ÓÕÍÍÙ ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ ÞÉÓÌÁ n. éÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ, ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [3℄), ÞÔÏp(n) = 14np3e�p2n=3 �ÒÉ n!1.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ëÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÔÒÁÎÓÌÑ�É-ÏÎÎÏ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÙÈ n-Ë×ÁÚÉÇÒÕ�� �ÏÒÑÄËÁ 4 ÎÅ ÍÅÎÅÅ p(n).90



äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ J = fu1; u2; : : : ; ukgÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ó�ÅËÔÒÏÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÑ ÎÁÚÏ×£Í ×ÅËÔÏÒSp(J) = (jui1j; jui2j; : : : ; juikj), ÇÄÅ jui1j � jui2j � � � � � juikj. ï�ÒÅÄÅ-ÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÉ hi(ui) = xj1 � � � � � xjm(i) ;ÇÄÅ ui = fxj1 ; : : : ; xjm(i)g É ÆÕÎË�ÉÀgJ(x) = h1(u1) � h2(u2) � � � � � hk(uk);ÇÄÅ � | ÎÅËÏÔÏÒÁÑ ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÁÑ ÇÒÕ��Ï×ÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÎÁ A, ÎÅ-ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÁÑ �. �ÒÁÎÓÌÑ�ÉÏÎÎÁÑ ÔÒÁÎÚÉÔÉ×ÎÏÓÔØ n-Ë×ÁÚÉÇÒÕ��ÙgJ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÊ 1 É 5. þÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ó�ÅËÔÒÏ× ÏÞÅ-×ÉÄÎÏ ÒÁ×ÎÑÅÔÓÑ p(n). åÓÌÉ Sp(J) 6= Sp(I), ÔÏ ÎÅÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØn-Ë×ÁÚÉÇÒÕ�� gJ É gI ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÜ×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ � É �.áÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÞÉÓÌÁ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÄÒÕÇÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á n-Ë×ÁÚÉÇÒÕ���ÏÒÑÄËÁ 4 ÄÏËÁÚÁÎÙ × [4℄.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ05-01-00364). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. âÅÌÏÕÓÏ× ÷. ä. n-áÒÎÙÅ Ë×ÁÚÉÇÒÕ��Ù| ëÉÛÉÎ£×: "ûÔÉÉÎ�Á",1972.2. þÅÒ£ÍÕÛËÉÎ á. ÷. ëÁÎÏÎÉÞÅÓËÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ n-ÁÒÎÙÈ Ë×Á-ÚÉÇÒÕ�� // íÁÔ. ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ. |ëÉÛÉÎ£×: "ûÔÉÉÎ�Á", 1988. |÷Ù�. 102. | C. 97{105.3. èÏÌÌ í. ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÉËÁ | í.: íÉÒ, 1970.4. ðÏÔÁ�Ï× ÷. î., ëÒÏÔÏ× ä. C. áÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÞÉÓÌÁ n-Ë×ÁÚÉÇÒÕ���ÏÒÑÄËÁ 4 // óÉÂÉÒÓËÉÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÊ ÖÕÒÎÁÌ. { ÷ �ÅÞÁÔÉ.ïâ ïãåîëáè æõîëãéê ûåîîïîá äìéîìïëáìøîùè �åó�ï÷ ï�îïóé�åìøîï óìéðáîéêä. ó. òÏÍÁÎÏ×, á. å. ëÁÚÁÞ�ÅË (íÏÓË×Á)ðÕÓÔØ n, k, t|ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ (1 � k � n), f(x1; x2; : : : ; xn) =f(~xn) | ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ, É �t(~yk) = f'i(~yk) j i = 1; tg | ÓÉÓÔÅÍÁ�Ï�ÁÒÎÏ ÎÅÒÁ×ÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ k �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ-ÒÅÚ 	 = 	n;k;t;f;�t(~xn) ÓÉÓÔÅÍÕ ÆÕÎË�ÉÊ, × ËÏÔÏÒÕÀ ×ÈÏÄÉÔ ÆÕÎË�ÉÑf(~xn) É ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ  (~xn) ×ÉÄÁ  (~xn) = f(x1; : : : ; xj�1;91

'i(xj ; xj+1; : : : ; xj+k�1); : : : ; 'i(xj ; xj+1; : : : ; xj+k�1)| {z }k ÒÁÚ ; xj+k ; : : : ; xn); ÇÄÅ1 � j � n � k + 1, i 2 f1; : : : ; tg. ëÁÖÄÕÀ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ  (~xn), ÎÁÚÏ-×ÅÍ 	-ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÊ. ñÓÎÏ, ÞÔÏ j	j = t(n � k + 1) + 1. íÎÏÖÅÓÔ×ÏT ÎÁÂÏÒÏ× ÚÎÁÞÅÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÌÏËÁÌØÎÙÍÄÉÁÇÎÏÓÔÉÞÅÓËÉÍ ÔÅÓÔÏÍ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÉ�ÁÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÕ-ÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(~xn), �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÏÊ �t(~yk), ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÌÀÂÙÅ Ä×Å ÎÅ ÒÁ×ÎÙÅ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ 	 ÒÁÚÌÉÞÁ-ÀÔÓÑ ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å T . åÓÌÉ t = 2 É �t(~yk) = f0(~yk); 1(~yk)g (0(~yk) � 0,1(~yk) � 1), ÔÏ ÌÏËÁÌØÎÙÊ ÔÅÓÔ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÉ�ÁÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ,�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÏÊ �t(~yk), ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÌÏËÁÌØÎÙÍ ÔÅÓÔÏÍÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ k-ËÒÁÔÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÓÌÉ�ÁÎÉÊ. �ÅÓÔÏÍ ÄÌÑ ÔÁ-ÂÌÉ�Ù M Ó ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÓÑËÏÅ ÔÁËÏÅ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï ÓÔÒÏË T ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù, ÞÔÏ × ÔÁÂÌÉ�Å, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÏÊ ÉÚ ÓÔÒÏËÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, ×ÓÅ ÓÔÏÌÂ�Ù �Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ. þÉÓÌÏ ÎÁÂÏÒÏ×(ÓÔÒÏË) × ÔÅÓÔÅ T ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÅÇÏ ÄÌÉÎÏÊ É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ l(T ). �ÅÓÔÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ. äÌÉÎÕ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ-ÇÏ ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ÄÉÁÇÎÏÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÅÓÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÓÌÉ�ÁÎÉÊ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(~xn), �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÏÊ �t(~yk), ÂÕ-ÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÞÅÒÅÚ Lk;t;�t(f(~xn)). ÷×ÅÄÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÉ-ÎÙ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÄÉÁÇÎÏÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÔÅÓÔÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØ-ÎÏ ÓÌÉ�ÁÎÉÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍÏÊ�t(~yk): Lk;t;�t(n) = maxf(~xn) lk;t;�t(f(~xn)):÷ ÒÁÂÏÔÅ [1℄ ÉÚÕÞÅÎÏ �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÉÎÙ �ÒÏ×ÅÒÑ-ÀÝÅÇÏ ÔÅÓÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ÄÉÚßÀÎËÔÉ×ÎÙÈ ÎÅÌÏËÁÌØÎÙÈ ÓÌÉ�ÁÎÉÊ,Á × ÒÁÂÏÔÅ [2℄ | �Ï×ÅÄÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÉÎÙ ÅÄÉÎÉÞÎÏÇÏÄÉÁÇÎÏÓÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÔÅÓÔÁ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ(ÜÔÏÔ ÓÌÕÞÁÊ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÄÎÏËÒÁÔÎÙÍÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÍÉ ÓÌÉ�ÁÎÉÑ-ÍÉ) | �ÏÌÕÞÅÎÏ, ÞÔÏ L1;2;f0;1g(n) = 2n.ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÓÌÉ�ÁÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ xj ; xj+1; : : : ; xj+k�1ÆÕÎË�ÉÉ f(~xn), �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÅÊ '(~yk), Õ ËÏÔÏÒÏÊ '(~0k) ='(~1k) = Æ (Æ 2 f0; 1g), ÎÅÏÔÌÉÞÉÍÙ ÏÔ ÓÌÉ�ÁÎÉÊ ÔÅÈ ÖÅ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÈ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÔÏÖÄÅÓÔ×ÅÎÎÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ Æ(~yk), �ÏÜÔÏÍÕ×ÅÚÄÅ × ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÔ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØÓÑ, ÞÔÏ ÓÉÓÔÅÍÁ ÆÕÎË�ÉÊ�t(~yk) ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÏÔÌÉÞÎÙÈ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÆÕÎË�ÉÊ '(~yk), Õ ËÏÔÏÒÙÈ'(~0k) = '(~1k).óÏÓÔÁ×ÉÍ ÉÚ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ 'i(~yk) 2 �t(~yk)(i = 1; t) ÔÁÂÌÉ�Õ M(�t) É ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ l(�t) ÄÌÉÎÕ ÍÉÎÉÍÁÌØ-92



ÎÏÇÏ ÔÅÓÔÁ ÜÔÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ ÄÌÑ ÚÁ�ÉÓÉ ÂÕÌÅ-×ÙÈ ÎÁÂÏÒÏ× ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÉÍ×ÏÌÉËÕ ÚÁ�ÉÓÉ ÓÌÏ× × ÁÌÆÁ×ÉÔÅ f0; 1g,ÓÞÉÔÁÑ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ (�1; �2; : : : ; �n) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÚÁ�ÉÓÁÎ ËÁË ÓÌÏ×Ï(�1�2 : : : �n). ðÒÉ ÜÔÏÍ ÞÅÒÅÚ [s℄p ÂÕÄÅÔ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØÓÑ ÓÌÏ×Ï ss : : : s| {z }p ÒÁÚ(ÅÓÌÉ ÓÌÏ×Ï s ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÄÎÏÇÏ ÓÉÍ×ÏÌÁ, Ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÓËÏÂËÉ ÂÕÄÕÔÏ�ÕÓËÁÔØÓÑ). åÓÌÉ ÖÅ ÏÔ ÓÌÏ×Á [s℄p ÂÅÒÕÔÓÑ ÌÉÛØ �ÅÒ×ÙÅ r ÓÉÍ×ÏÌÏ×,ÜÔÏ ÂÕÄÅÔ ÚÁ�ÉÓÁÎÏ ËÁË [s℄pjr.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ n 2 N , 2 � k � n�22 , t 2 f1; 2; : : : ; 22kg.�ÏÇÄÁ ÄÌÑ ×ÓÅÈ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ n : 1) �ÒÉ t � 2 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Lk;t;�t(n) � (l(�t)� 1) � (n� k+1); Á ÅÓÌÉ, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ,ÎÉ × ËÁËÏÊ ÔÅÓÔ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÄÌÉÎÙ ÄÌÑ ÔÁÂÌÉ�ÙM(�t) ÎÅ ×ÈÏÄÉÔÎÁÂÏÒ ~0k (ÉÌÉ ÎÁÂÏÒ ~1k), ÔÏ Lk;t;�t(n) � l(�t) � (n � k + 1); 2) �ÒÉt = 1 ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï n� k � Lk;t;�t(n) � n� k + 1:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ h(~xn), ÏÂÒÁÝÁÀÝÕÀÓÑ ×ÎÕÌØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÁÂÏÒÏ×N�h = n�1 = � [0k1℄d nk+1e���n� ; �2 = �1 [0k1℄dn�1k+1 e���n�1� ;�3 = �01 [0k1℄dn�2k+1 e���n�2� ; �4 = �001 [0k1℄dn�3k+1 e���n�3� ; : : : ;�k = �0k�21 [0k1℄dn�k+1k+1 e���n�k+1� ; �k+1 = �0k�11 [0k1℄dn�kk+1 e���n�k��.ðÕÓÔØ � = (�1; : : : ; �k) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ~0k,Á � = (�1; : : : ; �k) | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÊ ÎÁÂÏÒ, ÏÔÌÉÞÎÙÊ ÏÔ ~1k. �Ï-ÇÄÁ ÔÁÂÌÉ�Á ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ, �ÏÓÔÒÏÅÎÎÁÑ �ÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÎÁ h(~xn)�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÓÌÉ�ÁÎÉÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ k, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÓÉ-ÓÔÅÍÏÊ �t(~yk), ÕÓÔÒÏÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ: (hij = h(x1; : : : ; xj�1;'i(xj ; xj+1; : : : ; xj+k�1); : : : ; 'i(xj ; xj+1; : : : ; xj+k�1)| {z }k ÒÁÚ ; xj+k ; : : : ; xn); ÇÄÅ1 � j � n�k+1, i 2 f1; : : : ; tg, i = 'i(~0k), �i = 'i(�); × ÔÁÂÌÉ�Å ÕËÁ-ÚÁÎÙ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; x2; : : : ; xk; xk+1; xk+2; xk+3; : : : ; x2k+1;
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x2k+2; x2k+3; : : : ):~xn h hi1 hi2 hi3 ::: hik+1 hik+2 hik+3 :::00:::0100:::010::: 0 i 1 1 ::: 1 i 1 :::10:::0010:::001::: 0 1 i 1 ::: 1 1 i :::01:::0001:::000::: 0 1 1 i ::: 1 1 1 :::: : : : : : : : : : : : : : : ::: : : : : : : : : : :::00:::1000:::100::: 0 1 1 1 ::: i 1 1 :::�1�2:::�k100:::010::: 1 �i 1 1 ::: 1 1 1 :::1�1:::�k�1�k10:::001::: 1 1 �i 1 ::: 1 1 1 :::01:::�k�2�k�1�k1:::000::: 1 1 1 �i ::: 1 1 1 :::: : : : : : : : : : : : : : : ::: : : : : : : : : : :::00:::1�1�2�3:::100::: 1 1 1 1 ::: �i 1 1 :::00:::01�1�2:::�k10::: 1 1 1 1 ::: 1 �i 1 :::10:::001�1 :::�k�1�k1::: 1 1 1 1 ::: 1 1 �i :::: : : : : : : : : : : : : : : ::: : : : : : : : : : :::(ÉÚ ÎÁÂÏÒÏ× ÄÒÕÇÉÈ ÔÉ�Ï× �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÎÕÌÅÊ ÎÁ k �ÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈÒÁÚÒÑÄÏ× ÎÅÌØÚÑ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÁÂÏÒ ÉÚ N�h, É ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ h, hij ÎÁ ÔÁËÉÈÎÁÂÏÒÁÈ ÒÁ×ÎÙ 1).åÓÌÉ ÞÅÒÅÚ Rd ÏÂÏÚÎÁÞÉÔØ ÍÁÔÒÉ�Õ (k+1)�t, d-Ñ ÓÔÒÏËÁ ËÏÔÏÒÏÊÉÍÅÅÔ ×ÉÄ 12 : : : t, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÓÔÒÏËÉ ÓÏÓÔÏÑÔ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�, ÞÅÒÅÚ^M | ÍÁÔÒÉ�Õ (2k � 1)� t, �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÉÚ M(�t) ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ �ÅÒ×ÏÊÓÔÒÏËÉ 12 : : : t, Á ÞÅÒÅÚ Jp;t | ÍÁÔÒÉ�Õ p� t, ×ÓÅ ÓÔÒÏËÉ ÓÏÓÔÏÑÔÉÚ ÅÄÉÎÉ�, ÔÏ �ÒÉ ×ÙÂÒÁÓÙ×ÁÎÉÉ ÉÚ ÍÁÔÒÉ�Ù D(h(~xn);�t(~yk)) ÓÔÏÌÂ-�Ï× ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ 	n;k;t;h;�t(~xn)nfhg ×ÓÅÈ ÓÔÒÏË, �ÏÒÏ-ÖÄÅÎÎÙÈ ÎÁÂÏÒÁÍÉ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÏÄ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÓÌÉ�ÁÎÉÊÎÅÌØÚÑ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÁÂÏÒÙ ÉÚ N�h, É �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ ÓÔÒÏË É ÓÔÏÌÂ�Ï×,ÍÁÔÒÉ�Á D(h(~xn);�t(~yk)) �ÒÉ×ÅÄÅÔÓÑ Ë ×ÉÄÕ0BBBBBBBBBBB�
R(1)0 R(2)0 : : : R(k+1)0 R(k+2)0 R(k+3)0 : : : R(n�k+1)0^M J2k�1;t : : : J2k�1;t J2k�1;t J2k�1;t : : : J2k�1;tJ2k�1;t ^M : : : J2k�1;t J2k�1;t J2k�1;t : : : J2k�1;t: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :J2k�1;t J2k�1;t : : : ^M J2k�1;t J2k�1;t : : : J2k�1;tJ2k�1;t J2k�1;t : : : J2k�1;t ^M J2k�1;t : : : J2k�1;tJ2k�1;t J2k�1;t : : : J2k�1;t J2k�1;t ^M : : : J2k�1;t: : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : : :J2k�1;t J2k�1;t : : : J2k�1;t J2k�1;t J2k�1;t : : : ^M
1CCCCCCCCCCCA| {z }n�k+1(ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅ (p)0 ÏÚÎÁÞÁÅÔ ÞÉÓÌÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á f1; 2; : : : ; k+1g, ÓÒÁ×-ÎÉÍÏÅ Ó p �Ï ÍÏÄÕÌÀ k + 1). ÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÊ ÍÁÔÒÉ�Å �ÏÒÑÄÏË ÓÔÏÌÂ�Ï×ÔÁËÏÊ: h11, h21; : : : , ht1, h12, h22; : : : , ht2; : : : , h1n�k+1, h2n�k+1; : : : , htn�k+1,94



Á �ÏÒÑÄÏË ÓÔÒÏË ÔÁËÏÊ: ÓÔÒÏËÉ k+1 ÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ N�h (ÄÁÌÅÅ ×ÓÅ ÓÔÒÏ-ËÉ ÎÁÂÏÒÏ× ÎÅ ÉÚ N�h), ÚÁÔÅÍ × ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÓÔÒÏËÉ2k � 1 ÎÁÂÏÒÏ×, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÎÕÌÅÊ ÎÁ k �ÏÄ-ÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ÒÁÚÒÑÄÏ×, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 1-ÇÏ, �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÁÂÏÒ �(1)0 , ÚÁÔÅÍ× ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ �ÏÒÑÄËÅ ÓÔÒÏËÉ 2k � 1 ÎÁÂÏÒÏ×, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈÍÏÖÎÏ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉ ÎÕÌÅÊ ÎÁ k �ÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ÒÁÚÒÑÄÏ×, ÎÁÞÉÎÁÑÓÏ 2-ÇÏ, �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÁÂÏÒ �(2)0 , É Ô. Ä., ÚÁÔÅÍ × ÌÅËÓÉËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÍ�ÏÒÑÄËÅ ÓÔÒÏËÉ 2k � 1 ÎÁÂÏÒÏ×, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁÍÉÎÕÌÅÊ ÎÁ k �ÏÄÒÑÄ ÉÄÕÝÉÈ ÒÁÚÒÑÄÏ×, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó (n� k + 1)-ÇÏ, �ÏÌÕ-ÞÉÔØ ÎÁÂÏÒ �(n�k+1)0 . ñÓÎÏ, ÞÔÏ × ÕÓÌÏ×ÉÑÈ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÓÅ ÜÔÉ ÎÁÂÏÒÙ�Ï�ÁÒÎÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙ.�Å�ÅÒØ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÅÒ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ Ó ÏÞÅ×ÉÄÎÏÓÔØÀ ÓÌÅ-ÄÕÅÔ ÉÚ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÅÎÉÑ ÓÌÉ�ÁÎÉÊ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁ �Å-ÒÅÍÅÎÎÙÅ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó xj1 , ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ l(M(�t)) ÎÁ-ÂÏÒÏ×, ÓÒÅÄÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÌÉÛØ ÏÄÉÎ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÉÚ N�h, É ÌÉÛØ ÏÎÍÏÖÅÔ ÕÞÁÓÔ×Ï×ÁÔØ × ÒÁÚÌÉÞÅÎÉÉ ÓÌÉ�ÁÎÉÊ, ÄÅÊÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÎÁ �ÅÒÅ-ÍÅÎÎÙÅ ÎÁÞÉÎÁÑ Ó xj2 (j2 6= j1), | ÓÌÅÄÕÅÔ ÕÞÅÓÔØ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏLk;t;�t(h(~xn)) � Lk;t;�t(n).äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁÓÌÕÞÁÊ '1 6� 1 (×M(�t) ÅÓÔØ ÓÔÒÏËÁ, ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ ËÏÔÏÒÏÊÅÓÔØ ÎÕÌØ). �ÏÇÄÁ q (q 2 N0) ×ÈÏÄÑÝÉÈ × ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÊ ÔÅÓÔ ÄÌÑ hÎÁÂÏÒÏ× ÉÚ N�h ÒÁÚÂÉ×ÁÀÔ 	n;k;t;h;�t(~xn)nfhg ÎÁ q+1 ËÌÁÓÓÏ× ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Q1, Q2; : : : , Qq+1, ÄÌÑ �ÏÌÎÏÇÏ ÒÁÚÌÉÞÅÎÉÑ ËÏÔÏÒÙÈ × ÜÔÏÔÔÅÓÔ ÄÏÌÖÎÏ ×ÏÊÔÉ ÎÁÂÏÒÏ× ÎÅ ÍÅÎÅÅ q+q+1Pu=1(jQuj�1) = n�k. úÎÁÞÉÔ,n� k � Lk;t;�t(h(~xn)) � Lk;t;�t(n). ÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏ-ÎÁ ÔÒÉ×ÉÁÌØÎÁ. äÌÑ ÓÌÕÞÁÑ '1 � 1 ÓÌÅÄÕÅÔ �ÒÉÍÅÎÉÔØ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÅÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ n 2 N , n!1, 2 � k � n�22 , t 2 f2; : : : ; 22kg,t!1. �ÏÇÄÁ ÍÏÖÎÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÇÏ t ÕËÁÚÁÔØ �t, ÄÌÑËÏÔÏÒÏÇÏ Lk;t;�t(n) � t(n� k):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ ÔÒÉ×ÉÁÌØ-ÎÁ É Ó×ÑÚÁÎÁ Ó ÞÉÓÌÏÍ ÓÔÏÌÂ�Ï× ÔÁÂÌÉ�Ù ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ. õÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ×ÙÔÅËÁÅÔ ÉÚ ÞÁÓÔÉ 1Â ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÅÓÌÉ × ËÁÞÅ-ÓÔ×Å ÓÉÓÔÅÍÙ �t ×ÚÑÔØ ÓÉÓÔÅÍÕ, ÍÁÔÒÉ�Á ËÏÔÏÒÏÊ M(�t) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ(Et = diag(1; 1; : : : ; 1| {z }t )): M(�t) =  ~0tEtJ2k�k�1;t ! :�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ n 2 N , 2 � k � n�22 , t = 2, �t(~yk) =95

f0(~yk); 1(~yk)g. �ÏÇÄÁ 2(n� k + 1)� 1 � Lk;t;�t(n) � 2(n� k + 1):äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ ÔÒÉ×ÉÁÌØ-ÎÁ. îÉÖÎÑÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ × �ÏÌÎÏÊ ÁÎÁÌÏÇÉÉ Ó ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÍ ÞÁÓÔÉ2) ÔÅÏÒÅÍÙ 1, ÅÓÌÉ ×ÍÅÓÔÏ h ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÆÕÎË�ÉÀ g(~xn), ÏÂÒÁÝÁ-ÀÝÕÀÓÑ × ÎÕÌØ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÎÁÂÏÒÏ× N�g =n�1 = � [0k1k℄d n2k e���n� ; �2 =  1 [0k1k℄ln�12k m����n�1! ; �3 =  11 [0k1k℄ln�22k m����n�2! ;�4 =  111 [0k1k℄ln�32k m����n�3! ; : : : ; �k =  1k�1 [0k1k℄ln�k+12k m����n�k+1! ;�k+1 =  1k [0k1k℄ln�k2k m����n�k!, �k+2 =  01k [0k1k℄ln�k�12k m����n�k�1!, �k+3 = 001k [0k1k℄ln�k�22k m����n�k�2! ; : : : , �2k�1 =  0k�21k [0k1k℄ln�2k+22k m����n�2k+2!,�2k =  0k�11k [0k1k℄ln�2k+12k m����n�2k+1!).îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÎÕÌÅ×ÙÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÍÏÇÕÔ �ÒÉÎÉÍÁÔØÓÑ ÏÄ-ÎÏÊ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ ÉÚ 	n;k;t;g;�t(~xn) ÌÉÛØ ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ ÉÚ N�g, Á ÔÁËÖÅÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÎÁÂÏÒ ÉÚ N�g �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÎÁ k �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÚÒÑÄÏ×. îÁ ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ 	n;k;t;g;�t(~xn) ÏÂÒÁÝÁÀÔÓÑ × ÅÄÉÎÉ�Õ, ÉÜÔÉ ÎÁÂÏÒÙ ÄÁÌÅÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØÓÑ ÎÅ ÂÕÄÕÔ. äÁÌÅÅ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÀ-ÂÙÅ Ä×Á ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÎÁÂÏÒÁ �1; �2 62 N�g , ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÎÁÂÏÒ ÉÚ N�g �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔ ÎÁ k�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÚÒÑÄÏ×, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó j0-ÇÏ (j0 2 f1; : : : ; n� k+1g).ñÓÎÏ, ÞÔÏ g(�1) = g(�2) = 1, gij(�1) = gij(�2) = 1 (j 2 f1; : : : ; n�k+1g,i 2 f1; 2g). ðÏÜÔÏÍÕ ÉÚ ×ÓÅÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÎÁÂÏÒÏ×, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÎÏ�ÏÌÕÞÉÔØ ÏÄÉÎ É ÔÏÔ ÖÅ ÎÁÂÏÒ ÉÚ N�g �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ÏÄÉÎÁËÏ×ÙÈ ËÏÎ-ÓÔÁÎÔ ÎÁ k �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÈ ÒÁÚÒÑÄÏ×, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó j0-ÇÏ, ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ × ÔÁÂÌÉ�Å ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÌÉÛØ ÏÄÉÎ ÎÁÂÏÒ.ï�ÉÛÅÍ ÔÅ�ÅÒØ ÓÔÒÕËÔÕÒÕ ÔÁÂÌÉ�Ù ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÆÕÎË�ÉÉg �ÒÉ ÄÅÊÓÔ×ÉÉ ÎÁ ×ÈÏÄÎÙÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÌÏËÁÌØÎÙÈÓÌÉ�ÁÎÉÊ ËÒÁÔÎÏÓÔÉ k. �ÒÁÎÓ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ×ÅÒÈ-ÎÉÍ ÉÎÄÅËÓÏÍ T. þÅÒÅÚ �Ep ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ �Ï-ÒÑÄËÁ p, Õ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÎÕÌÉ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÙ | ÅÄÉÎÉ�Ù. þÅÒÅÚ �eup ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÓÔÏÌÂÅ� ÉÚ p ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÕËÏÔÏÒÏÇÏ u-Ê ÜÌÅÍÅÎÔ ÅÓÔØ ÎÕÌØ, Á ÏÓÔÁÌØÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ | ÅÄÉÎÉ-�Ù. þÅÒÅÚ ^�E2k ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Ë×ÁÄÒÁÔÎÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ �ÏÒÑÄËÁ 2k ÓÌÅÄÕ-ÀÝÅÇÏ ×ÉÄÁ: ^�E2k = (�e12k�ek+12k �e22k�ek+22k : : : �ek2k�e2k2k). �ÏÇÄÁ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØ-96



ÎÁÑ ÞÁÓÔØ Õ�ÏÍÑÎÕÔÏÊ ÔÁÂÌÉ�Ù ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÂÕÄÅÔ ÉÍÅÔØ ×ÉÄ: (~02k)T ^�E2k ^�E2k : : : ^�E2k ^�E02k(~12(n�k+1))T �E2(n�k+1) !(× ÍÁÔÒÉ�Å ^�E02k �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ Ó ^�E2k ÍÏÖÅÔ ÏÔÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÔØ ÞÁÓÔØ �Ï-ÓÌÅÄÎÉÈ ÓÔÏÌÂ�Ï×). ðÏÒÑÄÏË ÓÔÏÌÂ�Ï× É ÓÔÒÏË ÚÄÅÓØ ÓÈÏÖ Ó �ÏÒÑÄËÏÍ× ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å ÉÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. äÁÌØÎÅÊÛÅÅ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×ÏÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÆÉÎÁÌØÎÙÍ ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑÍ ×ÔÏÒÏÊ ÞÁÓÔÉ ÔÅÏÒÅÍÙ 1.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ÇÒÁÎÔÏ× òææé � 06-01-00745É � 04-01-00359. ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ðÏÇÏÓÑÎ ç. ò. ï �ÒÏ×ÅÒÑÀÝÉÈ ÔÅÓÔÁÈ ÄÌÑ ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍ. |í.: ÷ã áî óóóò, 1982.2. îÏÓËÏ× ÷. î. ï ÄÌÉÎÁÈ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ ÅÄÉÎÉÞÎÙÈ ÄÉÁÇÎÏÓÔÉ-ÞÅÓËÉÈ ÔÅÓÔÏ×, ËÏÎÔÒÏÌÉÒÕÀÝÉÈ ÒÁÂÏÔÕ ×ÈÏÄÏ× ÌÏÇÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍ //íÅÔÏÄÙ ÄÉÓËÒÅÔÎÏÇÏ ÁÎÁÌÉÚÁ × ÓÉÎÔÅÚÅ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. | îÏ-×ÏÓÉÂÉÒÓË: éí óï áî óóóò, 1978. | � 32. | ó. 40{51.áìçåâòá ïâÿåë�îùè ïðåòáãéêóéó�åíù õðòá÷ìåîéñ äáîîùíé DIM÷. ó. òÕÂÌÅ×, ä. ÷. þÅÈÒÁÎÏ× (ñÒÏÓÌÁ×ÌØ)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ óõâä, ËÏÔÏÒÁÑ ÉÍÅÅÔÇÉÂËÉÊ É ÕÄÏÂÎÙÊ ÍÅÈÁÎÉÚÍ, ÕÞÉÔÙ×ÁÀÝÉÊ ÄÉÎÁÍÉËÕ Ó×ÏÊÓÔ× �ÒÅÄ-ÍÅÔÎÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ. �ÒÁÄÉ�ÉÏÎÎÙÅ ÏÂßÅËÔÎÙÅ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑÓÉÓÔÅÍ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÍÉ (ÏÂßÅËÔÎÏ-ÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÁÑ É ÏÂßÅËÔÎÏ-ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ) �ÒÁËÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ�ÒÉÇÏÄÎÙ ÄÌÑ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÄÉÎÁÍÉ-ÞÅÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ, × ËÏÔÏÒÙÈ ÔÉ� ÄÁÎÎÙÈ ÍÏÖÅÔ ÍÅÎÑÔØÓÑ. ÷ [1, 2℄�ÒÅÄÌÏÖÅÎÁ ÎÏ×ÁÑ ÍÏÄÅÌØ ÄÁÎÎÙÈ | ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÁÑ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÁÑÍÏÄÅÌØ DIM, ÏÓÎÏ×ÁÎÎÁÑ ÎÁ ÒÅÌÑ�ÉÏÎÎÏÊ ÔÅÈÎÏÌÏÇÉÉ, ËÏÔÏÒÁÑ �Ï-Ú×ÏÌÑÅÔ ÓÔÒÕËÔÕÒÉÒÏ×ÁÔØ ÄÁÎÎÙÅ É ÍÅÔÏÄÙ ÉÈ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ (Ñ×ÌÑÅÔÓÑÏÂßÅËÔÎÏÊ), ÄÉÎÁÍÉÞÅÓËÉ ÉÚÍÅÎÑÔØ ÔÉ� É ÍÅÔÏÄÙ ÏÂÒÁÂÏÔËÉ ÄÁÎ-ÎÙÈ, ÓÏÈÒÁÎÑÑ �ÒÉ ÜÔÏÍ ÉÈ �ÉÓÔÏÒÉÀ�, ×ËÌÀÞÁÅÔ × ÓÅÂÑ ÍÅÈÁÎÉÚÍÎÁÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÑ × �Å�ÏÞËÅ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÔÉ�Ï×.äÌÑ ÍÁÎÉ�ÕÌÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÄÁÎÎÙÍÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÔÉ�Á ÏÂßÅËÔÁ DIM[1, 2℄ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÏÞÅÎØ ÓÌÏÖÎÙÍ ËÏÎÓÔÒÕË�ÉÑÍ SQL-ÚÁ�ÒÏÓÏ×, É �Ï-ÔÏÍÕ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍ ÑÚÙË ÏÂßÅËÔÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ, ËÏÔÏÒÙÊ ÂÙ �ÏÚ×ÏÌÉÌ97

ÓÎÑÔØ ÜÔÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ. ÷×ÅÄÅÎÉÀ ÏÂßÅËÔÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅ-ÎÉÀ Ó×ÏÊÓÔ× ÁÌÇÅÂÒÙ ÜÔÉÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ (ÏÂßÅËÔÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ) É �ÏÓ×Ñ-ÝÅÎÁ ÄÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ.ðÕÓÔØ C | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ËÌÁÓÓÏ× ÏÂßÅËÔÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ DIM, O |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÏÂßÅËÔÏ× ÜÔÏÊ ÍÏÄÅÌÉ, S| ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó×ÏÊÓÔ× ×ÓÅÈÅÅ ÏÂßÅËÔÏ×.óÔÒÏÞÎÙÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ ÍÙ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÏÂßÅËÔÙ ÉÌÉ ËÌÁÓÓÙ(ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, o | ÏÂßÅËÔ,  | ËÌÁÓÓ), Á �ÒÏ�ÉÓÎÙÍÉ ÂÕË×ÁÍÉ | ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Á ÏÂßÅËÔÏ× ÉÌÉ ËÌÁÓÓÏ× (ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, O | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂßÅËÔÏ×,C | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ×). ÷×ÉÄÕ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ ËÌÁÓÓ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÁË �ÒÏ-ÔÏÔÉ�ÏÍ ÎÏ×ÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ, ÔÁË É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÓÅÈ Ó×ÏÉÈ ÏÂßÅËÔÏ×, ÔÏ8o 2 O 8 2 C ÌÉÂÏ o 2 , ÌÉÂÏ o =2 .1. ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ËÌÁÓÓÏ× É ÏÂßÅËÔÏ×: (o) | ËÌÁÓÓÏÂßÅËÔÁ o; C(O) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ËÌÁÓÓÏ× ÏÂßÅËÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á O :C(O) = [o2O(o); jO j, jó j | ÞÉÓÌÏ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×Ï ÍÎÏÖÅÓÔ×Å. äÌÑÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂßÅËÔÏ× ÏÄÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ jC(O)j = 1.2. ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÁÌÇÅÂÒÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×. ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ É �ÅÒÅ-ÓÅÞÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÄÌÑ ÏÂßÅËÔÏ× É ÄÌÑ ËÌÁÓÓÏ× ××ÏÄÑÔÓÑ ÏÂÙÞÎÙÍÏÂÒÁÚÏÍ: O1 [O2 = fo 2 O j o 2 O1 _ o 2 O2g, O1 \O2 = fo 2 O j o 2O1 ^ o 2 O2g.äÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ËÌÁÓÓÏ× ÕËÁÚÁÎÎÙÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙ.�ÁËÖÅ ××ÏÄÑÔÓÑ 2 ×ÁÒÉÁÎÔÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ:åÓÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂßÅËÔÏ× O ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ÏÂßÅËÔÏ× ÏÄÎÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ(jC(O)j = 1), ÔÏ �ÒÏÓÔÙÍ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅÍ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂßÅËÔÏ×eO = fo 2  j o =2 Og, Ô. Å. ÜÔÏ ÏÂßÅËÔÙ ËÌÁÓÓÁ , ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅÍÎÏÖÅÓÔ×Õ O. äÌÑ �ÕÓÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÏÌÏÖÉÍ e; � O . äÌÑ ËÌÁÓÓÏ×ÜÔÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÎÅ ÉÍÅÅÔ ÓÍÙÓÌÁ.ïÂÝÉÍ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÅÍ ÄÌÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂßÅËÔÏ× O ÎÁÚÏ×ÅÍ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Ï O = fo 2 O j o =2 Og, Ô. Å. ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÷óåè ÏÂßÅËÔÏ×, ÎÅ�ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ O.äÌÑ ËÌÁÓÓÏ× ÜÔÁ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁ: C = f 2 C j  =2 Cg.äÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ ÏÂÌÁÄÁÀÔ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ.ðÕÓÔØ  2 C , O1 � O(), O2 � O(). �ÏÇÄÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙ ÚÁËÏÎÙ ÄÅíÏÒÇÁÎÁ:ffO1 = O1, ^O1 [ O2 = fO1\fO2, ^O1 \ O2 = fO1[fO2, ^^O1 [ O2 = O1[O2,^^O1 \ O2 = O1 \ O2.÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÓÏÄÅÒÖÁÔ ÏÂßÅËÔÙ ÒÁÚÎÙÈËÌÁÓÓÏ× (O1 � 1, O2 � 2, 1 6= 2), ÔÏ Ó×ÏÊÓÔ×Á �ÒÏÓÔÏÇÏ ÄÏ�ÏÌ-ÎÅÎÉÑ ÉÚÍÅÎÑÀÔÓÑ: 98



^O1 [ O2 = fO1 [ fO2, ^O1 \O2 = O , ^^O1 [ O2 = O1 [ O2, ^^O1 \ O2 =O1 \ O2 = ;.ó×ÏÊÓÔ×Á ÏÂÝÅÇÏ ÄÏ�ÏÌÎÅÎÉÑ:O1 [ O2 = O1 \ O2, O1 \O2 = O1 [O2.3. ÷ÙÂÏÒ: ��(O) | �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂßÅËÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×ÁO, ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÉÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÀ �. úÄÅÓØ � | äîæ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÊ ÎÁ Ó×ÏÊ-ÓÔ×Á (ËÏÎßÀÎË�ÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ","). ëÁÖÄÏÅ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÚÁ�ÉÓÙ×Á-ÅÔÓÑ × ×ÉÄÅ <Ó×ÏÊÓÔ×Ï> <Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ> <ÚÎÁÞÅÎÉÑ>. úÄÅÓØ<Ó×ÏÊÓÔ×Ï>| ÜÔÏ ÔÒÏÊËÁ (s; t; l), ÇÄÅ s 2 S| ÉÍÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á, t| ÅÇÏÔÉ�, l| ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÎÁ ÔÉ� Ó×ÏÊÓÔ×Á,<Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ>| ÜÔÏÏÄÎÁ ÉÚ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÑ (=; <>;>;<;>=; <=), Á <ÚÎÁÞÅÎÉÑ>|ÜÔÏ ÌÉÂÏ ÚÎÁÞÅÎÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á, ÌÉÂÏ Ó�ÉÓÏË ÚÎÁÞÅÎÉÊ (ÞÅÒÅÚ ÚÎÁË "j"),ÌÉÂÏ ÄÉÁ�ÁÚÏÎ ÚÎÁÞÅÎÉÊ (ÞÅÒÅÚ ".."), ÌÉÂÏ ÉÈ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ. ïÔÄÅÌØ-ÎÏ ÏÔÍÅÔÉÍ ÏÇÒÁÎÉÞeÎÉÅ "Ó =<Ó�ÉÓÏË ËÌÁÓÓÏ×>" ÉÌÉ "Ó <> <Ó�ÉÓÏËËÌÁÓÓÏ×>". üÔÏ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ ÎÁ ËÌÁÓÓ ÏÂßÅËÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á O. æÏÒ-ÍÁÔ ÚÁ�ÉÓÉ ÔÏÔ ÖÅ, ÎÏ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÉÍÅÎÁ ËÌÁÓ-ÓÏ×.�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �=0(O) | �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂßÅËÔÏ× O, �ÒÉ-ÎÁÄÌÅÖÁÝÉÅ ËÌÁÓÓÕ 0. åÓÌÉ C = f1; : : : ; ng, ÔÏ �=1j2:::jn(O) =�2C(O) | �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂßÅËÔÏ× O, ÇÄÅ ËÌÁÓÓ ËÁÖÄÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ�ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ C: �=1j2:::jn(O) = [i2C �=i(O). ðÒÉ-ÍÅÒ: �=1j2;Model=0Y A10(O).4. îÁÂÏÒ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó×ÏÊÓÔ×: S() | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó×ÏÊÓÔ× ËÌÁÓÓÁ ;S(o) = S((o)) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó×ÏÊÓÔ× ÏÂßÅËÔÁ o; òÅÚÕÌØÔÁÔ Ï�ÅÒÁ�ÉÉS | ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÔÒÏÅË ×ÉÄÁ "(<ÉÍÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á>, <ÔÉ� Ó×ÏÊÓÔ×Á>,<Ó�ÉÓÏË ÚÎÁÞÅÎÉÊ>)"äÌÑ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó×ÏÊÓÔ× ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ �ÒÏÅË�ÉÑ: �A(o) |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ ×ÉÄÁ (<ÉÍÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á>, <ÚÎÁÞÅÎÉÅ>), A � S (×ÏÚ-×ÒÁÝÁÅÔ ËÏÒÔÅÖ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó×ÏÊÓÔ× ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A × ÏÂßÅËÔÅ o);�A(O) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �ÁÒ ×ÉÄÁ (<ÉÍÑ Ó×ÏÊÓÔ×Á>, <ÚÎÁÞÅÎÉÅ>), A �S (×ÏÚ×ÒÁÝÁÅÔ ËÏÒÔÅÖÉ ÚÎÁÞÅÎÉÊ Ó×ÏÊÓÔ× ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á A ÏÂßÅËÔÏ×ÍÎÏÖÅÓÔ×Á O).áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ××ÏÄÑÔÓÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÏ× (�ÏÓËÏÌØËÕ ËÌÁÓÓ |ÜÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂßÅËÔÏ×).5. îÁÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ o 2 O : P (o) | ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÏÂßÅËÔÏ×, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÒÏÄÉÔÅÌÑÍÉ ÏÂßÅËÔÁ o; bP (o) | ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÏÂßÅËÔÏ×, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÎÁÓÌÅÄÎÉËÁÍÉ ÏÂßÅËÔÁ o.äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂßÅËÔÏ× O � O : P (O) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÏ-ÄÉÔÅÌÅÊ ÏÂßÅËÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á O: P (O) = So2O P (o); bP (O) | ÍÎÏÖÅ-99

ÓÔ×Ï ÎÁÓÌÅÄÎÉËÏ× ÏÂßÅËÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á O: bP (O) = So2O bP (o).ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÏ× ××ÏÄÑÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.6. ÷ËÌÀÞÅÎÉÅ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÏÂßÅËÔÁ o 2 O : I(o) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂß-ÅËÔÏ×, × ËÏÔÏÒÙÅ ×ËÌÀÞÅÎ ÏÂßÅËÔ o (× ÔÏÍ ÞÉÓÌÅ É �Ï ÎÁÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ);bI(o) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂßÅËÔÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ ×ËÌÀÞÅÎÙ × ÏÂßÅËÔ o (× ÔÏÍÞÉÓÌÅ É �Ï ÎÁÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ).äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂßÅËÔÏ× O � O : I(O) | ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÏÂßÅËÔÏ×, × ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ×ËÌÀÞÅÎ ÏÂßÅËÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á O:I(O) = So2O I(o); bI(O) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂßÅËÔÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏ-ÒÙÈ ×ËÌÀÞÅÎ × ÏÂßÅËÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á O: bI(O) = So2O I(o).ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÏ× ××ÏÄÑÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ.7. ïÔÎÏÛÅÎÉÅ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÏÇÏ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ: H() | ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏËÌÁÓÓÏ× Ó×ÑÚÅÊ ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ  (ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÔÁËÖÅ É ËÌÁÓÓÙ,×ËÌÀÞÅÎÎÙÅ × ÒÏÄÉÔÅÌÅÊ); H(o; oj) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂßÅËÔÏ× Ó×ÚÅÊ �ÒÉ×ËÌÀÞÅÎÉÉ ÏÂßÅËÔÁ oj 2 I(o) × ÏÂßÅËÔ o 2 O .8. éÓÔÏÒÉÑ: T (O) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂßÅËÔÏ×-�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌÅÊ ÄÌÑ ËÁ-ÖÄÏÇÏ ÉÚ ÏÂßÅËÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á O ; bT (O) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂßÅËÔÏ×-�ÒÅÄÛÅÓÔ×ÅÎÎÉËÏ× ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÏÂßÅËÔÏ× ÍÎÏÖÅÓÔ×Á O.9. òÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÂÏÔÙ. ÷×ÅÄÅÎÎÁÑ ÓÏ×ÏËÕ�ÎÏÓÔØ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ (ÉÓ-ËÌÀÞÁÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ �ÏÌÕÞÅÎÉÑ Ó×ÏÊÓÔ× É ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ):Á) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÁÍËÎÕÔÏÊ, Ô. Å. �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅ ÌÀÂÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÎÁÄ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÏÂßÅËÔÏ× ÄÁÅÔ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÏÂßÅËÔÏ×;Â) �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÑÔØ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ �ÅÌÏÓÔÎÏÓÔÉ (ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ×ÙÂÏÒÁ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÏÓÔÉ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÓÔÉ). îÁ�ÒÉÍÅÒ, ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅ×ÙÂÏÒÁ × �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÑÈ ×ÙÒÁÖÁÅÔÓÑ ÔÁË:8o 2 O , 8oj 2 bI(o), 80 2 C(H(o; oj)): j�=0(H(o; oj))j � 1;×) ÚÁ ÓÞÅÔ ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÈ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÒÏ×ÏÄÉÔØÏ�ÔÉÍÉÚÁ�ÉÀ ×ÙÄÅÌÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂßÅËÔÏ×.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. òÕÂÌÅ× ÷. ó., àÓÕ�Ï× á. ò. ëÏÎ�Å��ÉÉ ÏÂßÅËÔÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉÞÅ-ÓËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ. | äÅ�ÏÎÉÒÏ×ÁÎÁ × ÷éîé�é òáî30.05.05 771-÷ 2005. | ñÒÏÓÌÁ×ÌØ: ñÒçõ, 2005. | 38 Ó.2. òÕÂÌÅ× ÷. ó., àÓÕ�Ï× á. ò. ëÏÎ�Å��ÉÉ ÏÂßÅËÔÎÏÊ ÄÉÎÁÍÉÞÅ-ÓËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÏÎÎÏÊ ÍÏÄÅÌÉ DIM // íÁÔÅÍÁÔÉËÁ × ñÒÏÓÌÁ×ÓËÏÍÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÅ: óÂ. ÏÂÚÏÒÎÙÈ ÓÔÁÔÅÊ. ë 30-ÌÅÔÉÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏÆÁËÕÌØÔÅÔÁ. | ñÒÏÓÌÁ×ÌØ: ñÒçõ, 2006. | ó. 355{394.
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ï òåáìéúáãéé îåëï�ïòùè ïðåòáãéêëïîåþîùè ðïìåê èáòáë�åòéó�éëé 2óèåíáíé ìïçáòéæíéþåóëïê çìõâéîùé. ó. óÅÒÇÅÅ× (íÏÓË×Á)÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ï�Å-ÒÁ�ÉÊ × ËÏÎÅÞÎÏÍ �ÏÌÅ GF (2n) ÓÈÅÍÁÍÉ × ÂÁÚÉÓÅ ×ÓÅÈ Ä×ÕÍÅÓÔÎÙÈÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÇÌÕÂÉÎÏÊ O(log n) (ÇÌÕÂÉÎÁ ÏÂÓÕÖÄÁÅÍÙÈ ÄÁÌÅÅÓÈÅÍ ÎÅ ÂÕÄÅÔ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏ ÏÇÏ×ÁÒÉ×ÁÔØÓÑ). ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅ-ÓËÕÀ ÔÅÏÒÉÀ ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÌÅÊ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ × [1℄, Á �ÏÎÑÔÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉÉ ÇÌÕÂÉÎÙ ÓÈÅÍ ÉÚÌÏÖÅÎÙ × [2℄.ðÒÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÁÒÉÆÍÅÔÉËÉ × ËÏÎÅÞÎÙÈ �ÏÌÑÈ ÎÁÉÂÏÌÅÅ Õ�ÏÔÒÅ-ÂÉÔÅÌØÎÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÎÔÅÒ�ÒÅÔÁ�ÉÑ ËÏÎÅÞÎÏÇÏ �ÏÌÑ ËÁË ×ÅËÔÏÒÎÏÇÏ�ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á (× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÏÌÅ GF (2n) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ Ä×ÏÉÞÎÙÍ ×ÅË-ÔÏÒÎÙÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏÍ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ n Ó Ï�ÅÒÁ�ÉÅÊ ÕÍÎÏÖÅÎÉÑ ×ÅË-ÔÏÒÏ×).òÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ × ËÏÎÅÞÎÏÍ �ÏÌÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ×ÙÂÏÒÁ ÂÁÚÉ-ÓÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÓÌÏÖÅÎÉÅ × ÌÀÂÏÍ ÂÁÚÉÓÅ �ÏÌÑ GF (2n)×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ n É ÇÌÕÂÉÎÏÊ 1. þÁÝÅ ×ÓÅÇÏ ÉÓ�ÏÌØÚÕ-ÅÔÓÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÊ (ÉÌÉ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÊ) ÂÁÚÉÓ f1; �; �2; : : : ; �n�1g,ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏÍ ËÏÔÏÒÏÇÏ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÜÌÅÍÅÎÔ � | ËÏÒÅÎØ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ-�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁ m(x) ÓÔÅ�ÅÎÉ n ÎÁÄ GF (2). üÌÅÍÅÎÔÙ �ÏÌÑ× ÕËÁÚÁÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÀÔÓÑ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁÍÉ ÓÔÅ�ÅÎÉ ÎÅ ×ÙÛÅn� 1, Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÎÁÄ ËÏÔÏÒÙÍÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÑÔÓÑ �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÁm(x).÷ �ÏÓÌÅÄÎÅÅ ×ÒÅÍÑ ÁËÔÉ×ÎÏ �ÒÉÍÅÎÑÀÔÓÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ,ÉÍÅÀÝÉÅ ×ÉÄ f�; �2; : : : ; �2n�1g. çÅÎÅÒÁÔÏÒ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ �ÔÁËÖÅ ÄÏÌÖÅÎ ÂÙÔØ ËÏÒÎÅÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÏÇÏ ÍÎÏÇÏÞÌÅ-ÎÁ ÓÔÅ�ÅÎÉ n, Ô.Å. ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏÍ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ.ïÂÒÁÔÎÏÅ ÎÅ×ÅÒÎÏ, Ô.Å. ÎÅ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ ÓÕÝÅ-ÓÔ×ÕÅÔ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ Ó ÔÅÍ ÖÅ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÏÍ. ïÄÎÁËÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÂÁÚÉÓÙ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ×Ï ×ÓÅÈ �ÏÌÑÈ. éÎÔÅÒÅÓ Ë ÎÏÒÍÁÌØ-ÎÙÍ ÂÁÚÉÓÁÍ ÏÂßÑÓÎÑÅÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ (×ÏÚ×ÅÄÅ-ÎÉÅ × ÓÔÅ�ÅÎØ ×ÉÄÁ 2k) ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ × ÎÉÈ �ÉËÌÉÞÅÓËÉÍ ÓÄ×ÉÇÏÍËÏÏÒÄÉÎÁÔ, Ô.Å. Ó ÎÕÌÅ×ÏÊ ÓÈÅÍÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ.éÚ×ÅÓÔÎÏ [3℄, ÞÔÏ ÕÍÎÏÖÅÎÉÅ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ �ÏÌÑ GF (2n)×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÓÈÅÍÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ O(n log n log logn). �ÁËÖÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ,ÞÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ-×ÁÔØ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ O(n1:67) (ÓÍ. [1℄). (÷ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÈ ÚÄÅÓØ É ÄÁÌÅÅÏ�ÅÎËÁÈ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ ÍÁÔÒÉÞÎÙÈ ÕÍÎÏÖÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ×ÚÑÔÙ ÉÚ [4℄.) ÷ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÒÁ�ÉÉ ÄÅÌÅÎÉÑ ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ Ï�Å-101

ÒÁ�ÉÀ ÉÎ×ÅÒÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ, Ô.Ë. ÄÅÌÅÎÉÅ Ó×ÏÄÉÔÓÑ Ë ÕÍÎÏÖÅÎÉÀ É ÉÎ-×ÅÒÔÉÒÏ×ÁÎÉÀ. éÚ ÒÁÂÏÔ [5, 6℄ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÉÎ×ÅÒÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÏ ÓÈÅÍÏÊ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ.éÓ�ÏÌØÚÕÑ ÍÅÔÏÄ á. âÒÁÕÜÒÁ (ÓÍ. [1℄), ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕÉÎ×ÅÒÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ O(n1:67), ÏÄÎÁËÏ ÇÌÕÂÉÎÙ O(log2 n). îÁÓÁÍÏÍ ÄÅÌÅ, Ï�ÅÎËÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ O(n1:67) ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ É ÄÌÑ ÓÈÅÍÙÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ.òÁÚÒÁÂÏÔÁÎÎÙÅ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏ ÄÌÑ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÏ× ÍÅÔÏÄÙ ÕÍ-ÎÏÖÅÎÉÑ É ÉÎ×ÅÒÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÉÍÅÀÔ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ×ÙÓÏËÕÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ(�Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, O(n2)) É �ÏÒÑÄÏË ÇÌÕÂÉÎÙ ÎÅ ÍÅÎÅÅ O(log2 n). äÌÑÕÓËÏÒÅÎÉÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ × ÕËÁÚÁÎÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ (ËÁË �Ï ÓÌÏÖ-ÎÏÓÔÉ, ÔÁË É �Ï ÇÌÕÂÉÎÅ) ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÉÄÅÀ �ÅÒÅÈÏÄÁ Ë ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÏÍÕ ÂÁÚÉÓÕ (ÓÍ. [1℄). ðÏÄ �ÅÒÅÈÏÄÏÍ �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÝÅÅ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÅ ËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÜÌÅÍÅÎÔÁ �ÏÌÑ.äÌÑ �ÅÒÅÈÏÄÁ ÍÅÖÄÕ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÍ É ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÂÁÚÉÓÁÍÉ ÍÏÖ-ÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ O(n1:81) (ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÞÁÓÔÉÞÎÏ�ÏÌÕÞÅÎ × [7℄), ÞÔÏ �ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏÊ Ï�ÅÎËÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÕÍÎÏ-ÖÅÎÉÑ É ÉÎ×ÅÒÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ × ÎÏÒÍÁÌØÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ.üÔÁ ÖÅ ÉÄÅÑ ÍÏÖÅÔ �ÒÉÍÅÎÑÔØÓÑ É ÄÌÑ ÕÓËÏÒÅÎÉÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ï�Å-ÒÁ�ÉÊ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÉÍÅÒÁ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÉÎÏÇÄÁ×ÓÔÒÅÞÁÀÝÕÀÓÑ × �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑÈ ÚÁÄÁÞÕ �ÒÏ×ÅÒËÉ ÂÁÚÉÓÎÏÓÔÉ ÎÏÒ-ÍÁÌØÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ: ÚÁÄÁÎ ÜÌÅÍÅÎÔ � 2 GF (2n) | ÔÒÅÂÕÅÔÓÑ �ÒÏ×Å-ÒÉÔØ, �ÏÒÏÖÄÁÅÔ ÌÉ ÏÎ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÊ ÂÁÚÉÓ. ÷ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ ÄÌÑÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ O(n1:67),ÏÔËÕÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ Ï�ÅÎËÁ O(n1:81) ÄÌÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ × ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÍ ÂÁÚÉ-ÓÅ. ÷ �ÒÉÌÁÇÁÅÍÏÊ ÔÁÂÌÉ�Å ÓÏÄÅÒÖÁÔÓÑ Ó×ÅÄÅÎÉÑ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉ-ÚÁ�ÉÉ ÏÂÓÕÖÄÁ×ÛÉÈÓÑ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÈÅÍÁÍÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ(×ÙÄÅÌÅÎÙ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ, ËÏÔÏÒÙÅ, �Ï-×ÉÄÉÍÏÍÕ, Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÎÏ×ÙÍÉ).ï�ÅÒÁ�ÉÑ óâ îâõÍÎÏÖÅÎÉÅ n logn log logn n1:81ï�ÅÒÁ�ÉÑ æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ n1:67 0éÎ×ÅÒÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ n1:67 n1:81ðÅÒÅÈÏÄ Ë îâ n1:81 n logn log lognðÅÒÅÈÏÄ Ë óâ n1:67 n1:81�ÅÓÔ ÇÅÎÅÒÁÔÏÒÁ îâ n1:81 n1:67á×ÔÏÒ �ÒÉÚÎÁÔÅÌÅÎ ÎÁÕÞÎÏÍÕ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÀ ó. â. çÁÛËÏ×Õ ÚÁ �Ï-ÓÔÁÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ É ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÒÁÂÏÔÅ.102



òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÆÏÎ-ÄÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ (�ÒÏÅËÔ 05{01{00994), �ÒÏÇÒÁÍ-ÍÙ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ òæ (�ÒÏÅËÔ îû{5400.2006.1)É �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ïÔÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉ-ÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅ-ÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ� (�ÒÏÅËÔ �óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ�). C�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. âÏÌÏÔÏ× á. á., çÁÛËÏ× ó. â., æÒÏÌÏ× á. â., þÁÓÏ×ÓËÉÈ á. á.üÌÅÍÅÎÔÁÒÎÏÅ ××ÅÄÅÎÉÅ × ÜÌÌÉ�ÔÉÞÅÓËÕÀ ËÒÉ�ÔÏÇÒÁÆÉÀ: ÁÌÇÅÂÒÁÉ-ÞÅÓËÉÅ É ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÅ ÏÓÎÏ×Ù. | í.: ëÏÍëÎÉÇÁ, 2006.2. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. | í.: éÚÄ. íçõ, 1984.3. Sh�onhage A. Shnelle multiplikation von polynomen �uber k�orpernder harakteristik 2 // Ata Inf. | 1977. | V. 7. | P. 395{398.4. Huang X., Pan V. Fast retangular matrix multipliation and ap-pliations // J. Complexity. | 1998. | V. 14. | P. 257{299.5. Litow B., Davida G. O(log n) parallel time �nite �eld inversion //Leture Notes in Computer Siene (Pro. Aegean Workshop on Com-puting). | Berlin, 1988. | V. 319. | P. 74{80.6. von zur Gathen J. Inversion in �nite �elds using logarithmidepth // J. Symb. Comput. | 1990. | V. 9. | P. 175{183.7. Kaltofen E., Shoup V. Subquadrati-time fatoring of polynomi-als over �nite �elds // Math. Comput. | 1998. | V. 67, � 223. |P. 1179{1197.ï ðïäïâéé íá�òéã �òå�øåçï ðïòñäëáîáä ëïìøãïí ãåìùè þéóåìó. ÷. óÉÄÏÒÏ× (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)ë×ÁÄÒÁÔÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù A É B Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ �ÏÌÑ F ÎÁÚÙ-×ÁÀÔÓÑ �ÏÄÏÂÎÙÍÉ ÎÁÄ F, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ×ÙÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�ÁS Ó ËÏÜÆÆÉ�ÉÅÎÔÁÍÉ ÉÚ F ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ AS = SB. úÁÄÁÞÁ Ï �ÏÄÏÂÉÉ ÍÁ-ÔÒÉ� ÎÁÄ �ÏÌÅÍ F Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÉÞÅÓËÏÊ ÚÁÄÁÞÅÊ ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ(ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1℄). ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÚÁÄÁÞÁ �ÏÄÏÂÉÑ 3�3ÍÁÔÒÉ� ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ. óÌÕÞÁÊ ÍÁÔÒÉ� ×ÔÏÒÏÇÏ �ÏÒÑÄËÁÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÌÓÑ × [2℄. 103

ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á B2Zn�n �ÏÄÏÂÎÁÍÁÔÒÉ�Å A2Zn�n ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ Z, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ S2Zn�n ÔÁËÁÑ,ÞÔÏ AS = SB É detS 2 f1;�1g É ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÜÔÏ A�B. íÁÔÒÉ�Á SÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÉÒÕÀÝÅÊ B × A ÍÁÔÒÉ�ÅÊ.ðÏÄÏÂÉÅ ÍÁÔÒÉ� A É B ÎÁÄ �ÏÌÅÍ Q ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ A � B.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÉÚ �ÏÄÏÂÉÑ ÎÁÄ Z ÓÌÅÄÕÅÔ �ÏÄÏÂÉÅ ÎÁÄ Q. ïÂÒÁÔÎÏÅÎÅ×ÅÒÎÏ (ÓÍ. �ÒÉÍÅÒ × [2℄). åÓÌÉ ÍÁÔÒÉ�Ù �ÏÄÏÂÎÙ (ÎÁÄ Z ÉÌÉ ÎÁÄQ), ÔÏ Õ ÎÉÈ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÅ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ. äÁÌÅÅ ÂÕ-ÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ n = 3. ðÕÓÔØ ÍÁÔÒÉ�Á A2Z3�3 ÉÍÅÅÔ �ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊÎÁÄ Z ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ d(�). ÷ÏÚÍÏÖÎÙ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ×ÁÒÉÁÎÔÙ: 1) ×ÓÅ ËÏÒÎÉ d(�) ÌÅÖÁÔ × Z; 2) d(�) = (���)(�2+u�+v),�ÒÉÞÅÍ �2 + u�+ v ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Z.÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ A �ÏÄÏÂÎÁ ÎÁÄ Q ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÖÏÒÄÁÎÏ×ÙÈ ÍÁÔÒÉ�:a) ÅÓÌÉ d(�) = (���)3, ÔÏ A �ÏÄÏÂÎÁ ÎÁÄ Q ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� J1(�) = � 0 00 � 00 0 � !, J2(�) =  � 0 00 � 10 0 � !, J3(�) =  � 1 00 � 10 0 � !.ðÕÓÔØ K(Ji(�)) = fA 2 Z3�3jA � Ji(�)g, i = 1; 2; 3.b) ÅÓÌÉ d(�) = (� � �)(� � �)2, ÔÏ A �ÏÄÏÂÎÁ ÎÁÄ Q ÌÉÂÏ J1(�; �) = � 0 00 � 00 0 � !, ÌÉÂÏ J2(�; �) =  � 0 00 � 10 0 � !. ðÕÓÔØ K(Ji(�; �)) =fA 2 Z3�3jA � Ji(�; �)g, i = 1; 2.) ÅÓÌÉ d(�) = (� � �)(� � �)(� � ), ÔÏ A �ÏÄÏÂÎÁ ÎÁÄ Q ÍÁÔÒÉ�ÅJ(�; �; ) =  � 0 00 � 00 0  !. ðÕÓÔØ K(J(�; �; )) = fA 2 Z3�3jA �J(�; �; )g.÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÓÌÕÞÁÅ A �ÏÄÏÂÎÁ ÎÁÄ Q ÍÁÔÒÉ�Å æÒÏÂÅÎÉÕÓÁ F = � 0 00 �u �v0 1 0 !. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ K(F ) = fA 2 Z3�3jA � Fg.ëÁÖÄÙÊ ÉÚ ×ÙÛÅ�ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÍÁÔÒÉ�, �ÏÄÏÂÎÙÈ ÎÁÄQ, ×ÏÏÂÝÅ ÇÏ×ÏÒÑ, ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ËÌÁÓÓÏÍ �ÏÄÏÂÎÙÈ ÎÁÄ Z ÍÁÔÒÉ�.ðÏÜÔÏÍÕ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ ÚÁÄÁÞÁ Ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÍÁÔÒÉ� �Ï ÏÔÎÏÛÅÎÉÀ�ÏÄÏÂÉÑ ÎÁÄ Z ÉÌÉ Ï ÒÁÚÂÉÅÎÉÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÜÔÉÈ ËÌÁÓÓÏ× ÎÁ �ÏÄËÌÁÓ-ÓÙ ÍÁÔÒÉ�, �ÏÄÏÂÎÙÈ ÎÁÄ Z. óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ �ÏËÁÚÙ×ÁÀÔ ÔÁËÏÅÒÁÚÂÉÅÎÉÅ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ d(�) = (� � �)3; � 2 Z. �ÏÇÄÁ:1. K(J1(�)) = Y� = fA 2 Z3�3jA � J1(�)g = fJ1(�)g.2. K(J2(�)) = SY�(d), Y�(d) = fA 2 Z3�3jA � R�(d)g,104



R�(d) =  � 0 00 � d0 0 � !, d � 1.3. K(J3(�)) = SY�(a; b; r), Y�(a; b; r) = fA 2 Z3�3jA � R�(a; b; r)g,R�(a; b; r) =  � a r0 � b0 0 � !, a; b � 1, 0 � r < îïä(a; b).�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ d(�) = (� � �)(�� �)2; �; � 2 Z. �ÏÇÄÁ:1. K(J1(�; �)) = SY�;�(d), Y�;�(d) = fA 2 Z3�3jA � R�;�(d)g,R�;�(d) =  � d 00 � 00 0 � !, d = 0 ÉÌÉ d | �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÙÊ ÄÅÌÉÔÅÌØj� � �j (ÎÅ ÒÁ×ÎÙÊ j� � �j).2. K(J2(�; �)) = SY�;�(a1; a2; a3), Y�;�(a1; a2; a3) = fA 2 Z3�3jA �R�;�(a1; a2; a3)g,R�;�(a1; a2; a3) =  � a1 a20 � a30 0 � !, ÇÄÅ a1; a2; a3 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔÕÓÌÏ×ÉÑÍ:I) a3 � 1, 0 � a2 � b j���j2 , a1 = 0;IIa) ÅÓÌÉ j� � �j | ÎÅÞÅÔÎÏÅ, ÔÏa3 � 1, 1 � a1 � b j���j2 , 0 � a2 < d, ÇÄÅ d =îïä(j� � �j; a1);IIb) ÅÓÌÉ j� � �j | ÞÅÔÎÏÅ, ÔÏ:1) 1 � a1 � j���j2 � 1, a3 � 1, 0 � a2 < d;2) a1 = j���j2 , a3 � 1, 0 � a2 � b r2 É 1 + r � a2 � ba1+r2 , ÇÄÅ r |ÏÓÔÁÔÏË ÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ a3 ÎÁ a1.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ d(�) = (� � �)(� � �)(� � ); �; �;  2 Z; � <� < . �ÏÇÄÁ K(J(�; �; )) = SY�;�;(a1; a2; a3),Y�;�;(a1; a2; a3) = fA 2 Z3�3jA � R�;�;(a1; a2; a3)g,R�;�;(a1; a2; a3) =  � a1 a20 � a30 0  ! ;ÇÄÅ a1; a2; a3 ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:I) a1 = 0, 0 � a2 � b��2 ; 0 � a3 � b��2 ;IIa) ÅÓÌÉ �� | ÎÅÞÅÔÎÏÅ, ÔÏ 1 � a1 � b���2 , 0 � a2 <  � �; 0 �a3 � b��2 ;IIb) ÅÓÌÉ  � � | ÞÅÔÎÏÅ, ÔÏ:1) 1 � a1 � b���2 , 0 � a2 <  � �; 0 � a3 � ��2 � 1;105

2) 1 � a1 � b���2 , 0 � a2 � b���a12 ,  � �� a1 + 1 � a2 �b 2(��)�a12 , a3 = ��2 .�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ËÌÁÓÓÙ K(J1(�));K(J1(�; �));K(J(�; �; )) ÒÁÚ-ÂÉ×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ× �ÏÄÏÂÎÙÈ ÎÁÄ Z ÍÁÔÒÉ�, ÁÏÓÔÁÌØÎÙÅ | ÎÁ ÓÞÅÔÎÏÅ ÞÉÓÌÏ.îÁÍ ÏÓÔÁÌÏÓØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁ d(�) = (���)(�2+u�+v)É �2 + u� + v ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ ÎÁÄ Z. íÁÔÒÉ�Á, ÉÍÅÀÝÁÑ ÔÁËÏÊ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, �ÏÄÏÂÎÁ ÎÁÄ Z ÂÌÏÞÎÏÊ ÍÁÔÒÉ�Å C =� � a0 A0 �, ÇÄÅ aT 2 Z2; A0 2 Z2�2, �ÒÉÞÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉ�Ù A0 ÒÁ×ÅÎ �(�) = �2 + u�+ v.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. íÁÔÒÉ�Á A1 = � � a0 A0 � �ÏÄÏÂÎÁ ÎÁÄ Z ÍÁ-ÔÒÉ�Å A2 = � � r0 A0 � ; ÇÄÅ a = (a1; a2); r = (r1; r2), ri | ÏÓÔÁÔÏËÏÔ ÄÅÌÅÎÉÑ ai ÎÁ j�(�)j, i = 1; 2, �(�) = det(A0 � �E).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÌÏÖÉÍ S = � 1 q0 E �, ÇÄÅ ×ÅËÔÏÒ q 2 Z2Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÊ a�r = q(A0��E).�ÏÇÄÁ A1S = SA2; detS = 1. õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÏËÁÚÁÎÏ.÷ÙÑÓÎÉÍ, �ÒÉ ËÁËÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÑÈ Ä×Å ÍÁÔÒÉ�Ù ×ÉÄÁA = � � a0 A0 � ; B = � � b0 B0 � ; (1)ÇÄÅ 0 � ai < j�(�)j; 0 � bi < j�(�)j; i = 1; 2, �ÏÄÏÂÎÙ ÎÁÄ Z. åÓÌÉ ÏÎÉ�ÏÄÏÂÎÙ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á S = � t uv S0 �,ÞÔÏ AS = SB. �ÁË ËÁËAS = � �t+ av �u+ aS0A0v A0S0 � = � �t tb+ uB0�v vb+ S0B0 � = SB; (2)ÔÏ A0v = �v. ïÔÓÀÄÁ v = 0, ÉÂÏ × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ � ÂÙÌÏ ÂÙÓÏÂÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÉÓÌÏÍ ÍÁÔÒÉ�Ù A0, ÞÔÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏ, ÔÁË ËÁË ÅÅ ÈÁ-ÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍ. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, t; detS0 2f�1g. éÔÁË, S = � �1 u0 S0 �. éÚ (2) ÔÁËÖÅ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ A0S0 =S0B0; u(B0 � �E) = aS0 � b. ðÒÉÈÏÄÉÍ Ë ÓÌÅÄÕÀÝÅÍÕ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÀ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. íÁÔÒÉ�Ù ×ÉÄÁ (1) �ÏÄÏÂÎÙ ÎÁÄ Z ÔÏÇÄÁ ÉÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ: 1) A0 É B0 �ÏÄÏÂÎÙ ÎÁÄ Z; 2) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔÔÁËÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á S0 (ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÉÒÕÀÝÁÑ B0 × A0), ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ u,106



Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ u(B0 � �E) = aS0 � b, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÏÞÉ-ÓÌÅÎÎÙÍ.äÌÑ �ÒÏ×ÅÒËÉ �ÅÒ×ÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2 ÍÏÖÎÏ �ÒÉÍÅÎÉÔØÁÌÇÏÒÉÔÍ ÉÚ [2℄. ÷ÙÑÓÎÉÍ, ËÁË �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ×ÔÏÒÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ. ïÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ �A0;B0 = fS 2 Z2�2jA0S = SB0g | �ÏÄÍÏÄÕÌØ × Z2�2. ðÕÓÔØ T1É T2 { ÂÁÚÉÓ �A0;B0 , ÔÏÇÄÁ ÌÀÂÕÀ ÍÁÔÒÉ�Õ ÉÚ �A0;B0 ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄ-ÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅ xT1 + yT2 ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ x É y ÉÚ Z. äÌÑ �ÏÄÏ-ÂÉÑ ÎÕÖÎÏ, ÞÔÏÂÙ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÌÉ �ÅÌÙÅ x É y ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ f(x; y) =det(xT1 + yT2) = a0x2 + b0xy + 0y2 = �1: ðÕÓÔØ D = b02 � 4a00 |ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÏÊ ÆÏÒÍÙ f(x; y). ÷ÏÚÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ:1) f(x; y) Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ (D < 0); 2) f(x; y) ÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÁÑ (D > 0).÷ �ÅÒ×ÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ f(x; y) = �1 ÉÍÅÅÔ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÒÅ-ÛÅÎÉÊ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ ÍÁÔÒÉ�, ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÉÒÕÀÝÉÈ B0 × A0,ËÏÎÅÞÎÏ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÏ×ÅÒËÕ ×ÔÏÒÏÇÏ ÕÓÌÏ×ÉÑ õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ 2 ÍÏÖÎÏÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ �ÅÒÅÂÏÒÏÍ. ÷Ï ×ÔÏÒÏÍ ÖÅ ÓÌÕÞÁÅ ÜÔÏ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅ ÌÉÂÏÎÅ ÉÍÅÅÔ ÒÅÛÅÎÉÊ, ÌÉÂÏ ÉÍÅÅÔ ÓÞÅÔÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ (xn; yn).ðÒÉ ÜÔÏÍ ÌÀÂÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ f(x; y) = �1 ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ,ÚÎÁÑ ÅÇÏ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÅÛÅÎÉÅ (x0; y0) É (x0; y0) | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÅ ÒÅ-ÛÅÎÉÅ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑ ðÅÌÌÑ x2 � Dy2 = �1 (ÓÍ. [3℄). ïÂÏÚÎÁÞÉ× ÞÅÒÅÚQ = � x0 � b0y0 �20y02a0y0 x0 + b0y0 � ; ÉÍÅÅÍ � xnyn � = Qn � x0y0 � ; n 2 Z,detQ 2 f�1g. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÌÀÂÁÑ ÍÁÔÒÉ�Á, ÔÒÁÎÓÆÏÒÍÉÒÕÀÝÁÑB0 × A0, ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ Sn = xnT1 + ynT2; n 2 Z (3)îÕÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÉ ÔÁËÏÅ n, ÞÔÏ u = (aSn � b)(B0 ��E)�1 2 Z2. üÔÏ ÒÁ×ÎÏÓÉÌØÎÏ ÓÉÓÔÅÍÅ ÓÒÁ×ÎÅÎÉÊ (aSn � b)(B0 ��E)� � 0(mod�), ÇÄÅ � = jdet(B0 � �E)j. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ 0 � n � �2 � 1. äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ÍÁÔÒÉ� fQnjn 2 Zg �Ï ÍÏÄÕÌÀ �. üÔÏ �ÉËÌÉÞÅÓËÁÑ ÇÒÕ��Á,ÓÏÄÅÒÖÁÝÁÑ ÎÅ ÂÏÌÅÅ �2 ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÔÁË ËÁË ÌÀÂÁÑ ÓÔÅ�ÅÎØ ÍÁÔÒÉ�ÙQ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÍÁ × ×ÉÄÅ t1Q+ t2E. ÷ÚÑ× ÜÔÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ �Ï ÍÏÄÕÌÀ�, ÉÍÅÅÍ ÎÅ ÂÏÌÅÅ �2 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÍÁÔÒÉ�. ÷ ÉÔÏÇÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ 2) õÔ×ÅÒ-ÖÄÅÎÉÑ 2 ÍÏÖÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÚÁ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÛÁÇÏ× (ÎÅ ÂÏÌÅÅ �2).�ÅÏÒÅÍÁ 4. íÁÔÒÉ�Ù ×ÉÄÁ (1) �ÏÄÏÂÎÙ ÎÁÄ Z ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ:1) A0 É B0 �ÏÄÏÂÎÙ ÎÁÄ Z; 2) ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÁÔÒÉ�Á Sn ×ÉÄÁ (3),0 � n � �2�1, ÞÔÏ ×ÅËÔÏÒ u, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÙÊ ÉÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ u(B0��E) =aSn � b, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÍ.107

�ÁË ËÁË ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓÓÏ× �ÏÄÏÂÉÑ 2� 2 ÍÁÔÒÉ�, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅ�ÒÉ×Ï-ÄÉÍÙÊ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ËÏÎÅÞÎÏ [2℄, ÔÏ ÞÉÓÌÏ ËÌÁÓ-ÓÏ× �ÏÄÏÂÉÑ 3� 3 ÍÁÔÒÉ�, ÉÍÅÀÝÉÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎd(�) = (�� �)(�2 + u�+ v), ÔÁËÖÅ ËÏÎÅÞÎÏ.÷Ï�ÒÏÓ Ï �ÏÄÏÂÉÉ 3� 3 ÍÁÔÒÉ�, ÉÍÅÀÝÉÈ ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÊ ÈÁÒÁË-ÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ, ÏÓÔÁÅÔÓÑ ÏÔËÒÙÔÙÍ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé(ËÏÄ �ÒÏÅËÔÁ 05-01-00552-Á).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. çÁÎÔÍÁÈÅÒ æ. ò. �ÅÏÒÉÑ ÍÁÔÒÉ�. 4-Å ÉÚÄ. | í.: îÁÕËÁ, 1988.2. ûÅ×ÞÅÎËÏ ÷. î., óÉÄÏÒÏ× ó. ÷. ï �ÏÄÏÂÉÉ ÍÁÔÒÉ� ×ÔÏÒÏÇÏ�ÏÒÑÄËÁ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ // éÚ×ÅÓÔÉÑ ×ÕÚÏ×. íÁÔÅÍÁÔÉËÁ.| 2006. | � 4. | ó. 57{64.3. ëÁÓÓÅÌÓ äÖ. òÁ�ÉÏÎÁÌØÎÙÅ Ë×ÁÄÒÁÔÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÙ. | í.: íÉÒ,1982. ï åäéîïê æïòíáìøîïê úáðéóé÷óåè äïðõó�éíùè èïäï÷÷ ìàâïê ûáèíá�îïê ðïúéãééò. ÷. èÅÌÅÍÅÎÄÉË (íÏÓË×Á)÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÌÅÇÁÌØÎÏÊ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ ÚÁ-�ÉÓÁÎÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ �ÒÁ×ÉÌÁÍÉ ÈÏÄÏ×. ÷ ÜÔÏÊ ÚÁ�ÉÓÉÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÙ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÆÏÒÍÕÌÙ ÌÏÇÉËÉ �ÒÅÄÉËÁ-ÔÏ×, Á ÔÁËÖÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÑ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×. äÌÑ ÓÌÕÞÁÅ×ÛÁÈÁ, ÍÁÔÁ É �ÁÔÁ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÉÍ ÆÏÒÍÕÌÙ. �ÁËÁÑ�ÏÌÎÁÑ ÚÁ�ÉÓØ ÛÁÈÍÁÔÎÙÈ ÈÏÄÏ× ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ Õ�ÒÏÝÁÅÔ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÅÌÏÇÉËÉ ×ÅÔ×ÑÝÅÇÏÓÑ ×ÒÅÍÅÎÉ É ÉÇÒÏ×ÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ Ë ÒÅÛÅÎÉÀ ÛÁÈ-ÍÁÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ (ÓÍ. [1, 2℄).ûÁÈÍÁÔÎÕÀ �ÏÚÉ�ÉÀ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ÌÅÇÁÌØÎÏÊ �ÒÉ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÉÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ: Õ ÂÅÌÙÈ É Þ�ÅÒÎÙÈ �Ï ÏÄÎÏÍÕ ËÏÒÏÌÀ, �ÒÉ ÈÏÄÅÂÅÌÙÈ (Þ�ÅÒÎÙÈ) Þ�ÅÒÎÙÊ (ÂÅÌÙÊ) ËÏÒÏÌØ ÎÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ �ÏÄ ÛÁÈÏÍ, ËÁ-ÖÄÁÑ ÂÅÌÁÑ (Þ�ÅÒÎÁÑ) �ÅÛËÁ ÎÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ ÎÉ ÎÁ �ÅÒ×ÏÊ, ÎÉ ÎÁ �ÏÓÌÅÄ-ÎÅÊ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÑÈ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ×ÓÑËÁÑ �ÏÚÉ�ÉÑ, �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ �ÒÉÓÏÂÌÀÄÅÎÉÉ ÛÁÈÍÁÔÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌ ÉÚ �ÏÚÉ�ÉÉ, Ó ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÞÉÎÁÅÔÓÑÏÂÙÞÎÁÑ ÛÁÈÍÁÔÎÁÑ �ÁÒÔÉÑ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÅÇÁÌØÎÏÊ. óÌÅÄÕÑ Ï�ÒÅÄÅÌÅ-ÎÉÀ ÛÁÈÍÁÔÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌ (ÓÍ. [3℄), ×ÓÅ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÈÏÄÙ ÒÁÚÄÅÌÉÍ ÎÁÛÅÓÔØ ÇÒÕ��, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÛÁÈÍÁÔÎÙÍ ÆÉÇÕÒÁÍ: ÈÏÄÙ ËÏÒÏÌÑ,108



ÆÅÒÚÑ, ÌÁÄØÉ, ÓÌÏÎÁ, ËÏÎÑ É �ÅÛËÉ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÒÏËÉÒÏ×ËÕ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓ-ÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ËÁË ÒÁÚÎÏ×ÉÄÎÏÓÔØ ÈÏÄÁ ËÏÒÏÌÑ, Á ×ÚÑÔÉÅ ÎÁ �ÒÏÈÏÄÅ É�ÒÅ×ÒÁÝÅÎÉÅ �ÅÛËÉ (× ÆÅÒÚÑ, ÌÁÄØÀ, ÓÌÏÎÁ ÉÌÉ ËÏÎÑ) | ËÁË ÈÏÄ �ÅÛ-ËÉ. åÓÌÉ �ÏÓÌÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÎÏÇÏ �Ï ÛÁÈÍÁÔÎÙÍ �ÒÁ×ÉÌÁÍ (ÓÍ. [3℄) ÈÏÄÁÂÅÌÏÊ (Þ�ÅÒÎÏÊ) ÆÉÇÕÒÙ ÂÅÌÙÊ (Þ�ÅÒÎÙÊ) ËÏÒÏÌØ ÎÅ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ �ÏÄ ÛÁ-ÈÏÍ | Ô. Å. �ÏÌÅ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎ ÓÔÏÉÔ ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÁÔÁËÏ×ÁÔØ ÎÉ ÏÄÎÁÉÚ Þ�ÅÒÎÙÈ (ÂÅÌÙÈ) ÆÉÇÕÒ, | ÔÏ ÔÁËÏÊ ÈÏÄ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍ(�Ï �ÒÁ×ÉÌÁÍ).ëÁÖÄÕÀ ÛÁÈÍÁÔÎÕÀ �ÏÚÉ�ÉÀ ÂÕÄÅÍ ÚÁ�ÉÓÙ×ÁÔØ ÎÁÂÏÒÏÍ �y =< y0; y1; : : : ; y68 >. ÷ ÄÁÎÎÏÍ ÎÁÂÏÒÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ y0 �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁ-ÞÅÎÉÅ 0, ÅÓÌÉ × �ÏÚÉ�ÉÉ ÈÏÄ ÂÅÌÙÈ, É ÚÎÁÞÅÎÉÅ 1, ÅÓÌÉ × �ÏÚÉ�ÉÉÈÏÄ Þ�ÅÒÎÙÈ. ðÅÒÅÍÅÎÎÙÅ y1; : : : ; y64 ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ �ÏÌÑÍ ÛÁÈÍÁÔ-ÎÏÊ ÄÏÓËÉ, Á ÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ | ×ÉÄÕ ÆÉÇÕÒ ÎÁ ÜÔÉÈ �ÏÌÑÈ. ìÀÂÁÑ ÔÁËÁÑ�ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0 (ÅÓÌÉ �ÏÌÅ �ÕÓÔÏ), ÌÉÂÏ ÞÉÓÌÏ ÏÔ1 ÄÏ 12, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ×ÉÄÕ ÂÅÌÏÊ ÉÌÉ Þ�ÅÒÎÏÊ ÆÉÇÕÒÙ. ðÅÒÅÍÅÎ-ÎÁÑ y65 (y66) �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ 0, ÅÓÌÉ Ó×ÏÉÍ �ÏÓÌÅÄÎÉÍ ÈÏÄÏÍÂÅÌÙÅ (Þ�ÅÒÎÙÅ) ÎÅ ÈÏÄÉÌÉ �ÅÛËÏÊ ÎÁ Ä×Á �ÏÌÑ; × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ�ÅÒÅÍÅÎÎÁÑ y65 (y66) ÅÓÔØ ÞÉÓÌÏ ÏÔ 1 ÄÏ 8, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÎÏÍÅÒÕ×ÅÒÔÉËÁÌÉ, �Ï ËÏÔÏÒÏÊ ÈÏÄÉÌÁ ÄÁÎÎÁÑ �ÅÛËÁ. ðÅÒÅÍÅÎÎÁÑ y67 (y68)�ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÏÔ 0 ÄÏ 3, ËÏÔÏÒÏÅ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉÒÏËÉÒÏ×ËÉ ÂÅÌÙÈ (Þ�ÅÒÎÙÈ) × ÄÌÉÎÎÕÀ É/ÉÌÉ ËÏÒÏÔËÕÀ ÓÔÏÒÏÎÙ, ÌÉ-ÂÏ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÒÏËÉÒÏ×ËÉ ×ÏÏÂÝÅ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÚÎÁÞÅÎÉÅ ÎÁ-ÂÏÒÁ �y ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÔÕ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ, ÞØÑ ÏÞÅÒÅÄØ ÈÏÄÉÔØ, ÁÔÁËÖÅ ×ÓÀ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ, ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÕÀ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á×ÓÅÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÈÏÄÏ× ÜÔÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ × ÌÅÇÁÌØÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ. îÁÒÑ-ÄÕ Ó ÎÁÂÏÒÏÍ �y ÂÕÄÅÍ ÚÁÄÁ×ÁÔØ ÛÁÈÍÁÔÎÕÀ �ÏÚÉ�ÉÀ ÔÁËÖÅ ÎÁÂÏÒÏÍ�z =< z0; z1; : : : ; z68 >, × ËÏÔÏÒÏÍ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÅ ÉÍÅÀÔ ÔÏÔ ÖÅ ÓÍÙÓÌ,ÞÔÏ É × ÎÁÂÏÒÅ �y. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ × ÌÅÇÁÌØÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ,ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÎÁÂÏÒÏÍ �y, ÓÄÅÌÁÎ ÈÏÄ � (ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÊ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÛÁÈÍÁÔÎÏÊÎÏÔÁ�ÉÉ), ÔÏ �ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ �ÏÓÌÅ ÜÔÏÇÏ ÈÏÄÁ �ÏÚÉ�ÉÑ ÚÁÄÁ�ÅÔÓÑ ÎÁÂÏÒÏÍ�z ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ, ÞÔÏ ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ g(�y; �) = �z.ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎÁ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÌÅÇÁÌØÎÁÑ �ÏÚÉ�ÉÑ �y, × ËÏÔÏÒÏÊ ÈÏÄÂÅÌÙÈ, Ô. Å. y0 = 0. ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÄÌÑ ÜÔÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÈ ÈÏÄÏ× ÂÅÌÙÈ. üÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÄÅÔ ÓÏÓÔÏÑÔØ ÉÚ ÏÂß-ÅÄÉÎÅÎÉÑ ÛÅÓÔÉ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×, ÄÁÀÝÉÈ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅ ÈÏÄÙ ÄÌÑËÁÖÄÏÊ ÉÚ ÆÉÇÕÒ.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï WhiteBishop(�y), ÄÁÀÝÅÅ ×ÓÅ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÅÈÏÄÙ ÓÌÏÎÁ.WhiteBishop(�y) = [1�i�64;yi=4 [1�l�4 WhiteBishopMoves(�y; i; l):íÎÏÖÅÓÔ×ÏWhiteBishopMoves(�y; i; l) ÄÌÑ �ÏÌÑ i, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÍ ÓÔÏ-ÉÔ ÓÌÏÎ É ÏÄÎÏÇÏ ÉÚ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÊ ÏÄÎÏÊ ÉÚ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÚÁÄÁ�ÅÔ ×ÓÅÈÏÄÙ ÓÌÏÎÁ �Ï ÜÔÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:109

WhiteBishopMoves(�y; i; l) = [k2BI(i;l)WhiteBishopMove(�y; i; l; k):éÓ�ÏÌØÚÕÅÍÏÅ × ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï BI(i; l) ÚÁÄÁ�ÅÔ �ÅÒÅÄ×É-ÖÅÎÉÑ ÓÌÏÎÁ × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ l �Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ. æÕÎË�ÉÉ xg(i) É xv(i) ÄÁ-ÀÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌØ É ×ÅÒÔÉËÁÌØ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÎÁÈÏÄÉÔÓÑ�ÏÌÅ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ i, ÇÄÅ 1 � i � 64.BI(i; l) = fkjPBI(i; l; k)g,PBI(i; 1; k)
 ((1 � k � 8� xv(i)) ^ (xg(i) + k � 8)),PBI(i; 2; k)
 ((1 � k � 8� xv(i)) ^ (xg(i)� k � 1)),PBI(i; 3; k)
 ((1 � k < xv(i)) ^ (xg(i) + k � 8)),PBI(i; 4; k)
 ((1 � k < xv(i)) ^ (xg(i)� k � 1)).xg(i) = b(i� 1)=8+ 1, xv(i) = i� 8 � (xg(i)� 1).ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÏÅ ÎÉÖÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï WhiteBishopMove(�y; i; l; k) ÓÏ-ÓÔÏÉÔ ÉÚ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÄÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ �z, �ÏÌÕÞÁÅÍÏÊ �ÏÓÌÅ ÈÏ-ÄÁ ÓÌÏÎÁ Ó �ÏÌÑ i × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ l ÎÁ k-À ËÌÅÔËÕ, ÅÓÌÉ ÜÔÏÔÈÏÄ �ÒÁ×ÉÌÁÍÉ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔÓÑ. åÓÌÉ ÖÅ ÔÁËÏÊ ÈÏÄ ÎÅ×ÏÚÍÏÖÅÎ, ÔÏWhiteBishopMove(�y; i; l; k) = ;.WhiteBishopMove(�y; i; l; k) = f�zjPB(i; l; k); j = fB(i; l; k); ((8 �yj � 12) _ (yj = 0));8t(((0 � t � 68) ^ (t =2 f0; i; j; 65; 68g)) !zt = yt); zi = 0; zj = 4; z65 = 0; z68 = fKBO(j; y68); z0 =1; SafeWKing(�z)g:æÏÒÍÕÌÁ PB(i; l; k) \�ÒÏ×ÅÒÑÅÔ", ÞÔÏÂÙ × ÓÌÕÞÁÅ ÈÏÄÁ ÓÌÏÎÁ Ó�ÏÌÑ i × ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÉ l ÎÁ k-À ÌÅÔËÕ, ÇÄÅ k > 1, ËÁÖÄÁÑ k0-Ñ ËÌÅÔËÁ,ÇÄÅ k0 < k, ÂÙÌÁ ÂÙ �ÕÓÔÏÊ. æÕÎË�ÉÑ fB(i; l; k) ×ÙÄÁÅÔ �ÏÌÅ ÓÌÏÎÁ�ÏÓÌÅ ÄÁÎÎÏÇÏ ÓÄÅÌÁÎÎÏÇÏ ÈÏÄÁ.PB(i; 1; k)
 8h((1 � h < k)! yi+h+8�h = 0),PB(i; 2; k)
 8h((1 � h < k)! yi+h�8�h = 0),PB(i; 3; k)
 8h((1 � h < k)! yi�h+8�h = 0),PB(i; 4; k)
 8h((1 � h < k)! yi�h�8�h = 0),fB(i; 1; k)
 i+ k + 8 � k, fB(i; 2; k)
 i+ k � 8 � k,fB(i; 3; k)
 i� k + 8 � k, fB(i; 4; k)
 i� k � 8 � k.æÕÎË�ÉÑ fKBO(j; y68) ÆÉËÓÉÒÕÅÔ �ÏÔÅÒÀ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔÉ ÒÏËÉÒÏ×-ËÉ Þ�ÅÒÎÙÍÉ × ÄÌÉÎÎÕÀ ÉÌÉ ËÏÒÏÔËÕÀ ÓÔÏÒÏÎÙ × ÓÌÕÞÁÅ ÚÁÎÑÔÉÑ ÂÅ-ÌÏÊ ÆÉÇÕÒÏÊ ÉÌÉ �ÅÛËÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÇÏ ÕÇÌÏ×ÏÇÏ �ÏÌÑ.fKBO(j; y68)
 ( j = 57, 2 � by68=2j = 64, y68 � 2 � by68=2.j =2 f57; 64g, y68æÏÒÍÕÌÁ SafeWKing(�z) (SafeBKing(�z)), Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÍÁÑ ÎÉÖÅ,ÉÓÔÉÎÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ × �ÏÚÉ�ÉÉ �z �ÏÌÅ, ÎÁ ËÏÔÏ-ÒÏÍ ÓÔÏÉÔ ÂÅÌÙÊ (Þ�ÅÒÎÙÊ) ËÏÒÏÌØ, ÎÅ ÂÕÄÅÔ ÎÁÈÏÄÉÔØÓÑ �ÏÄ ÁÔÁËÏÊÎÉËÁËÏÊ ÆÉÇÕÒÙ Þ�ÅÒÎÙÈ (ÂÅÌÙÈ).110



èÏÄÙ ÂÅÌÏÊ ÌÁÄØÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÈÏÄÁÍ ÓÌÏÎÁ Ó ÚÁ-ÍÅÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ ÎÁ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ É ×ÅÒÔÉËÁÌÉ, Á ÔÁËÖÅ ÄÏÂÁ×ÌÅÎÉ-ÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÏÇÏ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÏÊ z67 (Ô. Å. ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏÊ �ÏÔÅÒÅÊ ÒÏËÉÒÏ×ËÉ × ÏÄÎÕ ÉÚ ÓÔÏÒÏÎ) × ÓÌÕÞÁÅ ÈÏÄÁ ÂÅÌÏÊ ÌÁ-ÄØÉ Ó �ÏÌÑ a1 ÉÌÉ h1. èÏÄÙ ÆÅÒÚÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍÈÏÄÏ× ÌÁÄØÉ É ÓÌÏÎÁ. èÏÄÙ ËÏÎÑ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÈÏÄÁÍÓÌÏÎÁ Ó ÚÁÍÅÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÅÊ É �ÅÒÅÄ×ÉÖÅÎÉÊ �Ï ÎÉÍ ÎÁ ×ÏÓÅÍØ ÆÉË-ÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÊ, ËÏÔÏÒÙÅ ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÔÁÂÌÉÞÎÙÍ Ó�ÏÓÏÂÏÍ.èÏÄÙ ËÏÒÏÌÑ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÏÂÙÞÎÙÈ ÈÏÄÏ× ËÏÒÏÌÑ, Ï�ÒÅ-ÄÅÌ�ÅÎÎÙÈ �Ï ÔÏÊ ÖÅ ÓÈÅÍÅ, ÞÔÏ É ÈÏÄÙ ËÏÎÑ, É Ä×ÕÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ÒÏ-ËÉÒÏ×ÏË. ðÒÉ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÉ ÈÏÄÏ×-ÒÏËÉÒÏ×ÏË Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÆÏÒ-ÍÕÌÙ SafeWKing(�y) ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ �ÒÏ×ÅÒËÁ ÛÁÈÁ ÂÅÌÏÍÕ ËÏÒÏÌÀ É�ÒÏÈÏÖÄÅÎÉÑ ËÏÒÏÌÑ ÞÅÒÅÚ ÂÉÔÏÅ �ÏÌÅ. èÏÄÙ �ÅÛÅË Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÂß-ÅÄÉÎÅÎÉÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÞÅÔÙÒ�ÅÈ ×ÉÄÏ× ÈÏÄÏ×: ÏÂÙÞÎÙÊ ÈÏÄ �ÅÛËÉ ÎÁÏÄÎÏ �ÏÌÅ ÉÌÉ ÏÂÙÞÎÏÅ ×ÚÑÔÉÅ; ÈÏÄ �ÅÛËÉ ÎÁ Ä×Á �ÏÌÑ; ÈÏÄ, Ñ×ÌÑÀ-ÝÉÊÓÑ ×ÚÑÔÉÅÍ ÎÁ �ÒÏÈÏÄÅ; ÈÏÄ �ÅÛËÉ ÎÁ ÏÄÎÏ �ÏÌÅ ÉÌÉ ×ÚÑÔÉÅ, �ÒÉËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÁ �ÒÅ×ÒÁÝÁÅÔÓÑ × ÄÒÕÇÕÀ ÆÉÇÕÒÕ. äÌÑ ÌÅÇÁÌØÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ�y, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÞÅÒÅÄØ ÈÏÄÁ ÚÁ Þ�ÅÒÎÙÍÉ, ÈÏÄÙ Þ�ÅÒÎÙÈ ÆÉÇÕÒ Ï�ÒÅÄÅ-ÌÑÀÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÈÏÄÁÍ ÂÅÌÙÈ ÆÉÇÕÒ. ïÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ× ÈÏ-ÄÏ× ×ÓÅÈ ÂÅÌÙÈ (Þ�ÅÒÎÙÈ) ÆÉÇÕÒ × �ÏÚÉ�ÉÉ �y, × ËÏÔÏÒÏÊ ÈÏÄ ÂÅÌÙÈ(Þ�ÅÒÎÙÈ), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ WM(�y) (BM(�y)).æÏÒÍÕÌÕ SafeWKing(�y) Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ:SafeWKing(�y)
 9i((1 � i � 64)^ (yi = 1)^SafeWKingN(�y; i)^^SafeWKingP (�y; i) ^ SafeWKingK(�y; i)^^SafeWKingRQ(�y; i) ^ SafeWKingBQ(�y; i)):÷ ÜÔÏÊ ÆÏÒÍÕÌÅ �ÏÄÆÏÒÍÕÌÁSafeWKingK(�y; i) (SafeWKingN(�y; i), SafeWKingP (�y; i))�ÒÏ×ÅÒÑÅÔ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÅ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ i ÎÅ ÁÔÁËÏ×ÁÌ Þ�ÅÒÎÙÊ ËÏÒÏÌØ (ÎÉÏÄÉÎ ÉÚ Þ�ÅÒÎÙÈ ËÏÎÅÊ, ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ Þ�ÅÒÎÙÈ �ÅÛÅË), Á �ÏÄÆÏÒÍÕÌÁSafeWKingBQ(�y; i) (SafeWKingRQ(�y; i)) �ÒÏ×ÅÒÑÅÔ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÅ ÓÎÏÍÅÒÏÍ i ÎÅ ÁÔÁËÏ×ÁÌ ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ Þ�ÅÒÎÙÈ ÓÌÏÎÏ× É ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚ ÞÅÒ-ÎÙÈ ÆÅÒÚÅÊ �Ï ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ (ÎÉ ÏÄÎÁ ÉÚ Þ�ÅÒÎÙÈ ÌÁÄÅÊ É ÎÉ ÏÄÉÎ ÉÚÞÅÒÎÙÈ ÆÅÒÚÅÊ �Ï ×ÅÒÔÉËÁÌÉ ÉÌÉ ÇÏÒÉÚÏÎÔÁÌÉ). ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÏÒÍÕ-ÌÕ SafeWKingBQ(�y; i). ïÓÔÁÌØÎÙÅ ÞÅÔÙÒÅ ÆÏÒÍÕÌÙ Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ó ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ ÆÏÒÍÕÌ É ÆÕÎË�ÉÊ ÄÌÑ ÈÏ-ÄÏ× ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÆÉÇÕÒ.SafeWKingBQ(�y; i)
 V1�l�4 SafeWKingBQMoves(�y; i; l);SafeWKingBQMoves(�y; i; l)
 V1�k�7 SafeWKingBQMove(�y; i; l; k),SafeWKingBQMove(�y; i; l; k)
:(PBI(i; l; k) ^ PB(i; l; k) ^ ((yfB(i;l;k) = 8) _ (yfB(i;l;k) = 10))).111

æÏÒÍÕÌÁ SafeBKing(�y) Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÆÏÒÍÕÌÅSafeWKing(�y).óÌÅÄÕÀÝÉÅ ÔÒÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÓÉÔÕÁ�ÉÑÍ, × ËÏÔÏÒÙÈÂÅÌÙÍ ÛÁÈ, ÍÁÔ ÉÌÉ �ÁÔ. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ Þ�ÅÒÎÙÈ Ï�ÒÅ-ÄÅÌÑÀÔÓÑ ÔÅÍ ÖÅ Ó�ÏÓÏÂÏÍ.WChek(�y)
 ((yi = 0) ^ :SafeWKing(�y));WChekMate(�y)
 (WChek(�y) ^ (WM(�y) = ;));WStaleMate(�y)
 ((yi = 0) ^ SafeWKing(�y) ^ (WM(�y) = ;)):�ÅÏÒÅÍÁ 1 (Ï ËÏÒÒÅËÔÎÏÓÔÉ). åÓÌÉ × ÌÅÇÁÌØÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ �y y0 = 0É �z 2 WM(�y), ÔÏ × ÜÔÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÏÊ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÊÈÏÄ ÂÅÌÙÈ �, ÞÔÏ g(�y; �) = �z.�ÅÏÒÅÍÁ 2 (Ï �ÏÌÎÏÔÅ). åÓÌÉ × ÌÅÇÁÌØÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ �y ÏÞÅÒÅÄØ ÈÏÄÁÚÁ ÂÅÌÙÍÉ, ÈÏÄ ÂÅÌÙÈ � Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÙÍ É g(�y; �) = �z, ÔÏ�z 2WM(�y).�ÅÏÒÅÍÁ 3. ÷ ÌÅÇÁÌØÎÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ �y ÆÏÒÍÕÌÁ WChek(�y)(WChekMate(�y),WStaleMate(�y)) ÉÓÔÉÎÎÁ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ,ËÏÇÄÁ × ÜÔÏÊ �ÏÚÉ�ÉÉ ÂÅÌÙÍ ÛÁÈ (ÍÁÔ, �ÁÔ).áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅ ÔÅÏÒÅÍÙ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ É ÄÌÑ Þ�ÅÒÎÙÈ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ �ÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎ-ÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ïÔÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË òáî\áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒ-ÎÅÔÉËÉ" (�ÒÏÅËÔ \ï�ÔÉÍÁÌØÎÙÊ ÓÉÎÔÅÚ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ").ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. èÅÌÅÍÅÎÄÉË ò. ÷. ï ÍÅÔÏÄÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÛÁÈÍÁÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ Ó �ÏÍÏ-ÝØÀ ÆÏÒÍÕÌ ÌÏÇÉËÉ ×ÅÔ×ÑÝÅÇÏÓÑ ×ÒÅÍÅÎÉ // áÌÇÅÂÒÁ, ÌÏÇÉËÁ É ËÉ-ÂÅÒÎÅÔÉËÁ. íÁÔÅÒÉÁÌÙ íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ. | éÒËÕÔÓË:ÉÚÄ-×Ï çïõ ÷ðï "éçðõ", 2004. | ó. 215{216.2. èÅÌÅÍÅÎÄÉË ò. ÷. ïÂ ÏÄÎÏÍ ÁÌÇÏÒÉÔÍÅ ÒÅÛÅÎÉÑ ÚÁÄÁÞÉ ÓÉÎÔÅ-ÚÁ ÉÇÒÏ×ÙÈ �ÒÏÇÒÁÍÍ // äÉÓËÒÅÔÎÙÅ ÍÏÄÅÌÉ × ÔÅÏÒÉÉ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈÓÉÓÔÅÍ. �ÒÕÄÙ VI íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ (íÏÓË×Á, 7{11 ÄÅ-ËÁÂÒÑ 2004 Ç.). | í.: éÚÄÁÔÅÌØÓËÉÊ ÏÔÄÅÌ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ ÷íÉë íçõÉÍ. í. ÷. ìÏÍÏÎÏÓÏ×Á, 2004. | ó. 150{153.3. ëÁ�ÁÂÌÁÎËÁ è. ò. õÞÅÂÎÉË ÛÁÈÍÁÔÎÏÊ ÉÇÒÙ (�ÅÒ. Ó ÁÎÇÌ.). éÚÄ.2-Å. | í.: æÉÚËÕÌØÔÕÒÁ É Ó�ÏÒÔ, 1975.
112



ï ÷ìïöåîéé çòáæï÷ ÷ òåûå�ëéïçòáîéþåîîïê ÷ùóï�ùá. ÷. þÁÛËÉÎ (íÏÓË×Á)÷ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ Ä×Á ×Ï�ÒÏÓÁ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉÇÒÁÆÏ× × ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÅÒÙ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÉÓ-�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏ ×ÏÚÍÏÖÎÙÊ ÏÂßÅÍ ×Ù�ÕËÌÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ, ×ÎÕÔÒÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÍÏÖÎÏ �ÏÍÅÓÔÉÔØ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÊÇÒÁÆ. äÁÄÉÍ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ. íÎÏÖÅÓÔ×ÏHk;m;n = fv = (v1; v2; v3)g;ÇÄÅ v1 2 f0; 1; : : : ; k � 1g, v2 2 f0; 1; : : : ;m� 1g É v3 2 f0; 1; : : : ; n� 1gÎÁÚÏ×ÅÍ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÊ ÒÅÛÅÔËÏÊ ÛÉÒÉÎÙ k, ÄÌÉÎÙ m É ×ÙÓÏÔÙ n.ïÂßÅÍÏÍ ÒÅÛÅÔËÉ Hk;m;n ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ V (Hk;m;n) = kmn.üÌÅÍÅÎÔÙ ÒÅÛÅÔËÉ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. úÎÁÞÅÎÉÅÍ ×ÅÒÛÉ-ÎÙ v = (v1; v2; v3) ÎÁÚÏ×ÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ jjvjj = v1 � nm+ v2 � n+ v3. ðÁÒÕ×ÅÒÛÉÎ (v; u), ÇÄÅ v = (v1; v2; v3), u = (u1; u2; u3), ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÒÏÓÔÙÍÒÅÂÒÏÍ i-ÇÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ, ÅÓÌÉ jvi�uij = 1 É vj = uj �ÒÉ j 6= i. ðÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÒÏÓÔÙÈ ÒÅÂÅÒ (v1; v2), (v2; v3); : : : ; (vk�1; vk) ÎÁÚÏ×ÅÍÓÏÓÔÁ×ÎÙÍ ÒÅÂÒÏÍ (v1; vk) É ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÒÅÂÒÏ Ó×ÑÚÙ×Á-ÅÔ ×ÅÒÛÉÎÙ v1 É vk, ËÏÔÏÒÙÅ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ËÏÎ�Å×ÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉÒÅÂÒÁ. ðÕÓÔØ G | ÇÒÁÆ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ×ÅÒÛÉÎ V É ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÒÅ-ÂÅÒ W . âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÇÒÁÆ G ×ÌÏÖÅÎ × ÒÅÛÅÔËÕ Hk;m;n, ÅÓÌÉËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ v É ËÁÖÄÏÍÕ ÒÅÂÒÕ (v; u) ÇÒÁÆÁ G �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅ ×ÅÒÛÉÎÁ h(v) É ÓÏÓÔÁ×ÎÏÅ ÒÅÂÒÏ h(v; u) = (h(v); h(u)) ÒÅ-ÛÅÔËÉ Hk;m;n ÔÁË, ÞÔÏ ÒÁÚÎÙÍ ×ÅÒÛÉÎÁÍ ÇÒÁÆÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÒÁÚ-ÎÙÅ ×ÅÒÛÉÎÙ ÒÅÛÅÔËÉ, ËÏÔÏÒÙÅ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ÎÁ ÅÅ ÇÒÁÎÉ�Å, É ÌÀÂÙÅÄ×Á ÒÅÂÒÁ ÒÅÛÅÔËÉ ÍÏÇÕÔ �ÅÒÅÓÅËÁÀÔÓÑ ÔÏÌØËÏ × ÏÂÝÅÊ ËÏÎ�Å×ÏÊ×ÅÒÛÉÎÅ. óÌÏÖÎÏÓÔØÀ ×ÌÏÖÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ G × ÒÅÛÅÔËÕ ×ÙÓÏÔÙ d ÎÁÚÏ-×ÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÕ Vd(G) = minV (Hk;m;d); ÇÄÅ ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍÒÅÛÅÔËÁÍHk;m;d ×ÙÓÏÔÙ d, × ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÖÎÏ ×ÌÏÖÉÔØ ÇÒÁÆ G. þÅÒÅÚG3(q) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×ÂÅÚ ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ É �ÅÔÅÌØ Ó q ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÅ�ÅÎØ ËÁ-ÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÔÒÅÈ. óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÅÎÉÅÍ ÏÓÎÏ×ÎÏÇÏ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ÒÁÂÏÔÙ [1℄ ÎÁ ÓÌÕÞÁÊ, ËÏÇÄÁÇÒÁÆÙ ÒÁÚÍÅÝÁÀÔÓÑ × �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÉ q !1 É 2 � d = O(pq):1) ÌÀÂÏÊ ÇÒÁÆ G ÉÚ G3(q) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÌÏÖÅÎ × ÒÅÛÅÔËÕ ×Ù-ÓÏÔÙ d ÔÁË, ÞÔÏ Vd(G) = O �q2=d� ;2) ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÉÚ G3(q) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏVd(G) = 
 �q2=d� : 113

äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ×ÅÒÈÎÅÊ Ï�ÅÎËÉ ÔÅÏÒÅÍÙ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Õ ÉÚ [1℄ É ÏÔÌÉÞÁÅÔÓÑ ÏÔ ÎÅÇÏ ÔÏÌØËÏ ÉÎÙÍ ×ÙÂÏÒÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÊ�ÁÒÁÍÅÔÒÏ×. îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÉÖÅ × ÌÅÍÍÁÈ 1{3.ðÕÓÔØ G | ÇÒÁÆ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ v1; : : : ; vn, � | ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ ×ÅÒÛÉÎG. þÅÒÅÚ d�(j) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ j, Ó×ÑÚÁÎ-ÎÙÈ ÒÅÂÒÁÍÉ Ó ÏÓÔÁÌØÎÙÍÉ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ. ûÉÒÉÎÏÊ ÇÒÁÆÁ G ÎÁÚÏ×ÅÍ×ÅÌÉÞÉÎÕ d(G) = min� max1�j�n d�(j); (1)ÇÄÅ ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ×ÏÚÍÏÖÎÙÍ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑÍ ×ÅÒÛÉÎ.þÅÒÅÚ N(p; q; d) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈÇÒÁÆÏ× ÛÉÒÉÎÙ d ÂÅÚ ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ É �ÅÔÅÌØ Ó q ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ É pÒÅÂÒÁÍÉ.ìÅÍÍÁ 1. ðÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ �ÏÓÔÏÑÎÎÙÈ 1 É 2 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï N(p; q; d) � p1(2d)p�q+1:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ G | Ó×ÑÚÁÎÎÙÊ ÇÒÁÆ ÛÉÒÉÎÙ d Ó q ×ÅÒ-ÛÉÎÁÍÉ É p ÒÅÂÒÁÍÉ, � | ÎÕÍÅÒÁ�ÉÑ ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎ, ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ × (1)ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÕÍ. ÷ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G ÒÁÚÏÂßÅÍ ÎÁ dpde �ÏÄÍÎÏ-ÖÅÓÔ× Vj , ËÁÖÄÏÅ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ, ËÒÏÍÅ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ, ÓÏÓÔÏ-ÉÔ ÉÚ d ×ÅÒÛÉÎ Ó �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ. çÒÁÆ G �ÒÅÏÂÒÁ-ÚÕÅÍ × ÇÒÁÆ G0 ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. åÓÌÉ ×ÅÒÛÉÎÁ vi 2 Vj Ó×ÑÚÁÎÁÒÅÂÒÁÍÉ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ vik 2 Vjk , ÇÄÅ jk � j + 2, ÔÏ: 1) × Vj+1 ÄÏÂÁ-×ÉÍ ×ÅÒÛÉÎÕ v0i; 2) Ó×ÑÖÅÍ ÜÔÕ ×ÅÒÛÉÎÕ ÒÅÂÒÁÍÉ Ó ×ÅÒÛÉÎÏÊ vi É Ó×ÅÒÛÉÎÁÍÉ vik ; 3) ÕÄÁÌÉÍ ÒÅÂÒÁ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÉÅ vi Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ vik .âÕÄÅÍ ×Ù�ÏÌÎÑÔØ Ï�ÉÓÁÎÎÕÀ Ï�ÅÒÁ�ÉÀ ÄÏ ÔÅÈ �ÏÒ, �ÏËÁ ÜÔÏ ×ÏÚÍÏÖ-ÎÏ. ÷ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÅ, × ÇÒÁÆÅ G0 ÄÌÑ ËÁÖÄÏÇÏ V 0j ÌÀÂÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÉÚ ÜÔÏÇÏÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÂÕÄÅÔ Ó×ÑÚÁÎÁ ÒÅÂÒÁÍÉ ÔÏÌØËÏ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÚ V 0j�1; V 0j ÉV 0j+1. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï V 0j ÇÒÁÆÁ G0 ÓÏÓÔÏÉÔÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÉÚ 2d ×ÅÒÛÉÎ. ðÏÜÔÏÍÕ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ q0 × ÇÒÁÆÅ G0 ÎÅÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ 2q. �ÁËÖÅ ÌÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÒÁÚÎÏÓÔØ ÞÉÓÌÁ ÒÅÂÅÒ p0 É×ÅÒÛÉÎ q0 ÇÒÁÆÁ G0 ÒÁ×ÎÁ p� q.÷ ÇÒÁÆÅ G ×ÙÄÅÌÉÍ ÏÓÔÏ×ÎÏÅ ÄÅÒÅ×Ï Ó ËÏÒÎÅÍ, ÌÅÖÁÝÉÍ × V1. îÁÒÅÂÒÁÈ ÄÅÒÅ×Á ××ÅÄÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ, �ÏÌÁÇÁÑ, ÞÔÏ ×ÓÅ ÒÅÂÒÁ ÏÒÉÅÎÔÉ-ÒÏ×ÁÎÙ ÏÔ ËÏÒÎÑ. ëÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ (u; v) �ÏÍÅÔÉÍ ÍÅÔËÏÊ �((u; v)) ÔÁË,ÞÔÏ �((u; v)) = ( 1; ÅÓÌÉ u 2 Vj , v 2 Vj+1;0; ÅÓÌÉ u 2 Vj , v 2 Vj ;�1; ÅÓÌÉ u 2 Vj , v 2 Vj�1.éÚ [2℄ ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ N ÔÁËÉÈ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÈ ÏÓÔÏ×ÎÙÈÄÅÒÅ×ØÅ× Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á Ï�ÅÎËÁ 114



N � 122q; (2)ËÏÔÏÒÁÑ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ �ÅÒÅÍÎÏÖÅÎÉÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÙ 24q, Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ×ÅÒÈ-ÎÅÊ Ï�ÅÎËÏÊ ËÏÒÎÅ×ÙÈ ÄÅÒÅ×ØÅ× Ó 2q ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÚ [2℄, É ÞÉÓÌÁ 32q�1,ÒÁ×ÎÏÇÏ ÞÉÓÌÕ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ÍÅÔÏË ÒÅÂÅÒ.÷ [2℄ ÄÅÒÅ×ØÑ Ó 2q ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ËÏÄÉÒÕÀÔÓÑ Ä×ÕÈÓÉÍ×ÏÌØÎÙÍÉ �ÏÓÌÅ-ÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÍÉ ÄÌÉÎÙ 4q ÔÁË, ÞÔÏ ÍÏÖÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÕËÁÚÁÔØ �ÁÒÕÓÉÍ×ÏÌÏ×, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ. ðÏÜÔÏÍÕ × Ï�ÅÎËÅ (2)ÕÞÉÔÙ×ÁÅÔÓÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÌÉÎÅÊÎÙÊ �ÏÒÑÄÏË ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ×ÅÒÛÉÎ ÄÅ-ÒÅ×Á, Ô. Å. ÍÏÖÎÏ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÏÓÔÏ×ÎÏÇÏ ÄÅÒÅ×Á �ÅÒÅÎÕÍÅ-ÒÏ×ÁÎÙ. âÏÌÅÅ ÔÏÇÏ, ÒÁÚÍÅÔËÁ ÒÅÂÅÒ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÕÓÔÁÎÏ×ÉÔØ ÎÕÍÅÒÁ-�ÉÀ ×ÅÒÛÉÎ ×ÎÕÔÒÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V 0j . îÏÍÅÒ ×ÅÒÛÉÎÙ v 2 V 0jÓÒÅÄÉ ×ÅÒÛÉÎ ÜÔÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �(v). ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï �(v) � 2d. îÅÔÒÕÄ-ÎÏ �ÏËÁÚÁÔØ, ÞÔÏ ÏÓÔÁ×ÛÉÅÓÑ ÒÅÂÒÁ, Á ÉÈ ÎÅ ÂÏÌÅÅ p � q + 1, ÍÏÖÎÏÒÁÓ�ÏÌÏÖÉÔØ × ÇÒÁÆÅ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ2p+2q�1(6d)p�q+1 (3)Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. þÉÓÌÏ (3) �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ. îÁ ÏÓÔÁ×ÛÉÈ-ÓÑ ÒÅÂÒÁÈ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ××ÅÄÅÍ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ. ëÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏÚÁÄÁÄÉÍ, ÕËÁÚÁ× ×ÅÒÛÉÎÕ, ÉÚ ËÏÔÏÒÏÊ ÜÔÏ ÒÅÂÒÏ ×ÙÈÏÄÉÔ, É ×ÅÒÛÉ-ÎÕ, × ËÏÔÏÒÕÀ ÏÎÏ ×ÈÏÄÉÔ. ÷ÓÅ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÅÂÒÁ ×ÙÈÏÄÑÔ,ÚÁÄÁÄÉÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÉÚ ÎÕÌÅÊ É ÅÄÉÎÉ� ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ p + 2q � 1. ÷ÜÔÏÍ ÎÁÂÏÒÅ ÞÉÓÌÏ ÅÄÉÎÉ�, ÎÁÈÏÄÑÝÉÈÓÑ ÍÅÖÄÕ i-Í É (i+ 1)-Í ÎÕÌÑ-ÍÉ, ÒÁ×ÎÏ ÞÉÓÌÕ ÒÅÂÅÒ, ×ÙÈÏÄÑÝÉÈ ÉÚ (i+ 1)-Ê ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ. ÷ÓÅ×ÅÒÛÉÎÙ, × ËÏÔÏÒÙÅ ÒÅÂÒÁ ×ÈÏÄÑÔ, ÚÁÄÁÄÉÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÄÌÉÎÙ ÎÅ ÂÏÌÅÅ(p�q+1), × ËÏÔÏÒÏÊ j-Ê ÜÌÅÍÅÎÔ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÅÔ j-Õ ÒÅÂÒÕ É Ñ×ÌÑÅÔÓÑ�ÁÒÏÊ (x; y). úÄÅÓØ x = 1, ÅÓÌÉ ÒÅÂÒÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÏ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Á V 0i × ×ÅÒÛÉÎÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V 0i+1; x = �1, ÅÓÌÉ ÒÅÂÒÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÏ× ×ÅÒÛÉÎÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á V 0i�1; x = 0, ÅÓÌÉ ÒÅÂÒÏ ÎÁ�ÒÁ×ÌÅÎÏ × ×ÅÒÛÉÎÕÍÎÏÖÅÓÔ×Á V 0i . þÉÓÌÏ y ÒÁ×ÎÏ ÎÏÍÅÒÕ �(v) ÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ v, × ËÏÔÏÒÕÀÒÅÂÒÏ ×ÈÏÄÉÔ.ïÂßÅÄÉÎÑÑ (2) É (3), ×ÉÄÉÍ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÒÁÚÍÅÞÅÎÎÙÈÇÒÁÆÏ× G0 ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ×ÅÌÉÞÉÎÙ 122q2p+2q�1(6d)p�q+1. îÁËÏÎÅ�ÚÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÌÅÎÉÑ ÇÒÁÆÁ G ÉÚ ÇÒÁÆÁ G0 ÄÏÓÔÁÔÏÞ-ÎÏ ÕÄÁÌÉÔØ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÄÏÂÁ×ÌÅÎÎÙÅ �ÒÉ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÉ ÇÒÁÆÁ G0. üÔÉ×ÅÒÛÉÎÙ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ 22q Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. õÍÎÏÖÁÑ122q2p+2q�1(6d)p�q+1 ÎÁ 22q É ÕÞÉÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ÒÅÂÅÒ × Ó×ÑÚÁÎÎÏÍÇÒÁÆÅ ÎÅ ÍÅÎØÛÅ ÞÉÓÌÁ ×ÅÒÛÉÎ ÂÅÚ ÅÄÉÎÉ�Ù, �ÏÌÕÞÁÅÍ ÔÒÅÂÕÅÍÕÀÏ�ÅÎËÕ ÄÌÑ ÞÉÓÌÁ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÇÒÁÆÏ×. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.115

þÅÒÅÚ N3(q) ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÉÓÌÏ Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁ-ÆÏ× ÂÅÚ ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ É �ÅÔÅÌØ Ó q ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÔÅ�ÅÎØËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ÔÒÅÈ, Ô. Å. N3(q) = jG3(q)j.ìÅÍÍÁ 2. ðÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÊ 3 Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï N3(q) � (3q)q=2:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. âÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ �ÏÌÁÇÁÔØ,ÞÔÏ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ q ÞÅÔÎÏÅ É ÒÁ×ÎÏ 2k. úÁÎÕÍÅÒÕÅÍ ×ÅÒÛÉÎÙ ÞÉ-ÓÌÁÍÉ ÏÔ 1 ÄÏ 2k. ðÒÏ×ÅÄÅÍ ÒÅÂÒÁ ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ i Éi+1 ÄÌÑ i = 1; : : : ; 2k� 1 É ÍÅÖÄÕ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ Ó ÎÏÍÅÒÁÍÉ 1 É 2k, ÎÁ-�ÒÁ×É× ÉÈ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎ Ó ÍÅÎØÛÉÍÉ ÎÏÍÅÒÁÍÉ Ë ×ÅÒÛÉÎÁÍ Ó ÂÏÌØÛÉÍÉÎÏÍÅÒÁÍÉ. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ �Å�Ø, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÁÑ ×ÓÅ×ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔ ÉÓÈÏÄÎÕÀ ÎÕÍÅÒÁ�ÉÀ ×ÅÒ-ÛÉÎ. úÁÔÅÍ ÉÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ ÏÔ 1 ÄÏ k �ÒÏ×ÅÄÅÍ �ÏÏÄÎÏÍÕ ÒÅÂÒÕ × ×ÅÒÛÉÎÕ Ó ÎÏÍÅÒÏÍ ÏÔ k + 1 ÄÏ 2k ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ÎÅÂÙÌÏ ËÒÁÔÎÙÈ ÒÅÂÅÒ É ÓÔÅ�ÅÎØ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ ÂÙÌÁ ÒÁ×ÎÁ ÔÒÅÍ.îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ k! � 2(k � 1)! + (k � 2)!ÒÁÚÌÉÞÎÙÍÉ Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÎÅ ÍÅÎÅÅ ÞÅÍk!� 2(k� 1)! + (k � 2)! ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁ-ÆÏ× ÎÁ 2k ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ÓÔÅ�ÅÎÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ÔÒÅÈ. �ÁË ËÁËÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÀ ÒÅÂÅÒ ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ 23k Ó�ÏÓÏÂÁÍÉ, ÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÎÅ ÍÅ-ÎÅÅ (k! � 2(k � 1)! + (k � 2)!)2�3k � (3q)q=2 ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ Ó×ÑÚÁÎÎÙÈÎÅÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÇÒÁÆÏ× ÎÁ 2k ×ÅÒÛÉÎÁÈ, ÓÔÅ�ÅÎÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ�ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔ ÔÒÅÈ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.ìÅÍÍÁ 3. óÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ 4, ÞÔÏ �ÒÉ q ! 1É 2 � d = O(pq) ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ËÁÖÄÏÇÏ ÇÒÁÆÁ G ÉÚ G3(q) Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×ÏÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï Vd(G)) � 4q2=d:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏ�ÕÓÔÉÍ, ÞÔÏ ÎÁÊÄÅÔÓÑ ÔÁËÁÑ �ÏÓÔÏÑÎÎÁÑ ,ÞÔÏ ÇÒÁÆ G ÉÚ G3(q) ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÌÏÖÅÎ × �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÕÀ ÒÅÛÅÔ-ËÕ H , ×ÙÓÏÔÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁ×ÎÁ d, Á ÏÂßÅÍ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ (q)2=d.÷ ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÅÚ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ÏÂÝÎÏÓÔÉ ÂÕÄÅÍ �ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏ ÄÌÉ-ÎÁ H ÎÅ ÂÏÌØÛÅ ÞÅÍ q=d. ÷ÅÒÛÉÎÙ ÇÒÁÆÁ G �ÅÒÅÎÕÍÅÒÕÅÍ ÞÉÓÌÁÍÉÏÔ 1 ÄÏ p ÔÁË, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÄÌÑ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ vi É vj Ó�ÒÁ×ÅÄ-ÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï jjh(vi)jj < jjh(vj)jj, ÔÏ ÎÏÍÅÒ ×ÅÒÛÉÎÙ vi ÍÅÎØÛÅÎÏÍÅÒÁ ×ÅÒÛÉÎÙ vj . ðÕÓÔØ v | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ×ÅÒÛÉÎÁ ÇÒÁÆÁ G Éh(v) = (v1; v2; v3) | ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ × ÒÅÛÅÔËÅ H . íÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï ×ÅÒÛÉÎ G ÒÁÚÏÂßÅÍ ÎÁ Ä×Á �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Á V1 É V2, �ÅÒ×ÏÅÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ ×ÅÒÛÉÎÙ v É ×ÓÅÈ ×ÅÒÛÉÎ Ó ÍÅÎØÛÉÍÉ ÎÏ-ÍÅÒÁÍÉ, Á ×ÔÏÒÏÅ | ÉÚ ×ÓÅÈ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ ×ÅÒÛÉÎ. îÅÔÒÕÄÎÏ ×ÉÄÅÔØ,ÞÔÏ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÌÀÂÏÇÏ ÒÅÂÒÁ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÚ V1 É V2,ÏÂÑÚÁÔÅÌØÎÏ �ÅÒÅÓÅËÁÅÔ �ÌÏÓËÏÓÔØ �ÒÏÈÏÄÑÝÕÀ ÞÅÒÅÚ ×ÅÒÛÉÎÙ, Õ ËÏ-116



ÔÏÒÙÈ �ÅÒ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ÒÁ×ÎÁ v1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ ÉÚV1, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ ÉÚ V2, ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Á ÔÏÞÅËÒÅÛÅÔËÉ H , �ÅÒ×ÁÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÒÁ×ÎÁ v1, Ô. Å. ÎÅ �ÒÅ×ÏÓ-ÈÏÄÉÔ ×ÅÌÉÞÉÎÙ d � q=d = q. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÛÉÒÉÎÁ ÇÒÁÆÁ G ÎÅÂÏÌØÛÅ, ÞÅÍ q. ÷ ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 1 ÞÉÓÌÏ ÔÁËÉÈ ÇÒÁÆÏ× ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏ-ÄÉÔ q1(2q)q=2+1 � (12q)q=2+1. ó ÄÒÕÇÏÊ ÓÔÏÒÏÎÙ, × ÓÉÌÕ ÌÅÍÍÙ 2,N3(q) � (3q)q=2. ðÏÜÔÏÍÕ, �ÒÉ  < 3=412 �Å�ÏÞËÁ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×(12q)q=2+1 � (212q)q=2 � (3q=2)q=2 = o(N3(q))�ÒÉ×ÏÄÉÔ Ë �ÒÏÔÉ×ÏÒÅÞÉÀ. ìÅÍÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.óÌÅÄÕÀÝÕÀ ÔÅÏÒÅÍÕ �ÒÉ×ÅÄÅÍ ÂÅÚ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á. üÔÁ ÔÅÏÒÅÍÁÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÌÅÍÍÙ 11 ÉÚ [3℄, × ËÏÔÏÒÏÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ �Å-ÒÅÓÔÒÏÊËÁ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÓÈÅÍÙ, ×ÌÏÖÅÎÎÏÊ × ÔÒÅÈÍÅÒÎÕÀ ËÕÂÉÞÅÓËÕÀ ÒÅ-ÛÅÔËÕ, × �ÌÏÓËÕÀ ÓÈÅÍÕ [4℄. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÔÏÄ �ÅÒÅÓÔÒÏÊËÉ ÓÈÅÍÙ,ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÎÙÊ × [3℄, ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÏÂÒÁÚÏÍ Ï�ÉÒÁÅÔÓÑ ÎÁ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Ï ÛÉÒÉÎÙ, ÄÌÉÎÙ É ×ÙÓÏÔÙ ÉÓÈÏÄÎÏÊ ÓÈÅÍÙ É �ÏÜÔÏÍÕ ÎÅ ÍÏÖÅÔÂÙÔØ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎ ÄÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 2.�ÅÏÒÅÍÁ 2. çÒÁÆ, ×ÌÏÖÅÎÎÙÊ × ÒÅÛÅÔËÕ ÛÉÒÉÎÙ n, ÄÌÉÎÙ mÉ ×ÙÓÏÔÙ dk, ÍÏÖÎÏ ×ÌÏÖÉÔØ × ÒÅÛÅÔËÕ ×ÙÓÏÔÙ O(d) ÔÁË, ÞÔÏÛÉÒÉÎÁ É ÄÌÉÎÁ ÜÔÏÊ ÒÅÛÅÔËÉ �Ï �ÏÒÑÄËÕ ×ÅÌÉÞÉÎÙ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÑÔÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ kn É km.éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 1 ÌÅÇËÏ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 Ñ×ÌÑÅÔÓÑÔÏÞÎÙÍ, Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ �ÏÓÔÏÑÎÎÏÇÏ ÍÎÏÖÉÔÅÌÑ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òÏÓÓÉÊÓËÏÇÏ ÆÏÎ-ÄÁ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ (�ÒÏÅËÔ 05-01-00994) É �ÒÏÇÒÁÍ-ÍÙ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ òæ (�ÒÏÅËÔ îû-5400.2006.1).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ× á. î., âÁÒÚÄÉÎØ ñ. í. ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÅÔÅÊ ×ÔÒÅÈÍÅÒÎÏÍ �ÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Å // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. | 1967. |÷Ù�. 19. | ó. 261{268.2. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. ï ÓÉÎÔÅÚÅ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÌÁÓÓÏ× Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉ-ÓÔÅÍ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. | 1963. | ÷Ù�. 10. | ó. 63{97.3. ûËÁÌÉËÏ×Á î. á. ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚËÌÅÔÏÞÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. |1989. | ÷Ù�. 2. | ó. 177{197.4. ëÒÁ×�Ï× ó. ó. ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ × ÏÄÎÏÍËÌÁÓÓÅ ÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ É ËÏÍÍÕÔÁ�ÉÏÎÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× //ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. | 1967. | ÷Ù�. 19. | ó. 285{292.
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ïãåîëé óìïöîïó�é ðòéâìéöåîéñîåðòåòù÷îùè æõîëãéê îåëï�ïòùè ëìáóóï÷äå�åòíéîéòï÷áîîùíé æõîëãéñíéó úáäåòöëïêá. î. þÅÒÅ�Ï× (óÍÏÌÅÎÓË)úÁÄÁÞÁ ÏÂ Ï�ÅÎËÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÉËÌÁÓÓÏ× ÔÁËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÂÙÌÁ �ÏÓÔÁ×ÌÅÎÁ á. î. ëÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÙÍ × ÎÁ-ÞÁÌÅ 60-È ÇÏÄÏ× 20 ×ÅËÁ. ðÒÉ ÜÔÏÍ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÉÂÌÉÖÁ-ÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ A ÂÒÁÌÏÓØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÂÌÉÚËÉÈË Á×ÔÏÍÁÔÎÙÍ [1℄. îÅÓËÏÌØËÏ ÉÎÏÊ �ÏÄÈÏÄ ÂÙÌ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎ ó. â. çÁÛ-ËÏ×ÙÍ [2℄, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï A �ÒÉ ÜÔÏÍ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÆÕÎË�ÉÊ,ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÓÈÅÍÁÍÉ × ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ. ÷ �ÒÅÄÌÁÇÁÅÍÏÊ ÒÁ-ÂÏÔÅ, × ËÁÞÅÓÔ×Å ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÒÉÂÌÉÖÁÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×Á-ÅÔÓÑ ËÌÁÓÓ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÚÁÄÅÒÖËÏÊ.üÔÏÔ ËÌÁÓÓ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ �ÒÉ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÏÂÏÂÝÅÎÉÉ �ÏÎÑÔÉÑ ÄÅÔÅÒ-ÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ. ÷ ÜÔÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÚÁÄÁÞÁ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÄÅÔÅÒ-ÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ Ó ÚÁÄÅÒÖËÏÊ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÂÏÌÅÅ ÂÌÉÚËÏÊ ËËÏÌÍÏÇÏÒÏ×ÓËÏÊ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÅ, ÞÅÍ �ÏÄÈÏÄ, ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÎÎÙÊ ó. â. çÁÛ-ËÏ×ÙÍ. éÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ Ó ÚÁÄÅÒÖËÏÊ ÄÌÑ�ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ �ÒÅÄÌÏÖÉÌ ÷. á. âÕÅ×ÉÞ. ðÅÒ-×ÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÆÕÎË�ÉÑÍÉÓ ÚÁÄÅÒÖËÏÊ ÂÙÌÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ î. æ. �ÀÌÅÎÅ×ÙÍ [3℄.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÈ Ä×ÏÉÞÎÙÈ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊ E. íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁ f : En ! EÏÂÏÚÎÁÞÉÍ P . ðÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÍ, ÞÔÏ a1; a2; : : : ; an �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉÉÚ E, Á ~a = (a1; a2; : : : ; an) | ÎÁÂÏÒ ÔÁËÉÈ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÅÊ. ðÕÓÔØ a1jk; a2jk; : : : ; anjk �ÅÒ×ÙÅ k ÞÌÅÎÏ× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÅÊa1; a2; : : : ; an ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ÔÏÇÄÁ ~ajk = (a1jk; a2jk; ; anjk).îÁÚÏ×ÅÍ ÆÕÎË�ÉÀ f ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ×ÓÅÈ k =1; 2; : : : ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ:8~a;~b : ~ajk = ~bjk ) f(~a)jk = f(~b)jk:ëÌÁÓÓ ×ÓÅÈ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Pd, ×ÓÅ ÏÓÔÁÌØ-ÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÉÚ P ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1 [3℄. çÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÔÅÒÍÉ-ÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ Ó ÚÁÄÅÒÖËÏÊ � , ÇÄÅ � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÅÏÔÒÉ-�ÁÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k = 1; 2; 3; : : : É ÌÀÂÙÈ ~a;~b×Ù�ÏÌÎÅÎÏ: ~ajk + � = ~bjk + � ) f(~a)jk = f(~b)jk:118



íÎÏÖÅÓÔ×Ï ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÚÁÄÅÒÖËÏÊ � ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ P �d . úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏP 0d = Pd. íÎÏÖÅÓÔ×Ï P �d ÍÏÖÎÏ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ É ÓÌÅÄÕÀÝÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. çÏ×ÏÒÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉ-ÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ Ó ÚÁÄÅÒÖËÏÊ � , ÇÄÅ � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÅ ÎÅÏÔÒÉ-�ÁÔÅÌØÎÏÅ �ÅÌÏÅ ÞÉÓÌÏ, ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ g, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ~a É b = g(~a); b = b(1)b(2)b(3) : : : ÚÎÁÞÅÎÉÅÆÕÎË�ÉÉ f ÎÁ ÎÁÂÏÒÅ ~a ÒÁ×ÎÏ f(~a) = b(� + 1)b(� + 2)b(� + 3) : : : :õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1 [4℄. ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ 1 É 2 ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ.ðÅÒÅÊÄÅÍ Ë ÆÕÎË�ÉÑÍ ×ÉÄÁ f : [0; 1℄n ! [0; 1℄. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÂÕÄÅÍÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × Ä×ÏÉÞÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅÓÞÉÓÌÅÎÉÑ É ÄÌÑ ÞÉÓÅÌ, ÄÏ�ÕÓËÁÀÝÉÈ Ä×Á �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ, ×ÙÂÅÒÅÍ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÅ Ó ÂÅÓËÏÎÅÞÎÙÍ "È×ÏÓÔÏÍ" ÉÚ ÎÕÌÅÊ.ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. ðÕÓÔØ � = 0; �1�2 : : : ; � = 0; �1�2 : : : | ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄, É k | ÎÁÔÕÒÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ. �ÏÇÄÁÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ �jk = �jk, ÅÓÌÉ Õ ÞÉÓÅÌ �; � ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ �ÅÒ×ÙÅ kÄ×ÏÉÞÎÙÈ ÒÁÚÒÑÄÁ. äÌÑ ÔÏÞÅË ~a;~b 2 [0; 1℄n ÉÍÅÅÍ, ÞÔÏ ~ajk = ~bjk, ÅÓ-ÌÉ × ËÁÖÄÏÊ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÅ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï aijk = bijk. äÅÊÓÔ×É-ÔÅÌØÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f ÎÁÚÏ×ÅÍ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏk = 1; 2; 3 : : : ÉÚ ~ajk = ~bjk ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ f(~a)jk = f(~b)jk. ëÌÁÓÓ ×ÓÅÈÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ Dd. ÷ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï D�d ÄÅÊ-ÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÚÁÄÅÒÖËÏÊ � ×ËÌÀÞÉÍ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÅ Ó×ÏÊÓÔ×Õ: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ k = 1; 2; 3; : : :ÉÚ ~ajk + � = ~bjk + � ÓÌÅÄÕÅÔ f(~a)jk = f(~b)jk.ëÌÁÓÓD1d Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ËÁË ÏÂßÅÄÉÎÅÎÉÅ ×ÓÅÈ ÍÎÏÖÅÓÔ×D�d . íÎÏÖÅ-ÓÔ×Á D�d É D1d ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÙ �Ï ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍ ÉÍ ËÌÁÓ-ÓÁÍ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÉ �ÏÔÅÒÅ ÞÁÓÔÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ Ï ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑÈ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÁ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÑÈ ×ÉÄÁ a(1)a(2) : : :a(i)0111 : : : :ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ " > 0, ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ d(~x)"-ÒÁ×ÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ f(~x) ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÕÂÅ [0; 1℄n , ÅÓÌÉ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ~x 2 [0; 1℄n ÉÍÅÅÍ, ÞÔÏ j f(~x � d(~x) j< ". âÕÄÅÍ ÔÁËÖÅ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏd(~x) "-�ÒÉÂÌÉÖÁÅÔ f(~x).ðÕÓÔØ C[0; 1℄n | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÎÁ ÅÄÉÎÉÞÎÏÍ ËÕÂÅ[0; 1℄n ÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄. äÌÑ ÌÀ-ÂÙÈ ÔÏÞÅË ~x; ~y 2 [0; 1℄n ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ k~x� ~yk = max j xi � yi j,ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÁÍ.ïËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ, ÞÔÏ ÎÅ ×ÓÑËÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á C[0; 1℄n ÍÏÖÎÏ"-�ÒÉÂÌÉÚÉÔØ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ ËÌÁÓÓÁDd. îÏ ÆÕÎË-�ÉÊ ËÌÁÓÓÁ D1d ÕÖÅ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ. ÷ ÒÁÂÏÔÅ[3℄ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÂÙÌÏ ÄÏËÁÚÁÎÏ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÅÓËÏÌØËÏ119

ÂÏÌÅÅ ÛÉÒÏËÏÇÏ ÞÅÍ D1d ËÌÁÓÓÁ.�ÅÏÒÅÍÁ. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 É ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f(~x) 2 C[0; 1℄nÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÞÉÓÌÏ � � 0 É ÆÕÎË�ÉÑ d(~x) 2 D�d ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ d(~x)"-ÒÁ× ÎÁ f(~x).ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 5. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f É ÌÀÂÏÇÏ "ÎÁÚÏ×ÅÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ × ËÌÁÓÓÅ Á×ÔÏÍÁÔÎÏ-ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÓÚÁÄÅÒÖËÏÊ � ÆÕÎË�ÉÊ, ÎÁÉÍÅÎØÛÅÅ � ÔÁËÏÅ, ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÑd(~x) ËÌÁÓÓÁ D�d , "-ÒÁ×ÎÁÑ f . óÌÏÖÎÏÓÔØ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÉ f ÂÕÄÅÍÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ L(f; "). ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ �ÏÄËÌÁÓÓ H ËÌÁÓÓÁ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÎÁÍÎÏÖÅÓÔ×Å [0; 1℄n ÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÉÎÉÍÁÀÝÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄.ðÏÌÏÖÉÍ L(H; ") = sup[L(f; ") : f 2 H ℄.õËÁÖÅÍ Ï�ÅÎËÉ ×ÅÌÉÞÉÎÙ L(H; ") ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ËÌÁÓ-ÓÏ× ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ÎÁÊÄÅÎÙ Ï�ÅÎËÉ ÞÉÓÌÁ 2"-ÒÁÚÌÉÞÉÍÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ [5℄.÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ [6℄. âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ,f(n) = O(g(n)), jf(n)j � jCg(n)j;ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ C > 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ,f(n) = 
(g(n)), jf(n)j � jCg(n)j;ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÔÁËÁÑ ËÏÎÓÔÁÎÔÁ C > 0. ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÅÓÌÉ f(n) =
(g(n)) É f(n) = O(g(n)), ÔÏ f(n) = �(g(n)).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ÉÚ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈÆÕÎË�ÉÊ. îÁ�ÏÍÎÉÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f(~x) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ çÅÌØ-ÄÅÒÁ Ó �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ � É ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ L, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÏ:j f(~x)� f(~y) j� Lk ~x� ~y k�;ÇÄÅ × ËÁÞÅÓÔ×Å ÎÏÒÍÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÍÏÄÕÌÑ ÒÁÚÎÏÓÔÉËÏÏÒÄÉÎÁÔ. ÷ ÄÁÌØÎÅÊÛÅÍ ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ L = 1, ÞÔÏ ÎÅ ÏÇÒÁ-ÎÉÞÉ×ÁÅÔ ÏÂÝÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÎÉÑ É ÉÍÅÎÎÏ ÔÁËÕÀ ÎÏÒÍÕ. ïÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ ËÌÁÓÓ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÅ ÂÏÌÅÅ ÞÅÍ ÏÔ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈÕÓÌÏ×ÉÀ çÅÌØÄÅÒÁ Ó �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ � É ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ L = 1, ÞÅÒÅÚ Gn(�):õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. L(G1(1); ") = �(log(1="))).ëÌÁÓÓ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ n ÁÒÇÕÍÅÎÔÏ×, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÀçÅÌØÄÅÒÁ [5℄. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï FrGn(�) ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ, Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÎÁ [0; 1℄n, ×ÓÅ ÞÁÓÔÎÙÅ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ�ÏÒÑÄËÁ ÎÅ ×ÙÛÅ r, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ çÅÌØÄÅÒÁ Ó �ÏËÁÚÁÔÅÌÅÍ0 < � � 1 É ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ L = 1, ËÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÜÔÉ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ × ÎÁÞÁÌÅËÏÏÒÄÉÎÁÔ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 1. 120



õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ L(FrGn(�); ") =O(1=�(log (1="))).õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 4. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ L(FrGn(�); ") =
(1=s log 1="), ÇÄÅ s = r + �:óÌÅÄÓÔ×ÉÅ. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á Ï�ÅÎËÁ L(G1(�); ") = �(1=�(log 1=")):ëÌÁÓÓ Fr [1, 5℄. ëÌÁÓÓ Fr Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ËÌÁÓÓ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÎÁÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄ ÆÕÎË�ÉÊ, ÉÍÅÀÝÉÈ r �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÈ. æÕÎË�ÉÉ f 2 Fr ÉÉÈ �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍmax j f (i)(x) j< 1; i = 1; 2; : : : ; r;f (i)(0) = 0; i = 1; 2; : : : ; r � 1:õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 5. äÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ËÌÁÓÓÁ Fr Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ×ÅÒÈÎÑÑÏ�ÅÎËÁ L(Fr; ") = O(log 1="):õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 6. äÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ËÌÁÓÓÁ Fr Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Á ÎÉÖÎÑÑÏ�ÅÎËÁ L(Fr; ") = 
(1=r(log 1=")):ëÌÁÓÓ FA ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ [5℄. ëÌÁÓÓ FA Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁËËÌÁÓÓ ÁÎÁÌÉÔÉÞÅÓËÉÈ × ÎÅËÏÔÏÒÏÊ ÏÂÌÁÓÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ, �ÒÏÉÚ×ÏÄÎÙÅËÏÔÏÒÙÈ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍ:max jf (i)(x)=i!j � (1=2)i; i = 1; 2; : : : :ðÏÓËÏÌØËÕ ÆÕÎË�ÉÉ ÜÔÏÇÏ ËÌÁÓÓÁ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ ìÉ�-ÛÉ�Á, ÔÏ Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 7. äÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ËÌÁÓÓÁ FA ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ L(FA; ") = O(log 1="):õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 8. äÌÑ ÆÕÎË�ÉÊ ËÌÁÓÓÁ FA ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ ÎÉÖÎÑÑÏ�ÅÎËÁ L(FA; ") = 
(log (log 1=")).á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÀÔ Ó×ÏÀ �ÒÉÚÎÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÷. á. âÕÅ×ÉÞÕ ÚÁ �ÏÓÔÁ-ÎÏ×ËÕ ÚÁÄÁÞÉ É ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÕÀ �ÏÍÏÝØ, ÏËÁÚÁÎÎÕÀ �ÒÉ ÏËÏÎÞÁÔÅÌØ-ÎÏÍ ÏÆÏÒÍÌÅÎÉÉ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ïÆÍÁÎ à. ï. �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ÎÁ Á×ÔÏÍÁÔÁÈ // äáî óóóò. | 1963. | �. 152, � 4. | ó. 823{825.2. çÁÛËÏ× ó. â. ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÎÅ�ÒÅ-ÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÈÅÍÁÍÉ É ÆÏÒÍÕÌÁÍÉ × �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÙÈ É ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÈ ÄÒÕÇÉÈ ÂÁÚÉÓÁÈ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ. ÷Ù�.5. | í.: æÉÚÍÁÔÌÉÔ, 1994.³| ó. 144{207.3. �ÀÌÅÎÅ× î. æ. ðÒÉÂÌÉÖÅÎÉÅ ÎÅ�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÉÓËÒÅÔ-ÎÙÍÉ // �ÒÕÄÙ ÓÅÍÉÎÁÒÁ �Ï ÄÉÓËÒ. ÍÁÔÅÍ. É ÅÅ �ÒÉÍÅÎÅÎÉÑÍ. |í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈ-ÍÁÔ Æ-ÔÁ íçõ, 1997. | ó. 148{151.121

4. þÅÒÅ�Ï× á. î., þÅÒÅ�Ï× é. á. ï ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÉ ÎÅÄÅÔÅÒÍÉÎÉ-ÒÏ×ÁÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ // íÁÔÅÒÉÁÌÙ VIII íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÇÏ ÓÅÍÉÎÁÒÁ�äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ É ÅÅ �ÒÉÌÏÖÅÎÉÑ�. | í.: éÚÄ-×Ï ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2004. | ó. 163{166.5. ÷ÉÔÕÛËÉÎ á. ç. ï�ÅÎËÁ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÚÁÄÁÞÉ ÔÁÂÕÌÑ�ÉÉ. | í.:æÉÚÍÁÔÇÉÚ, 1959.6. çÒÅÈÅÍ ò., ëÎÕÔ ä., ðÁÔÁÛÎÉË ï. ëÏÎËÒÅÔÎÁÑ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÁ. |í.: íÉÒ, 1998.ïâ áóéíð�ï�éþåóëé îáéìõþûéèðï îáäåöîïó�é óèåíáè÷ âáúéóáè f!;�g é f6!;�gðòé éî÷åòóîùè îåéóðòá÷îïó�ñèîá ÷èïäáè üìåíåî�ï÷÷. ÷. þÕÇÕÎÏ×Á (ðÅÎÚÁ)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ ÎÅ-ÎÁÄÅÖÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÂÁÚÉÓÁÈ f!;�g É f6!;�g.óÈÅÍÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ f(x1; x2; :::; xn), ÅÓÌÉ �ÒÉ �ÏÓÔÕ�ÌÅÎÉÉ ÎÁ×ÈÏÄÙ ÓÈÅÍÙ ÎÁÂÏÒÁ ~a = (a1; a2; :::; an) �ÒÉ ÏÔÓÕÔÓÔ×ÉÉ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏ-ÓÔÅÊ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÓÈÅÍÙ �ÏÑ×ÌÑÅÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÅ f(~a) [1℄. ðÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÅÔÓÑ,ÞÔÏ ×ÓÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÓÈÅÍÙ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÏ ÄÒÕÇ ÏÔ ÄÒÕÇÁ Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ" (" < 1=2) �ÏÄ×ÅÒÖÅÎÙ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÍ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÍ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ. üÔÉÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÔÓÑ ÔÅÍ, ÞÔÏ �ÏÓÔÕ�ÁÀÝÅÅ ÎÁ ×ÈÏÄ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁ ÚÎÁÞÅÎÉÅ a, (a 2 f0; 1g) Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ " ÍÏÖÅÔ �ÒÅ×ÒÁÔÉÔØÓÑ× ÚÎÁÞÅÎÉÅ �a.ðÕÓÔØ P �f(~a)(S; ~a) | ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ �ÏÑ×ÌÅÎÉÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ �f(~a) ÎÁ ×Ù-ÈÏÄÅ ÓÈÅÍÙ S, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f(~x) �ÒÉ ×ÈÏÄÎÏÍ ÎÁÂÏ-ÒÅ ~a. îÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ P (S) ÓÈÅÍÙ S Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅÉÚ ÞÉÓÅÌ P �f(~a)(S; ~a) �ÒÉ ×ÓÅÈ ×ÏÚÍÏÖÎÙÈ ×ÈÏÄÎÙÈ ÎÁÂÏÒÁÈ ~a. îÁÄÅÖ-ÎÏÓÔØ ÓÈÅÍÙ S ÒÁ×ÎÁ 1� P (S).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ P (f) = inf P (S), ÇÄÅ S | ÓÈÅÍÁ ÉÚ ÎÅÎÁÄÅÖ-ÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f(x1; x2; :::; xn). óÈÅ-ÍÕ A ÉÚ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀf(x1; x2; :::; xn), ÎÁÚÏ×ÅÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÉÌÕÞÛÅÊ �Ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ,ÅÓÌÉ P (A) � P (f) �ÒÉ "! 0.
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1. âÁÚÉÓ f!;�g.ðÏÓÔÒÏÉÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÉÌÕÞÛÉÅ �Ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍÙ ÉÚÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÂÁÚÉÓÅ f!;�g.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÒÉ " < 1=2 ÆÕÎË�ÉÀ xjy × ÂÁÚÉÓÅ f!;�g ÍÏÖÎÏÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÔÁËÏÊ ÓÈÅÍÏÊ Sh, ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ P (Sh) � 4".äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÏÓÔÒÏÉÍ ÓÈÅÍÕ S, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀxjy, ÍÏÄÅÌÉÒÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ (x ! y) � y. óÈÅÍÁ S ÓÏÄÅÒÄÉÔ Ä×Á ÎÅÎÁ-ÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÁ. îÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ ËÁÖÄÏÇÏ ÜÌÅÍÅÎÔÁ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 2".ðÏÜÔÏÍÕ ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ ÓÈÅÍÙ S ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 4".óÈÅÍÁ S Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÓËÏÍÏÊ ÓÈÅÍÏÊ Sh. �ÅÏÒÅÍÁ 1 ÄÏËÁÚÁÎÁ.÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ �ÏÌÕÞÅÎÁ × ÔÅÏÒÅÍÅ 2.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÒÉ " � 1=200 ÌÀÂÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f × ÂÁÚÉÓÅf!;�g ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ S Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ P (S) � 2"+66"2.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍÙ 2 ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 É 4.ðÕÓÔØ ÓÈÅÍÁ Sh ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ xjy Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ �.�ÅÏÒÅÍÁ 3 [2℄. åÓÌÉ � � 1=50, ÔÏ ÌÀÂÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ f ÍÏÖÎÏÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ S, ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ P (S) � 4�.�ÅÏÒÅÍÁ 4 [3℄. ðÕÓÔØ f | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, S | ÓÈÅ-ÍÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÀ f Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ P (S), S0 | ÓÈÅÍÁ,ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÀ �f Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ P (S0). �ÏÇÄÁ �Ï ÓÈÅ-ÍÁÍ S É S0 ÍÏÖÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ ÓÈÅÍÕ '(S; S0), ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÆÕÎË-�ÉÀ f , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ P ('(S; S0)) � 2" + 7"2 + 18" ^P (S) + 3 ^P 2(S), ÇÄÅ^P (S) = maxfP (S); P (S0)g, �ÒÉ " < 1=2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. ðÕÓÔØ f | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ. ðÏÔÅÏÒÅÍÅ 3 �ÒÉ " � 1=200 ÅÅ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ S Ó ÎÅ-ÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ P (S) � 16". äÌÑ �Ï×ÙÛÅÎÉÑ ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍÙ SÂÕÄÅÍ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÕ D, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ g(x; y; z) =xy _ x�z _ y�z. îÅÔÒÕÄÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ xy _ x�z _ y�z = ((x � y) !(y � z)) � y. íÏÄÅÌÉÒÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ × �ÒÁ×ÏÊ ÞÁÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÎÅÇÏ ÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×Á, �ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÈÅÍÕ D ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×. ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÛÉ-ÂÏË ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÙ ÔÁËÏ×Ù: P0(000) � 5", P0(001) � 2"+ 7"2,P1(010) � 5", P0(011) � 8", P1(100) � 8", P0(101) � 5", P1(110) �2"+ 7"2, P1(111) � 5".÷ÏÚØÍÅÍ Ä×Á ÜËÚÅÍ�ÌÑÒÁ ÓÈÅÍÙ S, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÀ f , ÏÄÉÎÜËÚÅÍ�ÌÑÒ ÓÈÅÍÙ S0, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ ÆÕÎË�ÉÀ �f , É ÓÏÅÄÉÎÉÍ ÉÈ ×ÙÈÏ-ÄÙ Ó ×ÈÏÄÁÍÉ ÓÈÅÍÙ D. ðÏÓÔÒÏÅÎÎÕÀ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÓÈÅÍÕ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÉÍ '(S; S0). ÷ÙÞÉÓÌÉÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÛÉÂÏË ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÜÔÏÊ ÓÈÅÍÙ.ðÕÓÔØ ×ÈÏÄÎÏÊ ÎÁÂÏÒ ~a ÓÈÅÍÙ S Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÙÍ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ123

f (f(~a) = 0) É ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ �f ( �f(~a) = 1). ÷ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÏÛÉÂËÉ P0('(S; S0); ~a) ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÓÈÅÍÙ '(S; S0) ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Õ: P0('(S; S0); ~a) � (1�P1(S; ~a))2P0(S0; ~a)5"+(1�P1(S; ~a))2(1�P0(S0; ~a))(2" + 7"2) + (1 � P1(S; ~a))P1(S; ~a)P0(S0; ~a)(1 � 5") + (1 �P1(S; ~a))P1(S; ~a)(1 � P0(S0; ~a))8" + P1(S; ~a)(1 � P1(S; ~a))P0(S0; ~a)(1 �8") + P1(S; ~a)(1 � P1(S; ~a))(1 � P0(S0; ~a))5" + P 21 (S; ~a)P0(S0; ~a)(1 �2" � 7"2) + P 21 (S; ~a)(1 � P0(S0; ~a))(1 � 5") � 2" + 7"2 + 5P0(S0; ~a)" +13P1(S; ~a)"+ 2P0(S0; ~a)P1(S; ~a). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,P0('(S; S0); ~a) �� 2"+ 7"2 + 5P0(S0; ~a)"+ 13P1(S; ~a)"+ 2P0(S0; ~a)P1(S; ~a): (1)ðÕÓÔØ ×ÈÏÄÎÏÊ ÎÁÂÏÒ ~a ÓÈÅÍÙ S Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÅÄÉÎÉÞÎÙÍ ÄÌÑ ÆÕÎË-�ÉÉ f (f(~a) = 1) É ÎÕÌÅ×ÙÍ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ �f ( �f(~a) = 0). ÷ÅÒÏ-ÑÔÎÏÓÔØ ÏÛÉÂËÉ P1('(S; S0); ~a) ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÓÈÅÍÙ '(S; S0) × ÜÔÏÍÓÌÕÞÁÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÅÔ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Õ: P1('(S; S0); ~a) � P 20 (S; ~a)(1 �P1(S0; ~a))(1 � 5") + P 20 (S; ~a)P1(S0; ~a)(1 � 2" � 7"2) + P0(S; ~a)(1 �P0(S; ~a))(1�P1(S0; ~a))5"+P0(S; ~a)(1�P0(S; ~a))P1(S0; ~a)(1�8")+(1�P0(S; ~a))P0(S; ~a)(1 � P1(S0; ~a))8" + (1 � P0(S; ~a))P0(S; ~a)P1(S0; ~a)(1 �5")+(1�P0(S; ~a))2(1�P1(S0; ~a))(2"+7"2)+(1�P0(S; ~a))2P1(S0; ~a)5" �2"+7"2+5P1(S0; ~a)"+13P0(S; ~a)"+2P1(S0; ~a)P0(S; ~a). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ,P1('(S; S0); ~a) �� 2"+ 7"2 + 5P1(S0; ~a)"+ 13P0(S; ~a)"+ 2P1(S0; ~a)P0(S; ~a) (2)�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, �ÒÉ " < 1=2 ÉÚ (1) É (2), ÓÞÉÔÁÑ ^P (S) =maxfP (S); P (S0)g, �ÏÌÕÞÉÍ: P ('(S; S0)) � 2"+7"2+18" ^P (S)+3 ^P 2(S):�ÅÏÒÅÍÁ 4 ÄÏËÁÚÁÎÁ.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 2. ðÕÓÔØ ÓÈÅÍÁ Sh ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÀxjy Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ ÏÛÉÂËÉ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ P (Sh) � 4" (ÓÍ. ÔÅÏÒÅÍÕ 1).�ÏÇÄÁ � � 4" É " � 1=200. ðÏ ÔÅÏÒÅÍÅ 3 �ÒÉ " � 1=200 ÌÀÂÕÀ ÂÕÌÅ×ÕÆÕÎË�ÉÀ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ ~S Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ P ( ~S) � 16".ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 4, �Ï ÓÈÅÍÅ ~S �ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÈÅÍÕ '( ~S; ~S0), ÎÅÎÁÄÅÖ-ÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ P ('( ~S; ~S0)) � 2" + 1063"2 + 4096"3 � 7" + 83"2 �ÒÉ" � 1=200. ðÒÉÍÅÎÑÑ ÔÅÏÒÅÍÕ 4 ÅÝÅ ÒÁÚ, �ÏÌÕÞÉÍ ÓÈÅÍÕ '2( ~S; ~S0),ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ P ('2( ~S; ~S0)) � 2"+280"2+5383"3+33516"4+148176"5+592704"6 � 3" + 108"2, �ÒÉ " � 1=200. îÁ ÞÅÔ×ÅÒÔÏÍ ÛÁÇÅ ÉÔÅÒÁ-�ÉÉ �ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÈÅÍÕ '3( ~S; ~S0), ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊ P ('3( ~S; ~S0)) �2" + 88"2 + 3915"3 + 37908"4 + 104976"5 + 1259712"6 � 2" + 109"2,�ÒÉ " � 1=200. ðÏ ÓÈÅÍÅ '3( ~S; ~S0) �ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÈÅÍÕ '4( ~S; ~S0), ÒÅÁ-ÌÉÚÕÀÝÕÀ f Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ P ('4( ~S; ~S0)) � 2" + 55"2 + 3278"3 +124



36951"4+ 71286"5+ 1295029"6 � 2"+ 73"2, �ÒÉ " � 1=200. áÎÁÌÏÇÉÞ-ÎÏ, �Ï ÓÈÅÍÅ '4( ~S; ~S0) ÓÔÒÏÉÍ ÓÈÅÍÕ '5( ~S; ~S0), ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØ ËÏÔÏÒÏÊP ('5( ~S; ~S0)) � 2" + 55"2 + 2198"3 + 16863"4 + 31974"5 + 389017"6 �2"+67"2, �ÒÉ " � 1=200. ðÏ ÓÈÅÍÅ '5( ~S; ~S0) �ÏÓÔÒÏÉÍ ÓÈÅÍÕ '6( ~S; ~S0),ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ f Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ P ('6( ~S; ~S0)) � 2"+55"2+2018"3+14271"4+26934"5+300763"6 � 2"+66"2, �ÒÉ " � 1=200. óÈÅÍÁ '6( ~S)ÉÓËÏÍÁÑ, Ô.Å. S = '6( ~S). �ÅÏÒÅÍÁ 2 ÄÏËÁÚÁÎÁ.îÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ �ÏÌÕÞÅÎÁ × ÔÅÏÒÅÍÅ 5.ðÕÓÔØ K(n) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁ xi (ÇÄÅ i =1; 2; :::; n) É ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 1 É 0.ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÉ xi ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÁÂÓÏÌÀÔÎÏ ÎÁÄÅÖ-ÎÏ. KÏÎÓÔÁÎÔÕ 1 ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅ-ÓËÉ ÎÅ ÂÏÌÅÅ 3"2 �ÒÉ "! 0 (ÓÍ. �ÒÉÍÅÒ 1).�ÅÏÒÅÍÁ 5. ðÕÓÔØ " � 1=4, f(~x) | ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ, f =2 K(n),É S | ÌÀÂÁÑ ÓÈÅÍÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ f × ÂÁÚÉÓÅ f!;�g. �ÏÇÄÁ P (S) �2"� 2"2.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ �ÒÏ×ÅÄÅÍ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÑ ÌÅÍÍÕ 1.ìÅÍÍÁ 1 [4℄. ðÕÓÔØ f | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ, ÏÔÌÉÞ-ÎÁÑ ÏÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, É S | ÌÀÂÁÑ ÓÈÅÍÁ ÅÅ ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ. ðÕÓÔØ�ÏÄÓÈÅÍÁ B ÓÈÅÍÙ S ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÙÈÏÄ ÓÈÅÍÙ S É ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÂÕÌÅ×ÕÆÕÎË�ÉÀ f 0 Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ P (B) � 1=2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ p1 | ÍÉÎÉ-ÍÕÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÅÊ ÏÛÉÂÏË ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÓÈÅÍÙ B �Ï ÔÁËÉÍ ×ÈÏÄÎÙÍÎÁÂÏÒÁÍ ~b, ÞÔÏ f 0(~b) = 0. áÎÁÌÏÇÉÞÎÏ p0 | ÍÉÎÉÍÕÍ ×ÅÒÏÑÔÎÏ-ÓÔÅÊ ÏÛÉÂÏË ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÓÈÅÍÙ B �Ï ÔÁËÉÍ ×ÈÏÄÎÙÍ ÎÁÂÏÒÁÍ ~b, ÞÔÏf 0(~b) = 1. �ÏÇÄÁ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÛÉÂÏË ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÓÈÅÍÙ S ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ:P1(S; ~a) � p1, ÅÓÌÉ f(~a) = 0;P0(S; ~a) � p0, ÅÓÌÉ f(~a) = 1.úÁÍÅÞÁÎÉÅ 1 [1℄. éÚ ÌÅÍÍÙ 1 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ P (S) � maxfp0; p1g.ðÒÉÍÅÒ 1. ëÏÎÓÔÁÎÔÕ 1 ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ, ÆÕÎË�ÉÏÎÉ-ÒÕÀÝÅÊ Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÅ ÂÏÌØÛÅ 3"2 �ÒÉ "! 0.äÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏ, ÍÏÄÅÌÉÒÕÑ ÆÏÒÍÕÌÕ x! ((x�x)! (x! x)), ÓÔÒÏÉÍÓÈÅÍÕ S2 ÉÚ ÞÅÔÙÒÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ËÏÎÓÔÁÎÔÕ 1. îÅÔÒÕÄ-ÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ P (S2) � 3"2 + 12"3.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï ÔÅÏÒÅÍÙ 5. ðÕÓÔØ f | ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ, ÕÄÏ×ÌÅ-Ô×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ, Á S | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÓÈÅÍÁ, ÅÅ ÒÅÁ-ÌÉÚÕÀÝÁÑ. óÈÅÍÁ S ÓÏÄÅÒÖÉÔ, �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ, ÏÄÉÎ ÜÌÅÍÅÎÔ. ÷ÏÚ-ÍÏÖÎÙ Ä×Á ÓÌÕÞÁÑ.1. ÷ÙÈÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ E1 �ÒÉ�ÉÓÁÎÁ �. äÌÑ ÎÅÇÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ125

ÏÛÉÂÏË ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÒÁ×ÎÙ: P0(01) = P0(10) = 2" � 2"2 = p0. ðÒÉ " �1=4 �ÒÉÍÅÎÉÍÁ ÌÅÍÍÁ 1, �ÏÜÔÏÍÕ (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 1), P (S) � 2"� 2"2.2. ÷ÙÈÏÄÎÏÍÕ ÜÌÅÍÅÎÔÕ E1 �ÒÉ�ÉÓÁÎÁ !. äÌÑ ÎÅÇÏ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÏÛÉÂËÉ ÎÁ ×ÙÈÏÄÅ ÒÁ×ÎÁ: P1(10) = 2"� "2 = p1 . ðÒÉ " � 1=4 �ÒÉÍÅ-ÎÉÍÁ ÌÅÍÍÁ 1, �ÏÜÔÏÍÕ (ÓÍ. ÚÁÍÅÞÁÎÉÅ 1), P (S) � 2"� 2"2.�ÅÏÒÅÍÁ 5 ÄÏËÁÚÁÎÁ.éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 5 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÓÈÅÍÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ-×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 2 É ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f(~x), f =2 K(n),Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÉÌÕÞÛÅÊ �Ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ É ÆÕÎË�ÉÏÎÉ-ÒÕÅÔ Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÒÁ×ÎÏÊ 2" �ÒÉ "! 0.2. âÁÚÉÓ f6!;�g.îÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÈÅÍ �ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏ-ÓÔÑÈ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ÒÁ×ÎÙ [5℄, �ÏÜÔÏÍÕ × ÂÁÚÉÓÅ f6!;�g, Ä×ÏÊ-ÓÔ×ÅÎÎÏÍ ÂÁÚÉÓÕ f!;�g Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÔÅÏÒÅÍÙ 6 É 7.�ÅÏÒÅÍÁ 6. ðÒÉ " � 1=200 ÌÀÂÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f × ÂÁÚÉÓÅf6!;�g ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÓÈÅÍÏÊ S Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ P (S) � 2"+66"2.�ÅÏÒÅÍÁ 7. ðÕÓÔØ " � 1=4, f(~x) | ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ, f =2 K(n),É S | ÌÀÂÁÑ ÓÈÅÍÁ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ f × ÂÁÚÉÓÅ f6!;�g. �ÏÇÄÁ P (S) �2"� 2"2.éÚ ÔÅÏÒÅÍÙ 7 ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÌÀÂÁÑ ÓÈÅÍÁ, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÁÑ ÕÓÌÏ-×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 6 É ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f(~x), f =2 K(n),Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÉÌÕÞÛÅÊ �Ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ É ÆÕÎË�ÉÏÎÉ-ÒÕÅÔ Ó ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÒÁ×ÎÏÊ 2" �ÒÉ "! 0.þÉÓÌÏ ÆÕÎË�ÉÊ × ËÌÁÓÓÅ K(n) ÒÁ×ÎÏ n+2 É ÍÁÌÏ �Ï ÓÒÁ×ÎÅÎÉÀ ÓÏÂÝÉÍ ÞÉÓÌÏÍ 22n ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ðÏÜÔÏÍÕ �ÒÉÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × ÂÁÚÉÓÁÈ f!;�g Éf6!;�g �ÏÞÔÉ ×ÓÅ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ ÍÏÖÎÏ ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÔØ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉ-ÞÅÓËÉ ÎÁÉÌÕÞÛÉÍÉ �Ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍÁÍÉ, ÆÕÎË�ÉÏÎÉÒÕÀÝÉÍÉ ÓÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔØÀ, ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÒÁ×ÎÏÊ 2" �ÒÉ "! 0.ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. òÅÄØËÉÎ î. ð. îÁÄÅÖÎÏÓÔØ É ÄÉÁÇÎÏÓÔÉËÁ ÓÈÅÍ. | í.: éÚÄ-×Ïíçõ, 1992.2. áÌÅÈÉÎÁ í. á., þÕÇÕÎÏ×Á ÷. ÷. ïÂ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÉÌÕÞÛÉÈ�Ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍÁÈ × ÂÁÚÉÓÁÈ f6!;�g É f!;�g �ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ ÎÅ-ÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // éÚ×ÅÓÔÉÑ ×ÕÚÏ×. ðÏ×ÏÌÖÓËÉÊÒÅÇÉÏÎ. åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ÎÁÕËÉ. | 2005. | � 6 (21). | C. 16{25.3. áÌÅÈÉÎÁ í. á. ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ ÉÚ ÎÅÎÁÄÅÖÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×xjy // íÁÔÅÒÉÁÌÙ XI íÅÖÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÛËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÁ "óÉÎ-ÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ". | í.: éÚÄ-×Ï �ÅÎÔÒÁ �ÒÉËÌ.126



ÉÓÓÌÅÄ. �ÒÉ ÍÅÈ-ÍÁÔ Æ-ÔÅ íçõ, 2001. | ó. 9{14.4. áÌÅÈÉÎÁ í. á. îÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÎÅÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍ × ÎÅËÏÔÏ-ÒÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ �ÒÉ ÏÄÎÏÔÉ�ÎÙÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÎÁ ×ÈÏ-ÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // äÉÓËÒÅÔÎÙÊ ÁÎÁÌÉÚ É ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ. óÅ-ÒÉÑ 1. | 2002. | �. 9, � 3. | ó. 3{28.5. áÌÅÈÉÎÁ í. á. ï ÎÁÄÅÖÎÏÓÔÉ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÓÈÅÍ // íÁÔÅÒÉ-ÁÌÙ XI íÅÖÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÛËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÁ "óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØÕ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ". { í.: éÚÄ-×Ï �ÅÎÔÒÁ �ÒÉËÌ. ÉÓÓÌÅÄ. �ÒÉ ÍÅÈ-ÍÁÔ Æ-ÔÅ íçõ, 2001. | ó. 6{8.÷åòûéîù ãåìïþéóìåîîùè íîïçïçòáîîéëï÷é òåûåîéå ëòáíåòï÷óëéè óéó�åí÷. ÷. þÕÍÁËÏ×, ÷. î. ûÅ×ÞÅÎËÏ (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)éÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ËÒÁÊÎÑÑ ÔÏÞËÁ �ÏÌÉÜÄÒÁ, ÚÁÄÁÎÎÏÇÏ ÓÉÓÔÅÍÏÊ ÎÅ-ÒÁ×ÅÎÓÔ×, Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÒÅÛÅÎÉÅÍ ÓÉÓÔÅÍÙAx = b; (1)ÇÄÅ detA = � 6= 0 É b 2 Zn.ëÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ ÒÅÛÅÎÉÑ x0 ÓÉÓÔÅÍÙ (1) Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �Ï �ÒÁ×ÉÌÕëÒÁÍÅÒÁ: x0j = �j(b)=�; (2)ÇÄÅ �j(b) | Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù, �ÏÌÕÞÁÀÝÅÊÓÑ ÉÚ ÍÁÔÒÉ�Ù AÚÁÍÅÎÏÊ j-ÇÏ ÓÔÏÌÂ�Á ÎÁ ×ÅËÔÏÒ b. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ qi(A; b) ÚÎÁÞÅ-ÎÉÅ ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÑ i-Ê ËÏÍ�ÏÎÅÎÔÙ x0. ðÕÓÔØ maxi=1;:::;n qi(A; b) = q(A; b),maxb2Zn q(A; b) = q(A), maxA2A q(A) = q(A). ÷ ãìð (É ÎÅ ÔÏÌØËÏ) ×ÁÖÎÏÚÎÁÔØ ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ �ÒÅÄÅÌÙ ÉÚÍÅÎÅÎÉÑ ×ÅÌÉÞÉÎÙ q(A) ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈËÌÁÓÓÏ× ÍÁÔÒÉ� A.éÚ (2) ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ×ÅÓÔÎÁÑ ×ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ:q(A; b) � j�n(A)j : (3)úÄÅÓØ �i(A) | îïä ÍÉÎÏÒÏ× i-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉ�Ù A, i = 1; :::; n,Ô. Å. �n(A) = detA. ðÒÉÍÅÍ �i(A) = 1. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ×ÅÌÉÞÉÎÙdi(A) = �i(A)=�i�1(A), i = 1; :::; n Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔ ×ÉÄ îäæ ÍÁÔÒÉ�ÙA D(A) = diag(d1(A); :::; dn(A)):127

÷×ÅÄÅÍ ×ÅÌÉÞÉÎÙÆn(A) = maxA2Af�n(A)g; dn(A) = maxA2Afdn(A)gÉ �ÅÒÅ�ÉÛÅÍ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï (3): q(A) � Æn(A):éÚ×ÅÓÔÎÏ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1℄), ÞÔÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù P É Q ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ PAQ = D(A). �ÏÇÄÁÚÁÍÅÎÁ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x0 = Q�1x, b0 = Pb �ÒÉ×ÏÄÉÔ ÓÉÓÔÅÍÕ (1) Ë ×ÉÄÕD(A)x0 = b0, ÉÚ ÞÅÇÏ ÓÌÅÄÕÀÔ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Á q(A) = dn(A); q(A) = dn(A):äÁÎÎÁÑ ÒÁÂÏÔÁ �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉË Æn;k =Æn (C(n; k)), dn;k = dn (C(n; k)), Æ�n;k = Æn (C�(n; k)), d�n;k =dn (C�(n; k)) �ÒÉ ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ n É k. úÄÅÓØC(n; k)=8<:(aij) 2 f0; 1gn�n : nXj=1 arj = k; nXi=1 air � k; r = 1; : : : ; n9=; ;C�(n; k) | �ÏÄËÌÁÓÓ ËÌÁÓÓÁ C(n; k), ÓÏÓÔÏÑÝÉÊ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� ×ÉÄÁ0� a1 a2 ::: anan a1 ::: an�1:::a2 a3 ::: a1 1A :ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�Ù ÉÚ ËÌÁÓÓÁ C�(n; k) ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ.ðÒÉ A = f0; 1gn�n ÉÚ×ÅÓÔÎÏ [2℄, ÞÔÏ Æn(A) > H(n)/�(n), ÇÄÅH(n) = 2�n (n+ 1)(n+1)=2 | Ï�ÅÎËÁ áÄÁÍÁÒÁ ÄÌÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÑf0; 1g-ÍÁÔÒÉ�Ù, Á �(n) = (0; 8n+ 0; 8)�1/4 en=2.òÅÚÕÌØÔÁÔÙ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ �ÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅÍ ÉÓÓÌÅÄÏ-×ÁÎÉÊ, ÎÁÞÁÔÙÈ × [3, 4℄. ÷ [3℄ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÁÑ ÚÁÄÁÞÁÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ÍÁÔÒÉ� ÁËÓÉÁÌØÎÏÊ ÔÒÅÈÉÎÄÅËÓÎÏÊ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÏÊ ÚÁÄÁÞÉ.÷ [4℄ ÄÅÔÁÌØÎÏ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÁ ÚÁÄÁÞÁ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ Æn;2 É dn;2. ðÏËÁÚÁÎÏ,ÞÔÏ Æn;2 = 2bn=3, dn;2 = 2. ÷ ÎÁÓÔÏÑÝÅÊ ÒÁÂÏÔÅ �ÒÉ×ÏÄÑÔÓÑ Ï�ÅÎËÉÚÎÁÞÅÎÉÑ Æ�n;k É d�n;k �ÒÉ k > 2.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ(k � 1)n=(k�1) � (�1)n=(k�1) � dn;k � Æn;k � kn=2;�ÒÉÞÅÍ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ ÎÁ ÍÁÔÒÉ�ÁÈ ÉÚ C�n;k.÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÒÉ k = 3: 2n=2 � (�1)n=2 � dn;3 � Æn;3 � 3n=2.128



÷ÅÒÈÎÑÑ Ï�ÅÎËÁ ÓÌÅÄÕÅÔ ÉÚ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á áÄÁÍÁÒÁ. äÏËÁÖÅÍ ÎÉÖ-ÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù As = (asij), ÇÄÅ i; j = 1; :::; k,s = 1; :::; t, asij 2 f0; 1g. îÁÚÏ×ÅÍ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØCA1:::At = ������ A1 A2 ::: AtAt A1 ::: At�1:::A2 A3 A1 ������ (4)ÍÁÔÒÉÞÎÙÍ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ. úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÉÒËÕÌÑÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÁÓÔ-ÎÙÍ ÓÌÕÞÁÅÍ ÍÁÔÒÉÞÎÏÇÏ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁ �ÒÉ k = 1, ÏÄÎÁËÏ ÎÅ ËÁÖÄÙÊÍÁÔÒÉÞÎÙÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏÍ.ìÅÍÍÁ 1. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÅ ÍÁÔÒÉ�Ù As = (asij),ÇÄÅ i; j = 1; :::; k; s = 1; :::; t. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ �ÉÒËÕÌÑÎÔCA1;:::;At É ÍÁÔÒÉÞÎÙÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ f(x) = A1 + A2x + A3x2 + ::: +Atxt�1. �ÏÇÄÁ detCA1:::At = t�1Yj=0 det f("j);ÇÄÅ " | �ÅÒ×ÏÏÂÒÁÚÎÙÊ ËÏÒÅÎØ t-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù.äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ ÍÁÔÒÉÞÎÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï0� A1 A2 ::: AtAt A1 ::: At�1:::A2 A3 A1 1A0B� Ek Ek ::: EkEk "Ek ::: "t�1Ek:::Ek "t�1Ek ::: "(t�1)2Ek 1CA == 0B� Ek Ek ::: EkEk "Ek ::: "t�1Ek:::Ek "t�1Ek ::: "(t�1)2Ek 1CA��0BBBBBBB� tPi=1Ai :::tPi=1 "i�1Ai ::::::::: tPi=1 "(i�1)2Ai
1CCCCCCCAÉ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÔÅÏÒÅÍÏÊ ÏÂ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ ÍÁÔÒÉ�.129

úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÌÅÍÍÁ 1 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÂÏÂÝÅÎÉÅÍ ÈÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏÇÏÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ (ÓÍ. [5, ÚÁÄÁÞÁ 479℄): ÚÎÁÞÅÎÉÅ �ÉÒËÕÌÑÎÔÁ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏÍ ������ a1 a2 ::: anan a1 ::: an�1:::a2 a3 a1 ������ = h("1)h("2) � ::: � h("n);ÇÄÅ h(x) = a1+a2x+a3x2+ :::+anxn�1; É "1; "2; :::; "n | ×ÓÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑËÏÒÎÑ n-Ê ÓÔÅ�ÅÎÉ ÉÚ ÅÄÉÎÉ�Ù.ðÏÄÓÔÁ×É× × (4) (A1 � �E) ×ÍÅÓÔÏ A1, �ÏÌÕÞÉÍCÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. èÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎ ÍÁÔÒÉ�Ù ×ÉÄÁ(4) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ(�1)t�t + (�1)t�2�t�2 X0�i<j�t�1 f("i)f("j)++(�1)t�3�t�3 X0�i<j<k�t�1 f("i)f("j)f("k)++:::+(�1)1 t�1Yj=0 f("j)+A1:ðÏÄÓÔÁ×É× × (4) ÍÁÔÒÉ�ÙB1 = 0BBBB� 1 1 0 ::: 00 1 1 ::: 00 0 1 . . . 0. . .0 0 0 ::: 1 1CCCCA ; B2 = 0BBBB� 1 0 0 ::: 00 1 0 ::: 00 0 1 . . . 0. . .1 0 0 ::: 1 1CCCCA ;B3 = ::: = Bt = Ek ×ÍÅÓÔÏ A1; : : : ; At, �ÏÌÕÞÉÍóÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. ðÕÓÔØ n = kt, ÇÄÅ k 2 N; t 2 NÉ k > 1. �ÏÇÄÁÏ�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ ÍÁÔÒÉ�ÙC�tk;t+1 = 0� B1 B2 ::: BtBt B1 ::: Bt�1:::B2 B3 B1 1A�Ï ÍÏÄÕÌÀ ÒÁ×ÅÎ tk � (�1)k:üÔÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÄÁÅÔ ÎÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ Æ�n;k.ìÅÍÍÁ 2. îïä ÍÉÎÏÒÏ× (n�1)-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÄÌÑ �ÉÒËÕÌÑÎÔÏ× ×ÉÄÁ(4), ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ÍÁÔÒÉ� B1; : : : Bt, ÒÁ×ÅÎ 1.130



äÌÑ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÒÏ×ÅÒÉÔØ, ÞÔÏ �ÏÄÍÁÔÒÉ�Á ÍÁ-ÔÒÉ�Ù C�n;t+1, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÁÑ �ÅÒ×ÙÍÉ (n � 1) ÓÔÒÏËÁÍÉ É �ÅÒ×ÙÍÉ(n�1) ÓÔÏÌÂ�ÁÍÉ, ÉÍÅÅÔ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌØ, �Ï ÍÏÄÕÌÀ ÒÁ×ÎÙÊ tk�2. ïÞÅ-×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÈ t É k îïä�tk � (�1)k; tk�2� = 1,Ô. Å. ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÍÉÎÏÒ (n� 1)-ÇÏ �ÏÒÑÄËÁ ÍÁÔÒÉ�Ù C�n;t+1, ×ÚÁÉÍÎÏ�ÒÏÓÔÏÊ Ó ÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔÅÌÅÍ, ÞÔÏ ÄÏËÁÚÙ×ÁÅÔ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÌÅÍÍÙ.ìÅÍÍÁ 2 ÄÁÅÔ ÎÉÖÎÀÀ Ï�ÅÎËÕ ×ÅÌÉÞÉÎÙ d�n;k É ÔÅÍ ÓÁÍÙÍ ÄÏËÁ-ÚÙ×ÁÅÔ ÔÅÏÒÅÍÕ 1.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÞÁÓÔÉÞÎÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (ÇÒÁÎÔ 05-01-00552). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. óÈÒÅÊ×ÅÒ á. �ÅÏÒÉÑ ÌÉÎÅÊÎÏÇÏ É �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ �ÒÏÇÒÁÍÍÉ-ÒÏ×ÁÎÉÑ. | í.: "íÉÒ", 1991.2.ûÅ×ÞÅÎËÏ ÷. î., þÕÍÁËÏ× ÷. ÷. ï ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ËÏÌÉÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÈÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÈ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ÍÁÔÒÉ� // ÷ÅÓÔÎÉË îÉÖÅÇÏÒÏÄÓËÏ-ÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ. | 2004. | ó. 209{215.3. éÌØÉÞÅ× á. ð., ûÅ×ÞÅÎËÏ ÷. î. ï ËÒÁÊÎÉÈ ÔÏÞËÁÈ ÍÎÏÇÏ-ÇÒÁÎÎÉËÏ× ÍÎÏÇÏÉÎÄÅËÓÎÙÈ ÔÒÁÎÓ�ÏÒÔÎÙÈ ÚÁÄÁÞ // ëÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏ-ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ ÍÅÔÏÄÙ × �ÒÉËÌÁÄÎÏÊ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÅ. íÅÖ×ÕÚÏ×ÓËÉÊÓÂÏÒÎÉË. | çÏÒØËÉÊ.: éÚÄÁÎÉÅ ççõ, 1981. | ó. 66{72.4. ûÅ×ÞÅÎËÏ ÷. î. ëÁÞÅÓÔ×ÅÎÎÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÏÇÏ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ. | í.: îÁÕËÁ, 1995.5. ðÒÏÓËÕÒÑËÏ× é. ÷. óÂÏÒÎÉË ÚÁÄÁÞ �Ï ÌÉÎÅÊÎÏÊ ÁÌÇÅÂÒÅ. | í.:îÁÕËÁ, 1970.ï óìïöîïó�é �åó�éòï÷áîéñðåòåðõ�ù÷áîéê ÷ óèåíáè÷. é. ûÅ×ÞÅÎËÏ (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× [1℄, ÌÀ-ÂÁÑ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÏÖÅÔ ÓÏÄÅÒÖÁÔØ ÏÛÉÂËÉ × ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑÈ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ×ÈÏÄÏ× ÓÈÅÍÙ É ×ÙÈÏÄÏ× ÜÌÅÍÅÎÔÏ× Ó ×ÈÏÄÁÍÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× É ×ÙÈÏÄÏÍÓÈÅÍÙ. äÌÑ ÄÉÁÇÎÏÓÔÉËÉ (�ÏÉÓËÁ) É ËÏÎÔÒÏÌÑ (ÏÂÎÁÒÕÖÅÎÉÑ) ÒÁÓÓÍÁ-ÔÒÉ×ÁÅÍÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÅÊ ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÔÓÑ ÄÅÒÅ×ØÑ ÒÅÛÅÎÉÊ (ÕÓÌÏ×-ÎÙÅ ÔÅÓÔÙ) [2{5℄. ÷ ÒÁÂÏÔÅ ÄÌÑ ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ËÏÎÅÞÎÙÈ ÓÈÅÍÎÙÈ ÂÁ-ÚÉÓÏ× ÉÓÓÌÅÄÕÀÔÓÑ ×ÅÒÈÎÉÅ É ÎÉÖÎÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙÄÅÒÅ×ØÅ× ÒÅÛÅÎÉÊ × ÈÕÄÛÅÍ ÓÌÕÞÁÅ.131

ðÕÓÔØ B | ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÏ× (ÓÈÅÍÎÙÊ ÂÁÚÉÓ), Á S | ÓÈÅÍÁ × ÂÁÚÉÓÅ B. ÷ÙÈÏÄÙ ÆÕÎË�ÉÏ-ÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× S É ×ÈÏÄÙ S ÉÎÏÇÄÁ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ.âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ × ÓÈÅÍÅ S ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ bs0 ÓÏÅÄÉÎÅÎ ÓÜÌÅÍÅÎÔÏÍ bst+1 , ÅÓÌÉ × S ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×bs0 ; bs1 ; : : : ; bst+1 ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ �ÒÉ i = 1; : : : ; t + 1 ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ×ÈÏÄ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁ bsi ÓÏÅÄÉÎÅÎ Ó ×ÙÈÏÄÏÍ ÜÌÅÍÅÎÔÁ bsi�1 .òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÅ × ÒÁÂÏÔÅ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÉ × ÓÈÅÍÅ S (ÏÛÉÂËÉ ×ÓÏÅÄÉÎÅÎÉÑÈ) Ï�ÒÅÄÅÌÑÀÔÓÑ �ÕÔÅÍ ××ÅÄÅÎÉÑ × ÎÅÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ-ÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×, ËÁÖÄÙÊ ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÅÔ Ä×Á ×ÈÏÄÁ, ÏÄÉÎ ×ÙÈÏÄ ÉÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÆÕÎË�ÉÀ  (x; y) = y. ðÕÓÔØ e | ÜÌÅÍÅÎÔ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÊÆÕÎË�ÉÀ  (x; y) = y, Á U | ÜÔÏ ÉÌÉ ÉÓÈÏÄÎÁÑ ÓÈÅÍÁ S, ÉÌÉ ÓÈÅÍÁ,�ÏÌÕÞÅÎÎÁÑ ÉÚ S �ÕÔÅÍ ××ÅÄÅÎÉÑ × ÎÅÅ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×e. �ÏÇÄÁ ××ÅÄÅÎÉÅ ÜÌÅÍÅÎÔÁ e × ÓÈÅÍÕ U ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ. ðÒÉÓÏÅÄÉÎÉÍ ×ÈÏÄÙ ÜÌÅÍÅÎÔÁ e Ë �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ �ÁÒÅ ×ÅÒ-ÛÉÎ (v1; v2) ÓÈÅÍÙ U (�ÒÉ ÜÔÏÍ v1 É v2 ÍÏÇÕÔ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ). åÓÌÉ �ÁÒÁ(v1; v2) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÅÒÛÉÎÕ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎ ×ÙÈÏÄ ÓÈÅÍÙ U ,ÔÏ ÏÔÓÏÅÄÉÎÉÍ ÅÇÏ ÏÔ ÜÔÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ É �ÒÉÓÏÅÄÉÎÉÍ Ë ×ÙÈÏÄÕ ÜÌÅ-ÍÅÎÔÁ e. ðÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÓÈÅÍÕ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ U 0. åÓÌÉ �ÁÒÁ (v1; v2)ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ×ÅÒÛÉÎÕ, Ë ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎ ×ÙÈÏÄ ÓÈÅÍÙ U , ÔÏ×ÏÚØÍÅÍ × U ÜÌÅÍÅÎÔ b ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ: Á) ÏÄÉÎ ×ÈÏÄ b �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎ Ë×ÅÒÛÉÎÅ vi; i 2 f1; 2g, Â) ÎÉ ×ÅÒÛÉÎÁ v1, ÎÉ ×ÅÒÛÉÎÁ v2 ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ×ÙÈÏÄÏÍ b É ×) ÜÌÅÍÅÎÔ b ÎÅ ÓÏÅÄÉÎÅÎ ÎÉ Ó ÏÄÎÉÍ ÜÌÅÍÅÎÔÏÍ, ×ÙÈÏÄÏÍËÏÔÏÒÏÇÏ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ v1 ÉÌÉ v2. ïÔÓÏÅÄÉÎÉÍ ÏÔ ×ÅÒÛÉÎÙ vi ×ÈÏÄ bÉ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÉÍ ÅÇÏ Ë ×ÙÈÏÄÕ e. ðÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÓÈÅÍÕ ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚU 00. ï ÓÈÅÍÁÈ U 0 É U 00 ÂÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÏÎÉ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÉÚ ÓÈÅÍÙU �ÕÔÅÍ ××ÅÄÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÁ e.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ H(S) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÈÅÍ, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ ÓÈÅÍÙ S É×ÓÅÈ ÓÈÅÍ, ËÏÔÏÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÙ ÉÚ S �ÕÔÅÍ ××ÅÄÅÎÉÑ × ÎÅÅÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔÉ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× e. íÎÏÖÅÓÔ×Ï pÁÚÌÉÞÎÙÈÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, pÅÁÌÉÚÕÅÍÙÈ ÓÈÅÍÁÍÉ ÉÚ H(S), ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚF (S) = ff1; f2; : : : ; fmg. òÁÚÏÂßÅÍ H(S) ÎÁ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÁH1(S); H2(S); : : : ; Hm(S)ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ i = 1; : : : ;m ×ÓÅ ÓÈÅÍÙ ÉÚ Hi(S) ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ÏÄÎÕ ÉÔÕ ÖÅ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ fi. äÌÑ ÕÄÏÂÓÔ×Á ÂÕÄÅÍ �ÒÅÄ�ÏÌÁÇÁÔØ, ÞÔÏS 2 H1(S).úÁÄÁÞÁ ÄÉÁÇÎÏÓÔÉËÉ ÓÈÅÍÙ S ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÀÝÅÍ: ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏÚÁÄÁÎÎÁÑ ÓÈÅÍÁ U �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Hi1(S); : : : ; Hik (S);132



Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, Ë ËÁËÏÍÕ ÉÚ ÜÔÉÈ k �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ U . ðÕÓÔØS ÓÏÄÅÒÖÉÔ n ×ÈÏÄÏ×, ÔÏÇÄÁ ÄÅÒÅ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ Y ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁ-ÄÁÞÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ËÏÒÎÅ×ÏÅ ÄÅÒÅ-×Ï, × ËÏÔÏÒÏÍ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ËÏÎ�Å×ÏÊ, �ÒÉ�ÉÓÁÎÄ×ÏÉÞÎÙÊ ÎÁÂÏÒ ÉÚ f0; 1gn, ËÁÖÄÏÊ ËÏÎ�Å×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÅ | ÎÅËÏÔÏÒÏÅÞÉÓÌÏ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á fi1; : : : ; ikg. éÚ ËÁÖÄÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÊ-ÓÑ ËÏÎ�Å×ÏÊ, ÉÓÈÏÄÑÔ ÒÏ×ÎÏ Ä×Å ÄÕÇÉ, ËÏÔÏÒÙÍ �ÒÉ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ 0É 1. äÁÌÅÅ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ fij 2 F (S), pÅÁÌÉÚÕÅÍÏÊ ÓÈÅÍÁÍÉÉÚ Hij (S), ÎÁÊÄÅÔÓÑ �ÏÌÎÙÊ �ÕÔØ (ÏÔ ËÏÒÎÑ ÄÏ ËÏÎ�Å×ÏÊ ×ÅÒÛÉÎÙ) = v1; u1; : : : ; ur; vr+1 ÔÁËÏÊ, ÞÔÏ ×ÅÒÛÉÎÅ vr+1 �ÒÉ�ÉÓÁÎÏ ÞÉÓÌÏ ijÉ, ÅÓÌÉ �ÒÉ q = 1; : : : ; r ×ÅÒÛÉÎÅ vq �ÒÉ�ÉÓÁÎ ÎÁÂÏÒ �q 2 f0; 1gn,Á ÄÕÇÅ uq | ÞÉÓÌÏ Æq 2 f0; 1g, ÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ fij | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑÆÕÎË�ÉÑ × F (S), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ �1; : : : ; �r �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ Æ1; : : : ; Ær ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. íÁËÓÉÍÁÌØÎÁÑ ÄÌÉÎÁ �ÏÌÎÏÇÏ �ÕÔÉÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÕÂÉÎÏÊ ÄÅpÅ×Á pÅÛÅÎÉÊ Y É ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ h(Y ).÷ÅÌÉÞÉÎÁ di1;:::;ik(S) = min h(Y ), ÇÄÅ ÍÉÎÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÄÅ-ÒÅ×ØÑÍ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÌÑ ÄÉÁÇÎÏÓÔÉËÉ S, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÇÌÕ-ÂÉÎÏÊ ÄÅÒÅ×ØÅ× ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÌÑ ÄÉÁÇÎÏÓÔÉËÉ ÓÈÅÍÙ S. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅ-ÒÅÚ dk(S) = max di1;:::;ik (S), ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÎÁÂÏpÁÍf(i1; : : : ; ik) : 1 � i1 < : : : < ik � mg, É dB(N; k) = max dk(S), ÇÄÅ ÍÁË-ÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÓÈÅÍÁÍ × ÂÁÚÉÓÅ B, ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎ × ËÏÔÏÒÙÈÎÅ ÒÏÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ N .÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:�dN;k = minfN; k � 1g; �dN;k = minf2bN=6�1; k � 1g;dN;k = minf2N�1; k � 1g:�ÅÏÒÅÍÁ 1. Á) åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÁÚÉÓÁ B ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ÔÏÌØËÏ ËÏÎß-ÀÎË�ÉÉ ÉÌÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÄÉÚßÀÎË�ÉÉ ÉÌÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ,ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ, ÔÏ ÄÌÑ N � 2 É k � 2 Ó�ÒÁ-×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á: 0 � dB(N; k) � �dN;k;Â) åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÁÚÉÓÁ B ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÎÉ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚÓ×ÏÊÓÔ×, �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ × Á), ÔÏ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÓÔ×Á:�dN;k � dB(N; k) � dN;k:úÁÄÁÞÁ ËÏÎÔÒÏÌÑ ÓÈÅÍÙ S ÓÏÓÔÏÉÔ × ÓÌÅÄÕÝÅÍ: ÉÚ×ÅÓÔÎÏ, ÞÔÏ ÓÈÅ-ÍÁ U 2 Skj=1Hij (S), ÇÄÅ i1 = 1. �ÒÅÂÕÅÔÓÑ Ï�ÒÅÄÅÌÉÔØ, �ÒÉÎÁÄÌÅÖÉÔ133

ÓÈÅÍÁ U �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×Õ H1(S) ÉÌÉ ÎÅÔ. äÅpÅ×Ï pÅÛÅÎÉÊ Y ÄÌÑ ÒÅÛÅ-ÎÉÑ ÜÔÏÊ ÚÁÄÁÞÉ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏÂÏÊ ËÏÎÅÞÎÏÅ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÅ ËÏÒ-ÎÅ×ÏÅ ÄÅÒÅ×Ï, ÓÏÓÔÏÑÝÅÅ ÉÚ: 1) ×ÅÒÛÉÎ v0; v1; : : : ; vr, ËÏÔÏÒÙÍ �ÒÉ�É-ÓÁÎÙ Ä×ÏÉÞÎÙÅ ÎÁÂÏÒÙ �1; : : : ; �r 2 f0; 1gn ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, ×ÅÒÛÉÎÙvr+1, ËÏÔÏÒÏÊ �ÒÉ�ÉÓÁÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ f1, É ×ÅÒÛÉÎ v01; : : : ; v0r+1, ËÏÔÏÒÙÍ�ÒÉ�ÉÓÁÎÁ ÆÕÎË�ÉÑ �f1; 2) ÄÕÇ(v0; v1); (v1; v2); : : : ; (vr; vr+1);ËÏÔÏÒÙÍ �ÒÉ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ Æ1; : : : ; Ær 2 f0; 1g ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, É ÄÕÇ(v0; v01); (v1; v01); : : : ; (vr; v0r+1), ËÏÔÏÒÙÍ �ÒÉ�ÉÓÁÎÙ ÞÉÓÌÁ �Æ1; : : : ; �Ær ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÒÉ ÜÔÏÍ ÆÕÎË�ÉÑ f1 | ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ ×F (S), ËÏÔÏÒÁÑ ÎÁ ÎÁÂÏÒÁÈ �1; : : : ; �r �ÒÉÎÉÍÁÅÔ ÚÎÁÞÅÎÉÑ Æ1; : : : ; ÆrÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. þÉÓÌÏ r ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÌÕÂÉÎÏÊ ÄÅÒÅ×Á ÒÅÛÅÎÉÊ Y ÉÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔÓÑ ÞÅÒÅÚ h(Y ). ÷ÅÌÉÞÉÎÁ i1;:::;ik (S) = minh(Y ), ÇÄÅ ÍÉÎÉ-ÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÄÅÒÅ×ØÑÍ ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÌÑ ËÏÎÔÒÏÌÑ S, ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑÍÉÎÉÍÁÌØÎÏÊ ÇÌÕÂÉÎÏÊ ÄÅÒÅ×ØÅ× ÒÅÛÅÎÉÊ ÄÌÑ ËÏÎÔÒÏÌÑ ÓÈÅÍÙ S.ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ k(S) = max i1;:::;ikp (Sn), ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ�Ï ×ÓÅÍ ÎÁÂÏpÁÍ f(i1; : : : ; ik) : 1 � i1 < : : : < ik � mg É B(N; k) =max k(S), ÇÄÅ ÍÁËÓÉÍÕÍ ÂÅÒÅÔÓÑ �Ï ×ÓÅÍ ÓÈÅÍÁÍ × ÂÁÚÉÓÅ B, ÞÉÓÌÏ×ÅÒÛÉÎ × ËÏÔÏÒÙÈ ÎÅ �ÒÅ×ÏÓÈÏÄÉÔ N .÷×ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÝÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ:�N;k = minfN; k � 1g; �N;k = minf2bN=8�1 � 2; k � 1g;N;k = minf2N�1 � 1; k � 1g:�ÅÏÒÅÍÁ 2. Á) åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÁÚÉÓÁ B ÒÅÁÌÉÚÕÀÔ ÔÏÌØËÏËÏÎßÀÎË�ÉÉ ÉÌÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÙ, ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÄÉÚßÀÎË�ÉÉ ÉÌÉ ËÏÎÓÔÁÎ-ÔÙ, ÉÌÉ ÔÏÌØËÏ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ, ÔÏ ÄÌÑ N � 2 É k � 2Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ù ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Á:0 � B(N; k) � �N;k;Â) åÓÌÉ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÂÁÚÉÓÁ B ÎÅ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÎÉ ÏÄÎÏÍÕ ÉÚÓ×ÏÊÓÔ×, �ÅÒÅÞÉÓÌÅÎÎÙÈ × Á), ÔÏ ÉÍÅÀÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÓÔ×Á:�N;k � B(N; k) � N;k:äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Á ÔÅÏÒÅÍ 1 É 2 ÏÓÎÏ×Ù×ÁÀÔÓÑ ÎÁ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ×Ó�Ï-ÍÏÇÁÔÅÌØÎÙÈ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑÈ. 134



ìÅÍÍÁ 1. åÓÌÉ �| ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÁÑÓÑÎÉ ËÏÎßÀÎË�ÉÅÊ, ÎÉ ÄÉÚßÀÎË�ÉÅÊ, ÎÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÏÊ,ÔÏ ÉÚ ÎÅÅ �ÕÔÅÍÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÌÅÎÉÑ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÁ ÉÌÉ ÏÄÎÁ ÉÚÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ: x(y _ z); x _ yz; xy _ yz _ xz; ÉÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ xy Éx _ y.ìÅÍÍÁ 2. åÓÌÉ � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË-�ÉÑ, ÔÏ ÉÚ ÎÅÅ �ÕÔÅÍ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁ x É ËÏÎÓÔÁÎÔÙ 1ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÏÄÎÕ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÆÕÎË�ÉÊ: �x, �x�y; x+y+1 É x_ �y.ìÅÍÍÁ 3. åÓÌÉ � | �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÁÑ ÎÅÌÉÎÅÊÎÁÑ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ,ÔÏ ÉÚ ÎÅÅ �ÕÔÅÍ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÉÄÁ x ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÉÌÉÏÄÎÕ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Áfx1 � x2; x1 � �x2; �x1 � �x2; x1 _ x2; x1 _ �x2; �x1 _ �x2gÉÌÉ ÏÄÎÕ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÊ ÍÎÏÖÅÓÔ×Áfx1 � x2 + x2 � x3 + �x1 � x2 + a � x1 + b � x2 +  � x3 + d : a; b; ; d 2 f0; 1gg:ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. áÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ Õ�pÁ×ÌÑÀ-ÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. | í.: éÚÄ-×Ï íçõ, 1984.2. íÏÛËÏ× í. à. äÅÒÅ×ØÑ ÒÅÛÅÎÉÊ. �ÅÏpÉÑ É �pÉÌÏÖÅÎÉÑ. |îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏpÏÄ: éÚÄ-×Ï îîçõ, 1994.3. þÅÇÉÓ é. á., ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ìÏÇÉÞÅÓËÉÅ Ó�ÏÓÏÂÙ ËÏÎÔÒÏ-ÌÑ ÒÁÂÏÔÙ ÜÌÅËÔÒÉÞÅÓËÉÈ ÓÈÅÍ // �Ò. íÁÔÅÍ. ÉÎ-ÔÁ áî óóóò. |1958. | �. 51. | ó. 270{360.4. ûÅ×ÞÅÎËÏ ÷. é., íÏÛËÏ× í. à., íÏÛËÏ×Á á. í. üÆÆÅËÔÉ×ÎÙÅÍÅÔÏÄÙ ÄÉÁÇÎÏÓÔÉËÉ ÓÈÅÍ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× // íÁÔÅÒÉ-ÁÌÙ XI íÅÖÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÊ ÛËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÁ "óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØÕ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ" (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ, 20{25 ÎÏÑÂÒÑ 2000 Ç.).þÁÓÔØ II. | í.: éÚÄ-×Ï �ÅÎÔÒÁ �ÒÉËÌÁÄÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÇÏ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ íçõ, 2001. | ó. 228{238.5. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷., þÅÇÉÓ é. á. ï ÔÅÓÔÁÈ ÄÌÑ ÜÌÅËÔpÉÞÅÓËÉÈÓÈÅÍ // õíî. | 1955. | �. 10, ×Ù�. 4. | ó. 182{184.�òéáîçõìñãéé ÷ùðõëìùè íîïçòáîîéëï÷é éè âõìå÷ù æõîëãéé÷. î. ûÅ×ÞÅÎËÏ (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ)ëÁÖÄÏÍÕ ×Ù�ÕËÌÏÍÕ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÕ ò �ÏÓÔÁ×ÉÍ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÅÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ 'p, ÓÞÉÔÁÑ Å£ ÒÁ×ÎÏÊ 0 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ135

ÎÁ ×ÈÏÄ �ÏÄÁ£ÔÓÑ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÊ ×ÅËÔÏÒ ÇÒÁÎÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁò. áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ ÕÄÏÂÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ É ÄÌÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÊÍÎÏÇÏÇÒÁÎÉËÏ×, × ÜÔÏÍ ÓÌÕÞÁÅ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ ÂÕÄÕÔ ÍÎÏÇÏÔÏÎÎÙ-ÍÉ. ãÅÌØ ÄÏËÌÁÄÁ | ÉÚÌÏÖÉÔØ ÉÍÅÀÝÉÅÓÑ É ÎÅËÏÔÏÒÙÅ ×ÎÏ×Ø �Ï-ÌÕÞÅÎÎÙÅ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ Ï ÇÒÁÎÅ×ÙÈ ËÏÍ�ÌÅËÓÁÈ ×Ù�ÕËÌÙÈ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎ-ÎÉËÏ× É ÉÈ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÊ Ó ÔÏÞËÉ ÚÒÅÎÉÑ ÉÈ Ó×ÑÚÉ Ó ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÉÍÉ ÂÕÌÅ×ÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ. ðÏÓËÏÌØËÕ ×ÏÚÎÉËÁÀÝÉÅ �ÒÉ ÜÔÏÍ ×Ï-�ÒÏÓÙ ÉÍÅÀÔ ÏÔ×ÅÔÙ, ËÁË �ÒÁ×ÉÌÏ, ÌÉÛØ ÄÌÑ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÈ ÍÎÏ-ÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ×, ËÏÔÏÒÙÅ Ó ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ (É ÔÏ�ÏÌÏÇÉÞÅÓËÏÊ) ÔÏÞËÉÚÒÅÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÁÍ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÊ, �ÏÓÌÅÄ-ÎÉÅ É ×ÙÎÅÓÅÎÙ × ÎÁÚ×ÁÎÉÅ.1. ðÕÓÔØ P | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÛÅÎÉÊ (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÏÅ ÄÁÌÅÅ �ÏÌÉÜÄÒÏÍ)ÓÉÓÔÅÍÙ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× (× ×ÅÝÅÓÔ×ÅÎÎÏÍ Å×ËÌÉÄÏ×ÏÍ �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å Rd) dXk=1 aikxk � ai0; i = 1; :::;m: (1)ðÏÄ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔØÀ ò (dimP ) �ÏÎÉÍÁÀÔ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÅ ÞÉÓÌÏ ÁÆ-ÆÉÎÎÏ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÒÅÛÅÎÉÊ ÓÉÓÔÅÍÙ (1), ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÓÏ×ÍÅÓÔÎÁ, É ÓÞÉ-ÔÁÀÔ dimP = �1 × �ÒÏÔÉ×ÎÏÍ ÓÌÕÞÁÅ. ïÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÊ �ÏÌÉÜÄÒ ÎÁ-ÚÙ×ÁÀÔ ×Ù�ÕËÌÙÍ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏÍ. âÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÅÇÏ ÔÁËÖÅ �Ï-ÌÉÔÏ�ÏÍ ÉÌÉ r-�ÏÌÉÔÏ�ÏÍ, ÅÓÌÉ dimP = r: òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÔÁËÕÀ ÌÉ-ÎÅÊÎÕÀ ÆÕÎË�ÉÀ ax, ÄÌÑ ËÏÔÏÒÏÊ ÄÏÓÔÉÇÁÅÔÓÑ maxx2P ax = �. íÎÏ-ÖÅÓÔ×Ï Pa = fx 2 P=ax = �g ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÇÒÁÎØÀ �ÏÌÉÜÄÒÁ ò , × ÞÁÓÔ-ÎÏÓÔÉ �ÒÉ a = 0 �ÏÌÕÞÉÍ, ÞÔÏ ò Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÊ) r-ÍÅÒÎÏÊÇÒÁÎØÀ r-�ÏÌÉÔÏ�Á ò . õÄÏÂÎÏ ÔÁËÖÅ ÓÞÉÔÁÔØ �ÕÓÔÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï (-1)-ÍÅÒÎÏÊ ÇÒÁÎØÀ ÌÀÂÏÇÏ �ÏÌÉÜÄÒÁ ò . èÏÒÏÛÏ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ (Í., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ,[1{5℄, ÞÔÏ ÌÀÂÏÊ �ÏÌÉÔÏ� ò ÍÏÖÎÏ ÚÁÄÁÔØ ËÁË ×Ù�ÕËÌÕÀ ÏÂÏÌÏÞËÕÓ×ÏÉÈ ×ÅÒÛÉÎ (Ô. Å. 0-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ) P = onv(v1; v2; :::; vn), ÇÄÅonv(v1; :::; vn) = 8<:x = nXj=1 �jvj= nXj=1 �j = 1; �j � 0; j = 1; :::; n9=; ; (2)Á ËÁÖÄÁÑ ÅÇÏ ÇÒÁÎØ Pa = onv(vj ; j 2 Ja), ÇÄÅ Ja = fj=avj =�g ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �k(P ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï k-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ �ÏÌÉÔÏ-�Á ò É �ÏÌÏÖÉÍ �(P ) = Srk=�1 �k(P ), ÆP = �(P )=fPg, f(P ) =(f�1(P ); f0(P ); :::; fr(P )), ÇÄÅ fk(P ) = j�k(P )j| ÞÉÓÌÏ k-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁ-ÎÅÊ �ÏÌÉÔÏ�Á ò , f(�; P ) = rXk=�1 fk(P )�k+1É f(�; ÆP ) = f(�; P )� �r+1.éÚ×ÅÓÔÎÏ ÔÁËÖÅ [3{5℄, ÞÔÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï136



�(P ) = r[k=�1�k(P ))Ó ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ ÞÁÓÔÉÞÎÙÍ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉ×ÁÎÉÅÍ F � G Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁ-ÄÕÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÒÅÛ£ÔËÏÊ (Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ É Ó×ÏÊÓÔ×Á ÒÅÛ£ÔËÉ ÓÍ. × [6℄),× ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ inf(Pa; Pb) = Pa+b.íÎÏÖÅÓÔ×Ï ÆP ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÇÒÁÎÉÞÎÙÍ ËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ �ÏÌÉÔÏ�Á P .ðÏÌÉÔÏ� ò ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ r-ÓÉÍ�ÌÅËÓÏÍ, ÅÓÌÉ f(P ) = r+1. îÅÔÒÕÄÎÏ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÎÅÇÏ �k(P ) ÓÏÓÔÁ×ÌÑÅÔ (k + 1)-ÍÅÒÎÙÊ ÓÌÏÊ (r + 1)-ÍÅÒÎÏÇÏ ÂÕÌÅ×Á ËÕÂÁ, fk(P ) = (r+1k+1), f(�; P ) = (1 + �)r+1.òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ 'p = 'p(v1; :::; vn), ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÕ-ÌÅÊ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉÞÅÓËÉÈ ×ÅËÔÏÒÏ×ÇÒÁÎÅÊ �ÏÌÉÔÏ�Á ò . �ÏÇÄÁ, ÓÌÅÄÕÑ [7℄, ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÄÌÑ 'p ÓÏ-×ÅÒÛÅÎÎÕÀ ËÏÎßÀÎËÔÉ×ÎÕÀ É ÄÉÚßÀÎËÔÉ×ÎÕÀ ÎÏÒÍÁÌØÎÙÅ ÆÏÒÍÙ(ËÁË ÏÂÙÞÎÏ, v | ÏÔÒÉ�ÁÎÉÅ v):'p(v1; :::; vn) = YF2�(P )(( _vj =2F vj) _ ( _vj2F vj)); (3)'p(v1; :::; vn) = _F =2�(P ) Yvj2F vj Yvj =2F vj : (4)úÁÍÅÎÑÑ × (3) É (4) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �(P ) ÎÁ ÆP �ÏÌÕÞÉÍ ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÙÅÆÏÒÍÕÌÙ ÄÌÑ 'ÆP , ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ'ÆP (v1; :::; vn) = 'p(v1; :::; vn)_ nYj=1 vj :÷ ÔÅÏÒÉÉ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ× [1, 4℄ ÉÚ×ÅÓÔÅÎ ÁÌÇÏÒÉÔÍ (ÎÁÚÏ-×£Í ÅÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏÍ æÕÒØÅ|íÏ�ËÉÎÁ), �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÉÊ �ÅÒÅÈÏÄÉÔØÏÔ Ï�ÉÓÁÎÉÑ �ÏÌÉÔÏ�Á × ×ÉÄÅ (1) Ë ×ÉÄÕ (2) É ÏÂÒÁÔÎÏ. ÷ Ó×ÑÚÉ ÓÏ�ÅÎËÏÊ ÔÒÕÄÏ£ÍËÏÓÔÉ ÜÔÏÇÏ ÁÌÇÏÒÉÔÍÁ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ úÁÄÁÞÁ 1: �ÒÉ ÚÁ-ÄÁÎÎÏÍ f0(P ) = n ÎÁÊÔÉ max fk(P ), | ÒÅÛÅÎÎÁÑ × 1970 Ç. íÁËíÀÌ-ÌÅÎÏÍ [8℄.÷×ÅÄ£ÎÎÙÅ ÎÁÍÉ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ 'p É 'ÆP �ÏÚ×ÏÌÑÀÔ �Ï-ÎÏ×ÏÍÕ×ÚÇÌÑÎÕÔØ ÎÁ úÁÄÁÞÕ 1 É ÓÔÁ×ÉÔØ ÎÏ×ÙÅ ÒÁÚÎÏÏÂÒÁÚÎÙÅ ×Ï�ÒÏÓÙ, Ó×Ñ-ÚÁÎÎÙÅ �ÒÅÖÄÅ ×ÓÅÇÏ ÓÏ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ. ðÒÉ ÒÅÛÅÎÉÉ ÔÁËÉÈ ×Ï�ÒÏÓÏ×ÎÅÌØÚÑ ÎÅ ×ÏÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÎÅÏÂÏÚÒÉÍÙÍ ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ×,ÎÁËÏ�ÌÅÎÎÙÈ ÍÁÔËÉÂÅÒÎÅÔÉËÏÊ Ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, (ÓÍ.,ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [9℄).óÌÅÄÕÀÝÅÅ �ÏÎÑÔÉÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÄÎÉÍ ÉÚ ÏÓÎÏ×ÎÙÈ × ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒ-ÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ [2{5℄. ðÏÌÉÔÏ� P 0 ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÙÍ �ÏÌÉÔÏ�Õ P (P � P 0), ÅÓÌÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ×ÚÁÉÍÎÏ ÏÄÎÏÚÎÁÞ-ÎÏÅ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �(P ) ÎÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �(P 0), ÓÏÈÒÁÎÑÀÝÅÅ137

ÏÔÎÏÛÅÎÉÅ ×ËÌÀÞÅÎÉÑ (�ÒÉ ÜÔÏÍ ÒÅÛ£ÔËÉ ÎÁÚÙ×ÁÀÔ ÉÚÏÍÏÒÆÎÙÍÉÉ �ÉÛÕÔ �(P ) � �(P 0)).åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ×ÏÚÎÉËÁÅÔ úÁÄÁÞÁ 2 Ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ f -×ÅËÔÏÒÁ: �ÅÒÅÞÉ-ÓÌÉÔØ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÅ É ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÙÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ, ËÏÔÏÒÙÍÉ ÄÏÌÖÅÎ ÏÂÌÁ-ÄÁÔØ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÊ ×ÅËÔÏÒ f , ÄÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÏÎ ÓÏ×�ÁÄÁÌ Ó f(P )ÄÌÑ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ d-�ÏÌÉÔÏ�Á ò .óÏ ×ÒÅÍ£Î ûÔÅÊÎÉ�Á, ÒÅÛÉ×ÛÅÇÏ úÁÄÁÞÕ 2 �ÒÉ d = 3 × 1922 Ç.(ÓÍ. ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [2℄), �ÒÏÇÒÅÓÓ ÎÅ×ÅÌÉË. ÷ ÏÂÝÅÍ ÓÌÕÞÁÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ ÌÉÛØÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ üÊÌÅÒÁ|ðÕÁÎËÁÒÅf(�1; P ) = dXk=�1 fk(P )(�1)k+1 = 0:åÝ£ ÍÅÎØÛÅ ÉÚ×ÅÓÔÎÏ �ÒÏ úÁÄÁÞÕ 3 Ï ÞÉÓÌÅ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏ ÎÅÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÙÈ d-�ÏÌÉÔÏ�Ï× Ó ÚÁÄÁÎÎÙÍÉ f -×ÅËÔÏÒÁÍÉ.îÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Å ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔ n �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ××ÅÄ£Í ÏÔ-ÎÏÛÅÎÉÅ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ, �ÏÌÏÖÉ× '(y1; :::; yn) � '(y01; :::; y0n), ÅÓÌÉ'(y01; :::; y0n) = '(y�1 ; :::; y�n), �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÊ �ÅÒÅÓÔÁÎÏ×ËÅ � �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ y1; :::; yn.óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÌÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÍÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÄÁÔØ ÔÏÞ-ÎÙÊ �ÅÒÅ×ÏÄ ÚÁÄÁÞ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÏÊ ÇÅÏÍÅÔÒÉÉ (�ÏÄÏÂÎÙÈ ÚÁÄÁÞÁÍ 2É 3) ÎÁ ÑÚÙË ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 1. P � P 0 () 'p � 'p0 :2. ÷ ÜÔÏÍ �ÕÎËÔÅ ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ËÌÁÓÓ P s(d; n) ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÈ (�Ï-ÌÉÔÏ� ò ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÍ, ÅÓÌÉ ÌÀÂÁÑ ÅÇÏ ÇÒÁÎØ, ÏÔÌÉÞ-ÎÁÑ ÏÔ ò , Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÓÉÍ�ÌÅËÓÏÍ) d-�ÏÌÉÔÏ�Ï× Ó n ×ÅÒÛÉÎÁÍÉ.çÒÁÎÉÞÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ ÆP ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÏÇÏ �ÏÌÉÔÏ�Á P ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÀ: ÅÓÌÉ F 2 ÆP É G � F , ÔÏ G 2 ÆP; | É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏ, ÄÁ£Ô �ÒÉÍÅÒ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ × ÔÏ�ÏÌÏÇÉÉ ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÍËÏÍ�ÌÅËÓÏÍ [4, 5, 10℄. ïÔÓÀÄÁ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÅÇÏ ÚÁÄÁÎÉÑ ÄÏÓÔÁ-ÔÏÞÎÏ ÚÎÁÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï �d�1(P ) = fF1; :::; Fmg ÉÌÉ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï N(P )ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÈ �Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ× fN1; :::; Nlg ×ÅÒÛÉÎ ÂÕÌÅ-×Á n-ËÕÂÁ, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÉÈ ÆP . íÎÏÖÅÓÔ×Ï N(P ) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÄÌÑ�ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ËÏÌØ�Á óÔÅÎÌÉ-òÁÊÓÎÅÒÁ [4, 5, 10℄, �ÒÉÍÅÎÑÅÍÏÇÏ �ÒÉÉÚÕÞÅÎÉÉ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ ÆP ÁÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÍÉ ÍÅÔÏÄÁ-ÍÉ.óÌÅÄÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ, × ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, �ÏÚ×ÏÌÄÑÅÔ ÒÅÛÉÔØ ×ÏÚÎÉ-ËÁÀÝÉÊ �ÒÉ ÜÔÏÍ ×Ï�ÒÏÓ Ï Ó×ÑÚÉ ÍÎÏÖÅÓÔ× �d�1(P ) É N(P ) ÓÔÁÎ-ÄÁÒÔÎÙÍÉ ÍÅÔÏÄÁÍÉ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÁÌÇÅÂÒÙ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 2. åÓÌÉ P 2 P s(d; n), ÔÏ ÂÕÌÅ×Á ÆÕÎË�ÉÑ 'Æp ÍÏ-ÎÏÔÏÎÎÁ, �d�1(P ) ÅÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Å£ ×ÅÒÈÎÉÈ ÎÕÌÅÊ, Á N(P ) |ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Å£ ÎÉÖÎÉÈ ÅÄÉÎÉ�, 138



'ÆP (v1; :::; vn) = mYi=1 _j =2Fm vj ;'Æp(v1; :::; vn) = l_k=1 Yj2Nk vj :äÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ×Ï�ÒÏÓÏ×, Ó×ÑÚÁÎÎÙÈ Ó ÜÆÆÅËÔÉ×ÎÙÍ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉ-ÅÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ (× ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ) ÏÔÏÛÌ£Í ËÏÂÚÏÒÕ [11℄).ïÔÍÅÔÉÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÊ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ, �ÏÌÕÞÅÎÎÙÊ × [12℄: ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏP 2 P s(d; n) ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ ÆP ÌÉÎÅÊÎÏ ÒÁÚ×ÏÒÁÞÉ×ÁÅÍ,ÔÏ ÅÓÔØ ÇÒÁÎÉ ÉÚ �d�1(P ) ÍÏÖÎÏ Õ�ÏÒÑÄÏÞÉÔØ ÔÁË, ÞÔÏÆP = m[i=1[Gi; Fi℄;ÇÄÅ [G;F ℄ = fH 2 �(P )=G � H � Fg É Gi | ÎÁÉÍÅÎØÛÁÑ�Ï ×ËÌÀÞÅÎÉÀ ÇÒÁÎØ ÇÒÁÎÉ Fi, ÎÅ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÝÁÑ �ÏÄËÏÍ�ÌÅËÓÕ(ÆP )k = Ski=1[Gi; Fi℄'(ÆP )(k+1)(v1; :::; vn) = '(ÆP )k(v1; :::; vn)( _vj =2Fk vj):óÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÍÏÖÎÏ ÓÄÅÌÁÔØ É ÄÌÑ ÄÉÚßÀÎË-ÔÉ×ÎÏÊ ÎÏÒÍÁÌØÎÏÊ ÆÏÒÍÙ.éÚ [12℄ ÓÌÅÄÕÅÔ ÔÁËÖÅ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ P 2 P s(d; n) ÍÎÏÇÏÞÌÅÎf(�; ÆP ) ÍÏÖÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ × ×ÉÄÅf(�; ÆP ) = bd=2Xk=0 gk(P )(�k(1 + �)d+1�k � �d+1�k(1 + �)k);ÇÄÅ g0(P ) � 1 É gk(P ) | �ÅÌÙÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ.äÌÑ ÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ �ÏÌÎÏÓÔØÀ ÏÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ f -×ÅËÔÏÒÙ ÓÉÍ-�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÈ �ÏÌÉÔÏ�Ï× (Á, ÚÎÁÞÉÔ, É �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÍÙÈ ÉÍÉ ÂÕÌÅ×ÙÈÆÕÎË�ÉÊ) ÎÁÍ �ÏÎÁÄÏÂÉÔÓÑ ÓÌÅÄÕÀÝÅÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ. äÌÑ ÌÀÂÙÈ ÎÁ-ÔÕÒÁÌØÎÙÈ ÞÉÓÅÌ a É i ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÅÄÉÎÓÔ×ÅÎÎÏÅ ÂÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÅ i-ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÞÉÓÌÁ a = �aii � + �ai�1i�1 � + ::: + �ajj �, ÇÄÅ ai > ai�1 > ::: >aj � j � 1. �ÏÇÄÁ ÞÉÓÌÏ a<i> = �ai+1i+1 � + ::: + �aj+1j+1 � ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ i-Ê�ÓÅ×ÄÏÓÔÅ�ÅÎØÀ ÞÉÓÌÁ a.íÁËíÀÌÌÅÎ × 1971 Ç. (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [4℄) �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÉÌ, ÞÔÏ ÄÏ-ÂÁ×ÌÅÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÊ gk+1(P ) � (gk(P ))<k>, k = 1; :::; bd=2 � 1; ÒÅÛÁÅÔÚÁÄÁÞÕ 2 ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÈ �ÏÌÉÔÏ�Ï×. ÷ 1980 Ç. ÜÔÏ ÂÙÌÏÄÏËÁÚÁÎÏ [12, 13℄. 139

3. íÎÏÖÅÓÔ×Ï B = fb1; :::; bng, ÇÄÅ bj 2 Rd, ÎÁÚÏ×£Í (d; n)-ÔÏ-ÞÅÞÎÏÊ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÅÊ, ÅÓÌÉ P = onvB ÅÓÔØ d-�ÏÌÉÔÏ�. �ÒÉÁÎÇÕ-ÌÑ�ÉÅÊ �ÏÌÉÔÏ�Á ò Ó ÕÚÌÁÍÉ ÉÚ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÷ ÎÁÚÏ×£Í ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏT (B) = fS1; :::; Stg ÔÁËÉÈ d-ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ× S� , ÄÌÑ ËÏÔÏÒÙÈ ×Ù�ÏÌÎÅÎÙÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÑ: �0(S� ) � B, St�=1 S� = P , �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ ÌÀÂÙÈÄ×ÕÈ d-ÓÉÍ�ÌÅËÓÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÇÒÁÎØÀ ËÁÖÄÏÇÏ ÉÚ ÎÉÈ.�ÏÇÄÁ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï � = St�=1 �(S� ) ÄÁ£Ô ÅÝ£ ÏÄÉÎ �ÒÉÍÅÒ ÓÉÍ-�ÌÉ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅËÓÁ. ðÒÉ k = �1; 0; :::; d ÏÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ �k =St�=1 �k(S� ) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï k-ÍÅÒÎÙÈ ÇÒÁÎÅÊ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÏÇÏ ËÏÍ�ÌÅË-ÓÁ � , ÞÅÒÅÚ Æ� = �T ÆP | ÅÇÏ ÇÒÁÎÉÞÎÙÊ �ÏÄËÏÍ�ÌÅËÓ, �ÏÌÏÖÉÍfk(�) = j�k j É Ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÙ f(�;�); f(�; Æ�) É ÂÕÌÅ×ÙÆÕÎË�ÉÉ '� É 'Æ� ÁÎÁÌÏÇÉÞÎÏ �ÒÅÖÎÅÍÕ.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ 3. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ ÌÀÂÏÊ ÔÏÞÅÞÎÏÊËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ '� É 'Æ� ÍÏÎÏÔÏÎÎÙ. åÓÌÉ B =�0(P ), ÔÏ 'Æ� = 'ÆP :äÌÑ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ T (B) ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÏ ÎÁÊÔÉ ÓÉÓÔÅ-ÍÕ (1) �Ï ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅÓÔ×Õ B, ÄÌÑ ÞÅÇÏ ÅÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÏ ÍÏÄÉÆÉ�É-ÒÏ×ÁÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍ æÕÒØÅ-íÏ�ËÉÎÁ, Ñ×ÌÑÀÝÉÊÓÑ ÉÔÅÒÁÔÉ×ÎÏÊ (�Ï n)�ÒÏ�ÅÄÕÒÏÊ. îÁÚÏ×£Í ÔÁËÉÅ ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ æí-ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÑÍÉ.÷Ï�ÒÏÓÁÍ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ æí-ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÊ, ÏÂÌÁÄÁÀÝÉÈ ÒÁÚÌÉÞ-ÎÙÍÉ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ, �ÏÓ×ÑÝÅÎÁ ÎÅÄÁ×ÎÏ ÚÁÝÉÝ£Î-ÎÁÑ ä. ÷. çÒÕÚÄÅ×ÙÍ ËÁÎÄÉÄÁÔÓËÁÑ ÄÉÓÓÅÒÔÁ�ÉÑ (ÓÍ. ÔÁËÖÅ [15℄). ïÔ-ÓÀÄÁ ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÁÌÇÏÒÉÔÍÙ ÄÌÑ ÎÁÈÏÖÄÅÎÉÑ ÍÎÏÖÅÓÔ× ×ÅÒÈÎÉÈÎÕÌÅÊ É ÎÉÖÎÉÈ ÅÄÉÎÉ� ÆÕÎË�ÉÊ 'Æ� = 'ÆP . ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ �ÒÉ Ï�ÅÎ-ËÅ ÔÒÕÄÏ£ÍËÏÓÔÉ ÜÔÉÈ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ× ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÌÁÓØ ÓÌÅÄÕÀÝÁÑ ÉÚ [16℄Ï�ÅÎËÁ t � O(nb(d+1)=2):úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÓÉÍ�ÌÉ�ÉÁÌØÎÙÊ ËÏÍ�ÌÅËÓ �, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÊæí-ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ, ÉÍÅÅÔ ÌÉÎÅÊÎÕÀ ÒÁÚ×£ÒÔËÕ, ÞÔÏ ÎÅ×ÅÒÎÏ [17℄ ÄÌÑ�ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÙÈ T (B). ïÄÎÁËÏ, ÉÚ [18℄ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏf(�;�) = d+1Xk=0 k(�)�k(1 + �)(d+1�k);ÇÄÅ k(�) | �ÅÌÙÅ ÎÅÏÔÒÉ�ÁÔÅÌØÎÙÅ ÞÉÓÌÁ, 0(�) = 1; d+1(�) = 0,ÞÉÓÌÁ gk(�) = (k(�) � d�k+1(�)) � 0 É ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÎÅÒÁ×ÅÎ-ÓÔ×ÁÍ gk+1(�) � g<k>k (�) ÄÌÑ k = 1; :::; bd=2.åÝ£ ÏÄÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÅ, Ñ×ÌÑÀÝÅÅÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ �Ï ËÒÁÊÎÅÊ ÍÅÒÅ ÄÌÑæí-ÔÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÊ, ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÎÏ × [19℄: 0 � d(�) � d�1(�) �::: � b(d+1)=2(�).÷Ï�ÒÏÓ Ï ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÁ�ÉÉ ÍÎÏÇÏÞÌÅÎÏ× f(�;�) ÏÓÔÁ£ÔÓÑ ÏÔËÒÙ-ÔÙÍ. 140
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19. ûÅ×ÞÅÎËÏ ÷. î. �ÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ ÔÏÞÅÞÎÙÈ ËÏÎÆÉÇÕÒÁ�ÉÊ É ÉÈf -×ÅËÔÏÒÁ // �ÅÚÉÓÙ ÄÏËÌÁÄÏ× XII íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ËÏÎÆÅÒÅÎ�ÉÉ"ðÒÏÂÌÅÍÙ ÔÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ" Þ. II. | í.: éÚÄ-×Ï ãðé�ÒÉ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÍ Æ-ÔÅ íçõ, 1999. | C. 255.ï ðïóìåäï÷á�åìøîïê òåáìéúáãééþáó�éþîùè âõìå÷ùè æõîëãéêì. á. ûÏÌÏÍÏ× (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÓÈÅÍÙ ÉÚ ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌØÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× × �ÒÏÉÚ-×ÏÌØÎÏÍ �ÏÌÎÏÍ ËÏÎÅÞÎÏÍ ÂÁÚÉÓÅ, ÜÌÅÍÅÎÔÁÍ �ÒÉ�ÉÓÁÎÙ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØ-ÎÙÅ ×ÅÓÁ É �ÏÄ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ L(S) ÓÈÅÍÙ S �ÏÎÉÍÁÅÔÓÑ ÓÕÍÍÁ ×ÅÓÏ××ÈÏÄÑÝÉÈ × ÎÅÅ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× [1℄. óÈÅÍÁ S ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÞÁÓÔÉÞÎÕÀ ÆÕÎË-�ÉÀ f (ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ Srf), ÅÓÌÉ ÏÎÁ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÅ ÅÅ ÄÏÏ�ÒÅ-ÄÅÌÅÎÉÅ, Ô. Å. ÆÕÎË�ÉÀ, �ÏÌÕÞÅÎÎÕÀ ÉÚ f �ÒÏÉÚ×ÏÌØÎÏÊ ÚÁÍÅÎÏÊ ×ÓÅÈÎÅÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÓÉÍ×ÏÌÏ× � ÚÎÁÞÅÎÉÑÍÉ 0 É 1. óÌÏÖÎÏÓÔØ L(f) ÆÕÎË-�ÉÉ f | ÍÉÎÉÍÁÌØÎÁÑ ÉÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ ÓÈÅÍ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÉÈ f . áÎÁÌÏ-ÇÉÞÎÙÅ �ÏÎÑÔÉÑ ÒÅÁÌÉÚÕÅÍÏÓÔÉ Sr(f; g) É ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ L(f; g) ÍÏÇÕÔÂÙÔØ ××ÅÄÅÎÙ ÄÌÑ �ÁÒÙ (f; g) ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ �ÁÒÙ (f; g), ËÏÇÄÁ×ÎÁÞÁÌÅ ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÓÈÅÍÁ S1, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÁÑ ÆÕÎË�ÉÀ f , ÚÁÔÅÍ ÅÅ ×Ù-ÈÏÄ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ × ÓÈÅÍÅ S2, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ g. ÷ÏÚÍÏÖÎÙ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÑ Ë �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÙÍ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑÍ. îÁÉÂÏÌÅÅ ÓÉÌØÎÏÅ ÓÏ-ÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ÓÈÅÍÁ S2 ÎÅ ÚÁ×ÉÓÅÌÁ ÏÔ S1 É �ÒÉ �ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÉË ÎÅÊ ×ÙÈÏÄÁ ÌÀÂÏÊ ÓÈÅÍÙ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÅÊ f , ÒÅÁÌÉÚÏ×ÁÌÁ g. âÏÌÅÅÓÌÁÂÏÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÅ ÄÏ�ÕÓËÁÅÔ ÚÁ×ÉÓÉÍÏÓÔØ S2 ÏÔ S1, ÎÏ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÅS1 ÎÅ ÄÏÌÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÀ Ï g. é, ÎÁËÏÎÅ�, ÏÇÒÁÎÉÞÅ-ÎÉÑ ÎÁ S1 É S2 ÍÏÇÕÔ ÏÔÓÕÔÓÔ×Ï×ÁÔØ. òÁÚÌÉÞÎÙÅ ÔÉ�Ù ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ�ÒÉ×ÏÄÑÔ Ë ÒÁÚÎÙÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÁÍ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÊÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ. ÷×ÅÄÅÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ �ÏÎÑÔÉÑ.âÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ, ÞÔÏ f É g ÚÁ×ÉÓÑÔ ÏÔ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1; : : : ; xn.ðÕÓÔØ S1 | ÓÈÅÍÁ Ó ×ÈÏÄÁÍÉ x1; : : : ; xn É ×ÙÈÏÄÏÍ y1, S2 | ÓÈÅÍÁÓ ×ÈÏÄÁÍÉ x1; : : : ; xn, z É ×ÙÈÏÄÏÍ y2. ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ S1 Æ S2 ÓÈÅ-ÍÕ Ó ×ÈÏÄÁÍÉ x1; : : : ; xn É ×ÙÈÏÄÁÍÉ y1; y2, ÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÎÕÀ ÉÚ S1 É S2�ÒÉÓÏÅÄÉÎÅÎÉÅÍ y1 Ë ×ÈÏÄÕ z. óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÓÈÅÍÁ S1 Æ S2 �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏ ÒÅÁÌÉÚÕÅÔ �ÁÒÕ (f; g), ÅÓÌÉ S1rf É (S1 ÆS2)r(f; g). úÁÄÁ×ÛÉÓØ
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�ÁÒÁÍÅÔÒÏÍ t, t � L(f), ××ÅÄÅÍ ÓÌÅÄÕÀÝÉÅ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ ÓÌÏÖÎÏ-ÓÔÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ �ÁÒÙ (f; g) �ÒÉ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÉ t ÎÁÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÓÈÅÍÙ S1:L98t (f; g) = minfs j 9S28S1((S1rf ^ L(S1) � t)!! ((S1 Æ S2)r(f; g) ^ L(S1 Æ S2) � s))g;L89t (f; g) = minfs j 8S19S2((S1rf ^ L(S1) � t)!! ((S1 Æ S2)r(f; g) ^ L(S1 Æ S2) � s))g;L99t (f; g) = minfs j 9S19S2(S1rf ^ L(S1) � t ^^(S1 Æ S2)r(f; g) ^ L(S1 Æ S2) � s)g:ïÞÅ×ÉÄÎÏ, L98t (f; g) � L89t (f; g) � L99t (f; g) � L(f; g).ðÁÒÕ ÆÕÎË�ÉÊ (f; g) ÂÕÄÅÍ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÏ×ÁÔØ ÎÁÂÏÒÏÍ �ÁÒÁÍÅÔÒÏ×l��, �; � 2 f0; 1; �g, ÇÄÅ l�� | ÞÉÓÌÏ ÎÁÂÏÒÏ× ~x = (x1; : : : ; xn), ÎÁ ËÏ-ÔÏÒÙÈ f(~x) = �, g(~x) = �. ðÏÌÏÖÉÍ l(f; g) = (l�� ; �; � 2 f0; 1; �g).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ p�� ÞÁÓÔÏÔÕ l��2�n �ÁÒÙ (�; �) É ××ÅÄÅÍ ÎÁÂÏÒ ÞÁ-ÓÔÏÔ p(f; g) = (p�� ; �; � 2 f0; 1; �g). ëÌÁÓÓ ×ÓÅÈ �ÁÒ ÆÕÎË�ÉÊ (f 0; g0)Ó l(f 0; g0) = l(f; g) (ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏ, Ó p(f 0; g0) = p(f; g)) ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁ-ÞÁÔØ Kn(f; g) É ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÞÁÓÔÏÔÎÙÍ ËÌÁÓÓÏÍ, �ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÍ (f; g).ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ ûÅÎÎÏÎÁ L(n; f; g) ÄÌÑ ËÌÁÓÓÁ Kn(f; g) ËÁË ÍÁË-ÓÉÍÁÌØÎÕÀ ÉÚ ÓÌÏÖÎÏÓÔÅÊ �ÁÒ (f 0; g0) 2 Kn(f; g). áÎÁÌÏÇÉÞÎÙÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ f ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ �ÁÒÁÍÅÔÒÙ l�; p�; ××ÅÄÅ-ÎÙ ÎÁÂÏÒÙ l(f) É p(f), ÞÁÓÔÏÔÎÙÊ ËÌÁÓÓ Kn(f) É ÆÕÎË�ÉÑ L(n; f).úÁÄÁ×ÛÉÓØ ÆÕÎË�ÉÅÊ t(n), t(n) � L(n; f), ÍÏÖÎÏ ××ÅÓÔÉ ÆÕÎË-�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ L98t(n)(n; f; g), L89t(n)(n; f; g) É L99t(n)(n; f; g) ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ-×ÁÔÅÌØÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ. �ÁË ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, L98t(n)(n; f; g) �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÑÅÔ ÓÏ-ÂÏÊ ÍÁËÓÉÍÕÍ ×ÅÌÉÞÉÎ L98t(n)(f 0; g0) �Ï ×ÓÅÍ (f 0; g0) 2 Kn(f; g). ñÓÎÏ,ÞÔÏ L98t(n)(n; f; g) � L89t(n)(n; f; g) � L99t(n)(n; f; g) � L(n; f; g). ÷ ÒÁÂÏ-ÔÅ ÉÚÕÞÁÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÄÎÏ×ÒÅÍÅÎÎÏÇÏ ÄÏÓÔÉÖÅÎÉÑ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÄÌÑ L(n; f) É L(n; f; g) �ÒÉ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ, Ô. Å. ×Ù�ÏÌ-ÎÉÍÏÓÔÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ L(�)(�)t(n) (n; f; g) � L(n; f; g) �ÒÉ t(n) � L(n; f).äÌÑ � 2 f0; 1; �g, � 2 f0; 1g ÚÁ�ÉÓØ � � � ÂÕÄÅÔ ÏÚÎÁÞÁÔØ, ÞÔÏ �Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅÍ �. ó ÎÁÂÏÒÏÍ ÞÁÓÔÏÔ p(f; g) É ÎÁÂÏÒÏÍQ = (q00; q01; q10; q11); q�� � 0; q00 + : : :+ q11 = 1; (1)Ó×ÑÖÅÍ ÆÕÎË�ÉÀH(p(f; g); Q) = � X�;�2f0;1;�gp�� log X���;��� q�� (2)143

(ÌÏÇÁÒÉÆÍÙ Ä×ÏÉÞÎÙÅ). ðÏÌÏÖÉÍ H(p(f; g)) = minQH(p(f; g); Q) Éhn(f; g) = 2nH(p(f; g)).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ Nn(f; g) ÎÁÉÍÅÎØÛÕÀ ÍÏÝÎÏÓÔØ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á �ÁÒ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÉÍÅÅÔÓÑ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÌÑËÁÖÄÏÊ �ÁÒÙ (f 0; g0) 2 Kn(f; g). éÚ [2℄ ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏhn(f; g)� 1n � logNn(f; g) � hn(f; g) + 2n; 1; 2 = onst:ïÔÓÀÄÁ �ÒÉ hn(f; g)=(n logn)!1 ×ÙÔÅËÁÅÔ ÎÉÖÎÑÑ Ï�ÅÎËÁL(n; f; g)>�� hn(f; g)loghn(f; g) ; (3)ÇÄÅ � | �ÒÉ×ÅÄÅÎÎÙÊ ×ÅÓ ÂÁÚÉÓÁ [1℄.ðÕÓÔØ D(f) = f~�jf(~�) 2 f0; 1gg | ÏÂÌÁÓÔØ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÞÁ-ÓÔÉÞÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ f . óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÆÕÎË�ÉÑ f ËÏÎËÒÅÔÎÅÅ g , ÅÓÌÉD(f) � D(g). ÷ ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ f ËÏÎËÒÅÔÎÅÅ g, ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌ hn(f; g)ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ×ÙÒÁÖÅÎ ÞÅÒÅÚ ÜÌÅÍÅÎÔÙ ÎÁÂÏÒÏ× l(f) É l(f; g) Ñ×ÎÏhn(f; g) = ('(l0 + l1)� '(l0)� '(l1))++ ('(l00 + l01)� '(l00)� '(l01)) + ('(l10 + l11)� '(l10)� '(l11));ÇÄÅ '(x) = x logx, �ÁÒÁÍÅÔÒÙ l� É l�� ÚÁÉÍÓÔ×Ï×ÁÎÙ ÉÚ l(f) É l(f; g).éÚ ÒÅÚÕÌØÔÁÔÏ× ÒÁÂÏÔÙ [3℄ ×ÙÔÅËÁÅÔ�ÅÏÒÅÍÁ 1. åÓÌÉ f ËÏÎËÒÅÔÎÅÅ g É hn(f; g)=(n logn) ! 1, ÔÏ�ÒÉ t(n) � L(n; f) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÅ ÒÁ×ÅÎÓÔ×ÏL98t(n)(n; f; g) � � hn(f; g)loghn(f; g) � L(n; f; g):ïÞÅ×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÜÔÏÔ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ ÎÁ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎ-ÎÏÎÁ L(�)(�)t(n) (n; f; g) ÄÌÑ ÄÒÕÇÉÈ ÔÉ�Ï× �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ.÷ ÓÌÕÞÁÅ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ f É g ×ÓÅ ÔÒÉ ÔÉ�Á �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ É ÍÏÖÎÏ �ÒÏÓÔÏ ÇÏ×ÏÒÉÔØ Ï ÆÕÎË�ÉÉûÅÎÎÏÎÁ Lt(n)(n; f; g) ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ.óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 1. åÓÌÉ ÆÕÎË�ÉÉ f É g �ÏÌÎÏÓÔØÀ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÙ, ÔÏ�ÒÉ hn(f; g)=(n logn)!1 É t(n) � L(n; f)Lt(n)(n; g; f) � Lt(n)(n; f; g) � L(n; f; g):144



�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉËÁ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ ÄÌÑ �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ×ÓÀÄÕ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÅ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ �Ï-ÒÑÄËÁ ÉÈ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ. äÌÑ ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÜÔÏ ÎÅ ÔÁË.äÁÌØÛÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ �ÁÒ (f; g) =(fn; gn) ÞÁÓÔÉÞÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÙÍ ÎÁÂÏÒÏÍ ÞÁÓÔÏÔp(f; g) (�ÒÁ×ÉÌØÎÅÅ ÂÙÌÏ ÂÙ ÇÏ×ÏÒÉÔØ ÏÂ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÏÍ �ÏÓÔÏ-ÑÎÓÔ×Å ÎÁÂÏÒÁ ÞÁÓÔÏÔ, ÉÂÏ ËÁÖÄÁÑ ÉÚ ×ÅÌÉÞÉÎ l�� = 2np�� ÄÏÌÖ-ÎÁ ÂÙÔØ �ÅÌÏÊ). üÔÏ �ÒÅÄ�ÏÌÏÖÅÎÉÅ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÕÀÏ�ÅÎËÕ [2℄ L(n; f; g) � � hn(f; g)loghn(f; g) :ðÒÉ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ p(f; g) ÎÁÂÏÒ ÞÁÓÔÏÔ p(f) = (p0; p1; p�) ÔÁËÖÅÂÕÄÅÔ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎ. ðÏÌÏÖÉÍ p00 = p0=(p0 + p1), p01 = p1=(p0 + p1) Ép0(f) = (p00; p01). óËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÎÁÂÏÒ Q, ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÝÉÊ ÕÓÌÏ×ÉÀ(1), ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎ Ó p0(f), ÅÓÌÉ q00 + q01 = p00, q10 + q11 = p01. óÌÅÄÕ-ÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ �ÏÌÕÞÁÔØ ÂÏÌÅÅ ×ÙÓÏËÉÅ Ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ, ÞÅÍ (3).�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÒÉ t(n) � L(n; f) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÎËÁL99t(n)(n; f; g)>�� h0n(f; g)logh0n(f; g) ; (4)ÇÄÅ h0n(f; g) = 2nminQ2Q(f)H(p(f; g); Q), Q(f) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÎÁÂÏ-ÒÏ× Q, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó p0(f).óÌÅÄÓÔ×ÉÅ 2. åÓÌÉ t(n) � L(n; f) É ÓÒÅÄÉ ÔÏÞÅË Q ÍÉÎÉÍÕÍÁÆÕÎË�ÉÉ (2) ÎÅÔ ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó p0(f), ÔÏL99t(n)(n; f; g) � L(n; f; g);ÇÄÅ � ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÓÔÒÏÇÏÅ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï.ðÕÓÔØ R = kr����k | ÍÁÔÒÉ�Á, ÓÔÒÏËÉ ËÏÔÏÒÏÊ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×Õ-ÀÔ �ÁÒÁÍ ��, �; � 2 f0; 1; �g, ÓÔÏÌÂ�Ù | �ÁÒÁÍ ��, �; � 2 f0; 1g ÉÜÌÅÍÅÎÔÙ ÕÄÏ×ÌÅÔ×ÏÒÑÀÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ r���� � 0, P�;�;�;� r���� = 1. óÍÁÔÒÉ�ÅÊ R Ó×ÑÖÅÍ ÆÕÎË�ÉÀI(R) = X�;�;�;� r���� log r����P�;� r����P�;� r���� :âÕÄÅÍ ÇÏ×ÏÒÉÔØ, ÞÔÏ ÍÁÔÒÉ�Á R ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁ Ó p(f; g) É p0(f), ÅÓÌÉP�;� r���� = p�� , P�;�;� r���� = p0�.145

óÌÅÄÕÀÝÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ÕÌÕÞÛÁÅÔ Ï�ÅÎËÕ ÔÅÏÒÅÍÙ 2.�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÒÉ t(n) � L(n; f) ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ Ï�ÅÎËÁ (4), × ËÏ-ÔÏÒÏÊ h0n(f; g) = 2nminR2R(f;g) I(R), ÇÄÅ R(f; g) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÍÁ-ÔÒÉ� R, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÎÙÈ Ó p(f; g) É p0(f).÷ ËÁÞÅÓÔ×Å � Ò ÉÍ ÅÒ Á ÒÁÓÓÍÏÔÒÉÍ �ÁÒÕ (f; g) Ó �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉp00 > 0, p11 > 0, p1� > 0 É p�� = 0 ÄÌÑ ÏÓÔÁÌØÎÙÈ �ÁÒ ��. ðÕÓÔØt(n) � L(n; f), t0(n) � L(n; g). ðÏÓËÏÌØËÕ f ËÏÎËÒÅÔÎÅÅ g É ÄÏÏ�ÒÅÄÅ-ÌÑÅÔ g, ÕÞÉÔÙ×ÁÑ ÒÅÚÕÌØÔÁÔ ÉÚ [1℄ Ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ Ó ÄÁÎÎÙÍÞÉÓÌÏÍ ÅÄÉÎÉ�, �ÏÌÕÞÁÅÍ L98t(n)(n; f; g) � L(n; f; g) � L(n; f) � 1Ln;ÇÄÅ Ln = �2n=n, 1 = �p00 log p00 � (1 � p00) log(1 � p00). ï�ÅÎËÁÔÅÏÒÅÍÙ 2 �ÒÉÍÅÎÉÔÅÌØÎÏ Ë �ÁÒÅ (g; f) ÉÍÅÅÔ ×ÉÄ L99t0(n)(n; g; f)>�2Ln, ÇÄÅ 2 = �p00 log p00�p11 log p111� p1� �p1� log(1�p00). òÁÚÎÏÓÔØ2 � 1 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÁ Ë ×ÉÄÕ p11 log p11 + p00p1�p11 . üÔÁ×ÅÌÉÞÉÎÁ �ÏÌÏÖÉÔÅÌØÎÁ, �ÏÜÔÏÍÕ 2 > 1. �ÅÏÒÅÍÁ 3, �ÒÉÍÅÎÅÎÎÁÑ Ë�ÁÒÅ (g; f), ÄÁÅÔ Ï�ÅÎËÕ L99t0(n)(n; g; f)>�3Ln, ÇÄÅ 3 = �p00 log p00 �p11 log p111� p1� � p00p1�1� p1� log p1�. òÁÚÎÏÓÔØ 3� 2 ÍÏÖÅÔ ÂÙÔØ ÜË×É×Á-ÌÅÎÔÎÏ �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÁ Ë ×ÉÄÕ p1�p00� log p1�1� p1� + log(1� p00)p00 �. õÞÉ-ÔÙ×ÁÑ, ÞÔÏ p1� < 1� p00 É ÆÕÎË�ÉÑ (log x)=x ×ÏÚÒÁÓÔÁÅÔ �ÒÉ 0 � x �1, �ÏÌÕÞÁÅÍ 3 > 2. íÏÖÎÏ ÕËÁÚÁÔØ ÍÅÔÏÄ, ËÏÔÏÒÙÊ ÄÌÑ �ÏÞÔÉ ×ÓÅÈ�ÁÒ (f; g) Ó ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÍÉ × �ÒÉÍÅÒÅ �ÁÒÁÍÅÔÒÁÍÉ ÄÁÅÔ Ï�ÅÎËÕL89t0(n)(g; f) . 3Ln É ÄÌÑ ÎÉÈ Ï�ÅÎËÁ ÔÅÏÒÅÍÙ 3 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÔÏÞÎÏÊ.òÁÂÏÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ ÆÉÎÁÎÓÏ×ÏÊ �ÏÄÄÅÒÖËÅ ïé�÷ó òáî(�ÒÏÅËÔ 1-1) É òææé (�ÒÏÅËÔ 06-01-00577).ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÕ�ÁÎÏ× ï. â. ïÂ ÏÄÎÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ Ë ÓÉÎÔÅÚÕ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉ-ÓÔÅÍ | �ÒÉÎ�É�Å ÌÏËÁÌØÎÏÇÏ ËÏÄÉÒÏ×ÁÎÉÑ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉ-ËÉ. ÷Ù�. 14. | í.: îÁÕËÁ, 1965. | ó. 31{110.2. ûÏÌÏÍÏ× ì. á. ï ÆÕÎË�ÉÏÎÁÌÁÈ, ÈÁÒÁËÔÅÒÉÚÕÀÝÉÈ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÓÉÓÔÅÍ ÎÅÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ // ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅ-ÔÉËÉ. ÷Ù�. 34. | í.: îÁÕËÁ, 1978. | ó. 133{150.3. ûÏÌÏÍÏ× ì. á. ïÂ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ // óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ. íÁÔÅÒÉÁÌÙ XIVíÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÏÊ ÛËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÁ. | îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ: éÚÄ-×Ïîçðõ, 2003. | C. 118{122. 146



ï óìïöîïó�é òáóðïúîá÷áîéñüë÷é÷áìåî�îïó�é íáûéî �øàòéîçáâåú úáðéóé îá ìåî�õ÷. ì. ýÅÒÂÉÎÁ, ÷. á. úÁÈÁÒÏ× (íÏÓË×Á)òÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÔÓÑ �ÒÏÂÌÅÍÁ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÏÓÏÂÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ×,Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ �Ï ÓÕÔÉ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÏÄÎÏÌÅÎÔÏÞÎÙÍÉ ÍÁÛÉ-ÎÁÍÉ �ØÀÒÉÎÇÁ Ó ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÅÍ, ÚÁ�ÒÅÝÁÀÝÉÍ ÉÚÍÅÎÑÔØ ÓÏÄÅÒÖÉ-ÍÏÅ ÌÅÎÔÙ × �ÒÏ�ÅÓÓÅ ÒÁÂÏÔÙ. òÅÚÕÌØÔÁÔ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÄÌÑ ÔÁËÏÊ ÍÏ-ÄÅÌÉ Ï�ÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ËÁË ÎÏÍÅÒ ÑÞÅÊËÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ ÇÏ-ÌÏ×ËÁ ÍÁÛÉÎÙ (ÏÔÓÞÅÔ �ÒÏÉÚ×ÏÄÉÔÓÑ ÏÔ ÓÔÁÒÔÏ×ÏÊ ÑÞÅÊËÉ).ï�ÉÛÅÍ ÍÏÄÅÌØ ÆÏÒÍÁÌØÎÏ. æÉËÓÉÒÕÅÍ A | ÁÌÆÁ×ÉÔ ÓÉÍ×ÏÌÏ×ÎÁ ÌÅÎÔÅ. á×ÔÏÍÁÔÏÍ ÎÁÚÏ×ÅÍ ÞÅÔ×ÅÒËÕ hS; s0; T;Mi, ÇÄÅ S| ËÏÎÅÞ-ÎÏÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÁ, s0 2 S | ÎÁÞÁÌØÎÏÅ ÓÏÓÔÏÑÎÉÅ,T : S � A ! S, M : S � A ! f�1; 1g, �ÒÉÞÅÍ domT = domM .òÁÚÍÅÒÏÍ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÂÕÄÅÍ ÓÞÉÔÁÔØ ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ.óÏÄÅÒÖÉÍÏÅ ÌÅÎÔÙ ÚÁÄÁÎÏ �ÏÌÎÙÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅÍ F : Z ! A.÷ÙÞÉÓÌÅÎÉÅÍ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÎÁ ÜÔÏÊ ÌÅÎÔÅ ÎÁÚÏ×ÅÍ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ�ÁÒ hs0; n0i; hs1; n1i; : : : hsk; nki; : : : ; (�)ÇÄÅ n0 = 0, si+1 = T (si; F (ni)), ni+1 = ni+M(si; F (ni)), É �ÏÓÌÅÄÏ×Á-ÔÅÌØÎÏÓÔØ ÚÁËÁÎÞÉ×ÁÅÔÓÑ �ÁÒÏÊ hsk; nki ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁÚÎÁÞÅÎÉÅ T (sk; F (nk)) ÎÅ Ï�ÒÅÄÅÌÅÎÏ. òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ ÜÔÏÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅ-ÎÉÑ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ nk × ÓÌÕÞÁÅ, ËÏÇÄÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ËÏÎÅÞÎÏ, É ÏÓÏÂÏÅÚÎÁÞÅÎÉÅ ? ÉÎÁÞÅ.ä×Á Á×ÔÏÍÁÔÁ ÎÁÚÙ×ÁÀÔÓÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ, ÅÓÌÉ ÄÌÑ ÌÀÂÏÊÆÕÎË�ÉÉ F : Z ! A ÒÅÚÕÌØÔÁÔÙ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ ÜÔÉÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÎÁÌÅÎÔÅ, ÚÁÄÁÎÎÏÊ ÜÔÏÊ ÆÕÎË�ÉÅÊ, ÓÏ×�ÁÄÁÀÔ.PSPACE-ÔÒÕÄÎÏÓÔØ ÚÁÄÁÞÉ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ Ó×ÅÄÅÎÉÅÍ Ë ÎÅÊ �ÒÏ-ÂÌÅÍÙ �ÕÓÔÏÔÙ �ÅÒÅÓÅÞÅÎÉÑ ÑÚÙËÏ×, ÚÁÄÁÎÎÙÈ ÄÅÔÅÒÍÅÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉËÏÎÅÞÎÙÍÉ Á×ÔÏÍÁÔÁÍÉ (Á PSPACE-�ÏÌÎÏÔÁ ÜÔÏÊ �ÒÏÂÌÅÍÙ ÕÓÔÁÎÏ-×ÌÅÎÁ ëÏÚÅÎÏÍ[4℄).áÌÇÏÒÉÔÍ, ÉÓ�ÏÌØÚÕÀÝÉÊ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÕÀ �ÁÍÑÔØ, ÓÔÒÏÉÔÓÑ ÎÁÏÓÎÏ×Å ÒÅÚÕÌØÔÁÔÁ ìÅÔÉÞÅ×ÓËÏÇÏ, �ÏÚ×ÏÌÑÀÝÅÇÏ Ó×ÅÓÔÉ ÚÁÄÁÞÕ Ë ÉÓ-ÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÀ �Ï×ÅÄÅÎÉÑ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÎÁ ÌÅÎÔÁÈ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÏÊ ÄÌÉÎÙ. ÷ÎÅÓËÏÌØËÏ ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÏÍ ×ÉÄÅ ÅÇÏ ÍÏÖÎÏ ÓÆÏÒÍÕÌÉÒÏ×ÁÔØ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁ-ÚÏÍ.ìÅÍÍÁ. ä×Á Á×ÔÏÍÁÔÁ hSi; si0; Ti;Mii; i = 1; 2; ÎÅ Ñ×ÌÑÀÔÓÑÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÙÍÉ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÌÅÎÔÁ,ÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÏÄÎÏ ÉÚ ÓÌÅÄÕÀÝÉÈ ÕÓÌÏ×ÉÊ� ÏÂÁ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÔÏÌØËÏ × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ[��; �℄ É ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÀÔÓÑ × ÒÁÚÌÉÞÎÙÈ ÔÏÞËÁÈ,147

� ÏÂÁ Á×ÔÏÍÁÔÁ ÒÁÂÏÔÁÀÔ ÔÏÌØËÏ × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ[��; �℄, ÏÄÉÎ ÉÚ ÎÉÈ ÏÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, ÄÒÕÇÏÊ | ÎÅÔ,� ÏÄÉÎ Á×ÔÏÍÁÔ ÒÁÂÏÔÁÅÔ × �ÒÅÄÅÌÁÈ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ [��; �℄ É ÏÓÔÁ-ÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔÓÑ, Á ÄÒÕÇÏÊ ×ÙÈÏÄÉÔ ÚÁ �ÒÅÄÅÌÙ ÜÔÏÇÏ ÉÎÔÅÒ×ÁÌÁ,ÇÄÅ � = 2jAj(m+ 1)2m, m = max(jS1j; jS2j).ïÓÎÏ×ÎÁÑ ÉÄÅÑ ÓÏÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏÂÙ ×ÙÒÁÚÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÓÕÝÅÓÔ×Ï-×ÁÎÉÑ ÔÁËÏÊ ÌÅÎÔÙ ÄÌÑ �ÁÒÙ ËÏÎËÒÅÔÎÙÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× × ×ÉÄÅ Ë×ÁÎÔÉ-ÆÉ�ÉÒÏ×ÁÎÎÏÊ ÂÕÌÅ×ÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ (QBF), ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ�ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÏ× Á×ÔÏÍÁÔÏ×.äÌÑ ÜÔÏÇÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÒÁÚÂÉÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÏÂÏÉÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× É ÓÏ-ÄÅÒÖÉÍÏÅ ÌÅÎÔÙ ÎÁ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÅ ÂÌÏËÉ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ, ÏÔÎÏÓÑÝÉÅÓÑË ËÁÖÄÏÊ ÑÞÅÊËÅ ÌÅÎÔÙ, É ÚÁ�ÉÓÁÔØ ÔÒÅÂÕÅÍÙÅ Ó×ÏÊÓÔ×Á ÌÅÎÔÙ ÌÏ-ËÁÌØÎÙÍÉ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑÍÉ ÍÅÖÄÕ ÔÁËÉÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ. îÁ ÏÓÎÏ×Å ÔÁËÏÇÏ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑ ÎÅÔÒÕÄÎÏ �ÏÓÔÒÏÉÔØ QBF, ÉÓÔÉÎÎÕÀ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ ÆÒÁÇÍÅÎÔ ÌÅÎÔÙ Ó ÔÒÅÂÕÅÍÙÍÉ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ,É ÄÌÉÎÁ ËÏÔÏÒÏÊ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÉ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ ÄÏ�ÕÓÔÉÍÏÊ ÄÌÉÎÙ ÜÔÏ-ÇÏ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ. äÅÌÁÅÔÓÑ ÜÔÏ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ �ÒÉÅÍÁ, �ÏÚ×Ï-ÌÑÀÝÅÇÏ ËÏÍ�ÁËÔÎÏ �ÒÅÄÓÔÁ×ÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ ×ÉÄÁ 9b(P (a; b) ^ P (b; ))× ×ÉÄÅ 9b8x8y(x = a ^ y = b _ x = b ^ y = ! P (x; y))üÔÏÔ �ÒÉÅÍ �ÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÎÁ ÏÓÎÏ×Å ÆÏÒÍÕÌÙ, Ï�ÉÓÙ×ÁÀÝÅÊ ÓÏÏÔÎÏ-ÛÅÎÉÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ, ÓÔÒÏÉÔØ ÆÏÒÍÕÌÕ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÕÀÂÌÏËÉ, ÒÁÚÄÅÌÅÎÎÙÅ ÍÅÖÄÕ ÓÏÂÏÊ 2k� 1 ÎÅÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ, �ÒÉ-ÞÅÍ ÄÌÉÎÁ ÔÁËÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ÌÉÎÅÊÎÏ ÚÁ×ÉÓÉÔ ÏÔ k. �ÁËÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ,ÄÏ�ÏÌÎÅÎÎÁÑ Ë×ÁÎÔÏÒÁÍÉ ÓÕÝÅÓÔ×Ï×ÁÎÉÑ �Ï ËÒÁÊÎÉÍ ÂÌÏËÁÍ É ÓÏÏÔ-×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÉ "ÇÒÁÎÉÞÎÙÍÉ ÕÓÌÏ×ÉÑÍÉ", É ÂÕÄÅÔ ÉÓËÏÍÏÊ.åÓÔÅÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ ÓÏÓÔÁ×ÌÑÀÝÉÍÉ ÔÁËÏÇÏ ÂÌÏËÁ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ ÓÉÍ-×ÏÌ, ÚÁ�ÉÓÁÎÎÙÊ ÎÁ ÌÅÎÔÅ, É ÓÌÅÄÙ ÏÂÏÉÈ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÊ × ÄÁÎÎÏÊ ÑÞÅÊ-ËÅ. óÌÅÄÏÍ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ (�) × ÑÞÅÊËÅ n ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔØ ×ÓÅÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× sij ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ nij = n, ×ÚÑ-ÔÙÈ × ÔÏÍ ÖÅ �ÏÒÑÄËÅ, × ËÏÔÏÒÏÍ ÏÎÉ ÓÌÅÄÕÀÔ × ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÉ. ïÞÅ-×ÉÄÎÏ, ÞÔÏ ÅÓÌÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ × ÓÌÅÄÅ �Ï×ÔÏÒÉÌÉÓØ, ÔÏ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀ-ÝÅÅ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ ÚÁ�ÉËÌÉ×ÁÅÔÓÑ, É ÜÔÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑ ÏÂÏÚÎÁÞÁÀÔ ÎÁÞÁÌÁ�ÅÒ×ÏÇÏ É ×ÔÏÒÏÇÏ �ÅÒÉÏÄÁ ÓÌÅÄÁ. úÎÁÞÉÔ, ËÏÌÉÞÅÓÔ×Ï ÓÌÅÄÏ× ÏÇÒÁ-ÎÉÞÅÎÏ, É ÄÌÑ ÉÈ Ï�ÉÓÁÎÉÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ �ÏÌÉÎÏÍÉÁÌØÎÏÇÏ ÏÔ ÒÁÚÍÅ-ÒÏ× Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÞÉÓÌÁ ÂÕÌÅ×ÙÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. õÓÌÏ×ÉÅ, Ó×ÑÚÙ×ÁÀÝÅÅÓÏÓÅÄÎÉÅ ÂÌÏËÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ × ËÁËÏÍ-ÔÏ ÓÍÙÓÌÅ "ÚÁËÏÎÏÍ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ":ÏÎÏ ÇÌÁÓÉÔ, ÞÔÏ ËÁÖÄÏÍÕ �ÅÒÅÍÅÝÅÎÉÀ ÇÏÌÏ×ËÉ ÉÚ ÑÞÅÊËÉ, ÎÁ�ÒÉ-ÍÅÒ, ×�ÒÁ×Ï, ÏÔ×ÅÞÁÅÔ �ÒÉÂÙÔÉÅ ÇÏÌÏ×ËÉ × ÑÞÅÊËÕ, ÎÅ�ÏÓÒÅÄÓÔ×ÅÎÎÏÓÏÓÅÄÓÔ×ÕÀÝÕÀ Ó�ÒÁ×Á Ó ÄÁÎÎÏÊ (Á ÔÁËÖÅ ÕÓÔÁÎÁ×ÌÉ×ÁÅÔ �ÏÒÑÄÏËÔÁËÉÈ �ÒÉÂÙÔÉÊ). 148



îÁ ÌÅÎÔÅ ÍÏÖÎÏ ×ÙÄÅÌÉÔØ ÎÅÓËÏÌØËÏ ÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÈ ÄÌÑ ×ÙÒÁÖÅ-ÎÉÑ ÌÅÍÍÙ ÑÞÅÅË: ÇÒÁÎÉ�Ù ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÇÏ ÆÒÁÇÍÅÎÔÁ, ÎÁÞÁÌØÎÁÑÑÞÅÊËÁ, ËÏÎÅÞÎÙÅ ÑÞÅÊËÉ ÄÌÑ ÏÂÏÉÈ Á×ÔÏÍÁÔÏ× (ÅÓÌÉ ÏÎÉ ÚÁ×ÅÒÛÁÀÔÒÁÂÏÔÕ). ëÁÖÄÙÊ ÂÌÏË ÍÏÖÎÏ ÒÁÓÛÉÒÉÔØ �ÁÒÏÊ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÁ ËÁ-ÖÄÕÀ ÔÁËÕÀ ÏÓÏÂÕÀ ÔÏÞËÕ, ÓÉÇÎÁÌÉÚÉÒÕÀÝÉÈ, ÒÁÓ�ÏÌÏÖÅÎÁ ÌÉ ÜÔÁÔÏÞËÁ × ÄÁÎÎÏÊ ÑÞÅÊËÅ, ÌÅ×ÅÅ ÉÌÉ �ÒÁ×ÅÅ ÎÅÅ, É ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÍÏÂÒÁÚÏÍ ÄÏ�ÏÌÎÉÔØ ÓÏÏÔÎÏÛÅÎÉÑ ÍÅÖÄÕ ÓÏÓÅÄÎÉÍÉ ÂÌÏËÁÍÉ, Á ÔÁË-ÖÅ ÄÏÂÁ×ÉÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ ÉÚ ÌÅÍÍÙ (Ë �ÒÉÍÅÒÕ, ÞÔÏ ÏÂÁ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÅÄÏÌÖÎÙ ÚÁ×ÅÒÛÁÔØÓÑ × ÏÄÎÏÊ ÔÏÞËÅ).ðÒÉ ÔÁËÏÍ �ÏÄÈÏÄÅ ÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ ÔÏÔ ÆÁËÔ, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÅÎÉÅ ÕÓÌÏ-×ÉÊ ÎÁ ÓÏÓÅÄÎÉÅ "ÓÌÅÄÙ"(× ÄÅÊÓÔ×ÉÔÅÌØÎÏÓÔÉ �ÒÏÓÔÏ �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØ-ÎÏÓÔÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÊ Á×ÔÏÍÁÔÁ) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÄÏ�ÏÌÎÉÔÅÌØÎÙÈ ÔÒÅÂÏ-×ÁÎÉÑÈ ×ÌÅÞÅÔ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÜÔÉÈ "ÓÌÅÄÏ×" ÏÄÎÏÍÕ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÀ,ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÍÏÍÕ ÎÁ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÅÊ ÌÅÎÔÅ. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å ÄÏ�ÏÌÎÉ-ÔÅÌØÎÙÈ ÔÒÅÂÏ×ÁÎÉÊ ÍÏÖÎÏ ×ÚÑÔØ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÎÁÌÉÞÉÑ ÎÁÞÁÌØÎÏÊ ÑÞÅÊ-ËÉ, × ËÏÔÏÒÏÊ Á×ÔÏÍÁÔ ×�ÅÒ×ÙÅ ÏËÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ × ÎÁÞÁÌØÎÏÍ ÓÏÓÔÏÑ-ÎÉÉ, É ÕÓÌÏ×ÉÑ �ÕÓÔÏÔÙ "ÓÌÅÄÏ×"× ËÒÁÊÎÉÈ ÑÞÅÊËÁÈ (Ô.Å. ÏÇÒÁÎÉÞÅÎ-ÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÙÍ ÆÒÁÇÍÅÎÔÏÍ). îÅÔÒÕÄÎÏ �ÏËÁ-ÚÁÔØ, ÞÔÏ ËÏÇÄÁ ×ÓÅ ÜÔÉ ÕÓÌÏ×ÉÑ ×Ù�ÏÌÎÑÀÔÓÑ, ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÅ Á×ÔÏÍÁÔÁÍÏÖÎÏ ×ÏÓÓÔÁÎÏ×ÉÔØ �Ï ÛÁÇÁÍ (×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÉÔØ ËÁÖÄÙÊÛÁÇ ÏÂÅÓ�ÅÞÉ×ÁÅÔÓÑ "ÚÁËÏÎÏÍ ÓÏÈÒÁÎÅÎÉÑ"). åÓÌÉ ÎÅ ÔÒÅÂÏ×ÁÔØ �Õ-ÓÔÏÔÙ "ÓÌÅÄÏ×"× ËÒÁÊÎÉÈ ÑÞÅÊËÁÈ, ÍÏÖÎÏ ÕÔ×ÅÒÖÄÁÔØ ÌÉÛØ, ÞÔÏÎÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÅÆÉËÓÙ "ÓÌÅÄÏ×" (ÎÅ�ÕÓÔÙÅ × ÓÌÕÞÁÅ ÎÅ�ÕÓÔÏÔÙ ÜÔÉÈ"ÓÌÅÄÏ×"), ÂÕÄÕÔ Ñ×ÌÑÔØÓÑ �ÒÅÆÉËÓÁÍÉ ÓÌÅÄÏ× ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÎÁ ÄÁÎ-ÎÏÊ ÌÅÎÔÅ × ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÈ ÑÞÅÊËÁÈ. üÔÏÔ ÏÓÌÁÂÌÅÎÎÙÊ ×ÁÒÉÁÎÔÉÓ�ÏÌØÚÕÅÔÓÑ �ÒÉ �ÅÒÅ×ÏÄÅ × QBF ÔÒÅÔØÅÇÏ ÓÌÕÞÁÑ ÌÅÍÍÙ (ËÏÇÄÁÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÙÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÌÉÛØ ÔÏ, ÞÔÏ Á×ÔÏÍÁÔ �ÏËÉÎÕÌ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÅÍÙÊ ÆÒÁÇÍÅÎÔ).òÅÚÕÌØÔÁÔÏÍ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÏÚÍÏÖÎÏÓÔØ �ÏÓÔÒÏÅÎÉÑ QBF, ÄÌÉÎÁ ËÏ-ÔÏÒÏÊ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÁ �ÏÌÉÎÏÍÏÍ ÏÔ ÒÁÚÍÅÒÏ× Á×ÔÏÍÁÔÏ×, É ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÎÏÓÔØ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÉ ËÌÁÓÓÕ PSPACE.�ÅÏÒÅÍÁ. ðÒÏÂÌÅÍÁ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ×ÁÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ Á×ÔÏÍÁ-ÔÏ× Ñ×ÌÑÅÔÓÑ PSPACE-�ÏÌÎÏÊ.úÁÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÍÅÔÏÄ ÏÞÅÎØ �ÏÈÏÖ ÎÁ �ÒÉÍÅÎÑÅÍÙÊ × ÄÏËÁÚÁÔÅÌØ-ÓÔ×Å PSPACE-�ÏÌÎÏÔÙ �ÒÏÂÌÅÍÙ ×Ù�ÏÌÎÉÍÏÓÔÉ QBF. ïÔÌÉÞÉÅ ÓÏ-ÓÔÏÉÔ × ÔÏÍ, ÞÔÏ ÔÁÍ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÎÁ ÂÌÏËÉ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÌÏ �Ï ×ÒÅÍÅÎÉ(�Ï ÛÁÇÁÍ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ), É ×ÅÓØ ÂÌÏË ×ËÌÀÞÁÌ ÓÏÄÅÒÖÉÍÏÅ ×ÓÅÊÌÅÎÔÙ × ×ÙÂÒÁÎÎÙÊ ÍÏÍÅÎÔ, Á ÚÄÅÓØ ÒÁÚÂÉÅÎÉÅ ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ × �ÒÏ-ÓÔÒÁÎÓÔ×Å (�Ï ÑÞÅÊËÁÍ ÌÅÎÔÙ), É ËÁÖÄÙÊ ÂÌÏË ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÉÎÆÏÒÍÁ-�ÉÀ ÏÂÏ ×ÓÅÍ, ÞÔÏ �ÒÏÉÓÈÏÄÉÌÏ × ×ÙÂÒÁÎÎÏÊ ÑÞÅÊËÅ ÎÁ �ÒÏÔÑÖÅÎÉÉ×ÓÅÇÏ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ. 149

ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. ìÅÔÉÞÅ×ÓËÉÊ á. á. üË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔØ Á×ÔÏÍÁÔÏ× ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ�ÏÌÕÇÒÕ�� // �ÅÏÒÅÔÉÞÅÓËÁÑ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÁ. ÷Ù�ÕÓË 6. | ëÉÅ×, 1970.2. áÌÅËÓÅÅ× ÷. â. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÔÅÏÒÉÀ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÁÌÇÏÒÉÔÍÏ×. |í.: éÚÄÁÔÅÌØÓËÉÊ ÏÔÄÅÌ ÆÁËÕÌØÔÅÔÁ ÷íÉë íçõ, 2002.3. óÔÏËÍÅÊÅÒ ì. ëÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ×ÙÞÉÓÌÉÔÅÌØÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÏ-ÂÌÅÍ // ëÉÂÅÒÎÅÔÉÞÅÓËÉÊ ÓÂÏÒÎÉË | í.: íÉÒ, 1989.4. Kozen D., Lower bounds for natural proof systems // Pro. 18thSymposium on Foundations of Computer Siene. | Los Alamitos: IEEEComputer Soiety Press, 1977. | P. 254{266.ï ðòåïâòáúï÷áîéñè ÷åòïñ�îïó�éâåóðï÷�ïòîùíé âõìå÷ùíé æïòíõìáíéá. ä. ñÛÕÎÓËÉÊ (íÏÓË×Á)âÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ ËÁË �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ-×ÁÌÉÓØ ÒÁÎÅÅ ÍÎÏÇÉÍÉ Á×ÔÏÒÁÍÉ (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1{4℄). ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ,ò.í. ëÏÌ�ÁËÏ× [2℄ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÌ ÒÁÚÌÉÞÎÙÅ �ÏÓÔÁÎÏ×ËÉ ÚÁÄÁÞÉ Ï ÔÏÞ-ÎÏÍ �ÏÌÕÞÅÎÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÇÏ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ Ó �ÏÍÏÝØÀ ÂÕÌÅ-×ÙÈ ËÏÍÂÉÎÁ�ÉÊ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×ÓËÉÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ,×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÉÎÁÄÌÅÖÁÔ ÎÅËÏÔÏÒÏÍÕ ÚÁÄÁÎÎÏÍÕ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×Õ.÷ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÀÔÓÑ ÚÎÁÞÅÎÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ, ËÏÔÏ-ÒÙÅ ÍÏÇÕÔ ÂÙÔØ �ÏÌÕÞÅÎÙ �ÒÉÂÌÉÖ£ÎÎÏ �ÕÔ£Í ËÏÍÂÉÎÉÒÏ×ÁÎÉÑ ÎÅ-ÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×ÓËÉÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÒÏÑÔ-ÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ × ÅÄÉÎÉ�Õ ÏÄÎÁ É ÔÁ ÖÅ, É ÒÁ×ÎÁ p. ÷ ËÁÞÅÓÔ×Å �ÒÅ-ÏÂÒÁÚÏ×ÁÔÅÌÅÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ×ÙÓÔÕ�ÁÀÔ ×ÓÅ×ÏÚÍÏÖÎÙÅ ÂÅÓ�Ï×ÔÏÒÎÙÅÆÏÒÍÕÌÙ ÎÁÄ ÚÁÄÁÎÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ B.ðÕÓÔØ ^�[x1; : : : ; xm℄ ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÂÅÓ�Ï×ÔÏÒÎÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÏÒÍÕÌÕ[5℄, ÓÏÄÅÒÖÁÝÕÀ ÓÉÍ×ÏÌÙ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1, . . . ,xm. æÏÒÍÕÌÁ ^� ÚÁÄÁ£ÔÎÅËÏÔÏÒÕÀ ÂÕÌÅ×Õ ÆÕÎË�ÉÀ f^�(x1; : : : ; xm). æÕÎË�ÉÉ f^�, × Ó×ÏÀ ÏÞÅ-ÒÅÄØ, ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏ ÓÏ�ÏÓÔÁ×ÌÑÅÔÓÑ ÞÉÓÌÏ×ÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ h^�(p1; : : : ; pm),ÒÁ×ÎÁÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÉ f^� × ÅÄÉÎÉ�Õ �ÒÉ �ÏÄÓÔÁ-ÎÏ×ËÅ ×ÍÅÓÔÏ Å£ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ x1, . . . ,xn ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×ÓËÉÈÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉÞÉÎ, Õ ËÏÔÏÒÙÈ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ × 1 ÒÁ×ÎÁ,ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, p1, . . . , pn.ï�ÒÅÄÅÌÉÍ ÆÕÎË�ÉÀ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ^� ËÁË P1(pj^�) =h^�(p; : : : ; p). æÁËÔÉÞÅÓËÉ, ÆÕÎË�ÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ^� ÅÓÔØ ×Å-ÒÏÑÔÎÏÓÔØ ÏÂÒÁÝÅÎÉÑ ÆÏÒÍÕÌÙ × ÅÄÉÎÉ�Õ �ÒÉ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÅ ×ÍÅÓÔÏ150



×ÓÅÈ Å£ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÎÅÚÁ×ÉÓÉÍÙÈ ÂÅÒÎÕÌÌÉÅ×ÓËÉÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉ-ÞÉÎ, ÒÁ×ÎÙÈ 1 Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ p, É 0 Ó ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔØÀ 1� p.úÁ�ÉÓØ ^�[^�1; : : : ; ^�m℄ ÂÕÄÅÍ �ÏÎÉÍÁÔØ ËÁË �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÕ ÆÏÒÍÕÌ^�1, . . . , ^�m × ÆÏÒÍÕÌÕ ^� Ó �ÏÓÌÅÄÕÀÝÉÍ �ÅÒÅÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÅÍ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ ÔÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÞÔÏ �ÏÌÕÞÁÅÔÓÑ ×ÎÏ×Ø ÂÅÓ�Ï×ÔÏÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ(× ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍÏÊ ÚÁÄÁÞÅ ÎÁÉÍÅÎÏ×ÁÎÉÅ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ × ÆÏÒÍÕÌÅ ÎÅÓÕÝÅÓÔ×ÅÎÎÏ).�ÁËÁÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ÂÅÓ�Ï×ÔÏÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ, ÏÞÅ×ÉÄÎÏ, ÓÏÇÌÁÓÏ×ÁÎÁÓ ËÏÍ�ÏÚÉ�ÉÅÊ ÆÕÎË�ÉÊ h^� (ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [2℄): ÆÕÎË�ÉÑ h ÆÏÒÍÕÌÙ^�[^�1; : : : ; ^�m℄ ÒÁ×ÎÁ h^�(h^�1 ; : : : ; h^�m).ïÂÏÚÎÁÞÉÍ ÞÅÒÅÚ WB(p) ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË-�ÉÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÂÅÓ�Ï×ÔÏÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ B × ÔÏÞËÅ p,Ô. Å. ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ×ÓÅÈ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ × ÔÏÞËÅ p Ó ÄÏÂÁ-×ÌÅÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÅÇÏ �ÒÅÄÅÌØÎÙÈ ÔÏÞÅË. ãÅÌØÀ ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÅ ÕÓÌÏ×ÉÊ ÎÁ ÂÁÚÉÓ B É ÚÎÁÞÅÎÉÅ p, �ÒÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÍÎÏÖÅ-ÓÔ×ÏWB(p) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÔÒÅÚËÏÍ [0; 1℄. éÎÙÍÉ ÓÌÏ×ÁÍÉ, ×ÙÑÓÎÑÅÔÓÑ,ÄÌÑ ËÁËÉÈ ÂÁÚÉÓÏ× B ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÂÅÓ�Ï×ÔÏÒÎÙÈÆÏÒÍÕÌ ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ B ÓËÏÌØ ÕÇÏÄÎÏ ÔÏÞÎÏ �ÒÉÂÌÉÖÁÀÔ ÌÀÂÏÅ ÞÉÓÌÏÉÚ ÏÔÒÅÚËÁ [0; 1℄.ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ ÂÁÚÉÓÁ B ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑWB(0);WB(1) �f0; 1g, �ÏÜÔÏÍÕ ÄÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÑ p 2 (0; 1).òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÓÎÁÞÁÌÁ ÂÁÚÉÓÙ ÉÚ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ó�Å�ÉÁÌØÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ×.ðÕÓÔØ L ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ËÌÁÓÓ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ, K | ËÌÁÓÓ ÆÕÎË-�ÉÊ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ËÏÎßÀÎË�ÉÑÍÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÌÉ ËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ, ÉD | ËÌÁÓÓ ÆÕÎË�ÉÊ, Ñ×ÌÑÀÝÉÈÓÑ ÄÉÚßÀÎË�ÉÑÍÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ ÉÌÉËÏÎÓÔÁÎÔÁÍÉ.åÓÌÉ B � L, ÔÏWB(p) � Sm � 12 (1� (1� 2p)m)	[� 12	. åÓÌÉB � K,ÔÏWB(p) � Smfpmg[f0; 1g. åÓÌÉ B � D, ÔÏWB(p) � Smf1�(1�p)mg[f0; 1g. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ ÎÉ × ÏÄÎÏÍ ÉÚ ÜÔÉÈ ÓÌÕÞÁÅ× ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏWB(p) ÎÅ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÔÒÅÚËÏÍ [0; 1℄ ÎÉ �ÒÉ ËÁËÏÍ ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍÚÎÁÞÅÎÉÉ p.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÂÁÚÉÓÁ f&;:g ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏWf&;:g(p) �ÒÉ ÌÀÂÏÍÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÎÏÍ p 2 (0; 1) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÔÒÅÚËÏÍ [0; 1℄.æÕÎË�ÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ^	m = x1& : : :&xm+1 ÒÁ×ÎÁpm+1. ìÅÇËÏ ×ÉÄÅÔØ, ÞÔÏ P1(pj^	n�1[:^	m; : : : ;:^	m℄) = (1� pm+1)n.ðÏËÁÖÅÍ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ p 2 (0; 1), ÌÀÂÏÇÏ x 2 (0; 1), ÌÀÂÏÇÏ" > 0 ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ m;n ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ (1 � pm+1)n 2 (x �"; x+ "). ðÕÓÔØ m ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ ×Ù�ÏÌÎÑÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 1� pm+1 >151

x. ðÒÉ ÌÀÂÏÍ m ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï 1 � pm+1 < 1, �ÏÜÔÏÍÕ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÓÔØ (1 � pm+1)n; n = 1; 2; : : : Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÂÙ×ÁÀÝÅÊ.ðÒÅÄÅÌ limn!1 (1� pm+1)n ÒÁ×ÅÎ ÎÕÌÀ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÔÁËÏÅN , ÞÔÏ (1� pm+1)N+1 < x � (1� pm+1)N .òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÒÁÚÎÏÓÔØ: (1 � pm+1)N � (1 � pm+1)N+1 = (1 �pm+1)N (1� 1 + pm+1) � pm+1. äÌÑ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÂÏÌØÛÉÈ ÚÎÁÞÅÎÉÊ m×Ù�ÏÌÎÅÎÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï pm+1 < ". ðÕÓÔØM ÔÁËÏ×Ï, ÞÔÏ 1�pM+1 > xÉ pM+1 < ". �ÏÇÄÁ (1� pM+1)N 2 (x� "; x+ ").äÏËÁÚÁÎÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ ÏÞÅ×ÉÄÎÏ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÑÅÔÓÑ É ÎÁ ÚÎÁÞÅ-ÎÉÑ x = 0 É x = 1. �ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁÎÁìÅÍÍÁ 1. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ p 2 (0; 1) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Wf&;:g(p) ÅÓÔØ ÏÔ-ÒÅÚÏË [0; 1℄.äÌÑ ÂÁÚÉÓÁ f&;_g ÒÁÓÓÕÖÄÅÎÉÑ ×ÅÓØÍÁ ÓÈÏÖÉ ÓÏ ÓÌÕÞÁÅÍ ÂÁÚÉÓÁf&;:g. æÕÎË�ÉÑ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌÙ ^�n[ ^	m; : : : ; ^	m℄, ÇÄÅ ^�n =x1 _ : : : _ xn, ÒÁ×ÎÁ P1(pj^�n[ ^	m; : : : ; ^	m℄) = 1� (1� pm+1)n.ðÕÓÔØ x 2 [0; 1℄ É y = 1 � x. ðÏ ÒÁÎÅÅ ÄÏËÁÚÁÎÎÏÍÕ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏp 2 (0; 1), ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄÕÔÓÑ ÎÁÔÕÒÁÌØÎÙÅ m;n ÔÁËÉÅ, ÞÔÏ (1 �pm+1)n 2 (y� "; y+ "). óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, 1� (1�pm+1)n 2 (x� "; x+ ").�ÁËÉÍ ÏÂÒÁÚÏÍ, ÄÏËÁÚÁÎÁìÅÍÍÁ 2. äÌÑ ÌÀÂÏÇÏ p 2 (0; 1) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï Wf&;_g(p) ÅÓÔØ ÏÔ-ÒÅÚÏË [0; 1℄.õÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÑ ÌÅÍÍ 1, 2 ÍÏÖÎÏ ÒÁÓ�ÒÏÓÔÒÁÎÉÔØ ÎÁ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ ÛÉ-ÒÏËÉÊ ËÌÁÓÓ ÂÁÚÉÓÏ×. ðÒÉ×ÅÄ£Í ÏÄÎÏ ×Ó�ÏÍÏÇÁÔÅÌØÎÏÅ ÕÔ×ÅÒÖÄÅÎÉÅ(ÓÍ., ÎÁ�ÒÉÍÅÒ, [1℄):ìÅÍÍÁ 3. ðÕÓÔØ f | ÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ. åÓÌÉ f =2 K, ÔÏ�ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔ 0 É 1 ÉÚ ÆÕÎË�ÉÉ f ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ÄÉÚß-ÀÎË�ÉÀ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. åÓÌÉ f =2 D, ÔÏ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÏÊ ËÏÎÓÔÁÎÔ0 É 1 ÉÚ ÆÕÎË�ÉÉ f ÍÏÖÎÏ �ÏÌÕÞÉÔØ ËÏÎßÀÎË�ÉÀ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ.ëÒÏÍÅ ÔÏÇÏ, ÄÁÌÅÅ ÂÕÄÅÍ �ÏÌØÚÏ×ÁÔØÓÑ ÉÚ×ÅÓÔÎÙÍÉ ÌÅÍÍÁÍÉ ÏÎÅÌÉÎÅÊÎÏÊ É Ï ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ [4℄. ïÔÍÅÔÉÍ, ÞÔÏ × ÜÔÉÈÌÅÍÍÁÈ, Á ÔÁËÖÅ × ÌÅÍÍÅ 3, ÏÓÕÝÅÓÔ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÁ ËÏÎÓÔÁÎÔÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÏÔÒÉ�ÁÎÉÑ, É ÔÁËÉÅ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ (Á ÔÁËÖÅ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉÂÅÓ�Ï×ÔÏÒÎÙÈ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÊ ËÏÎÓÔÁÎÔ É ÏÔÒÉ�ÁÎÉÊ) ÎÅ ÎÁÒÕÛÁÀÔ ÂÅÓ-�Ï×ÔÏÒÎÏÓÔØ ÆÏÒÍÕÌ.�ÅÏÒÅÍÁ 1. ðÕÓÔØ B | ÎÅËÏÔÏÒÙÊ ÂÁÚÉÓ. åÓÌÉ B 6� L;K;D, ÉB ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÅ ÆÕÎË�ÉÉ 0 É 1, ÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ p 2 (0; 1)ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï WB(p) ÅÓÔØ ÏÔÒÅÚÏË [0; 1℄.äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. åÓÌÉ × ÂÁÚÉÓÅ B ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÁÑ ÆÕÎË-�ÉÑ, ÔÏ �Ï ÌÅÍÍÅ Ï ÎÅÍÏÎÏÔÏÎÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ B ÍÏÖÎÏ ÓÏ-152



ÓÔÁ×ÉÔØ ÂÅÓ�Ï×ÔÏÒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ÏÔÒÉ�ÁÎÉÅ. ðÏ ÕÓÌÏ-×ÉÀ ÔÅÏÒÅÍÙ × ÂÁÚÉÓÅ B ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÎÅÌÉÎÅÊÎÁÑ ÆÕÎË�ÉÑ, Ó �ÏÍÏÝØÀËÏÔÏÒÏÊ, �Ï ÌÅÍÍÅ Ï ÎÅÌÉÎÅÊÎÏÊ ÆÕÎË�ÉÉ, ÍÏÖÎÏ ÓÏÓÔÁ×ÉÔØ ÂÅÓ�Ï-×ÔÏÒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ, ÒÅÁÌÉÚÕÀÝÕÀ ËÏÎßÀÎË�ÉÀ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÌÅÍÍÅ 1ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ, ÓÏÓÔÁ×ÌÅÎÎÙÈÉÚ ËÏÎßÀÎË�ÉÉ É ÏÔÒÉ�ÁÎÉÑ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÙÍ ÎÁ ÏÔÒÅÚËÅ[0; 1℄ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ p 2 (0; 1).ðÕÓÔØ ×ÓÅ ÆÕÎË�ÉÉ ÂÁÚÉÓÁ B ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÅ. óÏÇÌÁÓÎÏ ÕÓÌÏ×ÉÀ ÔÅ-ÏÒÅÍÙ, × B ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ËÏÎßÀÎË�ÉÉ �ÅÒÅÍÅÎ-ÎÙÈ, É ÆÕÎË�ÉÑ, ÏÔÌÉÞÎÁÑ ÏÔ ÄÉÚßÀÎË�ÉÉ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. �ÏÇÄÁ �ÏÌÅÍÍÅ 3, ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ B ÓÕÝÅÓÔ×ÕÀÔ ÂÅÓ�Ï×ÔÏÒÎÙÅ ÆÏÒÍÕÌÙ, ÒÅ-ÁÌÉÚÕÀÝÉÅ ËÏÎßÀÎË�ÉÀ É ÄÉÚßÀÎË�ÉÀ Ä×ÕÈ �ÅÒÅÍÅÎÎÙÈ. ÷ ÓÉÌÕÌÅÍÍÙ 2, ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÚÎÁÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÆÏÒÍÕÌ, ÓÏÓÔÁ-×ÌÅÎÎÙÈ ÉÚ ËÏÎßÀÎË�ÉÉ É ÄÉÚßÀÎË�ÉÉ, Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÓÀÄÕ �ÌÏÔÎÙÍ ÎÁÏÔÒÅÚËÅ [0; 1℄ �ÒÉ ÌÀÂÏÍ p 2 (0; 1). �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁÎÁ.îÁÌÉÞÉÅ × ÂÁÚÉÓÅ B ËÏÎÓÔÁÎÔ 0 É 1 ÎÅ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÅÏÂÈÏÄÉÍÙÍ ÄÌÑÔÏÇÏ, ÞÔÏÂÙ ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï WB(p) �ÒÉ ÎÅËÏÔÏÒÏÍ p ÓÏ×�ÁÄÁÌÏ Ó ÏÔÒÅÚ-ËÏÍ [0; 1℄. ÷ÍÅÓÔÏ ËÏÎÓÔÁÎÔ 0 É 1 ÍÏÖÎÏ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÔØ ÂÅÓ�Ï×ÔÏÒÎÙÅÆÏÒÍÕÌÙ, ÆÕÎË�ÉÉ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ËÏÔÏÒÙÈ ÂÌÉÚËÉ Ë 0 É 1, ÓÏÏÔ×ÅÔ-ÓÔ×ÅÎÎÏ.ðÕÓÔØ ÚÎÁÞÅÎÉÅ p 2 (0; 1) ÆÉËÓÉÒÏ×ÁÎÏ. âÅÓ�Ï×ÔÏÒÎÕÀ ÆÏÒÍÕÌÕ^� ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ 0"-ÆÏÒÍÕÌÏÊ (ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, 1"-ÆÏÒÍÕÌÏÊ) �ÒÉÄÁÎÎÏÍ ÚÎÁÞÅÎÉÉ p, ÅÓÌÉ ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï P1(pj^�) < " (ÓÏ-ÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ, P1(pj^�) > 1� ").òÅÚÕÌØÔÁÔ �ÏÄÓÔÁÎÏ×ËÉ 0"-ÆÏÒÍÕÌ É 1"-ÆÏÒÍÕÌ × ÄÒÕÇÉÅ ÆÏÒÍÕ-ÌÙ Ñ×ÌÑÅÔÓÑ, × Ï�ÒÅÄÅÌ£ÎÎÏÍ ÓÍÙÓÌÅ, ÂÌÉÚËÉÍ Ë ÒÅÚÕÌØÔÁÔÕ �ÏÄÓÔÁ-ÎÏ×ÏË ËÏÎÓÔÁÎÔ × ÔÅ ÖÅ ÆÏÒÍÕÌÙ. ìÅÇËÏ �ÒÏ×ÅÒÑÅÔÓÑìÅÍÍÁ 4. äÌÑ ÌÀÂÏÊ ÂÅÓ�Ï×ÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÕÌÙ ^�[x1; : : : ; xr℄, ÌÀ-ÂÏÇÏ ÎÁÂÏÒÁ ÚÎÁÞÅÎÉÊ �1; : : : ; �m 2 f0; 1g, ÌÀÂÏÇÏ p 2 (0; 1), ÌÀÂÏÇÏ" > 0 É ÌÀÂÙÈ ÂÅÓ�Ï×ÔÏÒÎÙÈ ÆÏÒÍÕÌ ^	1; : : : ; ^	m ÔÁËÉÈ, ÞÔÏ ËÁÖÄÁÑ^	i Ñ×ÌÑÅÔÓÑ (�i)"-ÆÏÒÍÕÌÏÊ, Ó�ÒÁ×ÅÄÌÉ×Ï ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×Ï:���P1(pj^�[�1; : : : ; �m; xm+1; : : :℄)� P1(pj^�[ ^	1; : : : ; ^	m; xm+1; : : :℄)��� < m":ïÂÏÂÝÉÍ ÔÅÏÒÅÍÕ 1.�ÅÏÒÅÍÁ 2. ðÕÓÔØ ÚÁÄÁÎ ÂÁÚÉÓ B É ÞÉÓÌÏ p 2 (0; 1). íÎÏÖÅÓÔ×ÏWB(p) ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÔÒÅÚËÏÍ [0; 1℄ ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁB 6� L;K;D É 0; 1 2WB(p).äÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ×Ï. äÏÓÔÁÔÏÞÎÏÓÔØ. âÁÚÉÓ B [ f0; 1g ÕÄÏ×ÌÅÔ×Ï-ÒÑÅÔ ÕÓÌÏ×ÉÑÍ ÔÅÏÒÅÍÙ 1. óÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ x 2 [0; 1℄ É ÌÀ-153

ÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÂÅÓ�Ï×ÔÏÒÎÁÑ ÆÏÒÍÕÌÁ ^� ÎÁÄ ÂÁÚÉÓÏÍ B [f0; 1gÔÁËÁÑ, ÞÔÏ P1(pj^�) 2 (x� "=2; x+ "=2).ðÕÓÔØ ÞÉÓÌÏ ×ÈÏÖÄÅÎÉÊ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ × ÆÏÒÍÕÌÕ ^� ÒÁ×-ÎÏ k. éÚ ÕÓÌÏ×ÉÑ 0; 1 2 WB(p) ÓÌÅÄÕÅÔ, ÞÔÏ ÄÌÑ ÌÀÂÏÇÏ " > 0 ÎÁÄÂÁÚÉÓÏÍ B ÓÕÝÅÓÔ×ÕÅÔ ÂÅÓ�Ï×ÔÏÒÎÁÑ 0"=2k-ÆÏÒÍÕÌÁ É ÂÅÓ�Ï×ÔÏÒÎÁÑ1"=2k-ÆÏÒÍÕÌÁ. ðÕÓÔØ ^�"=2k ÏÂÏÚÎÁÞÁÅÔ ÆÏÒÍÕÌÕ, �ÏÌÕÞÁÀÝÕÀÓÑ ÉÚÆÏÒÍÕÌÙ ^� ÚÁÍÅÎÏÊ ×ÓÅÈ ËÏÎÓÔÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ 0 É 1 ÎÁ 0"=2k-É 1"=2k-ÆÏÒÍÕÌÙ, ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÅÎÎÏ. ðÏ ÌÅÍÍÅ 4, ÉÍÅÅÔ ÍÅÓÔÏ ÎÅÒÁ-×ÅÎÓÔ×Ï jP1(pj^�) � P1(pj^�"=2k)j < "2kk = "2 . ïÔÓÀÄÁ ×ÙÔÅËÁÅÔ, ÞÔÏP1(pj^�) 2 (x� "; x+ "), É, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÚÁÍÙËÁÎÉÅ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á ÚÎÁ-ÞÅÎÉÊ ÆÕÎË�ÉÊ ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÉ ÓÏ×�ÁÄÁÅÔ Ó ÏÔÒÅÚËÏÍ [0; 1℄.îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ. îÅÏÂÈÏÄÉÍÏÓÔØ ÕÓÌÏ×ÉÑ 0; 1 2 WB(p) ÏÞÅ×ÉÄÎÁ.åÓÌÉ B Ñ×ÌÑÅÔÓÑ �ÏÄÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ L, K ÉÌÉ D, ÔÏ, ËÁË ÏÔÍÅÞÅÎÏÒÁÎÅÅ, WB(p) ÎÅ ÍÏÖÅÔ ÓÏ×�ÁÄÁÔØ Ó ÏÔÒÅÚËÏÍ [0; 1℄. �ÅÏÒÅÍÁ ÄÏËÁÚÁ-ÎÁ.ðÒÉ×ÅÄ£Í ÏÄÎÏ ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏÅ ÕÓÌÏ×ÉÅ ÔÏÇÏ, ÞÔÏ 0; 1 2 WB(p) �ÒÉ×ÓÅÈ p 2 (0; 1).�ÅÏÒÅÍÁ 3. ðÕÓÔØ ÂÁÚÉÓ B ÔÁËÏ×, ÞÔÏ ÄÌÑ ËÁÖÄÏÊ ÔÏÞËÉ p0 2(0; 1) ÎÁÊÄ£ÔÓÑ ÆÕÎË�ÉÑ f 2 B ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ hf (p0; : : : ; p0) < p0 ÉÆÕÎË�ÉÑ g 2 B ÔÁËÁÑ, ÞÔÏ hg(p0; : : : ; p0) > p0. �ÏÇÄÁ �ÒÉ ÌÀÂÏÍp 2 (0; 1) ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï WB(p) ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÔÏÞËÉ 0 É 1.á×ÔÏÒ ×ÙÒÁÖÁÅÔ ÂÌÁÇÏÄÁÒÎÏÓÔØ Ó×ÏÅÍÕ ÎÁÕÞÎÏÍÕ ÒÕËÏ×ÏÄÉÔÅÌÀï.í. ëÁÓÉÍ-úÁÄÅ ÚÁ ×ÓÅÓÔÏÒÏÎÎÅÅ ×ÎÉÍÁÎÉÅ Ë ÄÁÎÎÏÊ ÒÁÂÏÔÅ. òÁÂÏ-ÔÁ ×Ù�ÏÌÎÅÎÁ �ÒÉ �ÏÄÄÅÒÖËÅ òææé (�ÒÏÅËÔ 05-01-00994), ðÒÏÇÒÁÍ-ÍÙ �ÏÄÄÅÒÖËÉ ×ÅÄÕÝÉÈ ÎÁÕÞÎÙÈ ÛËÏÌ òæ (�ÒÏÅËÔ îû-5400.2006.1)É ðÒÏÇÒÁÍÍÙ ÆÕÎÄÁÍÅÎÔÁÌØÎÙÈ ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÎÉÊ ïÔÄÅÌÅÎÉÑ ÍÁÔÅÍÁ-ÔÉÞÅÓËÉÈ ÎÁÕË òáî �áÌÇÅÂÒÁÉÞÅÓËÉÅ É ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÅ ÍÅÔÏÄÙ ÍÁ-ÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÊ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ� (�ÒÏÅËÔ �óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑ-ÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ�). ó�ÉÓÏË ÌÉÔÅÒÁÔÕÒÙ1. çÉÎÄÉËÉÎ ó. ç., íÕÞÎÉË á. á. òÅÛÅÎÉÅ �ÒÏÂÌÅÍÙ �ÏÌÎÏÔÙÄÌÑ ÓÉÓÔÅÍ ÆÕÎË�ÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉ Ó ÎÅÎÁÄ£ÖÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÅÊ //ðÒÏÂÌÅÍÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ, ×Ù�. 15. | í.: îÁÕËÁ, 1965. | ó. 65{84.2. ëÏÌ�ÁËÏ× ò. í. ï �ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÑÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÓÌÕÞÁÊÎÙÈ ×ÅÌÉ-ÞÉÎ // íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÅ ×Ï�ÒÏÓÙ ËÉÂÅÒÎÅÔÉËÉ, ×Ù�. 9. | í.: æÉÚ-ÍÁÔÌÉÔ, 2000. | C. 227{252.3. óÈÉÒÔÌÁÄÚÅ ò. ì. ï ÓÉÎÔÅÚÅ p-ÓÈÅÍÙ ÉÚ ËÏÎÔÁËÔÏ× ÓÏ ÓÌÕÞÁÊÎÙ-ÍÉ ÄÉÓËÒÅÔÎÙÍÉ ÓÏÓÔÏÑÎÉÑÍÉ // óÏÏÂÝÅÎÉÑ áî çÒóóò. | 1961. |�. 26, �2. | ó. 181{186. 154



4. Moore E. F., Shannon C. Reliable iruits using less reliable re-lays // J. Franklin Institute. | 1956. | Vol. 262. | P. 191{208. [éÍÅÅÔ-ÓÑ �ÅÒÅ×ÏÄ: ëÉÂÅÒÎÅÔÉÞ. ÓÂ., ×Ù�. 1. | í.: éì, 1960. | C. 109{148.℄5. ñÂÌÏÎÓËÉÊ ó. ÷. ÷×ÅÄÅÎÉÅ × ÄÉÓËÒÅÔÎÕÀ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÕ. | í.:÷ÙÓÛ. ÛË., 2001.
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éîæïòíáãéñûËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÙ �ÏÄ ÏÂÝÉÍ ÎÁÚ×ÁÎÉÅÍ �óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØÕ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ� �ÒÏ×ÏÄÑÔÓÑ, ÎÁÞÉÎÁÑ Ó 1988 ÇÏÄÁ, �ÏÄ ÒÕËÏ-×ÏÄÓÔ×ÏÍ ÁËÁÄÅÍÉËÁ ï. â. ìÕ�ÁÎÏ×Á. ðÅÒ×ÁÑ ÷ÓÅÓÏÀÚÎÁÑ ÛËÏÌÁ ÓÅ-ÍÉÎÁÒ ÜÔÏÇÏ �ÉËÌÁ ÂÙÌÁ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÁ ×Ï ìØ×Ï×Å (1988) [1℄, ÚÁÔÅÍ�ÏÓÌÅÄÏ×ÁÌÉ ÛËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÙ × îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓËÅ (1989) [2℄, �ÁÛËÅÎ-ÔÅ (1990), îÉÖÎÅÍ îÏ×ÇÏÒÏÄÅ (1992), íÉÎÓËÅ (1993) [3℄, îÉÖÎÅÍ îÏ×-ÇÏÒÏÄÅ (1994) [4℄, íÉÎÓËÅ (1995) [5℄, îÉÖÎÅÍ îÏ×ÇÏÒÏÄÅ (1996), ÓÎÏ×Á× îÉÖÎÅÍ îÏ×ÇÏÒÏÄÅ (1998) [6℄, × íÉÎÓËÅ (1999) [7℄, îÉÖÎÅÍ îÏ×ÇÏ-ÒÏÄÅ (2000) [8℄, ðÅÎÚÅ (2001) [9℄, ÓÎÏ×Á × ðÅÎÚÅ (2002) [10℄, × îÉÖÎÅÍîÏ×ÇÏÒÏÄÅ (2003) [11℄ É îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓËÅ (2004) [12℄.XVI íÅÖÄÕÎÁÒÏÄÎÁÑ ÛËÏÌÁ-ÓÅÍÉÎÁÒ �óÉÎÔÅÚ É ÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ-×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ�, ÍÁÔÅÒÉÁÌÙ ËÏÔÏÒÏÊ �ÕÂÌÉËÕÀÔÓÑ × ÄÁÎÎÏÍ ÓÂÏÒ-ÎÉËÅ, �ÒÏÛÌÁ × óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÅ Ó 26 �Ï 30 ÉÀÎÑ 2006 Ç. üÔÁ ÛËÏÌÁ-ÓÅÍÉÎÁÒ ÂÙÌÁ ÏÒÇÁÎÉÚÏ×ÁÎÁ ÍÅÈÁÎÉËÏ-ÍÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÉÍ ÆÁËÕÌØÔÅ-ÔÏÍ íÏÓËÏ×ÓËÏÇÏ ÇÏÓÕÄÁÒÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ ÉÍ. í. ÷. ìÏÍÏ-ÎÏÓÏ×Á É îÁÕÞÎÏ-ÉÓÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÓËÉÍ ÉÎÓÔÉÔÕÔÏÍ ÍÁÔÅÍÁÔÉËÉ É ÍÅ-ÈÁÎÉËÉ ÉÍ. ÁËÁÄ. ÷. é. óÍÉÒÎÏ×Á óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÓËÏÇÏ ÇÏÓÕÄÁÒ-ÓÔ×ÅÎÎÏÇÏ ÕÎÉ×ÅÒÓÉÔÅÔÁ.÷ ÒÁÂÏÔÅ ÛËÏÌÙ-ÓÅÍÉÎÁÒÁ �ÒÉÎÑÌÉ ÕÞÁÓÔÉÅ ÂÏÌÅÅ 50 ÍÁÔÅÍÁÔÉËÏ×ÉÚ íÏÓË×Ù, óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇÁ, îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓËÁ, îÉÖÎÅÇÏ îÏ×ÇÏÒÏÄÁ,ðÅÎÚÙ, éÒËÕÔÓËÁ, óÁÒÁÔÏ×Á, ñÒÏÓÌÁ×ÌÑ É óÍÏÌÅÎÓËÁ. âÙÌ ÚÁÓÌÕÛÅÎ41 ÄÏËÌÁÄ, ÂÏÌØÛÉÎÓÔ×Ï ÉÚ ËÏÔÏÒÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÙ × ÎÁÓÔÏÑÝÅÍ ÓÂÏÒ-ÎÉËÅ. ðÏÌÎÙÊ Ó�ÉÓÏË ÄÏËÌÁÄÏ× �ÒÉ×ÏÄÉÔÓÑ ÎÉÖÅ:ó. é. áËÓÅÎÏ× (ðÅÎÚÁ). ïÂ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÄÅÖÎÙÈ ÓÈÅÍÁÈ ×ÂÁÚÉÓÅ ÏÔÒÉ�ÁÎÉÅ, ËÏÎßÀÎË�ÉÑ �ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÎÁ×ÙÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.í. á. áÌÅÈÉÎÁ (ðÅÎÚÁ). ï ÆÕÎË�ÉÑÈ É ÓÈÅÍÁÈ, ËÏÒÒÅËÔÉÒÕÀÝÉÈÏÛÉÂËÉ.á. ó. âÁÌÀË, ó. ÷. âÁÌÀË (éÒËÕÔÓË). íÉÎÉÍÉÚÁ�ÉÑ ÔÅÒÍÁÌØÎÙÈ�ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÎÅÂÏÌØÛÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ × ÂÉÎÁÒ-ÎÙÈ É ÔÅÒÎÁÒÎÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ.ì. î. âÏÎÄÁÒÅÎËÏ (ðÅÎÚÁ). ðÒÉÍÅÎÅÎÉÅ "ÍÅÔÏÄÁ ×ÒÏÎÓËÉÁÎÏ×"ÄÌÑ ÒÅÛÅÎÉÑ ËÏÍÂÉÎÁÔÏÒÎÙÈ ÚÁÄÁÞ.ñ. ÷. ÷ÅÇÎÅÒ (íÏÓË×Á). óÌÏÖÎÏÓÔØ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÜËÓ�ÏÎÅÎÔÙ ÍÅÔÏ-ÄÏÍ ëÁÒÁ�ÕÂÙ.ó. æ. ÷ÉÎÏËÕÒÏ× (éÒËÕÔÓË). LP-ËÌÁÓÓÉÆÉËÁ�ÉÑ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊÓ ÉÓ�ÏÌØÚÏ×ÁÎÉÅÍ Ó�Å�ÉÁÌØÎÏÊ Ï�ÅÒÁÔÏÒÎÏÊ ÆÏÒÍÙí. á. çÅÒÁÓÉÍÏ× (óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ). îÅËÏÔÏÒÙÅ �ÒÉÚÎÁËÉ ÌÉ-ÎÅÊÎÏÊ ÚÏÎÙ ÅÍËÏÓÔÎÏÊ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÎÁ ÁÌÇÏÒÉÔÍÉÞÅÓËÉÈ ÑÚÙËÁÈ �ÒÏ-ÇÒÁÍÍÉÒÏ×ÁÎÉÑ. 156



á. ó. çÅÒÁÓÉÍÏ× (óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ). ðÒÏÇÒÁÍÍÎÁÑ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÑ�ÏÉÓËÁ ÄÏËÁÚÁÔÅÌØÓÔ× × ÂÅÓËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÊ �ÒÅÄÉËÁÔÎÏÊ ÌÏÇÉËÅ,ÏÓÎÏ×ÁÎÎÏÊ ÎÁ ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÈ.ï. ó. äÕÄÁËÏ×Á (íÏÓË×Á). ï ËÏÎÅÞÎÏÊ �ÏÒÏÖÄÅÎÎÏÓÔÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈÓÅÍÅÊÓÔ× �ÒÅÄ�ÏÌÎÙÈ ËÌÁÓÓÏ× ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉ-ËÉ.ò. î. úÁÂÁÌÕÅ× (íÏÓË×Á). ï ÓÒÅÄÎÅÊ ÇÌÕÂÉÎÅ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ.÷. á. úÁÈÁÒÏ×, ÷. ó. ýÅÒÂÉÎÁ (íÏÓË×Á). ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÒÁÓ�ÏÚÎÁ-×ÁÎÉÑ ÜË×É×ÁÌÅÎÔÎÏÓÔÉ ÍÁÛÉÎ �ØÀÒÉÎÇÁ ÂÅÚ ÚÁ�ÉÓÉ ÎÁ ÌÅÎÔÕ.á. á. é×ÁÎÏ× (óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ). íÁÔÅÍÁÔÉÞÅÓËÏÅ ÍÏÄÅÌÉÒÏ×Á-ÎÉÅ k-ÑÄÅÒÎÏÊ ÁÒÈÉÔÅËÔÕÒÙ ÍÎÏÇÏ�ÒÏ�ÅÓÓÏÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ �ÒÉ �ÏÍÏ-ÝÉ k-ÇÏÌÏ×ÏÞÎÏÊ ÍÁÛÉÎÙ �ØÀÒÉÎÇÁ Ó �ÌÏÓËÏÊ ÌÅÎÔÏÊ ÎÁ �ÒÉÍÅÒÅÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÍÅÔÏÄÁ çÁÕÓÓÁ.í. á. éÏÒÄÁÎÓËÉÊ (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ). éÎÄÕËÔÉ×ÎÏÅ Ï�ÉÓÁÎÉÅËÌÁÓÓÁ �ÌÁÎÁÒÎÙÈ ÇÒÁÆÏ×.á. å. ëÁÚÁÞ£Ë, ä. ó. òÏÍÁÎÏ× (íÏÓË×Á). ï ÆÕÎË�ÉÑÈ ûÅÎÎÏÎÁÄÌÉÎ ÌÏËÁÌØÎÙÈ ÔÅÓÔÏ×�ÒÉ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏÓÔÑÈ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ÓÈÅÍ.á. ó. ëÁÚÉÍÉÒÏ× (éÒËÕÔÓË). ï�ÅÎËÁ ÞÉÓÌÁ ÉÎ×ÁÒÉÁÎÔÎÙÈ ÆÕÎË-�ÉÊ ÄÌÑ OP- É LP-�ÒÅÏÂÒÁÚÏ×ÁÎÉÊ.ò. í. ëÏÌ�ÁËÏ× (íÏÓË×Á). üËÓ�ÏÎÅÎ�ÉÁÌØÎÙÊ ÒÏÓÔ ÞÉÓÌÁ ÔÒÅÈ-ÂÕË×ÅÎÎÙÈ ÓÌÏ× Ó �ÒÅÄÅÌØÎÙÍ ÍÉÎÉÍÁÌØÎÙÍ �ÏÒÑÄËÏÍ ÚÁ�ÒÅÔÎÙÈ�ÏÄÓÌÏ×.î. ë. ëÏÓÏ×ÓËÉÊ (óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ). äÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÅ ÄÏ ×ÓÅÇÄÁÚÁ×ÅÒÛÁÀÝÉÈ ÒÁÂÏÔÕ ÌÀÂÙÈ �ÒÏ�ÅÄÕÒ-Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁÑÚÙËÅ ðÁÓËÁÌØ.÷. ÷. ëÏÞÅÒÇÉÎ (íÏÓË×Á). ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ×ÙÞÉÓÌÅÎÉÑ ÜÌÅÍÅÎÔÏ× ×ËÏÍÍÕÔÁÔÉ×ÎÙÈ �ÏÌÕÇÒÕ��ÁÈ É ÇÒÕ��ÁÈ.ó. ç. ëÕÒÎÏÓÏ×Á (óÁÒÁÔÏ×). � -ÎÅ�ÒÉ×ÏÄÉÍÙÅ ÒÁÓÛÉÒÅÎÉÑ ÄÌÑÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÏÒÉÅÎÔÁ�ÉÊ �Å�ÅÊ.à. í. ìÉÆÛÉ� (óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ). áÌÇÏÒÉÔÍÙ ÏÂÒÁÂÏÔËÉÁ×ÔÏÍÁÔÉÞÅÓËÉ-�ÏÒÏÖÄÅÎÎÙÈ ÔÅËÓÔÏ×.ó. á. ìÏÖËÉÎ, í. ó. ûÕ�ÌÅ�Ï× (íÏÓË×Á). ï�ÅÎËÉ ×ÙÓÏËÏÊ ÓÔÅ-�ÅÎÉ ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÄÌÑ ÆÕÎË�ÉÉ ûÅÎÎÏÎÁ × ÏÄÎÏÍ ËÌÁÓÓÅ �ÒÅÄÉËÁÔÎÙÈÓÈÅÍ.à. ÷. íÅÒÅËÉÎ (îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË). ïÂ ÏÄÎÏÊ ÆÏÒÍÅ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÑÒÅËÕÒÒÅÎÔÎÙÈ ÓÈÅÍ �ÏÒÏÖÄÅÎÉÑ ÓÌÏ× É ÉÈ ÁÄÄÉÔÉ×ÎÁÑ ÓÌÏÖÎÏÓÔØ.å. ÷. íÉÈÁÊÌÅ� (íÏÓË×Á). ï ÒÁÎÇÅ ÎÅÑ×ÎÙÈ �ÒÅÄÓÔÁ×ÌÅÎÉÊ ÆÕÎË-�ÉÊ k-ÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ ÎÁÄ ËÌÁÓÓÏÍ ÍÏÎÏÔÏÎÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.å. á. ïËÏÌØÎÉÛÎÉËÏ×Á (îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË). ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÏÄÎÏÇÏ ËÌÁÓ-ÓÁ ÓÈÅÍ.�. ç. ðÅÔÒÏÓÑÎ (íÏÓË×Á). òÁÚÍÅÒ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÍÎÏÖÅÓÔ×Á, Ó×Ï-ÂÏÄÎÏÇÏ ÏÔ �ÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÊ. 157

÷. î. ðÏÔÁ�Ï× (îÏ×ÏÓÉÂÉÒÓË). ï�ÉÓÁÎÉÅ n-Ë×ÁÚÉÇÒÕ�� �ÏÒÑÄËÁ 4.÷. ó. òÕÂÌÅ×, ä. ÷. þÅÈÒÁÎÏ× (ñÒÏÓÌÁ×ÌØ). áÌÇÅÂÒÁ ÏÂßÅËÔÎÙÈÏ�ÅÒÁ�ÉÊ ÓÉÓÔÅÍ Õ�ÒÁ×ÌÅÎÉÑ ÄÁÎÎÙÍÉ DIM.ï. â. óÅÄÅÌÅ× (íÏÓË×Á). ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÆÕÎË�ÉÊ ÁÌÇÅÂÒÙ ÌÏÇÉËÉBDD, ×ÌÏÖÅÎÎÙÍÉ × ÅÄÉÎÉÞÎÙÊ ËÕÂ.é. ó. óÅÒÇÅÅ× (íÏÓË×Á). ï ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÎÅËÏÔÏÒÙÈ Ï�ÅÒÁ�ÉÊ × ËÏ-ÎÅÞÎÙÈ �ÏÌÑÈ ÈÁÒÁËÔÅÒÉÓÔÉËÉ 2 ÓÈÅÍÁÍÉ ÌÏÇÁÒÉÆÍÉÞÅÓËÏÊ ÇÌÕÂÉÎÙ.ó. ÷. óÉÄÏÒÏ× (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ). ï �ÏÄÏÂÉÉ ÍÁÔÒÉ� ÔÒÅÔØÅÇÏ�ÏÒÑÄËÁ ÎÁÄ ËÏÌØ�ÏÍ �ÅÌÙÈ ÞÉÓÅÌ.ä. ÷. ó�ÅÒÁÎÓËÉÊ (óÁÒÁÔÏ×). ü×ÏÌÀ�ÉÏÎÎÙÊ �ÏÄÈÏÄ Ë �ÒÏÂÌÅÍÅÓÏÅÒÁÝÅÎÉÑ ÄÉÁÇÎÏÓÔÉÞÅÓËÏÊ ÉÎÆÏÒÍÁ�ÉÉ.æÁÍ �ÈÁÎØ ìÁÍ (óÁÎËÔ-ðÅÔÅÒÂÕÒÇ). ï�ÅÎËÁ �ÁÍÑÔÉ, ÎÅÏÂÈÏ-ÄÉÍÏÊ ÄÌÑ ÄÏÏ�ÒÅÄÅÌÅÎÉÑ ÄÏ ×ÓÅÇÄÁ ÚÁ×ÅÒÛÁÀÝÉÈ ÒÁÂÏÔÕ ÌÀÂÙÈ�ÒÏ�ÅÄÕÒ-Ï�ÅÒÁÔÏÒÏ×, ÎÁ�ÉÓÁÎÎÙÈ ÎÁ ÑÚÙËÅ ðÁÓËÁÌØ.ò. ÷. èÅÌÅÍÅÎÄÉË (íÏÓË×Á). ï �ÏÌÎÏÊ ÚÁ�ÉÓÉ ÛÁÈÍÁÔÎÙÈ �ÒÁ×ÉÌÎÁ ÑÚÙËÅ ËÏÎÅÞÎÏÚÎÁÞÎÏÊ ÌÏÇÉËÉ �ÒÅÄÉËÁÔÏ×.á. ÷. þÁÛËÉÎ (íÏÓË×Á). ï ×ÌÏÖÅÎÉÑÉ ÇÒÁÆÏ× × ÒÅÛÅÔËÉ ÏÇÒÁÎÉ-ÞÅÎÎÏÊ ×ÙÓÏÔÙ.á. î. þÅÒÅ�Ï× (óÍÏÌÅÎÓË). ï�ÅÎËÉ ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ �ÒÉÂÌÉÖÅÎÉÑ ÎÅ-�ÒÅÒÙ×ÎÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ ÄÅÔÅÒÍÉÎÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ ÆÕÎË�ÉÑÍÉ Ó ÚÁÄÅÒÖËÏÊ.÷. ÷. þÕÇÕÎÏ×Á (ðÅÎÚÁ). ïÂ ÁÓÉÍ�ÔÏÔÉÞÅÓËÉ ÎÁÉÌÕÞÛÉÈ �Ï ÎÁ-ÄÅÖÎÏÓÔÉ ÓÈÅÍÁÈ × ÎÅËÏÔÏÒÙÈ ÂÁÚÉÓÁÈ �ÒÉ ÉÎ×ÅÒÓÎÙÈ ÎÅÉÓ�ÒÁ×ÎÏ-ÓÔÑÈ ÎÁ ×ÈÏÄÁÈ ÜÌÅÍÅÎÔÏ×.÷. ÷. þÕÍÁËÏ× (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ). ÷ÅÒÛÉÎÙ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÏ× É ÚÎÁÍÅÎÁÔÅÌÉ ÒÅÛÅÎÉÊ �ÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÈ ËÒÁÍÅÒÏ×-ÓËÉÈ ÓÉÓÔÅÍ.÷. é. ûÅ×ÞÅÎËÏ (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ). ï ÓÌÏÖÎÏÓÔÉ ÔÅÓÔÉÒÏ×ÁÎÉÑ�ÅÒÅ�ÕÔÙ×ÁÎÉÊ × ÓÈÅÍÁÈ.÷. î. ûÅ×ÞÅÎËÏ (îÉÖÎÉÊ îÏ×ÇÏÒÏÄ). �ÒÉÁÎÇÕÌÑ�ÉÉ É ÍÏÎÏÔÏÎ-ÎÙÅ ÂÕÌÅ×Ù ÆÕÎË�ÉÉ.ì. á. ûÏÌÏÍÏ× (íÏÓË×Á). ï �ÏÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏÊ ÒÅÁÌÉÚÁ�ÉÉ ÂÕÌÅ-×ÙÈ ÆÕÎË�ÉÊ.á. ä. ñÛÕÎÓËÉÊ (íÏÓË×Á). ï ×ÅÒÏÑÔÎÏÓÔÎÙÈ Ó×ÏÊÓÔ×ÁÈ ÂÅÓ�Ï-×ÔÏÒÎÙÈ ÂÕÌÅ×ÙÈ ÆÏÒÍÕÌ.îÁ ÚÁËÌÀÞÉÔÅÌØÎÏÍ ÚÁÓÅÄÁÎÉÉ ÅÄÉÎÏÇÌÁÓÎÏ ÂÙÌÏ �ÒÉ-ÎÑÔÏ ÒÅÛÅÎÉÅ �ÒÉÓ×ÏÉÔØ ÓÅÒÉÉ ÛËÏÌ-ÓÅÍÉÎÁÒÏ× �óÉÎÔÅÚ ÉÓÌÏÖÎÏÓÔØ Õ�ÒÁ×ÌÑÀÝÉÈ ÓÉÓÔÅÍ� ÉÍÑ ÁËÁÄÅÍÉËÁ ïÌÅÇÁ âÏ-ÒÉÓÏ×ÉÞÁ ìÕ�ÁÎÏ×Á | ÏÓÎÏ×ÁÔÅÌÑ É ÂÅÓÓÍÅÎÎÏÇÏ ÒÕËÏ×ÏÄÉ-ÔÅÌÑ ÜÔÏÊ ÓÅÒÉÉ ÛËÏÌ-ÓÅÍÉÎÁÒÏ×.
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