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Íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé

Íà ïðîøëîé ëåêöèè ìû äâóìÿ ñïîñîáàìè (ìåòîäîì Øåííîíà è ìåòîäîì
êàñêàäîâ) óñòàíîâèëè ñëåäóþùóþ âåðõíþþ îöåíêó ôóíêöèè Øåííîíà
ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ â áàçèñå B0 =
{x ∨ y, x&y, x}:

L(n) . 6
2n

n
.

Íàñêîëüêî õîðîøà ýòà îöåíêà? ×òîáû îòâåòèòü íà ýòîò âîïðîñ, íóæíî
ïîëó÷èòü êàê ìîæíî áîëåå âûñîêóþ íèæíþþ îöåíêó ôóíêöèè Øåííî-
íà L(n). À ïîêà ìû èìååì òîëüêî îöåíêó L(n) ≥ n − 1, òàê êàê ëþáàÿ
ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùàÿ îò n ïåðåìåííûõ,
òðåáóåò äëÿ ñâîåé ðåàëèçàöèè â áàçèñå B0 íå ìåíåå n − 1 äâóõâõîäîâî-
ãî ýëåìåíòà. ×óòü óñèëèì ýòó îöåíêó ôóíêöèè Øåííîíà. Çàìåòèì, ÷òî
ëþáàÿ íåìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùàÿ
îò n ïåðåìåííûõ (íàïðèìåð, ôóíêöèÿ x1 ∨ . . . ∨ xn), òðåáóåò äëÿ ñâîåé
ðåàëèçàöèè â áàçèñå B0 íå ìåíåå n − 1 äâóõâõîäîâîãî ýëåìåíòà è, êàê
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ìèíèìóì, îäèí èíâåðòîð (ýëåìåíò, ðåàëèçóþùèé îòðèöàíèå). Ïîýòîìó
ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 1. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

L(n) ≥ n.

Îöåíêó èç ëåììû 1, êîíå÷íî, ìîæíî óñèëèòü. Îäíàêî, äëÿ êîíñòðóê-
òèâíî (ÿâíûì îáðàçîì) çàäàâàåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áóëåâûõ ôóíê-
öèé èçâåñòíû ëèøü íå áîëåå ÷åì ëèíåéíûå ïî ÷èñëó ïåðåìåííûõ íèæíèå
îöåíêè ñëîæíîñòè.

Òåì íå ìåíåå, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî âåðõíÿÿ îöåíêà ôóíêöèèØåííîíà
L(n), äîêàçûâàåìàÿ ìåòîäîì Øåííîíà èëè ìåòîäîì êàñêàäîâ, íåóëó÷øà-
åìà ïî ïîðÿäêó ðîñòà âåëè÷èíû, à äëÿ ýòîãî íóæíî óñòàíîâèòü ýêñïîíåí-
öèàëüíóþ íèæíþþ îöåíêó ôóíêöèè Øåííîíà. Ýòà îöåíêà áóäåò íåêîí-
ñòðóêòèâíàÿ è áóäåò ïîëó÷àòüñÿ èç ìîùíîñòíûõ ñîîáðàæåíèé, èäåþ êî-
òîðûõ ïðîèëëþñòðèðóåì íà ïðèìåðå îäíîé çàäà÷è èç òåîðèè ÷èñåë.

Êàê äîêàçàòü, ÷òî åñòü òðàíñöåíäåíòíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà (íå
ÿâëÿþùèåñÿ êîðíÿìè íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè)? Äà, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî e, π, sin 1, 2

√
2, log 3 òðàíñöåíäåíòíû.

Îäíàêî ýòè äîêàçàòåëüñòâà îòíþäü íå ïðîñòû. Â òî æå âðåìÿ ýëåìåí-
òàðíûå ìîùíîñòíûå ðàññóæäåíèÿ � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
êîíòèíóàëüíî, à ìíîæåñòâî êîðíåé íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè ñ÷åòíî � äàþò íå òîëüêî ïðîñòåéøåå (ïðàâäà,
íåêîñòðóêòèâíîå) äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà, íî è óñòàíàâëèâàþò, ÷òî
ïî÷òè âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà òðàíñöåíäåíòíû.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ëåæàò è â îñíîâå ýêñïîíåíöèàëüíîé íèæ-
íåé îöåíêè ôóíêöèèØåííîíà. Ñôîðìóëèðóåì ñîîòâåòñòâóþùèé î÷åâèä-
íûé ôàêò â âèäå ëåììû, íî ñíà÷àëà íàïîìíèì îïðåäåëåíèå ìèíèìàëüíîé
ñõåìû.

Ñõåìà, ðåàëèçóþùàÿ íåêîòîðóþ áóëåâó ôóíêöèþ (èëè ñèñòåìó ôóíê-
öèé) â áàçèñå B, íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîé ñõåìîé â áàçèñå B, åñëè íè-
êàêàÿ ñõåìà â áàçèñå B ìåíüøåé ñëîæíîñòè íå ðåàëèçóåò òó æå ñàìóþ
ôóíêöèþ (ñèñòåìó ôóíêöèé).

Ëåììà 2. Åñëè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìèíèìàëüíûõ â áàçèñå B ñõåì S ñ

n âõîäàìè è îäíèì âûõîäîì, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ LB(S) ≤ k,
ìåíüøå âåëè÷èíû 22n, òî âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

LB(n) > k.

Ýòî óòâåðæäåíèå íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî â óñëîâèÿõ
ëåììû ÷èñëî áóëåâûõ ôóíêöèé f(x1, . . . , xn), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
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LB(f) ≤ k, ìåíüøå âåëè÷èíû 22n � ÷èñëà âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n
ïåðåìåííûõ.

Òàêèì îáðàçîì, ïðè äîêàçàòåëüñòâå íèæíåé îöåíêè ñëîæíîñòè ôóíê-
öèè Øåííîíà íà ïåðâûé ïëàí âûõîäèò çàäà÷à î ïîëó÷åíèè ïðèåìëåìûõ
âåðõíèõ îöåíîê ÷èñëà ìèíèìàëüíûõ ñõåì, ê êîòîðîé ìû è ïåðåõîäèì.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû îöåíèòü (ñâåðõó) êîëè÷åñòâî ìèíèìàëüíûõ ñõåì îöå-
íèì êîëè÷åñòâî ñõåì â áîëåå øèðîêîì êëàññå � â êëàññå òàê íàçûâàåìûõ
ïðèâåäåííûõ (èëè ïðàâèëüíûõ) ñõåì.

Ñõåìó áóäåì íàçûâàòü ïðèâåäåííîé (ïðàâèëüíîé), åñëè â íåé íåò äâóõ
ðàçíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùèõ îäíó è òó æå ôóíêöèþ. Î÷åâèäíî, ÷òî
èç ëþáîé ñõåìû ïóòåì óäàëåíèÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ è ¾ïåðåïîäêëþ÷å-
íèÿ¿ âûõîäÿùèõ èç ýòèõ ýëåìåíòîâ ðåáåð ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèâåäåííóþ
ñõåìó. Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 3. Ëþáàÿ ìèíèìàëüíàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N=(k, n) ÷èñëî ïðèâåäåííûõ ñõåì â áàçèñå B0 =
{x ∨ y, x&y, x} ñî âõîäàìè, êîòîðûì ïðèïèñàíû ïåðåìåííûå x1, . . . , xn,
è îäíèì âûõîäîì, èìåþùèõ ñëîæíîñòü â òî÷íîñòè k, à ÷åðåç N≤(k, n) �
÷èñëî ïðèâåäåííûõ ñõåì â áàçèñå B0 ñî âõîäàìè, êîòîðûì ïðèïèñàíû
ïåðåìåííûå x1, . . . , xn, è îäíèì âûõîäîì, èìåþùèõ ñëîæíîñòü íå áîëåå k.

Ïóñòü S � ïðèâåäåííàÿ ñõåìà â áàçèñå B0 ñëîæíîñòè k ñî âõîäàìè
x1, . . . , xn è îäíèì âûõîäîì. Çàíóìåðóåì â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå ÷èñ-
ëàìè 1, 2, . . . , k ýëåìåíòû ñõåìû S. Îáîçíà÷èì ýòó íóìåðàöèþ NUM .
Ñõåìå S ñ âûáðàííîé íóìåðàöèåé ýëåìåíòîâ NUM ñîïîñòàâèì òàáëèöó
T (S,NUM) âûñîòû k è øèðèíû 3 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Ïóñòü ýëåìåíò
E ñõåìû S ïîëó÷èë íîìåð i. Òîãäà â i-é ñòðîêå òàáëèöû T (S,NUM) â
ïåðâîì ñòîëáöå óêàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ èç áàçèñà B0, ïðèïèñàííàÿ ýëå-
ìåíòó E, à â äðóãèõ ñòîëáöàõ ýòîé ñòðîêè � ñèìâîëû èç ìíîæåñòâà
{x1, . . . , xn}∪{1, . . . , k}: â (j+1)-é ñòîëáåö, j = 1, 2, ýòîé ñòðîêè ïîìåùà-
åòñÿ èíôîðìàöèÿ î òîì, èç êàêîé âåðøèíû âåäåò ðåáðî, ñîîòâåòñòâóþùåå
j-ìó âõîäó ýëåìåíòà E (ñ÷èòàåì, ÷òî âõîäû ýëåìåíòîâ ïðîíóìåðîâàíû).
Åñëè ðåáðî âåäåò èç âõîäà, ïîìå÷åííîãî ïåðåìåííîé xi, òî â ñîîòâåòñòâó-
þùóþ êëåòêó ïîìåùàåòñÿ ñèìâîë xi, à åñëè ðåáðî âåäåò èç ýëåìåíòà ñ
íîìåðîì k, òî � ÷èñëî k. Åñëè ó ýëåìåíòà E íå äâà âõîäà, à îäèí (ò. å.
ýëåìåíò E � èíâåðòîð), òî îñòàâøóþñÿ ïóñòîé òðåòüþ êëåòêó i-é ñòðîêè
çàïîëíèì äëÿ îïðåäåëåííîñòè òàê æå, êàê è âòîðóþ êëåòêó ýòîé ñòðîêè.
Êðîìå òîãî, åñëè ýëåìåíò E ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì ñõåìû, òî i-ÿ ñòðîêà ïîìå-
÷àåòñÿ äîïîëíèòåëüíî ñèìâîëîì ∗ (åñëè âûõîäîì ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííàÿ,
òî ïîìå÷àåòñÿ ýòà ïåðåìåííàÿ).

Íà ðèñ. 1 ïðåäñòàâëåíà ñõåìà, âñå ýëåìåíòû êîòîðîé çàíóìåðîâàíû

3



rx1 rx2

@
@

�
�&

4

@
@

�
�−

2

@
@

�
�∨

1

@
@

�
�&

3 ∗

Z
Z
Z
Z
Z
Z
Z
Z
Z

�
���

���
�

@
@
@














∨ x1 x2
4 4

& 2 1
& x1 x2

∗

Ðèñ. 1:

â íåêîòîðîì ïîðÿäêå, à òàêæå òàáëèöà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ýòîé ñõåìå ñ
çàäàííîé íóìåðàöèåé ýëåìåíòîâ.

Ëåììà 4. Ïóñòü S � ïðèâåäåííàÿ ñõåìà â áàçèñå B0, à NUM1 è

NUM2 � äâå îòëè÷íûå äðóã îò äðóãà íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ ñõåìû S.
Òîãäà

T (S,NUM1) 6= T (S,NUM2).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì ïðîòèâíîå, ò. å. NUM1 6= NUM2, íî
ïðè ýòîì T (S,NUM1) = T (S,NUM2). Ðàññìîòðèì äëÿ ñõåìû S åùå
îäíó íóìåðàöèþ åå ýëåìåíòîâ � ìîíîòîííóþ (ïðàâèëüíóþ) íóìåðàöèþ
NUM0. Íóìåðàöèÿ NUM0 îáëàäàåò ñëåäóþùèì ñâîéñòâîì: äëÿ ëþáî-
ãî i, 1 ≤ i ≤ L(S), íà êàæäûé âõîä i-ãî îòíîñèòåëüíî íóìåðàöèè NUM0

ýëåìåíòà ïîäàåòñÿ ëèáî ïåðåìåííàÿ, ëèáî âûõîä ýëåìåíòà ñ íîìåðîì (îò-
íîñèòåëüíî íóìåðàöèè NUM0), ìåíüøèì i.

Ñðåäè âñåõ ýëåìåíòîâ ñõåìû S, êîòîðûå èìåþò ðàçíûå íîìåðà â íó-
ìåðàöèÿõ NUM1 è NUM2, âûäåëèì òîò ýëåìåíò E, êîòîðûé èìååò íàè-
ìåíüøèé íîìåð îòíîñèòåëüíî íóìåðàöèè NUM0. Ïóñòü ýëåìåíò E â íó-
ìåðàöèè NUM1 èìååò íîìåð p, à â íóìåðàöèè NUM2 � íîìåð q, q 6= p.

Â ñèëó âûáîðà ýëåìåíòà E ýëåìåíòû, êîòîðûå ñîåäèíåíû ðåáðàìè ñî
âõîäàìè ýëåìåíòà E (åñëè òàêèå ýëåìåíòû åñòü), èìåþò îäíè è òå æå
íîìåðà îòíîñèòåëüíî íóìåðàöèé NUM1 è NUM2, ïîýòîìó ñòðîêà ñ íî-
ìåðîì p òàáëèöû T (S,NUM1) è ñòðîêà c íîìåðîì q òàáëèöû T (S,NUM2)
çàïîëíåíû èäåíòè÷íî. Íî ïî ïðåäïîëîæåíèþ, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî
T (S,NUM1) = T (S,NUM2), à çíà÷èò, ñòðîêè ñ íîìåðàìè p è q òàá-
ëèöû T (S,NUM1) (à òàêæå òàáëèöû T (S,NUM2)) ñîâïàäàþò. Îòñþäà
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íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò, ÷òî â ñõåìå S åñòü äâà ýëåìåíòà, âû÷èñëÿþùèå
îäíó è òó æå ôóíêöèþ, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåïðèâîäèìîñòè ñõåìû S.

Ëåììà 5. Íàéäåòñÿ c > 0, òàêîå ÷òî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ k è n ïðè

âûïîëíåíèè óñëîâèÿ k ≥ n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

N≤(k, n) ≤ ckkk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îöåíèì ñâåðõó ÷èñëî òàáëèö, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò
âñåâîçìîæíûì íóìåðàöèÿì ýëåìåíòîâ âñåõ ïðèâåäåííûõ ñõåì ñî âõîäà-
ìè x1, . . . , xn è îäíèì âûõîäîì ñëîæíîñòè k. Êàæäóþ êëåòêó ïåðâîãî
ñòîëáöà ìîæíî çàïîëíèòü íå áîëåå ÷åì òðåìÿ ñïîñîáàìè, êàæäóþ êëåò-
êó âòîðîãî è òðåòüåãî ñòîëáöîâ òàáëèöû � íå áîëåå ÷åì k+n ñïîñîáàìè.
Êðîìå òîãî, âûáîð ìåñòà äëÿ ïîìåòêè ∗ îñóùåñòâëÿåòñÿ k+n ñïîñîáàìè.
Ïîýòîìó âñåãî òàêèõ òàáëèö íå áîëåå 3k(k + n)2k(k + n) øòóê. Êàæäîé
ïðèâåäåííîé ñõåìå ñëîæíîñòè k â ñèëó ëåììû 4 ñîîòâåòñòâóåò k! ðàçëè÷-
íûõ òàáëèö. Ñëåäîâàòåëüíî,

N=(k, n) ≤ 3k(k + n)2k(k + n)

k!
.

Èñïîëüçóÿ óñëîâèå k ≥ n, ñîîòíîøåíèå k! ≥ (k/3)k è íåðàâåíñòâî 2k ≤ 2k,
ïîëó÷àåì:

N=(k, n) ≤ 3k(2k)2k(2k)(
k
3

)k ≤ 72kkk.

Èç ïîñëåäíåé îöåíêè ëåãêî ïîëó÷àåòñÿ âåðõíÿÿ îöåíêà âåëè÷èíû
N≤(k, n):

N≤(k, n) =

bkc∑
l=0

N=(l, n) ≤
bkc∑
l=0

72lll ≤ 72kkk
(

1 +
1

2
+ . . .+

1

2bkc

)
≤ 144kkk.

Òåîðåìà 1 (ìîùíîñòíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà). Äëÿ ëþáîãî ε > 0 äîëÿ áó-

ëåâûõ ôóíêöèé f îò n ôèêñèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâîðÿþùèõ

óñëîâèþ

L(f) ≥ (1− ε)2n

n
,

ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

kε = (1− ε)2n

n
.
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×èñëî ôóíêöèé f îò n ôèêñèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèþ L(f) ≤ kε, íå ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíû N≤(kε, n). Ïîýòîìó
äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ïðè n→∞

N≤(kε, n)

22n
→ 0

èëè, ÷òî òî æå ñàìîå,

log2

N≤(kε, n)

22n
→ −∞.

Äåéñòâèòåëüíî, ïðèìåíÿÿ ëåììó 5, èìååì:

log2

N≤(kε, n)

22n
≤ kε log2 c+ kε log2 kε − 2n ≤

≤ (1− ε)2n

n
log2 c+ (1− ε)2n

n
log2 (2n)− 2n = −ε2n +O

(
2n

n

)
.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñòðåìèòñÿ ê −∞ ïðè n→∞.

Ñëåäñòâèå 1. Ïðè n→∞ âûïîëíÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî

L(n) &
2n

n
.

Òåîðåìà 1 âìåñòå ñ âåðõíèìè îöåíêàìè, ïîëó÷åííûìè ìåòîäîì Øåí-
íîíà è ìåòîäîì êàñêàäîâ, óñòàíàâëèâàåò ïîðÿäîê ðîñòà ôóíêöèè Øåí-
íîíà L(n).

Òåïåðü òåì æå ñàìûì ñïîñîáîì íà îñíîâå ëåììû 5 ñ íåêîòîðûì óâå-
ëè÷åíèåì òåõíè÷åñêèõ âûêëàäîê óñèëèì äîêàçàííóþ íèæíþþ îöåíêó
ôóíêöèè Øåííîíà. Ïîêàæåì, ÷òî ôóíêöèÿ Øåííîíà L(n) ïðè âñåõ äî-
ñòàòî÷íî áîëüøèõ n ïðåâîñõîäèò âåëè÷èíó 2n/n (ýòîò ôàêò íå ñëåäóåò
íè èç òåîðåìû 1, íè èç ñëåäñòâèÿ ê ýòîé òåîðåìå), ïðè÷åì ðàçíîñòü ýòèõ
âåëè÷èí ðàñòåò ýêñïîíåíöèàëüíî.

Òåîðåìà 2 (óñèëåííàÿ ìîùíîñòíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà). Äëÿ ëþáîãî ε > 0
äîëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé f îò n ôèêñèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ, óäîâëåòâî-

ðÿþùèõ óñëîâèþ

L(f) ≥ 2n

n

(
1 + (1− ε) log2 n

n

)
,

ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè n→∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

kε =
2n

n
+ (1− ε)2n log2 n

n2
.

Óñòàíîâèì, ÷òî ïðè n→∞

log2

N≤(kε, n)

22n
→ −∞.

Ïðèìåíÿÿ ëåììó 5, èìååì:

log2

N≤(kε, n)

22n
≤ kε log2 c+ kε log2 kε − 2n ≤

≤ O

(
2n

n

)
+

(
2n

n
+ (1− ε)2n log2 n

n2

)
log2

(
2

2n

n

)
− 2n =

= −ε2n log2 n

n
+O

(
2n

n

)
.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñòðåìèòñÿ ê −∞ ïðè n→∞.

Ñëåäñòâèå 2. Ïðè n→∞ âûïîëíÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî

L(n)− 2n

n
&

2n log2 n

n2
.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê èññëåäîâàíèþ ðîñòà ôóíêöèè Øåííîíà ñëîæíîñòè
ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â
ïðîèçâîëüíîì ïîëíîì êîíå÷íîì áàçèñå.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü B1 è B2 � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé,

ïðè÷åì [B1] = [B2] = P2. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîí-

ñòàíòû c1 è c2, ÷òî äëÿ ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè f âûïîëíÿþòñÿ íåðà-

âåíñòâà

c1LB1(f) ≤ LB2(f) ≤ c2LB1(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

c2 = max
ϕ∈B1

LB2(ϕ).

Òåïåðü, åñëè â êàêîé-ëèáî ìèíèìàëüíîé ñõåìå S, ðåàëèçóþùåé ïðîèç-
âîëüíóþ ôóíêöèþ f â áàçèñå B1, çàìåíèòü âñå ôóíêöèîíàëüíûå ýëåìåí-
òû, ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèÿì èç áàçèñà B1, ìèíèìàëüíûìè ñõåìàìè â
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áàçèñå B2, ðåàëèçóþùèå òå æå ñàìûå ôóíêöèè, ïîëó÷èì ñõåìó S ′, ðåàëè-
çóþùóþ ôóíêöèþ f â áàçèñå B2 è èìåþùóþ ñëîæíîñòü íå áîëåå c2L(S).
Ñëåäîâàòåëüíî,

LB2(f) ≤ L(S ′) ≤ c2L(S) = c2LB1(f),

è âòîðîå íåðàâåíñòâî äîêàçàíî.
Ïîëàãàÿ

c1 =

(
max
ϕ∈B2

LB1(ϕ)

)−1
,

ìîæíî àíàëîãè÷íî óñòàíîâèòü ïåðâîå íåðàâåíñòâî.

Èç òåîðåìû 3 è ïîëó÷åííûõ îöåíîê ôóíêöèè Øåííîíà ñëîæíîñòè
ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â
áàçèñå B0 = {x ∨ y, x&y, x} íåïîñðåäñòâåííî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïîðÿäîê
ðîñòà ôóíêöèè Øåííîíà äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ïîëíîãî êîíå÷íîãî áàçèñà.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü B � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé, ïðè÷åì

[B] = P2. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû a è b, ÷òî
ïðè n→∞ âûïîëíÿþòñÿ àñèìïòîòè÷åñêèå íåðàâåíñòâà

a
2n

n
. LB(n) . b

2n

n
.

Ðåàëèçàöèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

Êàê ñëåäóåò èç ìîùíîñòíîé íèæíåé îöåíêè ôóíêöèè Øåííîíà ïî÷òè âñå
áóëåâû ôóíêöèè èìåþò ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïî ÷èñëó ïåðåìåííûõ ñëîæ-
íîñòü. Â ñâÿçè ñ ýòèì âîçíèêàåò åñòåñòâåííàÿ è òåñíî ñâÿçàííàÿ ñ ïðàê-
òè÷åñêèìè ïðèìåíåíèÿìè çàäà÷à âûÿâëåíèÿ ðàçëè÷íûõ êëàññîâ áóëå-
âûõ ôóíêöèé, äîïóñêàþùèõ ñóùåñòâåííî áîëåå ïðîñòóþ ñõåìíóþ ðåà-
ëèçàöèþ. Îäíèì èç òàêèõ êëàññîâ ÿâëÿåòñÿ ìíîæåñòâî ñèììåòðè÷åñêèõ
áóëåâûõ ôóíêöèé, ê èçó÷åíèþ êîòîðîãî ñî ñëîæíîñòíîé òî÷êè çðåíèÿ
ìû è ïåðåõîäèì. Íî ïðåæäå ÷åì íåïîñðåäñòâåííî çàíÿòüñÿ ðåàëèçàöèåé
ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé, ðàññìîòðèì äâå çàäà÷è, âñïîìîãàòåëüíûå äëÿ
èñõîäíîé çàäà÷è, íî èìåþùèå ñåðüåçíîå ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σn áóëåâ îïåðàòîð ñóììèðîâàíèÿ n-ðàçðÿäíûõ ÷è-
ñåë, ò. å. áóëåâó (2n, n+ 1)-ôóíêöèþ (ñèñòåìó èç n+ 1 áóëåâîé ôóíêöèè
îò 2n ïåðåìåííûõ), êîòîðàÿ ïî äâóì n-ðàçðÿäíûì äâîè÷íûì ÷èñëàì âû-
÷èñëÿåò (n + 1)-ðàçðÿäíîå äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå èõ ñóììû, à ÷åðåç
Nn � áóëåâ îïåðàòîð ïîäñ÷åòà ÷èñëà åäèíèö â íàáîðå äëèíû n, ò. å. áóëå-
âó (n, dlog(n+ 1)e)-ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïî n-ðàçðÿäíîìó äâîè÷íîìó íàáî-
ðó âû÷èñëÿåò dlog(n+1)e-ðàçðÿäíîå äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå êîëè÷åñòâà
åäèíèö â ýòîì íàáîðå.
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Ëåììà 6. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîëíîãî áàçèñà B ïðè n → ∞ âåðíî

ðàâåíñòâî

LB(Σn) = O(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû â ñèëó òåîðåìû 3 äîñòàòî÷íî äî-
êàçàòü äëÿ êàêîãî-íèáóäü êîíêðåòíîãî êîíå÷íîãî áàçèñà. Ïóñòü áàçèñ B
ñîäåðæèò ôóíêöèè x&y, x⊕ y, x⊕ y ⊕ z è xy ∨ xz ∨ yz.

Ïîñòðîèì ñõåìó S, êîòîðàÿ ïî äâóì ãðóïïàì âõîäîâ � (x1, . . . , xn) è
(y1, . . . , yn), íà êîòîðûå ïîäàþòñÿ äâîè÷íûå n-ðàçðÿäíûå ÷èñëà (ìëàä-
øèå ðàçðÿäû x1 è y1), âû÷èñëÿåò íàáîð (z1, . . . , zn+1), ïðåäñòàâëÿþùèé
äâîè÷íóþ çàïèñü èõ ñóììû. Òîãäà, îáîçíà÷èâ ÷åðåç ui, i = 2, . . . , n + 1,
çíà÷åíèå ïåðåíîñà â i-é ðàçðÿä, ïîëó÷àåì:

z1 = x1 ⊕ y1, u2 = x1y1

zi = xi ⊕ yi ⊕ ui, ui+1 = xiyi ∨ xiui ∨ yiui, i = 2, . . . , n− 1;

zn = xn ⊕ yn ⊕ un, zn+1 = un+1 = xnyn ∨ xnun ∨ ynun.

Ñëåäîâàòåëüíî, LB(Σn) ≤ 2n.

Ëåììà 7. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîëíîãî áàçèñà B ïðè n → ∞ âåðíî

ðàâåíñòâî

LB(Nn) = O(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà Nn

ðàâåí äâîè÷íîé çàïèñè ñóììû n ïîäàâàåìûõ íà âõîäû îïåðàòîðà îä-
íîðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë. Îïèøåì ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ýòîé ñóììû
ñõåìîé ëèíåéíîé ñëîæíîñòè.

Ñíà÷àëà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n = 2k äëÿ íåêîòîðîãî k. Ïîñòðîèì ñõåìó
S, èìåþùóþ k ÿðóñîâ. ßðóñ ñ íîìåðîì t, t = 1, . . . , k, áóäåò ñîñòîÿòü èç
2k−t ïîäñõåì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðåàëèçóåò îïåðàòîð Σt è, ñëåäîâàòåëü-
íî, èìååò äâå ãðóïïû ïî t âõîäîâ, à òàêæå t+ 1 âûõîäîâ. Òàêèì îáðàçîì,
ñ÷èòàÿ â ñèëó ëåììû 6, ÷òî LB(Σt) ≤ ct, â ñëó÷àå, êîãäà n = 2k, èìååì:

LB(Nn) ≤ LB(S) ≤
k∑
t=1

2k−tct = c2k
k∑
t=1

t

2t
< 2c2k = 2cn.

Ïåðåõîäÿ ê îáùåìó ñëó÷àþ, ïîëàãàåì n′ = 2dlogne. Î÷åâèäíî, ÷òî n ≤
n′ < 2n. Ñõåìó, ðåàëèçóþùóþ îïåðàòîð Nn, ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñõåìû S ′,
ðåàëèçóþùóþ îïåðàòîð Nn′ , ïîäàâ íà n

′−n âõîäîâ ñõåìû S ′ êîíñòàíòó 0.
Ïîýòîìó

LB(Nn) ≤ LB(0) + LB(Nn′) ≤ LB(0) + 2cn′ ≤ LB(0) + 4cn = O(n).
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Êîíñïåêò ëåêöèè � 8 (31/03/16, ïðîô. Â. Â. Êî÷åðãèí)

Òåïåðü ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ ñèììåòðè÷åñêèõ áóëåâûõ ôóíêöèé.
Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè
äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ èç ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî f(xσ(1), . . . , xσ(n)) = f(x1, . . . , xn).

Òåîðåìà 5. Äëÿ ïðîèçîëüíîãî êîíå÷íîãî ïîëíîãî áàçèñà B íàéäóòñÿ òà-

êèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû c1 è c2, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèììåòðè÷åñêîé
áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn), îòëè÷íîé îò êîíñòàíòû, âûïîëíÿþòñÿ

íåðàâåíñòâà

c1n ≤ LB(f(x1, . . . , xn)) ≤ c2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íèæíþþ îöåíêó â ñèëó ñóùåñòâåííîé çàâèñèìîñòè îò
âñåõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ ëþáîé îòëè÷íîé îò êîíñòàíòû ñèììåòðè÷åñêîé
ôóíêöèè äàåò íåðàâåíñòâî

LB(f) ≥ n− 1

r(B)− 1
,

ãäå r(B) � ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ó ôóíêöèé
èç áàçèñà B.

Ïåðåõîäÿ ê äîêàçàòåëüñòâó âåðõíåé îöåíêè îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëü-
íàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f îò n ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü çàäàíà äâî-
è÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ π̃(f) = (π0(f), π1(f), . . . , πn(f)), ãäå πk(f) �
çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà íàáîðàõ, ñîñòîÿùèõ èç k åäèíèö è n − k íóëåé.
Çíà÷åíèå ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) îäíàçíà÷íî îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïî ÷èñëó åäèíèö â íàáîðå x1, . . . , xn, à ñëåäîâàòåëüíî, ïî äâîè÷íîé
çàïèñè ýòîãî ÷èñëà. Íà ýòîì è îñíîâàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñõåìû S, âû-
÷èñëÿþùåé ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn).

Ñõåìà S ñîñòîèò èç ïîäñõåì S1 è S2. Ïîäñõåìà S1 ðåàëèçóåò îïåðà-
òîð Nn, íà âûõîäàõ ïîäñõåìû S1 âû÷èñëÿåòñÿ äâîè÷íàÿ çàïèñü äëèíû
dlog(n + 1)e ÷èñëà åäèíèö âî âõîäíîì íàáîðå. Ïîäñõåìà S2 ïî äâîè÷íîé
çàïèñè ÷èñëà åäèíèö âî âõîäíîì íàáîðå âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè f
íà ýòîì íàáîðå. Â ñèëó ëåììû 7 è òåîðåìû 4 ïîëó÷àåì:

LB(f) ≤ LB(Nn) + LB(dlog(n+ 1)e) = O(n) +O

(
n

log n

)
= O(n).
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Àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèé ìåòîä Î.Á.Ëóïàíîâà

Òåïåðü íà ïðèìåðå áàçèñà B0 = {x ∨ y, x&y, x} ðàññìîòðèì ïðåäëîæåí-
íûé Î.Á. Ëóïàíîâûì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñõåì, êîòîðûé ÿâëÿåòñÿ àñèìï-
òîòè÷åñêè íàèëó÷øèì äëÿ ïî÷òè âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 6 (Î.Á.Ëóïàíîâ). Ïóñòü n→∞. Òîãäà

L(n) ≤ 2n

n

(
1 +O

(
log n

n

))
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îïèøåì ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò äëÿ ïðîèçâîëüíîé
(â òîì ÷èñëå è äëÿ ñàìîé ñëîæíîé) ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ ïîñòðîèòü
ñõåìó, ñîñòîÿùóþ íå áîëåå ÷åì èç 2n

n

(
1 +O

(
logn
n

))
ýëåìåíòîâ.

Ïóñòü k = k(n) � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð, óäîâëåòâîðÿþùèé ïðè n→
∞ óñëîâèÿì k → ∞ è n − k → ∞. Òî÷íîå çíà÷åíèå ýòîãî ïàðàìåòðà
óêàæåì ïîçæå.

Òàáëèöó èç 2n çíà÷åíèé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ïðåä-
ñòàâèì â âèäå ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöû âûñîòû 2k è øèðèíû 2n−k êàê
ïîêàçàíî íà ðèñ. 2.

xn−k+1 xnq q q

σn−k+1 σnq q q
0 0q q q q q

1 1q q q q q
q q q q q q q
q q q q q q q
q q q q q q q
q q q q q q q A1

Ai

Ap

x1

xn−k

σ1

σn−k

0

0

1

1

qq
q

qq
q

qq
q

qq
qq
q

qq
qq
q

qq
qq
q

qq
qq
q

0 1 0 p p p 0 1 0 p p p p p p p p p p p p p p p p p 0 1 1 0 p p p p 0f
(1)
i,τ̃

τ1

τs

ppp τ1

τs

ppp τ1

τs

ppp τ1
τs

ppp

0ppppp
0

0ppp
0

τ1

τs

ppp

f
(2)
i,τ̃

6

?
s

6

?
s

6

?
s

6

?
s

6
?
s′

@
@
@
@
@
@@R

f(σ1, . . . , σn)

Ðèñ. 2:

Ïóñòü s = s(n) � òàêæå íåêîòîðûé íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð, óäîâëå-

òâîðÿþùèé ïðè n → ∞ óñëîâèÿì s → ∞ è 2k

s
→ ∞. Òî÷íîå çíà÷åíèå
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ýòîãî ïàðàìåòðà óêàæåì ïîçæå. Òàáëèöó ðàçîáúåì íà ãîðèçîíòàëüíûå

ïîëîñû A1, . . . , Ap âûñîòû s (ïîëîñà Ap èìååò âûñîòó s
′ ≤ s), p =

⌈
2k

s

⌉
.

Äëÿ i = 1, . . . , p ÷åðåç fi(x1, . . . , xn) îáîçíà÷èì ôóíêöèþ, çíà÷åíèÿ êî-
òîðîé ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) íà ïîëîñå Ai, è
ðàâíû 0 íà îñòàëüíûõ ïîëîñàõ. Òîãäà

f(x1, . . . , xn) =

p∨
i=1

fi(x1, . . . , xn).

Òåïåðü äëÿ êàæäîé ïàðû (i, τ̃), i = 1, . . . , p, τ̃ ∈ {0, 1}s (èëè τ̃ ∈
{0, 1}s′ ïðè i = p), îáîçíà÷èì ÷åðåç fi,τ̃ (x1, . . . , xn) ôóíêöèþ, òàáëèöà
êîòîðîé ïîëó÷àåòñÿ èç òàáëèöû ôóíêöèè fi(x1, . . . , xn) ïóòåì îáíóëåíèÿ
âñåõ ñòîëáöîâ ïîëîñû Ai, çíà÷åíèÿ â êîòîðûõ íå ñîïàäàþò ñ íàáîðîì τ̃ .
Òîãäà

f(x1, . . . , xn) =

p∨
i=1

∨
τ̃

fi,τ̃ (x1, . . . , xn).

Íàêîíåö, ó êàæäîé ôóíêöèè fi,τ̃ (x1, . . . , xn) ìîæíî ðàçäåëèòü ïåðå-
ìåííûå, òî÷íåå ïðåäñòàâèòü ýòó ôóíêöèþ â âèäå

fi,τ̃ (x1, . . . , xn) = f
(1)
i,τ̃ (x1, . . . , xn−k)f

(2)
i,τ̃ (xn−k+1, . . . , xn),

ãäå ôóíêöèÿ f
(1)
i,τ̃ (x1, . . . , xn−k) îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó òîëüêî íà òàêèõ íà-

áîðàõ (σ1, . . . , σn−k), ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùèõ ýòèì íàáîðàì ñòîëáöàõ ïîëî-

ñû Ai íàõîäèòñÿ íàáîð τ̃ , à ñòîëáåö çíà÷åíèé ôóíêöèè f
(2)
i,τ̃ (xn−k+1, . . . , xn)

ñîâïàäàåò ñ íàáîðîì τ̃ íà ïîëîñå Ai, à íà íàáîðàõ âíå ïîëîñû Ai ôóíêöèÿ
f
(2)
i,τ̃ (xn−k+1, . . . , xn) ðàâíà 0.
Âîçâðàùàÿñü ê ïðåäñòàâëåíèþ ôóíêöèè f , îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

f(x1, . . . , xn) =

p∨
i=1

∨
τ̃

f
(1)
i,τ̃ (x1, . . . , xn−k)f

(2)
i,τ̃ (xn−k+1, . . . , xn).

Ñõåìà S, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn), áóäåò ñîñòîÿòü èç ïîä-
ñõåì Si, i = 1, . . . , 6, � ñì. ðèñ. 3.

Ïîäñõåìà S1, íà âõîäû êîòîðîé ïîäàþòñÿ ïåðåìåííûå x1, . . . , xn−k, ðå-
àëèçóåò ñèñòåìó ôóíêöèé Kn−k(x1, . . . , xn−k). Â ñèëó ëåììû î ñëîæíîñòè
ðåàëèçàöèè ñèñòåìû ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè
n→∞

L(S1) = 2n−k + o
(
2n−k

)
≤ 2× 2n−k.

Ïîäñõåìà S2, íà âõîäû êîòîðîé ïîäàþòñÿ ïåðåìåííûå xn−k+1, . . . , xn,
ðåàëèçóåò ñèñòåìó ôóíêöèé Kk(xn−k+1, . . . , xn). Òàêæå â ñèëó ëåììû î
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Áëîê èç ýëåìåíòîâ äèçúþíêöèè
S6

f

Ðåàëèçàöèÿ âñåõ ôóíêöèé fi,τ̃
S5 r r r r r r r

Ðåàëèçàöèÿ âñåõ

ôóíêöèé f
(1)
i,τ̃S3

r r r

r r r
Ðåàëèçàöèÿ âñåõ

ôóíêöèé f
(2)
i,τ̃S4

r r r

r r r

Kn−k(x1, . . . , xn−k)
S1

x1 xn−kr r r

r r r
Kk(xn−k+1, . . . , xn)

S2

xn−k+1 xnr r r

r r r

Ðèñ. 3:

ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ñèñòåìû ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé ìîæíî ñ÷è-
òàòü, ÷òî ïðè n→∞

L(S2) = 2k + o
(
2k
)
≤ 2× 2k.

Ïîäñõåìà S3, íà âõîäû êîòîðîé ïîäàþòñÿ ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè
èç ñèñòåìû Kn−k(x1, . . . , xn−k), ñîñòîèò òîëüêî èç äèçúþíêòîðîâ è ðåàëè-
çóåò ôóíêöèè f

(1)
i,τ̃ (x1, . . . , xn−k) äëÿ âñåõ i è τ̃ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäñòàâ-

ëåíèåì ýòèõ ôóíêöèé â âèäå ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé
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ôîðìû. Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî1∑
τ̃

∣∣∣N
f
(1)
i,τ̃

∣∣∣ = 2n−k,

ñïðàâåäëèâîå äëÿ âñåõ i = 1, . . . , p, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ îöåíêó:

L(S3) ≤ p2n−k.

Ïîäñõåìà S4, íà âõîäû êîòîðîé ïîäàþòñÿ ýëåìåíòàðíûå êîíúþíêöèè
èç ñèñòåìû Kk(xn−k+1, . . . , xn), ñîñòîèò òîëüêî èç äèçúþíêòîðîâ è ðåàëè-

çóåò ôóíêöèè f
(2)
i,τ̃ (xn−k+1, . . . , xn) äëÿ âñåõ i è τ̃ òàêæå â ñîîòâåòñòâèè ñ

ïðåäñòàâëåíèåì ýòèõ ôóíêöèé â âèäå ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîð-
ìàëüíîé ôîðìû. Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî∣∣∣N

f
(2)
i,τ̃

∣∣∣ ≤ s,

âûïîëíÿþùååñÿ äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé i è τ̃ , ïîëó÷àåì:

L(S4) ≤ p2ss.

Ïîäñõåìà S5, íà âõîäû êîòîðîé ïîäàþòñÿ âûõîäû ïîäñõåì S3 è S4,
ñîñòîèò òîëüêî èç êîíúþíêòîðîâ è ðåàëèçóåò ôóíêöèè fi,τ̃ (x1, . . . , xn)
äëÿ âñåõ i è τ̃ . Ñëîæíîñòü ïîäñõåìû S5 ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó ÷èñëîì
ðàçëè÷íûõ ïàð (i, τ̃):

L(S5) ≤ p2s.

Ïîäñõåìà S6, íà âõîäû êîòîðîé ïîäàþòñÿ âñå ôóíêöèèfi,τ̃ (x1, . . . , xn)
äëÿ âñåõ i è τ̃ , ñîñòîèò òîëüêî èç äèçúþíêòîðîâ è ðåàëèçóåò ôóíêöèþ
f(x1, . . . , xn).Ñëîæíîñòü ïîäñõåìû S6 òàêæå ìîæíî îöåíèòü ñâåðõó ÷èñ-
ëîì ðàçëè÷íûõ ïàð (i, τ̃):

L(S6) < p2s.

Òàêèì îáðàçîì,

L(f) ≤ L(S) =
6∑
i=1

L(Si) ≤

≤ 2× 2n−k + 2× 2k + p2n−k + p2ss+ 2p2s ≤

≤
(

2k

s
+ 1

)
2n−k +

(
2k

s
+ 1

)
2s(s+ 2) + 2n−k+1 + 2k+1 ≤

≤ 2n

s
+ 2s+k + 3× 2n−k + 2× 2k.

1Çäåñü è äàëåå ÷åðåç Ng îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî íàáîðîâ ïåðåìåííûõ ôóíêöèè g,
íà êîòîðûõ ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà 1.
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Òåïåðü ïîëàãàÿ
k = b3 log nc, s = bn− 5 log nc,

ëåãêî ïðîâåðèòü, ÷òî óñëîâèÿ k →∞, k →∞, s→∞, 2k

s
→∞ âûïîëíå-

íû. Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ k è s â ïîëó÷åííóþ îöåíêó, èìååì:

L(f) ≤ 2n

n

(
1 +O

(
log n

n

))
.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû ñëåäóåò èç ñïðàâåäëèâîñòè ýòîé îöåíêè äëÿ
ôóíêöèè f(x1, . . . , xn), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ L(f) = L(n).

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n → ∞ äëÿ ëþáîãî ôèêñèðîâàííîãî
r ≥ 2 ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî

L{x1&...&xr,x}(n) ∼ 1

r − 1

2n

n
.

Îòìåòèì âàæíûé ôàêò, êîòîðûé âûòåêàåò èç òåîðåì 1 è 6: ïî÷òè âñå
ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ èìåþò ñëîæíîñòü, àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäàþ-
ùóþ ñî ñëîæíîñòüþ ñàìîé ñëîæíîé ôóíêöèè. Òàêîé ýôôåêò íàçûâàåòñÿ
ýôôåêòîì Øåííîíà.

Ðåàëèçàöèÿ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé

Â êà÷åñòâå îäíîãî èç ðàçíîîáðàçíûõ ïðèìåíåíèé òåîðåìû Ëóïàíîâà ðàñ-
ñìîòðèì çàäà÷ó î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé â
áàçèñå B0 = {x ∨ y, x&y, x}.

Îïðåäåëèì ôóíêöèþ Øåííîíà ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ñàìîäâîé-
ñòâåííûõ ôóíêöèé â áàçèñå B0 ðàâåíñòâîì

LS(n) = max
f(x1,...,xn)∈S

L(f).

Òåîðåìà 7. Ïðè n→∞ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

LS(n) ∼ 2n−1

n
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1 ïîëîæèòü

kε = (1− ε)2n−1

n
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è ñðàâíèòü âåëè÷èíó N≤(kε, n) íå ñ ÷èñëîì 22n âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé
îò n ïåðåìåííûõ, à ñ ÷èñëîì 22n−1

âñåõ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé îò n
ïåðåìåííûõ, òî ïîëó÷èòñÿ òàêàÿ íèæíÿÿ îöåíêà:

LS(n) &
2n−1

n− 1
∼ 2n−1

n
.

Ïîñòðîèì ñõåìó â áàçèñå B0 = {∨,&, } äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñàìîäâîé-
ñòâåííîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn). Ïîëîæèì

g(x1, . . . , xn−1) = f(x1, . . . , xn−1, 0).

Òîãäà

f(x1, . . . , xn−1, 1) = f(x1, . . . , xn−1, 0) = g(x1, . . . , xn−1).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåàëèçàöèè ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) äîñòàòî÷íî ïðè
xn = 0 ðåàëèçîâàòü ôóíêöèþ g(x1, . . . , xn−1), à ïðè xn = 1 � ôóíêöèþ
g(x1, . . . , xn−1).

Ïðåîáðàçóåì ìèíèìàëüíóþ ñõåìó Sg, ðåàëèçóþùóþ â áàçèñå B0 ôóíê-
öèþ g(x1, . . . , xn−1), â ñõåìó Sf , ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn). Íà
i-é âõîä ñõåìû, i = 1, . . . , n − 1, âìåñòî ïåðåìåííîé xi ïîäàäèì âûõîä
ïîäñõåìû, ðåàëèçóþùåé ôóíêöèþ xi ⊕ xn (ñõåìà äëÿ ôóíêöèè x1 ⊕ x2
ïðèâåäåíà íà ðèñ. 1). Âûõîä ñõåìû Sg, à òàêæå ïåðåìåííóþ xn, ïîäàäèì
íà âõîäû åùå îäíîé ïîäñõåìû, ðåàëèçóþùåé ñóììó ïî ìîäóëþ 2 ñâîèõ
âõîäîâ. Ïîëó÷èì ñõåìó Sf , ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ f , ïðè÷åì

L(Sf ) = L(Sg) + nL(S⊕) = L(Sg) + 4n.

Ïðèìåíÿÿ äëÿ îöåíêè ñëîæíîñòè ìèíèìàëüíîé ñõåìû, ðåàëèçóþùåé
ôóíêöèþ g îò n−1 ïåðåìåííîé, òåîðåìó 6, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ âåðõíþþ
îöåíêó.
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