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РЕШЕНИЕ ЗАДАЧИ ОПТИМАЛЬНОГО
КОМБИНИРОВАНИЯ ДВУХ ДОПУСТИМЫХ
РЕШЕНИЙ ТРЕХИНДЕКСНОЙ АКСИАЛЬНОЙ

ЗАДАЧИ О НАЗНАЧЕНИЯХ

Л.Г. Афраймович, М.Д. Емелин (Нижний Новгород)

Трёхиндексная аксиальная задача о назначениях имеет широкую
область применения (примеры приведены в [2]). Мы рассматрива-
ем задачу оптимального комбинирования двух допустимых решений
трёхиндексной аксиальной задачи о назначениях. Предложенный ал-
горитм позволяет получить решение не хуже, чем любое из входных.

Пусть заданы три непересекающихся множества индексов I, J, K,

I ∩ J = �, J ∩K = �, I ∩K = �. |I| = |J | = |K| = n,

а также трёхиндексная матрица стоимостей и трёхиндексная матри-
ца неизвестных,

cijk, i ∈ I, j ∈ J, k ∈ K,

xijk, i ∈ I, j ∈ J, k ∈ K;

поставлена трёхиндексная аксиальная задача о назначениях,∑
j∈J

∑
k∈K

xijk = 1, i ∈ I, (1)

∑
i∈I

∑
k∈K

xijk = 1, j ∈ J, (2)

∑
i∈I

∑
j∈J

xijk = 1, k ∈ K, (3)

xijk ∈ {0, 1}, i ∈ I, j ∈ J, k ∈ K, (4)∑
i∈I

∑
j∈J

∑
k∈K

cijkxijk → min; (5)
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и известны два допустимых решения x1, x2 данной задачи. Введем
множество W (x) следующим образом: W (x) = {(i, j, k) |xijk = 1, i ∈
I, j ∈ J, k ∈ K}. Обозначим через Z(W (x1, x2)) задачу (1)–(6), где
W (x1, x2) = W (x1) ∪W (x2)

xijk = 0, (i, j, k) /∈W (6)

В работе предложен следующий алгоритм приближенного реше-
ния задачи Z(W (x1, x2)).
Шаг 1. Построить граф G(V,A), где V = {I ∪ J ∪ K}, A =

{(i, j), (i, k), (j, k) | (i, j, k) ∈W (x1, x2)}.
Шаг 2. Найти компоненты связности Vl, l = (1, q) графа G и постро-
ить подграфы Gl = (Vl, Al), l = (1, q), порожденные соответствую-
щими компонентами связанности.
Шаг 3. Построить следующие множества

D1
l = {(i, j, k) | (i, j, k) ∈W (x1), (i, j), (i, k), (j, k) ∈ Al},

D2
l = {(i, j, k) | (i, j, k) ∈W (x2), (i, j), (i, k), (j, k) ∈ Al}.

Шаг 4. Оптимальное значение критерия определяется как

c∗ =

q∑
l=1

min(
∑

(i,j,k)∈D1
l

cijk,
∑

(i,j,k)∈D2
l

ci,j,k).

Шаг 5. Приближенное решение задачи определяется по следующему
алгоритму. Пусть xijk = 0, i ∈ I, j ∈ J, k ∈ K. Тогда для каждого
l = (1, q) выполнить

xijk = 1, (i, j, k) ∈ Dp∗

l , где p
∗ = arg min

p∈{1,2}

∑
(i,j,k)∈Dpl )

cijk.

Для проведения вычислительного эксперимента использовались
тесты из Crama and Spieksma Dataset [1]. Первое допустимое решение
было получено применением алгоритма, предложенного в статье [1].
Для получения второго решения был применен тот же алгоритм по-
сле модификации матрицы стоимостей следующим способом:

c1ij = cij + min
k∈K

cik + cjk, i ∈ I, j ∈ J,

c1jk = cjk + min
i∈I

cij + cik, k ∈ K, j ∈ J,
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c1ik = cik + min
j∈J

cij + cjk, k ∈ K, i ∈ I.

Результаты численного эксперимента (значение критерия/отклонение
от оптимума):
Номер
теста

Решение ал-
горитмом [1]

Решение ал-
горитмом [1]
с модифика-
цией цен

Комбинация реше-
ний, предложен-
ным алгоритмом

Значе-
ние
опти-
мума

1 1620 0.7463% 1617 0.5597% 1613 0.3109% 1608
2 1411 0.7138% 1406 0.3569% 1406 0.3569% 1401
3 1613 0.5611% 1611 0.4364% 1605 0.06234% 1604
4 2666 0.1503% 2688 0.9767% 2665 0.1127% 2662
5 2470 0.8575% 2507 2.368% 2469 0.8167% 2449
6 2788 1.088% 2787 1.051% 2770 0.4351% 2758
7 4851 1.126% 4822 0.5212% 4822 0.5212% 4797
8 5150 1.638% 5100 0.6513% 5100 0.6513% 5067
9 4341 1.26% 4326 0.9097% 4326 0.9097% 4287
10 9761 0.7951% 9752 0.7022% 9752 0.7022% 9684
11 9129 2.068% 9066 1.364% 9066 1.364% 8944
12 9869 1.272% 9836 0.9338% 9836 0.9338% 9745
13 135 1.504% 140 5.263% 135 1.504% 133
14 137 4.58% 138 5.344% 137 4.58% 131
15 134 2.29% 139 6.107% 134 2.29% 131
16 295 3.147% 291 1.748% 291 1.748% 286
17 292 2.098% 292 2.098% 292 2.098% 286
18 294 4.255% 291 3.191% 291 3.191% 282
Согласно приведенным выше результатам решение алгоритма [1]

в среднем отклоняется на 1.675% от оптимума, решение алгорит-
ма [1] после модификации матрицы стоимостей — на 1.921%, рекорд
данных двух решений — на 1.328%, а оптимальная комбинация дан-
ных решений предложенным в работе алгоритмом на 1.255%. По-
лученные результаты говорят о перспективности предложенного ал-
горитма. В качестве базовых допустимых решений могут быть ис-
пользованы решения, полученные иными приближенными и/или эв-
ристическими алгоритмами.
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ПРИМЕНЕНИЕ T -МОДЕЛЕЙ И T -ДИАГРАММ
В КОМБИНАТОРИКЕ

Л.Н. Бондаренко, М.Л. Шарапова (Москва)

В [1] было введено понятие T -модели как последовательности таб-
лиц T1, T2, . . . , состоящих из целых положительных чисел.

Определение. Тройка (S, θ, T1) с алфавитом S ⊆ N, отображе-
нием θ : s 7→ j1 . . . js, s ∈ S, 1 ≤ j1 ≤ . . . ≤ js, преобразующим s ∈ Tn
в строку j1 . . . js следующей таблицы Tn+1, т. е. Tn+1 = θ(Tn), n ∈ N,
и начальной таблицей T1 называется T -моделью.

Степени образов θi(s), i ≥ 0 элементов s ∈ Tn называются в [1]
блоками i-го ранга таблиц Tn+i. Вес |θi(s)|, i ≥ 1 блока θi(s) равен
числу содержащихся в нем блоков (i−1)-го ранга, |θ0(s)| = s, а i-й вес
таблицы Tn+i равен |Tn+i|i = |θi(Tn)| =

∑
s∈Tn |θ

i(s)|, i ≥ 0, n ∈ N.
Например, при S = N\{1}, θ : s 7→ 2 3 . . . (s+ 1) и T1 = (2) имеем

последовательность таблиц T1, T2, T3, T4, . . . T -модели Каталана [1]:

(2), (23),

(
23
234

)
,

(
23
234

23
234
2345

)
, . . . , (1)

где |T4|0 = 42, |T4|1 = 14, |T4|2 = 5, |T4|3 = 2, и полагаем |Tn|n = 1.
Отметим, что |θi(s)| = s и |Tn+i|i = |Tn|0 при i ≥ 0 и n ∈ N,

а некоторые свойства семейств T -моделей Фусса–Каталана и их q-
аналогов были изучены в [1]. В частности, доказано, что T -модель
Каталана (1) определяет баллотировочные многочлены

B0(t) = 1, Bn(t) = t−1
∑
s∈Tn

ts =

n−1∑
k=0

Bn, kt
n−k, n ∈ N, (2)

где Bn, k = n−k
n+k

(
n+k
n

)
, а Bn(1) = Cn = 1

n+1

(
2n
n

)
— числа Каталана.
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Зададим рекурсивно множество номеров Tn таблицы Tn при
n ∈ N: если ν = ν1 . . . νn номер s ∈ Tn, то номер s′ ∈ Tn+1 равен
ννn+1, где νn+1 порядковый номер элемента s′ в строке θ(s), а номер
элемента s > 1 таблицы T1 = (s) равен 1. Например, для таблицы T3

в (1) имеем T3 = {111, 112, 121, 122, 123}.
Определение. В посете Tn элемент ν′ покрывает ν, если вектор

ν′ − ν имеет все нулевые координаты, кроме одной, равной единице,
а диаграмму Хассе Tn этого посета назовем T -диаграммой.

Введем рангово-производящий многочлен
∑
ν∈Tn q

ρ(ν), где ранг
ρ(ν) равен

∑n
i=1(νi − 1), и назовем T -модель регулярной, если все

посеты Tn при n ≥ 2 являются решетками. В этом случае все мно-
гочлены

∑
ν∈Tn q

ρ(ν) унимодальны, а все решетки дистрибутивны.
Для регулярности T -модели достаточно, чтобы отображение θ на

S было регулярным, т. е. все столбцы описывающей его таблицы
являлись неубывающими числовыми последовательностями.

Для T -модели Каталана (1) множество двоичных слов Wn, вве-
денное рекурсивно в [1], легко преобразовать в посет Tn. Если опре-
делить преобразование Лемера l перестановки σ = σ1 . . . σn ∈ Sn как
код lσ = lσ1 . . . lσn, где lσi = #{j : σj < σi, 0 ≤ j ≤ i − 1, σ0 = 0}, а
i = 1, . . . , n, то использование результатов по 312-избегающим пере-
становкам [2] приводит к следующему утверждению.

Лемма. Множество кодов Лемера всех 213-избегающих пере-
становок из Sn совпадает для T -модели Каталана с посетом Tn.

Пусть rise(ν) = #{i : νi < νi+1, 0 ≤ i ≤ n− 1, ν0 = 0} для слова
ν = ν1 . . . νn ∈ Tn, а ima(ν) = |{ν1, . . . , νn}|.

Теорема. Для T -модели Каталана производящие многочлены 4-
х статистик на посете Tn при n ∈ N имеют следующий вид:

Nn(t) =
∑
ν∈Tn

trise(ν) =
1

n

n∑
k=1

(
n

k

)(
n

k − 1

)
tk, Bn(t) =

∑
ν∈Tn

tνn ,

Qn(t) =
∑
ν∈Tn

tima(ν) =

n∑
k=1

Qn,kt
n−k+1, Cn(q) =

∑
ν∈Tn

qρ(ν),

где Nn(t) — многочлены Нараяны [2], Bn(t) определены (2), коэффи-
циенты Qn,k находятся с помощью многочленов, задаваемых фор-
мулой F0(u) = F1(u) = 1, Fn+1(u) = Fn(u)− uFn−1(u), n ∈ N, и про-
изводящей функции

∑∞
m=0Qn+m,m+1u

n+m = un/(Fn(u)Fn+1(u)) [3],
а Cn(q) являются q-аналогами чисел Каталана [1].
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Доказательство теоремы базируется на применении леммы и ре-
зультатов из [1–3]. Отметим, что в уникальной работе [3] коэффици-
енты многочленов Nn(t), Bn(t), Qn(t) получены другими методами.

Для решетки Tn регулярной T -модели зададим вес ребра (ν, ν′)
T -диаграммы Tn как число n−k+1, где k — номер единичной коор-
динаты вектора ν′ − ν, а ν, ν′ ∈ Tn. Сопоставим каждой максималь-
ной цепи этой решетки последовательность π ∈ Πn весов ребер T -
диаграммы Tn и обозначим число максимальных цепей e(Tn) = |Πn|.
Для T -модели Каталана формула для e(Tn) приведена в [4].

Определение. При регулярном отображении θ для T -диаграммы
Tn решетки Tn определим число Rn,k ее частей, изоморфных булеву
кубу размерности k, и многочлен Rn(x) =

∑
k≥0Rn,kx

k.
Некоторые из введенных понятий можно связать с такими тер-

минами алгебраической топологии как клетка, клеточный комплекс,
многочлен Пуанкаре. Например, по индукции доказывается, что ха-
рактеристика Эйлера–Пуанкаре χ(Tn) равна Rn(−1) = 1.

Теорема. Для T -модели Каталана

Rn,k =
1

n+ 1

(
n− 1

k

)(
2n− k
n

)
, k = 0, 1, . . . , n− 1, n ∈ N,

а обратное z-преобразование функции z(1 + zx)n−1(1− z)−(n+1) поз-
воляет записать многочлен Rn(x) в следующей компактной форме:

Rn(x) =
1

n+ 1
Z−1

{
z(1 + zx)n−1

(1− z)n+1
, z, t

}∣∣∣∣
t=n+1

.

При дополнительном условии R0(x) = 1 производящая функция

R(x, u) =

∞∑
n=0

Rn(x)un =
1 + xu−

√
(1− xu)2 − 4u

2(1 + x)u
,

причем при x = 0 она вырождается в производящую функцию для
чисел Каталана, а при x = 1 — для малых чисел Шредера.

В заключение отметим, что T -модели и T -диаграммы успешно
применяются при изучении свойств последовательности чисел Белла
и ее обобщений, а также для многих других задач комбинаторики.

Список литературы
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КОМБИНАТОРНЫЕ ТОЖДЕСТВА И НЕРАВЕНСТВА
МНОГОМЕРНО-ДЕТЕРМИНАНТНОГО ТИПА

А.С. Гаспарян (Переславль-Залесский)

Многомерные определители — это функции от элементов мно-
гоиндексных матриц A = ‖ai1,...,ip‖, являющиеся одновременным
обобщением функций det(aij) и per(aij). Многомерные определите-
ли многообразны: каждый из них определяется некоторым булевым
вектором σ = (σ1, . . . , σp), σr ∈ {0, 1}, — так называемой сигнату-
рой. В этой связи мы называем их σ-определителями. Число еди-
ниц в сигнатуре принято считать чётным. σ-определитель p-мерной
кубической матрицы A = ‖ai1,...,ip‖, ir = 1, . . . , n, определяется по
формуле

|A|(σ) =
1

n!

∑
π1,...,πp∈Sn

p∏
r=1

(sgn(πr))
σr

n∏
i=1

aπ1(i)...πp(i) .

Подробные сведения о многомерных матрицах и определителях мож-
но найти в монографии Соколова [1].

1. Обобщённые неравенства Ньютона для симметрических сред-
них. Симметрическими средними чисел z1, . . . , zn ∈ C называются
выражения

Em(z1, . . . , zn) =

(
n

m

)−1 ∑
1≤i1<···<im≤n

zi1 · · · zim .
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Теорема 1 (Ньютон). Для любых x1, . . . , xn ∈ R имеют место
неравенства

ErEr+2 − E2
r+1 ≤ 0, r = 0, . . . , n− 1.

Равенство имеет место тогда и только тогда, когда x1 = · · · = xn
Заметим, что левая часть неравенства есть симметрический опре-

делитель размера 2 × 2: ∆2 = det(Er+i+j)i,j=0;1. Это послужило по-
водом для рассиотрения многоиндексных определителей вида

∆
(r)
2p =

∣∣Er+i1+···+i2p
∣∣(1,...,1)

, i1, . . . , i2p = 0, 1 r = 0, . . . , n−p, и

∆
(r)
2p+1 =

∣∣Er+i1+···+i2p+1

∣∣(0,1,...,1)
, i1, . . . , i2p+1 = 0, 1, r = 0, . . . , n−p−1.

Лемма 1. Пусть n = 2p. Тогда имеет место следующая цепочка
тождеств:

∆
(0)
2p =

1

2

2p∑
s=0

(−1)s
(

2p

s

)
Es(x1, . . . , x2p)E2p−s(x1, . . . , x2p) =

=
1

2(2p)!
per(zi − zj)2p

1 =
(−1)pp!

2(2p)!

∑
(zi1 − zi2)2 · · · (zi2p−1

− zi2p)2.

Теорема 2. Для любых xi ∈ R имеют место неравенства

(−1)p
2p∑
s=0

(−1)s
(

2p

s

)
pr+s(x1 . . . , xn)pr+2p−s(x1 . . . , xn) ≥ 0,

(r = 0, . . . , n− p).

Доказательство следует из леммы 1 и теоремы Ролля.
Почти так же получаются неравенства

(−1)p+1

2p∑
s=0

(−1)s
(

2p

s

)
pr+s(x1 . . . , xn)pr+2p−s+1(x1 . . . , xn) ≥ 0,

(r = 0, . . . , n− p− 1,∀x1, . . . , xn ∈ R+).

2. Неравенства для гиперболических полиномов.
Теорема 3. Пусть Q(~x(1), . . . , ~x(m)) — поляризация однородной

формы степени m Q(~x) = Q(~x, . . . , ~x), гиперболичной в простран-
стве Rn, с положительным конусом C+(Q). Тогда для любых
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~a(1), . . . ,~a(m−k),~b ∈ C+(Q) и любых ~c ∈ Rn имеет место неравен-
ство

(−1)[(d+1)/2]

2[d/2]∑
i=0

(−1)i
(

2[d/2]

i

)
Q(~a(1), . . . ,~a(m−k),~b, . . .~b︸ ︷︷ ︸

k−r−i

,~c, . . .~c︸ ︷︷ ︸
r+i

) ·

·Q(~a(1), . . . ,~a(m−k), ~b, . . .~b︸ ︷︷ ︸
k−r−d+i

,~c, . . .~c︸ ︷︷ ︸
r+d−i

) ≥ 0

в каждом из следующих случаев: a) ~c ∈ Rn, d ∈ {2, . . . , 2[k/2]}, r ∈
{0, 1, . . . , k − d}; b) −~c ∈ C+(Q), d ∈ {1, . . . , k}, r ∈ {0, 1, . . . , k − d}.

3. Неравенства для перманентов. Выберем в качестве примера ги-
перболической формы произведение n переменных: Q(~x) = x1 · · ·xn.
Положительным конусом C+(Q) в этом случае является положи-
тельный ортант Rn+ = {~x : xi. > 0}. Поляризацией будет форма
перманента per(~x(1), . . . , ~x(n)). Неравенство теоремы 3 имеет в этом
случае следующий вид:

(−1)[(d+1)/2]

2[d/2]∑
i=0

(−1)i
(

2[d/2]

i

)
per(~a(1), . . . ,~a(n−k),~b, . . .~b︸ ︷︷ ︸

k−r−i

,~c, . . .~c︸ ︷︷ ︸
r+i

) ·

· per(~a(1), . . . ,~a(n−k), ~b, . . .~b︸ ︷︷ ︸
k−r−d+i

,~c, . . .~c︸ ︷︷ ︸
r+d−i

) ≥ 0

в каждом из следующих случаев: a) ~c ∈ Rn, d ∈ {2, . . . , 2[k/2]}, r ∈
{0, 1, . . . , k − d}; b) −~c ∈ Rn+, d ∈ {1, . . . , k}, r ∈ {0, 1, . . . , k − d}.

4. Неравенства для смешанных дискриминантов квадратичных
форм. Ещё более общие и более интересные неравенства вытекают
из теорема 3 в частном случае Q(~x) = det(xij)

n
1 . В этом случае по-

ляризацией является полилинейная форма от n квадратных матриц
A1, . . . , An, названная А.Д. Александровым смешанным дискрими-
нантом и обозначенная через D(A(1), . . . , A(n)). Если ограничиться
рассмотрением симметрических матриц, то размерность простран-
ства таких матриц равна N = n(n+1)

2 , а роль положительного ко-
нуса здесь играет выпуклый конус C+(D) положительно опреде-
лённых матриц. Можно заменить в общем неравенстве теоремы 3
Q(~a(1), . . . ,~a(m)) на D(A(1), . . . , A(n)), чтобы получить неравенство
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для смешанных дискриминантов

(−1)[(d+1)/2]

2[d/2]∑
i=0

(−1)i
(

2[d/2]

i

)
D(A(1), . . . , A(n−k), B, . . . , B︸ ︷︷ ︸

k−r−i

, C, . . . , C︸ ︷︷ ︸
r+i

)·

·D(A(1), . . . , A(n−k), B, . . . , B︸ ︷︷ ︸
k−r−d+i

, C, . . . , C︸ ︷︷ ︸
r+d−i

) ≥ 0.

в каждом из следующих случаев: a) C ∈ RN , d ∈ {2, . . . , 2[k/2]}, r ∈
{0, 1, . . . , k − d}; b) −C ∈ C+(D), d ∈ {1, . . . , k}, r ∈ {0, 1, . . . , k − d}.
Частный случай неравенства при k = d = 2, r = 0 есть знаменитое
неравенство А.Д. Александрова, сыгравшее важную роль в теории
смешанных объёмов выпуклых компактов.

Список литературы
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КОМБИНАТОРНЫЕ ОПТИМИЗАЦИОННЫЕ ЗАДАЧИ
В БУЛЕВЫХ И ГЕОМЕТРИЧЕСКИХ РЕШЕТКАХ

В.П. Ильев, С.Д. Ильева (Омск)

Известно множество эквивалентных определений матроида,
большая часть этих определений относится к следующему типу.
Матроид определяется как булева решетка 2U всех подмножеств
непустого конечного множества U с выделенным семейством под-
множеств, обладающим определенными свойствами.

К этому типу относится данное Уитни определение матроида в
терминах независимых множеств [1]. В этом определении выделе-
но непустое семейство I ⊆ 2U независимых множеств, обладающее
свойствами:
(I1) (X ∈ I, Y ⊆ X)⇒ Y ∈ I (наследственность);
(I2) (X,Y ∈ I, |X| > |Y |)⇒ ∃a ∈ X \ Y : Y ∪ {a} ∈ I;
или, что эквивалентно, свойствами (I1) и (I2′), где
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(I2′) все базы любого множества X ⊆ U имеют одинаковую мощ-
ность (базой множества X называется любое максимальное по
включению независимое множество, содержащееся в X).

Обозначается такой матроид на множестве U как M = (U, I).
Максимальные по включению независимые множества называются
базами матроида M, а минимальные по включению зависимые мно-
жества — циклами матроида M.

Тот же матроид может быть определен, если в решетке 2U выде-
лено семейство B его баз или семейство C его циклов.

Семейство I ⊆ 2U , обладающее свойством наследственности (I1),
обычно называют системой независимости [2]. Заметим, что систе-
ма независимости I ⊆ 2U образует порядковый идеал булевой решет-
ки 2U . Напомним, что порядковым идеалом произвольной конечной
решетки L называется подмножество I ⊆L, удовлетворяющее усло-
вию

(x∈I, y ≤ x)⇒ y∈I.

Дунстан, Инглтон и Уэлш [3] ввели понятие суперматроида как
обобщение понятия матроида в частично упорядоченном множестве
с нулем. Для конечной решетки L это определение приобретает сле-
дующий вид. Решетка L с выделенным порядковым идеалом I ⊆ L
называется суперматроидом, если для любого x ∈ L все максималь-
ные элементы из I ∩ [0, x] (базы элемента x) имеют одинаковую вы-
соту.

Если в определении суперматроида опустить последнее условие,
то получится интересный универсальный комбинаторный объект, ко-
торый может быть назван латтоидом. Другими словами, латтоид
L = (L, I) — это произвольная решетка L с выделенным порядковым
идеалом I ⊆ L. Булев латтоид, т.е. булева решетка 2U с выделенным
порядковым идеалом I ⊆ 2U ранее был назван наследственной си-
стемой на множестве U [4].

Мотивом введения понятий наследственной системы и латтоида
служит то обстоятельство, что оптимизационные задачи на наслед-
ственных системах и решетках часто возникают в различных об-
ластях дискретной оптимизации. Так, очень многие комбинаторные
оптимизационные задачи могут быть сформулированы как задачи
на наследственных системах следующим образом:

max{f(X) : X ∈ B} или min{f(X) : X ∈ B}, (1)

а также
max{f(X) : X ∈ C} или min{f(X) : X ∈ C}, (2)
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где f : 2U → R+ — неотрицательная функция множеств, B — семей-
ство всех баз (т. е. максимальных по включению независимых мно-
жеств), а C — семейство всех циклов (т. е. минимальных по включе-
нию зависимых множеств) некоторой наследственной системы. Боль-
шая часть таких задач относится к классу NP-трудных. Активно изу-
чаются также аналогичные задачи на решетках различных типов,
в частности, задачи минимизации модулярных и супермодулярных
функций [5, 6].

Конечная решетка называется геометрической, если она атомар-
на и полумодулярна. Хорошо известно, что геометрические дистри-
бутивные решетки — это булевы решетки и только они.

Функция f :L→R+ называется субмодулярной на решетке L, ес-
ли для любых x, y∈L выполняется неравенство f(x ∨ y) + f(x ∧ y) ≤
f(x) + f(y), и супермодулярной, если для любых x, y ∈ L верно об-
ратное неравенство. В случае равенства функция f называется мо-
дулярной на решетке L.

В работе рассматриваются задачи (1) и (2) с субмодулярными
и супермодулярными целевыми функциями, а также аналогичные
задачи на геометрических латтоидах, т.е. геометрических решетках
с выделенным порядковым идеалом.

Получены априорные гарантированные оценки точности прибли-
женных алгоритмов жадного типа для задач максимизации субмо-
дулярных функций и минимизации супермодулярных функций на
матроидах.

Исследован вопрос о разрешимости жадным алгоритмом задач
оптимизации модулярных (аддитивных) функций на наследствен-
ных системах и геометрических латтоидах. В частности, установле-
но, что теорема Радо-Эдмондса о разрешимости жадным алгорит-
мом задачи (1) максимизации аддитивной функции на наследствен-
ной системе в булевой решетке становится неверной в геометриче-
ской решетке (в части, доказанной Эдмондсом).

Кроме того, исследованы различные определения суперматрои-
да в геометрической решетке. Показано, что некоторые определения
матроида, эквивалентные в булевой решетке, становятся неэквива-
лентными в геометрической решетке.

Список литературы
1. Whitney H. On the abstract properties of linear dependence //

American Journal of Mathematics. — 1935. — V. 57. — P. 509–533.
2. Korte B., Hausmann D. An analysis of the greedy heuristic for

independence systems // Annals of Discrete Mathematics. — 1978. —
V. 2. — P. 65–74.

204



3. Dunstan F., Ingleton A., Welsh D. Supermatroids // D. Welsh,
D. Woodal (eds.) Combinatorics. Southend-on-Sea. 1972. — P. 72–122.

4. Il’ev V. P. Hereditary systems and greedy-type algorithms //
Discrete Applied Mathematics. — 2003. — V. 132, No. 1–3. — P. 137–148.

5. Баранский В. А., Выплов М.Ю., Ильев В. П. Минимизация мо-
дулярных и супермодулярных функций на L-матроидах // Известия
Иркутского государственного университета. Серия «Математика». —
2011. — Т. 4, № 3. — С. 42–53.

6. Khachaturov V. R., Khachaturov R. V. Supermodular program-
ming on finite lattices // Computational Mathematics and Mathematical
Physics. — 2012. — V. 52, No. 6. — P. 855–878.

НЕКОТОРЫЕ ВОПРOСЫ ТЕОРИИ МАТРОИДОВ

А.Н. Исаченко (Минск)

Матроид — это пара M = (S, F ), где S — конечное множество
элементов, а F ∈ 2S — семейство, для которого выполняются следу-
ющие условия (аксиомы независимости):
(i1) � ∈ F ;
(i2) если A ⊆ B и B ∈ F , то A ∈ F ;
(i3) если A,B ∈ F и |A| > |B|, то найдется a ∈ A \ B такое, что
B ∪ {a} ∈ F .

В терминах циклов матроид определяется как пара M = (S,Σ)

где Σ ⊆ 2S -– семейство, для которого выполняются следующие усло-
вия (аксиомы циклов):
(с1) если C1, C2 ∈ Σ, C1 6= C2, то C1 6⊆ C2;
(c2) если C1, C2 ∈ Σ, C1 6= C2 и x ∈ C1 ∩C2, то найдется цикл C3 ∈ C
такой, что C3 ⊆ (C1 ∪ C2) \ {x}.

Элементы a, b ∈ S в матроиде M = (S,Σ) назовём связными,
если существует цикл C такой, что a, b ∈ C. Матроид M = (S,Σ)
называют связным, если любые два элемента множества S являются
связными.

Существует несколько критериев связности матроида [1].
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1. Матроид связен тогда и только тогда, когда для каждого соб-
ственного подмножества A из S и ранга матроида ρ выполняется
строгое неравенство ρ(A) + ρ(S \A) > ρ(S).

Произведением матроидов Mi = (Si, Fi), определённых на попар-
но непересекающихся множествах Si , i = 1, · · · , t , называют матро-
ид M = (S, F ) , где S есть объединение множеств Si , а F состоит
из множеств, каждое из которых есть объединение ровно t подмно-
жеств, по одному из каждого семейства Fi.

2. Матроид связен тогда и только тогда, когда он не разлагается
в произведение меньших матроидов.

Ограничением матроида M = (S, F ) на множество A ⊂ S назы-
вается матроид M.A = (A,F (A)), где F (A) = {X|X ⊆ A,X ∈ F}.
Сепаратор матроида M = (S, F ) – это подмножество T ⊆ S такое,
что M = (S, F ) = M.A×M.(S \T ), то есть подмножество, являюще-
еся произведением ограничений матроида M = (S, F ) на множество
T и множество (S \ T ).

3. Матроид M = (S, F ) связен тогда и только тогда, когда он
имеет только тривиальные сепараторы ∅ и S .

4. Матроид M = (S, F ) связен тогда и только тогда, когда связен
двойственный к нему матроид M∗ = (S, F ∗) .

Если e — элемент связного матроида M = (S, F ), то множество
циклов, содержащих e, однозначно определяют матроид M . С учё-
том двойственности получаем, что множество коциклов, содержа-
щих e, также однозначно определяют матроид M .

Можно определить циклический граф G(M) матроида M .
G(M) — это граф, вершинам которого отвечают циклы матроида,
а две вершины являются смежными тогда и только тогда, когда для
соответствующих циклов C1, C2 выполняются два условия:
a) C1 ∪ C2 связное подмножество матроида M = (S, F );
b) ρ(C1 ∪ C2) = |C1 ∪ C2| − 2.

В терминах циклического графа получим ещё один критерий
связности матроида.

5. Матроид без копетель является связным тогда и только тогда,
когда его циклический граф связен.

Представляет интерес исследование связности у отдельных клас-
сов матроидов.

Пусть M = (S,Σ) - матроид ранга ρ(S) = k, k < |S|. Цикл C
матроида M назовём гамильтоновым, если |C| = k + 1. Матроид,
содержащий гамильтонов цикл, так же будем называть гамильтоно-
вым [2–4].
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Следующие определения гамильтонова матроида являются эк-
вивалентными: матроид ранга k, H-периметр которого равен k + 1;
матроид ранга k, для которого существует ограничение, являющееся
однородным матроидом Uk,k+1 [5, 6].

Теорема. Гамильтонов матроид является связным.
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ОПТИМАЛЬНАЯ СТРАТЕГИЯ РЕШЕНИЯ ЧАСТНОГО
СЛУЧАЯ ЗАДАЧИ О РАНЦЕ МЕТОДОМ ВЕТВЕЙ

И ГРАНИЦ

Р.М. Колпаков (Москва)

В данной работе рассматривается частный случай задачи о буле-
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вом ранце [1], который формально задается следующим образом:

maximize f(x̃) =
∑n′

i=1 axi +
∑n′+n′′

i=n′+1 xi,

subject to
∑n′+n′′

i=1 2xi ≤ 2k + 1,
xi ∈ {0, 1}, i ∈ N = {1, 2, . . . , n′ + n′′},

(1)

где a ≥ 2, k, n′, n′′ ≥ 0. Данный частный случай характеризуется
тем, что все предметы имеют одинаковый вес (для удобства мы по-
лагаем данный вес равным 2), а стоимость предметов может прини-
мать два различных значения (без ограничения общности стоимость
менее ценных предметов полагается равной 1, а стоимость более цен-
ных полагается равной a). Далее будем обозначать задачу (1) через
P [n′, n′′; k]. Ранее в литературе [2–4] был хорошо изучен случай за-
дач P [n′, n′′; k] при n′ = 0.

В качестве подзадач задачи (1) рассматриваются задачи, полу-
чаемые из данной задачи фиксацией значений некоторых перемен-
ных xi:

maximize f(x̃) =
∑n′

i=1 axi +
∑n′+n′′

i=n′+1 xi,

subject to
∑n′+n′′

i=1 2xi ≤ 2k + 1,
xi = θ(i), i ∈ I, xj ∈ {0, 1}, j ∈ N \ I,

(2)

где θ(i) — фиксированное значение переменной xi. Переменные xj
для j ∈ N \ I называются свободными переменными этой подзадачи.

Пусть P ′ — некоторая подзадача вида (2), xj — свободная пере-
менная подзадачи P ′, P ′0, P ′1 — подзадачи, полученные из подзада-
чи P ′ присваиванием переменной xj значений 0 и 1 соответственно.
Будем говорить, что подзадачи P ′0, P ′1 получены декомпозицией под-
задачи P ′ по переменной xj , а переменную xj будем называть пе-
ременной ветвления для данной декомпозиции. Подзадачи P ′0, P ′1,
полученные декомпозицией подзадачи P ′, будем называть соответ-
ственно 0-потомком и 1-потомком подзадачи P ′.

Для подзадач (2) рассматриваются следующие условия отсева.
Подзадача (2) удовлетворяет условию отрицательного отсева, если
2k+1−

∑
i∈I 2θ(i) < 0. Очевидно, что в этом случае подзадача (2) не

имеет решения. Подзадача (2) удовлетворяет условию положитель-
ного отсева, если 2|N \ I| ≤ 2k + 1 −

∑
i∈I 2θ(i). Очевидно, что в

этом случае подзадача (2) имеет единственное оптимальное решение
xi = 1 при i ∈ N \ I. Подзадаче (2) соответствует линейная задача
релаксации, которая получается из данной подзадачи заменой усло-
вия xi ∈ {0, 1} для i ∈ N \ I на условие xi ∈ [0; 1]. Данная задача
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релаксации имеет очевидное оптимальное решение. Подзадача (2),
рассматриваемая в процессе решения исходной задачи (1), удовле-
творяет условию отсева по рекорду, если значение целевой функции
f(x̃) для оптимального решения соответствущей линейной задачи ре-
лаксации не превосходит значения целевой функции для найденного
на данный момент времени текущего рекордного решения исходной
задачи. Заметим, что в данном случае подзадача (2) может быть ис-
ключена из дальнейшего рассмотрения в процессе решения исходной
задачи.

В данной работе рассматривается стандартный вариант метода
ветвей и границ (метода ВГ) для решения задачи о ранце. Для ре-
шения задачи данным вариантом в качестве вспомогательной струк-
туры используется список подзадач, содержащий в каждый момент
времени все подзадачи исходной задачи, подлежащие дальнейшему
рассмотрению в процессе решения. Изначально список подзадач со-
держит только исходную задачу. Пока список подзадач не окажется
пустым, из него извлекается очередная подзадача P ′, которая обра-
батывается следующим образом. Если P ′ удовлетворяет условию от-
рицательного отсева или отсева по рекорду, то никаких операций не
производится. Если P ′ удовлетворяет условию положительного отсе-
ва, то значение f(x̃′) целевой функции для оптимального решения x̃′
задачи P ′ сравнивается со значением f(x̃r) целевой функции для те-
кущего рекордного решения x̃r исходной задачи. Если f(x̃′) > f(x̃r),
то текущее рекордное решение x̃r заменяется на x̃′. Пусть P ′ не удо-
влетворяет ни одному из рассмотренных условий отсева. Тогда под-
задача P ′ подвергается декомпозиции по одной из ее свободных пе-
ременных. Полученные в результате декомпозиции подзадачи поме-
щаются в список подзадач. Очевидно, что после завершения работы
данного алгоритма полученное рекордное решение является опти-
мальным решением исходной задачи. Приведенной сложностью ре-
шения задачи методом ВГ называется число подзадач, подвергшихся
отсеву в процессе решения задачи.

Заметим, что приведенная сложность решения задачи методом
ВГ существенным образом зависит как от способа выбора очередной
подзадачи из списка подзадач, так и от способа выбора переменной
ветвления для декомпозиции выбранной подзадачи. Совместное со-
четание произвольного способа выбора очередной подзадачи из спис-
ка подзадач с произвольным способом выбора переменной ветвления
для декомпозиции выбранной подзадачи будем называть стратеги-
ей решения задачи о ранце методом ВГ. Пусть S — некоторая страте-
гия решения задачи P о ранце методом ВГ. Обозначим через L̂S(P )
приведенную сложность решения задачи P методом ВГ со стратеги-
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ей S. Положим L̂(P ) = minS L̂S(P ), где минимум берется по всевоз-
можным стратегиям S решения задачи P методом ВГ. Стратегию S
решения задачи P методом ВГ будем называть оптимальной для P ,
если L̂S(P ) = L̂(P ).

Далее мы рассматриваем следующую стратегию решения задач
P [n′, n′′; k] методом ВГ. Список подзадач в данной стратегии пред-
ставляет собой стек, в который после каждой декомпозиции очеред-
ной подзадачи сначала помещается 1-потомок, а затем 0-потомок
данной подзадачи, т.е. на следующем шаге работы алгоритма из
списка выбирается 0-потомок данной подзадачи. В качестве перемен-
ной ветвления для декомпозиции очередной подзадачи всегда выби-
рается свободная переменная с наибольшим индексом. Мы обозна-
чаем данную стратегию через A0.

Теорема. При 0 ≤ k ≤ n′ выполняется L̂(P [n′, n′′; k]) =

L̂A0(P [n′, n′′; k]) =
(
n′+1
k+1

)
+ n′′ и при n′ ≤ k ≤ n′ + n′′ выполняется

L̂(P [n′, n′′; k]) = L̂A0(P [n′, n′′; k]) =
(
n′′+1
k−n′+1

)
.

Из данной теоремы вытекает, что стратегия A0 является опти-
мальной для любой задачи P [n′, n′′; k].

Работа выполнена при частичной поддержке РФФИ, проект
№ 18–01–00337–a.
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ОРИЕНТИРОВАННЫЕ МАТРОИДЫ,
НЕКОТОРЫЕ СВОЙСТВА

А.М. Ревякин (Москва), А.Н. Исаченко (Минск)

Используются терминология и обозначения монографий Дж. Окс-
ли и А. Речки [1, 2].

Пусть C — матрица инцидентности циклов матроида M на ко-
нечном множестве S, а R — матрица инцидентности коциклов этого
же матроида. Каждой строке матрицы C соответствует цикл матро-
идаM , а каждому столбцу — элемент множества S. Причем, cij = 1,
если j-й элемент множества S принадлежит i-ому циклу. В против-
ном случае, cij = 0. Матрица R обладает аналогичными свойствами.
Замена некоторых элементов 1 на −1 в матрицах C и R называется
ориентацией матроида M , если для «ориентированных» матриц C
и R, полученных в результате замены некоторых элементов 1 на −1,
произведение матрицы C на матрицу, транспонированную к матрице
R, равно нулевой матрице, т.е. C ·RT = 0.

Пусть B — база матроидаM на конечном множестве S и a ∈ S\B.
Тогда существует единственный цикл C = C(a,B) такой, что a ∈
C ⊆ B ∪ {a}. Цикл C(a,B) называется фундаментальным циклом
элемента a относительно базы B. Аналогично, если B∗ = S\B и
a ∈ B, то существует единственный коцикл R = R(a,B∗) такой, что
a ∈ R ⊆ B∗ ∪ {a}. Коцикл R(a,B∗) называется фундаментальным
коциклом элемента a относительно базы B.

Пусть C = (C1|E) — матрица фундаментальных циклов, а R =
(E|R2) — матрица фундаментальных коциклов матроида M на ко-
нечном множестве S относительно базы B, где E — единичные мат-
рицы, а вектор-столбцы матриц, соответствующие элементам базы
B и кобазы B∗, отличаются подстрочными индексами. Матрицы та-
кого вида называются стандартным представлением матроида M
относительно базы B. Заметим, что для матриц фундаментальных
циклов и коциклов ориентированного матроидаM имеет место соот-
ношение C1 = −RT2 . Если (E|A) — стандартное представление мат-
роида M , то (−AT |E) — стандартное представление двойственного
матроида M∗ на том же конечном множестве.

Рассмотрим граф G. Присвоим произвольным образом ориента-
цию ребрам графа G, получив в результате орграф G1. Тогда усе-
ченная матрица инцидентности графа G1 является представлением
циклического матроида M(G) над произвольным полем F .

Таким образом, ориентируемый матроид линейно представим над
любым конечным полем. Циклический и коциклический матроиды
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любого графа ориентируемы.
Легко доказать, что матроидM является ориентируемым тогда и

только тогда, когда двойственный к нему матроид M∗ ориентируем.
Все миноры ориентируемых матроидов являются ориентируемыми.
Прямая суммаM1+M2 ориентируемых матроидовM1 иM2 является
ориентируемым матроидом.

Обозначим через R10 матроид со следующей матрицей представ-
ления над полем GF(3).

1 0 0 0 0 −1 1 0 0 1
0 1 0 0 0 1 −1 1 0 0
0 0 1 0 0 0 1 −1 1 0
0 0 0 1 0 0 0 1 −1 1
0 0 0 0 1 1 0 0 1 −1


Матроид R10 является ориентируемым и самодвойственным, все его
миноры являются либо графическими, либо кографическими, в то
время, как сам R10 таковым не является [3]. Исключение произволь-
ного элемента из R10 ведет к образованию матроида, изоморфного
циклическому матроиду полного двудольного графа K3,3.

Самодвойственный матроид P8 на восьми элементах со следую-
щей матрицей представления 1 0 0 0 0 1 1 −1

0 1 0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1 0 1
0 0 0 1 −1 1 1 0


над полем GF(3) не является ориентированным матроидом.

Матрица A называется унимодулярной, если все ее миноры равны
0 или ±1.

Если M — матроид на конечном множестве S, то следующие
утверждения эквивалентны:
а) M обладает унимодулярной матрицей представления над полем
рациональных чисел;
б) матроид M представим над любым конечным полем;
в) M является одновременно бинарным и тернарным матроидом;
г) матроид M является бинарным и представим над некоторым по-
лем F , характеристика которого не равна 2;
д) матроид M является ориентируемым.

Остановимся кратко на приложениях ориентированных матрои-
дов.
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Для электрических цепей, состоящих из резисторов и источни-
ков напряжения и тока выполняются законы Кирхгофа для токов
(алгебраическая сумма токов, вытекающих из узла равна нулю) и
напряжений (алгебраическая сумма напряжений в любом замкну-
том контуре равна нулю), которые можно записать как R · I = 0 и
C · V = 0, где R — матрица разрезов, C — матрица циклов орграфа
электрической цепи, а I и V — вектор столбцы токов и напряжений
соответственно на элементах электрической цепи.

Пусть T — остов цепи (орграфа), Φ = (Φ1|E) — матрица фун-
даментальных циклов, K = (E|K2) — матрица фундаментальных
разрезов относительно остова T , где E — единичные матрицы, а
вектор-столбцы матриц, соответствующие хордам и ветвям остова
T , отличаются подстрочными индексами. Тогда, в силу законов Кир-
гофа [4], Φ1|E) · (I1|I2)T = 0 и (E|K2) · (V1|V2)T = 0. Заметим, что
Φ1 = −KT

2 . Отсюда, I2 = −Φ1 ·I1 = KT
2 ·I1. Аналогично, V1 = KT

2 ·I2.
Таким образом, все токи, текущие через элементы электрической це-
пи, можно выразить линейной комбинацией хордовых токов, а все
напряжения — линейной комбинацией напряжений на ветвях цепи.
Как выбирать остов T электрической цепи, детально описано в [2–4].

В докладе рассмотрены также инварианты ориентированных
матроидов [5], матроиды Кокстера [6, 7] и тропические ориентиро-
ванные матроиды (их в 2007 году впервые ввели Ф. Ардила и М. Де-
велин). Доказано, что тропические ориентированные матроиды об-
ладают многими свойствами обычных ориентированных матроидов.
Показано, что тропический ориентированный матроид определяет
разбиение произведения двух симплексов.
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Секция
«Теория графов»

ОБ ЭФФЕКТИВНОСТИ ДОСТАТОЧНЫХ УСЛОВИЙ
ГАМИЛЬТОНОВОСТИ ТИПА ДИРАКА

М.Б. Абросимов (Саратов)

В 1952 году Дирак предложил достаточное условие гамильтоно-
вости графа: если степень каждой вершины не меньше половины
от общего числа вершин графа, то такой граф является гамильто-
новым. Очевидно, что количество рёбер в графе, удовлетворяющем
условию Дирака, должно быть достаточно большим. В последствии
было получено много различных условий гамильтоновости, из ко-
торых большую группу образовывают так называемые условия ти-
па Дирака или достаточные условия, сформулированные в терминах
степеней вершин графа. Зачастую по формулировке условий оценить
эффективность того или иного утверждения представляется слож-
ным. Под эффективностью достаточного условия мы будем пони-
мать, какое число гамильтоновых графов удовлетворяет этому усло-
вию.

Теорема (Дирак, 1952 [1]). Если в графе G с числом вершин n ≥
3 степень любой вершины d(u) ≥ n/2, то граф G — гамильтонов.

Граф, который удовлетворяет условию теоремы Дирака, будем
называть графом Дирака. Вычислительная сложность проверки
условия в теореме Дирака составляет O(n+m).

Теорема (Оре, 1960 [2]). Если в графе G с числом вершин n ≥ 3
для любых двух несмежных вершин u и v выполняется неравенство
d(u) + d(v) ≥ n, то граф G — гамильтонов.

Граф, который удовлетворяет условию теоремы Оре, будем на-
зывать графом Оре. Легко видеть, что графы Дирака являются и
графами Оре. Вычислительная сложность проверки условия в тео-
реме Оре составляет O(n2).

Теорема (Поша, 1962 [3]). Если граф G с числом вершин n ≥ 3
и степенной последовательностью d1 ≤ . . . ≤ dn удовлетворяет
следующим двум условиям, то он гамильтонов:
1) для всякого k: 1 ≤ k < n−1

2 число вершин со степенями меньши-
ми или равными k меньше, чем k;
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2) для нечетного n число вершин со степенями меньшими или рав-
ными n−1

2 не превосходит n−1
2 .

Граф, который удовлетворяет условию теоремы Поша, будем на-
зывать графом Поша. Теорема Оре является следствием теоремы
Поша, то есть графы Оре являются и графами Поша. Вычисли-
тельная сложность проверки условия в теореме Поша составляет
O(n+m).

Теорема (Хватал, 1972 [4]). Если граф G с числом вершин n ≥ 3
и степенной последовательностью d1 ≤ . . . ≤ dn удовлетворяет
следующему условию, то он гамильтонов: для любого k верна им-
пликация: (dk ≤ k < n

2 )→ (dn−k ≥ n− k).
Граф, который удовлетворяет условию теоремы Хватала, будем

называть графом Хватала. Теорема Поша является следствием тео-
ремы Хватала, то есть графы Поша являются и графами Хватала.
Вычислительная сложность проверки условия в теореме Хватала со-
ставляет O(n+m).

Определение. Замыкание [G] n-вершинного графа G получает-
ся из графа G добавлением рёбер {u, v} для всех пар вершин u и v,
для которых выполняется условие d(u) + d(v) ≥ n.

Теорема (Бонди-Хватал, 1976 [5]). Если замыкание [G] графа G
является полным графом, то граф G — гамильтонов.

Построение замыкания графа имеет вычислительную сложность
O(n4) [5]. Граф, который удовлетворяет достаточному условию тео-
ремы Бонди-Хватала, будем называть графом Бонди-Хватала. Оче-
видно, что если в n-вершинном графе G все вершины имеют степень
d(v) < n

2 , то замыкание [G] будет изоморфно самому графу G. За-
метим, что любой цикл с числом вершин n > 4 не удовлетворяет
условию Бонди-Хватала. Если граф удовлетворяет условию Бонди-
Хватала, то можно построить и соответствующий гамильтонов цикл
с вычислительной сложностью O(n3) [5].

Был произведен вычислительный эксперимент по проверке усло-
вий всех теорем 1–6 для графов с числом вершин до 12. Для гене-
рации графов использовалась программа geng из пакета nauty, раз-
работанного Бренданом МакКеем [6]. Программа получает на вход
целое число n, а результатом её работы являются все неизоморфные
графы с заданным числом вершин n. Если дополнительно указать
ключ -c, то будут построены только связные графы, а с ключом
-C — только двусвязные. Так как все гамильтоновы графы являются
двусвязными, то достаточно строить только их. Вычисления прово-
дились с использованием кластера высокопроизводительных вычис-
лений ПРЦ НИТ СГУ.
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В таблице приводятся данные по числу графов Дирака, Оре, По-
ша, Хватала и Бонди-Хватала в процентах от общего числа гамиль-
тоновых графов с заданным числом вершин.

Таблица 2: Количество графов Дирака, Оре, Поша, Хватала и
Бонди–Хватала в процентах
n Гамильтоновых Дирак Оре Поша Хватал Б.–Х.
3 1 100% 100% 100% 100% 100%
4 3 100% 100% 100% 100% 100%
5 8 37,50% 62,50% 75,00% 75,00% 87,50%
6 48 39,58% 43,75% 64,58% 70,83% 93,75%
7 383 7,57% 17,75% 49,61% 50,65% 91,91%
8 6196 6,84% 8,12% 40,09% 44,11% 89,41%
9 177083 0,66% 2,79% 30,21% 30,74% 88,67%
10 9305118 1,16% 1,38% 28,84% 31,32% 89,19%
11 883156024 0,10% 0,60% 24,47% 24,76% 90,92%
12 152522187830 0,32% 0,38% 26,82% 28,36% 92,85%

Можно заметить, что теорема Оре существенно сильнее теоре-
мы Дирака, особенно для нечётного числа вершин. Теоремы Поша
и Хватала существенно усиливают теоремы Дирака и Оре, а между
собой отличаются не столь сильно. Наконец теорема Бонди-Хватала
существенно улучшает теоремы Поша и Хватала, причем покрывает
около 90% гамильтоновых графов.
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О СЛОЖНОСТИ ВЫЧИСЛЕНИЯ МАКСИМАЛЬНОГО
ЧИСЛА d-ВЫПУКЛОГО ПОКРЫТИЯ ГРАФА

Р. Бузату, С. Катаранчук (Кишинёв)

Обычно задачи покрытия графа относятся к классу NP-полных.
При больших значениях числа вершин графа получение оптималь-
ных покрытий, как правило, невозможно за приемлемое время, по-
этому важно определить принадлежность конкретной задачи покры-
тия графа к классу NP-полных задач или полиномиально разреши-
мых задач.

Пусть G — неориентированный граф с множеством вершинX(G).
Множество S ⊆ X(G) называется d-выпуклым, если для любых вер-
шин x, y ∈ S выполняется {z ∈ X(G) : d(x, z) + d(z, y) = d(x, y)} ⊆ S,
где d(x, y) — это расстояние между вершинами x и y. Множество
S ⊂ X(G) называется нетривиальным, если 3 ≤ |S| ≤ |X(G)| − 1.

Задача покрытия неориентированного графа фиксированным
числом p ≥ 2 d-выпуклых нетривиальных множеств является
NP-полной [1]. Как оказалось, для решения данной задачи в слу-
чае определённых классов графов крайне важно иметь некоторые
оценки числа ϕmaxcn (G), где ϕmaxcn (G) обозначает наибольшее число
d-выпуклых нетривиальных множеств, которые покрывают граф G.
К примеру, известно, что для дерева T , |X(T )| ≥ 4, существуют
покрытия, состоящие из 2 ≤ p ≤ ϕmaxcn (T ) d-выпуклых нетривиаль-
ных множеств и существует рекурсивный алгоритм, вычисляющий
число ϕmaxcn (T ) [2]. В частности, для нахождения наибольшего чис-
ла d-выпуклых нетривиальных множеств, разбивающих дерево T ,
существует алгоритм сложности O(n3) [3].

До недавнего времени для задачи нахождения числа ϕmaxcn (G) бы-
ло не известно ни полиномиального алгоритма, ни доказательства
NP-полноты. Мы доказали следующую теорему:

Теорема. Задача вычисления числа ϕmaxcn (G) NP-полна.
Список литературы

1. Buzatu R., Cataranciuc S. Convex graph covers // Computer
Science Journal of Moldova. — 2015. — no. 3 (69). —P. 251–269.

2. Buzatu R., Cataranciuc S. On nontrivial covers and partitions
of graphs by convex sets // Computer Science Journal of Moldova. —
2018. — no. 1 (76). — P. 3–14.

3. Buzatu R., Cataranciuc S. Nontrivial convex covers of trees //
Bulletin of Academy of Sciences of Republic of Moldova, Mathematics. —
2016. — no. 3 (82). — P. 72–81.

218



ЯВНАЯ ФОРМУЛА ДЛЯ ЧИСЛА
ПОМЕЧЕННЫХ ЭЙЛЕРОВЫХ ГРАФОВ

В.А. Воблый (Москва)

Теорема. Число En помеченных эйлеровых графов с n вершина-
ми при n ≥ 2 равно

En =
∑
π(n)

n!(−1)k−1(k − 1)!2k1(
0
2)+k2(1

2)+...+kn(n−1
2 )

k1!(1!)k1k2!(2!)k2 . . . kn!(n!)kn
,

где суммирование проводится по всем разбиениям π(n) целого чис-
ла n, то есть по всем неотрицательным решениям (k1, k2, . . . , kn)
уравнения k1 + 2k2 + . . .+nkn = n, причем полагается k = k1 + k2 +
. . .+ kn.

Доказательство. Введем производящие функции

E(x) =

∞∑
n=1

En
xn

n!
,W (x) =

∞∑
n=1

2(n−1
2 )x

n

n!
.

Известно [1] равенство 1 + W (x) = exp(E(x)), что эквивалентно
E(x) = ln(1 +W (x)).

Используем логарифмические многочлены разбиений [2]:

ln(1 + g(x)) =

∞∑
n=1

Ln(x1, x2, . . . , xn)
xn

n!
, g(x) =

∞∑
r=1

xr
xr

r!
,

Ln(x1, x2, . . . , xn) =
∑ n!(−1)k−1(k − 1)!

k1!(1!)k1k2!(2!)k2 . . . kn!(n!)kn
xk11 x

k2
2 . . . xknn ,

где суммирование проводится по всем разбиениям целого числа n, то
есть по всем неотрицательным решениям (k1, k2, . . . , kn) уравнения
k1 + 2k2 + . . .+ nkn = n, причем полагается k = k1 + k2 + . . .+ kn. В
нашем случае xr = 2(r−1

2 ) и
(

1
2

)
= 0. Теорема доказана.

Заметим, что формула для En, полученная в теореме 1, анало-
гична явной формуле Дубиле–Рота–Стенли для числа помеченных
связных графов с n вершинами [3] (В [4] — исправление этой фор-
мулы).
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О СЛОЖНОСТИ СИНТЕЗА ГРАФОВ
ОПЕРАЦИЯМИ КЛОНИРОВАНИЯ

М.А.Иорданский (Нижний Новгород)

Рассматриваются конечные, неориентированные обыкновенные
связные графы. Используется конструктор графов [1]. Изучаются
процессы построения графов на основе операций клонирования [2].
Приводятся оценки для числа операций, необходимых для построе-
ния некоторых классов двудольных графов.

Пусть G
′
(V
′
, E
′
) связный подграф графа G(V,E), |V ′ | < |V |.

Вершины подграфа G \ G′ смежные с вершинами из G
′
образуют

окрестность подграфа G
′
в графе G. Множество вершин окрестно-

сти подграфа G
′
обозначим через V

′

1 .
Рассмотрим объединение исходного графаG с графомG

′′
(V
′′
, E
′′
)

изоморфным подграфу G
′
(V
′
, E
′
) ⊂ G. Добавим к полученному гра-

фу ребра, соединяющие вершины из V
′

1 с вершинами подграфа G
′′

таким образом, чтобы подграф результирующего графа, порожден-
ный вершинами V

′

1 ∪V
′′
, был изоморфен подграфу G(V

′

1 ∪V
′
). Под-

граф G
′′
называется клоном подграфа G

′
а рассмотренная выше опе-

рация - операцией клонирования. Если вершины клона G
′′
соединя-

ются лишь с вершинами из V
′′

1 ⊂ V
′

1 , то получаем операцию клони-
рования с неполной окрестностью. При выполнении операций клони-
рования с неполной окрестностью предполагается, что |V ′′1 | ≥ 1, то
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есть результирующий граф операции клонирования является всегда
связным.

В качестве клонируемых подграфов рассматриваются простые
цепи, выбираемые таким образом, чтобы их окрестности в графе
состояли либо из одной вершины, смежной с одной из концевых вер-
шин цепи, либо из двух вершин, каждая из которых смежна со своей
концевой вершиной цепи. В качестве исходного графа используется
цепь l2, содержащая две вершины.

Лемма 1. Произвольное дерево, содержащее n ≥ 3 вершин, мо-
жет быть построено из цепи l2 с помощью n− 2 операций клони-
рования цепи l1 с одновершинной окрестностью.

Доказательство следует из того, что при выполнении каждой опе-
рации клонирования число вершин текущего дерева увеличивается
на единицу. При этом используется хотя бы одна операция клониро-
вания с полной одновершинной окрестностью. Максимальное число
таких операций может быть на единицу меньше количества висячих
вершин дерева.

Пусть d - число вершин в диаметральной цепи графа; n1 - число
висячих вершин (степени единица)в произвольном дереве t.

Лемма 2. Произвольное дерево t с n ≥ 3 вершинами может
быть построено из цепи l2 с использованием n1 − 2 + dlog2(d − 1)e
операций клонирования цепей lj , j ∈ 1, b(n− 1)/2c с одновершинны-
ми окрестностями.

Доказательство. Выделим в дереве t диаметральную цепь, лю-
бую, если их несколько. Построить её можно путем последователь-
ного клонирования в текущей (исходной) цепи её подцепи, не содер-
жащей одной из концевых вершин цепи и имеющей, следовательно,
одновершинную полную окрестность. Каждая такая операция уве-
личивает длину цепи на единицу меньше, чем в два раза. Пусть lq
число вершин в цепи, полученной после выполнения q - ой операции
клонирования. Для числа вершин в генерируемой последовательно-
сти цепей имеем рекуррентное соотношение lq+1 = 2lq − 1 Решением
его с с начальным условием l0 = 2 является lq = 2q + 1. Таким об-
разом, если d = 2q + 1 то требуется q = log2(d − 1) операций, если
2q + 1 < d < 2q+1 + 1 то для достройки диаметральной цепи необ-
ходима дополнительная операция клонирования подцепи с числом
вершин равным d − (2q + 1) и одновершинной неполной окрестно-
стью, являющейся крайней вершиной в текущей цепи. В любом слу-
чае для построения диаметральной цепи достаточно q = dlog2(d−1)e
операций клонирования.

Поскольку диаметральная цепь имеет наибольшую длину, то по-
строение других пореберно непересекающихся цепей можно осуще-
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ствить, затратив на каждую по одной операции клонирования подце-
пи с полной или неполной одновершинной окрестностью. Для этого
достаточно строить эти цепи в каждом поддереве, начиная с цепей
наибольшей длины. При этом объединение цепей должно быть связ-
но на каждом шаге их построения.

Так как каждая максимальная по длине цепь заканчивается вися-
чей вершиной, то общее число операций клонирования необходимых
для построения дерева t равно n1−2+dlog2(d−1)e. Лемма доказана.

Замечание. Если при построении t использовать операции кло-
нирования только с одновершинной полной окрестностью, то при
этом будут получаться деревья фрактального типа.

Обозначим класс всех деревьев, содержащих n вершин, через Tn;
минимальное число операций клонирования, необходимых для по-
строения из l2 дерева t - через k(t); maxt∈Tn k(t) = K(n). Из лемм 1
и 2 получаем

Следствие. dlog2(n− 1)e ≤ K(n) ≤ n− 2.
Верхняя оценка достигается на звездах. Нижняя оценка дости-

жима на деревьях, изоморфных цепям.
Далее будем рассматривать двудольные графы, содержащие цик-

лы. Для получения цикла в результате выполнения операции клони-
рования необходимо, чтобы окрестность клона содержала не менее
двух вершин. При этом в графе могут появиться только циклы чет-
ной длины. Число циклов в графе с n вершинами и m ребрами равно
m− n+ 1. Две вершины цикла четной длины называются противо-
положными, если они соединяются в цикле цепями одинаковой дли-
ны. Двудольный граф G называется циклически сбалансированным,
если каждый его цикл содержит по две вершины степени больше
двух и являющихся противоположными в цикле (базисные вершины
цикла). Если из каждого цикла графа G удалить одну из цепей, со-
единяющих базисные вершины, то получим базисное дерево t. Пусть
nt1 число висячих вершин базисного дерева t.

Теорема. Двудольный циклически сбалансированный граф G
можно построить из цепи l2 с помощью m−n+nt1−1+dlog2(d−1)e
операций клонирования цепей lj , j ∈ 1, b(n− 1)/2c с одно- и двухвер-
шинными окрестностями.

Доказательство. Нетрудно видеть, что базисное дерево t имеет
такой же диаметр, что и граф G. Учитывая лемму 2, получаем, что
для построения t необходимо использование nt1 − 2 + dlog2(d − 1)e
операций клонирования. Для перехода от дерева t к графу G до-
статочно выполнить m− n+ 1 операций клонирования цепей lj , j ∈
1, b(n− 1)/2c с полными двухвершинными окрестностями, добавля-
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ющим к графу каждый раз по циклу четной длины. В результате
получаем граф G за искомое число операций клонирования.

Замечание. При построении двудольных графов, не являющих-
ся циклически сбалансированными, потребуется не меньшее число
операций клонирования, поскольку формирование цепей, проходя-
щих не через базисные вершины циклов, придется делать с помо-
щью нескольких операций клонирования, чередуя их с операциями
клонирования необходимыми для создания таких циклов.

Следствие. Произвольный двудольный граф G, не являющийся
деревом, может быть построен из l2 с помощью не менее m− n+

1 + dlog2(d− 1)e операций клонирования цепей lj , j ∈ 1, b(n− 1)/2c с
одно- и двухвершинными окрестностями.
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О ГЕНЕРАЦИИ ГРАФОВ, СОДЕРЖАЩИХ
ЗАДАННЫЙ ПОДГРАФ

А.А. Лобов, М.Б. Абросимов (Саратов)

Задача генерации графов с заданными свойствами представля-
ет большой теоретический и практический интерес. Например, про-
грамма geng из пакета nauty [1] может генерировать все неизоморф-
ные графы с заданным числом вершин. Дополнительно можно за-
дать параметр для генерации только связных или двусвязных гра-
фов. Программа genreg [2] генерирует регулярные графы заданного
порядка с заданным числом вершин. При решении некоторых задач
было бы удобно генерировать графы, которые содержат заданный
подграф. Такая ситуация возникает, например, в задачах, связанных
с построением отказоустостойчивых систем (расширений графов) [3].

Граф G∗ = (V ∗, α∗) называется минимальным вершинным k-
расширением n-вершинного графа G = (V, α), если выполняются
следующие условия.
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1. Граф G∗ является вершинным k-расширением графа G, то есть G
вкладывается в каждый граф, получающийся из G∗ удалением лю-
бых его k вершин.
2. Граф G∗ содержит n+ k вершин, то есть |V ∗| = |V |+ k.
3. α∗ имеет минимальную мощность при выполнении условий 1 и 2.

Аналогично вводится понятие минимального рёберного k-
расширения графа. Проверка того, что граф G∗ является минималь-
ным вершинным или рёберным k-расширением графа G, состоит в
том, что последовательно удаляются наборы из k вершин или рёбер,
а далее проверяется вложение в получившийся граф графа G. Та-
ким образом, граф G∗ должен содержать граф G. Для некоторых
графов можно аналитически установить вектор степеней минималь-
ного вершинного или рёберного k-расширения. Например, для цик-
лов минимальные расширения имеют вектор степеней (4, 3, ..., 3) или
(3, ..., 3) в зависимости от чётности или нечётности числа вершин [3].
При переборе возможных кандидатов на минимальное вершинное
или рёберное k-расширение графа G было бы удобно генерировать
только такие графы, которые сразу содержат граф G в качестве
своей части. В генераторе графов [4] по заданному вектору степеней
отмечается возможность добавления генерации графов, содержащих
заданный подграф, однако эта возможность не реализована.

В данной работе будет представлен способ построения без про-
верки на изоморфизм графов, содержащих заданный подграф. Для
построения предлагается использовать техники, описанные в [5].

Одним из методов генерации графов без проверки на изоморфизм
является метод канонических представителей. Идея метода в общем
виде состоит в следующем:
1. Определяется способ кодирования графов.
2. Среди всех кодов изоморфных графов выбирается канонический
код (представитель).
3. Порождаются все возможные коды графов.
4. Порожденный граф принимается, если его код канонический, в
противном случае — исключается.

Метод Рида–Фараджева основывается на методе канонических
представителей, но определяет процесс порождения кодов с отсече-
нием вариантов, которые не могут привести к каноническому пред-
ставителю.

Для кодирования графа предлагается следующий способ, осно-
ванный на матричном коде специального вида.

Обозначим через G = (V, α) заданный n-вершинный граф. Если
рассматривать неориентированные графы, то α ⊂ V × V — симмет-
ричное и антирефлексивное отношение на множестве V .
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Рассмотрим n-вершинный граф H = (V, β). Матрица смежности
графа H — квадратная матрица размером n × n. На пересечении
строки i и столбца j стоит 1 тогда и только тогда, когда в графе есть
ребро {vi, vj}, иначе стоит 0.

Код графа H будем строить следующим образом: сначала выпи-
сываем те элементы матрицы смежности графа H, на соответствую-
щих позициях которых в матрице смежности графа G стоит 1, затем
те, где стоит 0. Выписывать элементы можно по строкам или столб-
цам: в зависимости от задачи может быть предпочтительнее тот или
другой способ. Для неориентированных графов выписываются толь-
ко элементы, расположенные выше главной диагонали. Длина кода
будет n(n−1)

2 бит. Для орграфов выписываются все элементы матри-
цы смежности, и длина кода будет n2 бит.

Канонический код определим как наибольший из кодов всех изо-
морфных графов. Очевидно, что такой код существует, причём един-
ственный. Граф с каноническим кодом назовём каноническим.

Лемма 1. Граф G является частью графа H тогда и только
тогда, когда канонический код графа H не превышает кода графа G.

Перечисляя все n-вершинные графы, частью которых является
граф G, и выбирая из них канонические, можно построить все неизо-
морфные n-вершинные графы, которые содержат граф G.

Для построения генератора графов методом Рида–Фараджева
или методом МакКея удобно использовать следующее утверждение.

Лемма 2. Если c1 = x1x2...xk10...0 является каноническим ко-
дом, то c2 = x1x2...xk00...0 также является каноническим кодом.

Идея генерации состоит в организации кодов в дерево следую-
щим образом:
1. корнем является код графа G; 2. родительским элементом кода
вида x1x2...xk10...0 является код вида x1x2...xk00...0; 3. в дереве при-
сутствуют только потомки G.

По лемме 2 предком канонического кода может быть только ка-
нонический код. Это означает, что среди потомков кода, не являю-
щегося каноническим, канонических кодов не будет, и можно их не
рассматривать.

При использовании метода Рида–Фараджева происходит обход
дерева кодов и проверяется каждая его вершина на каноничность:
потомки вершины рассматриваются только если код в ней канони-
ческий.
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ИССЛЕДОВАНИЕ ВОПРОСА
КРИТЕРИЯ РАВЕНСТВА ЭКСПОНЕНТА
РЕГУЛЯРНОГО ПРИМИТИВНОГО ГРАФА

ЧИСЛУ 3

И.В. Лось, М.Б. Абросимов (Саратов)

Регулярным или однородным n-вершинным графом порядка p на-
зывается простой неориентированный n-вершинный граф, все вер-
шины которого имеют степень p. Диаметром неориентированного
связного графа называется наибольшая из длин между всеми пара-
ми вершин. Связный граф называется примитивным, если между
любой парой вершин этого графа (в том числе из вершины в саму
себя) существует путь длины k. Минимальное такое число k назы-
вается экспонентом этого примитивного графа.

Ряд работ посвящены исследованию примитивных регулярных
графов [1–3]. Данная работа направлена на поиск критерия равен-
ства экспонента примитивного графа числу 3. Некоторые результа-
ты были получены в работе [4]. В данной работе будут предложены
новые результаты.

Очевидно, что у примитивного графа с экспонентом 3 диаметр
может быть 2 или 3. Для упрощения дальнейших рассуждений было
доказано одно вспомогательное утверждение — необходимое условие
примитивности графа с экспонентом 3:

Утверждение 1. В примитивном графе с экспонентом равным
3, каждая вершина должна лежать хотя бы на одном цикле дли-
ны 3.
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Условие не является достаточным. Например, рассмотрим пол-
ный 3-вершинный граф K3, каждая вершина которого лежит на
цикле длины 3, однако его экспонент равен 2. Очевидно, что дан-
ный контрпример является минимальным по числу вершин.

Помимо этого не трудно найти такие регулярные графы и с экс-
понентом большим, чем 3. Например, на рисунке 1 приводится 3-
регулярный примитивный граф из 12 вершин с экспонентом 4, в ко-
тором каждая вершина также лежит хотя бы на одном цикле длины
3. Данный контрпример также является минимальным по числу вер-
шин и рёбер.

Рис. 1: Минимальный по числу вершин граф-контрпример с экспо-
нентом больше 3 для утверждения 1.

Таким образом, приходим к выводу, что в достаточное условие
требуется включить ограничение на диаметр графа. Рассмотрим
несколько таких достаточных условий, которые, однако, не являются
необходимыми.

Утверждение 2. Если в графе G с диаметром d(G) ≤ 3 каж-
дое ребро входит в состав некоторого цикла длины 3, то граф G
является примитивным с экспонентом exp(G) ≤ 3, причём если
d(G) = 3, то и exp(G) = 3.

На рисунке 2 представлен минимальный по числу вершин регу-
лярный граф, который показывает, что данное условие не является
необходимым: в нём рёбро между вершинами 3 и 5 (аналогично для
ребра между вершинами 4 и 6) не лежит ни на одном цикле длины 3.

Постараемся усилить это условие.
Утверждение 3. Если в графе G с диаметром d(G) ≤ 3 из каж-

дой пары смежных рёбер хотя бы одно входит в состав некоторого
цикла длины 3, то граф G является примитивным с экспонентом
exp(G) ≤ 3, причём если d(G) = 3, то и exp(G) = 3.
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Рис. 2: 8-вершинный граф, для которого условие, обратное утвер-
ждению 2, не выполняется.

Данное условие также не будет необходимым. На рисунке 3 изоб-
ражен минимальный по числу вершин регулярный граф, для кото-
рого условие не выполняется: ребра {5, 6} и {5, 8} смежные и оба не
лежат ни на одном цикле длины 3.

Рис. 3: 10-вершинный граф, для которого условие, обратное утвер-
ждению 3, не выполняется.

Однако, удалось получить критерий для случая равенства диа-
метра 2.

Теорема. В графе с диаметром 2, в котором каждая вершина
лежит хотя бы на одном цикле длины 3, между любой парой вер-
шин (в том числе из самой вершины в себя) существует маршрут
длины 3.

Лемма. Граф с диаметром 2, в котором каждая вершина ле-
жит хотя бы на одном цикле длины 3, является примитивным и
его экспонент меньше или равен 3.
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Теорема. Граф с диаметром 2 является примитивным и име-
ет экспонент равный 3 тогда и только тогда, когда каждая его
вершина лежит хотя бы на одном цикле длины 3 и существует
хотя бы одно ребро, не лежащее ни на одном цикле длины 3.
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ОБ АЛГОРИТМИЧЕСКОЙ СЛОЖНОСТИ ЗАДАЧ
О РАСКРАСКЕ В СЕМЕЙСТВЕ

НАСЛЕДСТВЕННЫХ КЛАССОВ ГРАФОВ,
ОПРЕДЕЛЯЕМЫХ ЗАПРЕТАМИ НЕБОЛЬШОГО РАЗМЕРА

Д.С. Малышев (Нижний Новгород)

Правильной вершинной раскраской графа G называется произ-
вольное отображение c : V (G) −→ N такое, что c(v1) 6= c(v2) для
любых смежных вершин v1, v2 ∈ V (G). Правильная вершинная рас-
краска c графаG называется k-раскраской, если c : V (G) −→ 1, k. Ес-
ли граф G имеет k-раскраску, то он называется k-раскрашиваемым.
Хроматическим числом графа G называется такое наименьшее k,
что граф G является k-раскрашиваемым. Оно обозначается че-
рез χ(G).

Задача о вершинной раскраске (кратко, задача ВР) для заданных
графа G и числа k состоит в том, чтобы определить, выполняется
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ли неравенство χ(G) ≤ k или нет. Задача о вершинной k-раскраске
(кратко, задача k-ВР) для заданного графа G состоит в том, что-
бы определить, выполняется ли неравенство χ(G) ≤ k или нет. Обе
данные задачи являются классическими NP-полными задачами на
графах.

Граф H называется порожденным подграфом графа G, если H
может быть получен из G удалением только вершин. Класс графов
называется наследственным, если он замкнут относительно удале-
ния вершин. Хорошо известно, что любой наследственный класс гра-
фов X может быть задан множеством своих запрещенных порожден-
ных подграфов Y и это записывается так: X = Free(Y).

Через Pn, как обычно, будем обозначать простой путь с n вер-
шинами, a через Kp,q полный двудольный граф с p вершинами в
одной доле и q вершинами в другой доле. Через K ′2,3 обознача-
ем результат добавления ребра к графу K2,3, которое инцидент-
но вершинам степени 3, а через W4 обозначаем результат добавле-
ния вершины к 4-циклу и всех четырех ребер, инцидентных добав-
ленной вершине и всем вершинам 4-цикла. Графы bull и batterfly
образованы на вершинах v1, v2, v3, v4, v5 и имеют множества ре-
бер {v1v2, v1v3, v2v3, v1v4, v2v5} и {v1v2, v1v3, v2v3, v1v4, v1v5, v4v5} со-
ответственно.

Для задачи k-ВР сложностной статус остается открытым даже
для некоторых классов, определяемых одним запрещенным порож-
денным фрагментом. Вычислительная сложность задачи 3-ВР из-
вестна для всех классов вида Free({H}), где |V (H)| ≤ 6 [1]. По-
добный результат был получен для задачи 4-ВР и всех классов
вида Free({H}), где |V (H)| ≤ 5 [2]. Для каждого фиксирован-
ного k задача k-ВР разрешима за полиномиальное время в клас-
се Free({P5}) [3]. Задача 3-ВР полиномиально разрешима в классе
Free({P7}) [4]. Для каждого фиксированного k ≥ 5 задача k-ВР
является NP-полной в классе Free({P6}) [5]. Задача 4-ВР является
NP-полной в классе Free({P7}) [5]. Вычислительный статус задачи
k-ВР является открытым для класса Free({P8}) и k = 3, а также
для класса Free({P6}) и k = 4.

В работе [6] была получена классификация сложности задачи 3-
ВР для всех троек порожденных запретов, каждый из которых имеет
не более чем 5 вершин. В работе [7] рассматривались четверки 5-
вершинных запретов и для всех порождаемых ими наследственных
классов, кроме трех, была установлена сложность задачи 3-ВР.

Задача ВР полиномиально разрешима для класса Free({H}), ес-
ли H — порожденный подграф графа P4 или графа P3 + K1, иначе
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она является NP-полной в данном классе [8]. Однако, при запреще-
нии двух порожденных подграфов полную сложностную классифи-
кацию получить уже не удается. Так, например, для всех наслед-
ственных классов, определяемых запретами с не более чем 4 верши-
нами каждый, кроме трех, известен вычислительный статус задачи
ВР [9]. В работах [10–15] исследовалась сложность задачи ВР для
наследственных классов графов, определяемых запрещением двух
связных 5-вершинных запрещенных порожденных структур. В этих
работах количество открытых случаев было уменьшено до следую-
щих шести пар запрещеных порожденных фрагментов:

1. {K1,3, G}, где G ∈ {bull, butterfly}
2. {P5, G}, где G ∈ {K2,3,K

′
2,3,W4}

В настоящей работе количество «белых пятен» уменьшается до
пяти. А именно, справедлива следующая

Теорема. Задача о вершинной раскраске полиномиально разре-
шима в классе Free({P5,K2,3}).

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект
№ 18–31–20001-мол-а-вед.
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О МИНИМАЛЬНЫХ ВЕРШИННЫХ 1-РАСШИРЕНИЯХ
ДВУХ ОРИЕНТАЦИЙ ЦИКЛА

О.В. Моденова, М.Б. Абросимов (Саратов)

JohnP. Hayes в работе [1] предложил графовую модель для иссле-
дования отказоустойчивости технической системы при отказе эле-
ментов.

Граф G∗ = (V ∗, α∗) называется минимальным вершинным k-
расширением (МВ-kР) n-вершинного графа G = (V, α), если выпол-
няются следующие условия:
1. Граф G∗ является вершинным k-расширением графа G, то есть G
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вкладывается в каждый граф, получающийся из G∗ удалением лю-
бых его k вершин;
2. Граф G∗ содержит n+ k вершин, то есть |V ∗| = |V |+ k;
3. α∗ имеет минимальную мощность при выполнении условий 1 и 2.

В работе [1] было доказано, что МВ-1Р n-вершинной цепи Pn яв-
ляется (n + 1)-вершинный цикл Cn+1. Легко показать [2], что это
расширение является единственным с точностью до изоморфизма.
Задача поиска минимального вершинного k-расширения для произ-
вольного графа является вычислительно сложной [3], и в общем ви-
де решение удалось получить лишь для некоторых классов графов.
Обзор основных результатов можно найти в работе [2]. В работе [1]
были предложены схемы для построения минимальных вершинных
1-расширений цикла.

Теорема (Хейз, 1976). Графы, построенные по схемам на рис. 1,
являются МВ-1Р соответствующего цикла при чётном и нечёт-
ном числе вершин.

Рис. 1: Схема построения МВ-1Р цикла Cn.

Число дополнительных рёбер в МВ-1Р цикла легко вычислить:

ec(Cn) =

⌈
n+ 4

2

⌉
.

Если переходить к ориентированным графам, то задача стано-
вится более сложной [2]. Следующий результат позволяет получить
оценку на число дополнительных дуг ec(

−→
G) орграфа

−→
G [4].

Теорема. Число дополнительных дуг МВ-kР орграфа
−→
G не ме-

нее числа дополнительных рёбер МВ-kР его симметризации G:

ec(
−→
G) ≥ ec(G).

Таким образом, число дополнительных дуг МВ-1Р любой ори-
ентации цикла не меньше

⌈
n+4

2

⌉
. Возникает вопрос: существуют ли
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ориентации цикла, МВ-1Р которых содержит такое число дополни-
тельных дуг. Оказывается, что ответ на этот вопрос положительный.
Одной из таких ориентаций цикла является ориентация, которая со-
стоит только из источников и стоков. Обозначим такую ориентацию
CSTn. Очевидно, что такая ориентация существует только при чёт-
ном n. Для нечётного n рассмотрим ориентацию цикла, в которой все
вершины являются источниками и стоками, кроме одной вершины
со степенями исхода и захода (1, 1). Обозначим эту схему CSTNn.

Теорема. МВ-1Р ориентации цикла CSTn содержит
⌈
n+4

2

⌉
до-

полнительных дуг.
Одно из МВ-1Р рассматриваемой ориентации цикла можно полу-

чить ориентацией схемы Хейза, приведённой на рис. 1.
Теорема. Для четного n и ориентации цикла CSTn МВ-1Р

можно получить ориентацией схемы Хейза, при которой все вер-
шины степени 3 превращаются в стоки или источники, а вершина
степени 4 превращается в вершину со степенями исхода и захо-
да (2, 2).

На рис. 2 показана схема построения МВ-1Р ориентации цикла
CSTn для n = 4k (слева) и n = 4k + 2 (справа).

Рис. 2: Схема построения МВ-1Р ориентации цикла CSTn.

Теорема. МВ-1Р ориентации цикла CSTNn содержит
⌈
n+4

2

⌉
дополнительных дуг.

Одно из МВ-1Р рассматриваемой ориентации цикла также можно
получить ориентацией схемы Хейза, приведённой на рис. 1.

Теорема. Для нечетного n и ориентации цикла CSTNn МВ-1Р
можно получить ориентацией схемы Хейза следующим образом:
превращаем все вершины, кроме двух противоположных, в источ-
ники и стоки, а ребро между ними ориентируем произвольным об-
разом.

На рис. 3 показана схема схема построения МВ-1Р ориентации
цикла CSTNn для n = 4k + 1 (слева) и n = 4k + 3 (справа).

Вычислительные эксперименты показывают, что ориентации
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Рис. 3: Схема построения МВ-1Р ориентации цикла CSTNn.

циклов CSTn и CSTNn могут иметь и другие МВ-1Р, неизоморф-
ные предлагаемым.
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О КЛАССАХ ГРАФОВ, ИМЕЮЩИХ НУЛЕВОЙ
РАЗРЫВ ДВОЙСТВЕННОСТИ В ЗАДАЧАХ

ОБ УПАКОВКЕ И ВЕРШИННОМ ПОКРЫТИИ ПУТЕЙ

Д.Б. Мокеев (Нижний Новгород)

В статье используются обозначения Kn, Pn, Cn для полных гра-
фов, простых путей и простых циклов на n вершинах соответственно.

Пусть G — граф. Произвольное множество попарно вершин-
но непересекающихся путей графа G длины k называется 〈Pk〉-
упаковкой G. Произвольное подмножество множества вершин графа
G, имеющее непустое пересечение с множество вершин любого пути
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графа G длины k, называется вершинным покрытием G относи-
тельно 〈Pk〉 или просто 〈Pk〉-покрытием.

Граф называется кёниговым относительно 〈Pk〉, если в любом
его порождённом подграфе наибольшая мощность 〈Pk〉-упаковки
равна наименьшей мощности 〈Pk〉-покрытия [1, 2]. Класс всех кёни-
говых графов относительно 〈Pk〉 обозначается через K(〈Pk〉).

Известно, что задача о 〈Pk〉-покрытии полиномиально разрешима
в классе деревьев и NP-трудна в общем случае при k ≥ 2, а задача
о 〈Pk〉-упаковке полиномиально разрешима при k = 2 и является
NP-полной при k ≥ 3.

Тем не менее, известно, что задача о 〈Pk〉-упаковке решается за
линейное время в классе лесов при любом k. Кроме того, извест-
но описание нескольких классов графов, на которых задачи о 〈Pk〉-
упаковке и 〈Pk〉-покрытии при разных k решаются за полиномиаль-
ное время (см., например, [1–3]).

Настоящая работа посвящена описанию класса кёниговых графов
относительно 〈Pk〉 для различных k. Для k ∈ {3, 4, 5} дано полное
структурное описание каждого класса. Для общего случая k дано
описание некоторых кёниговых графов относительно 〈Pk〉.

Будем обозначать через Sn дерево на n+1 вершине, n из которых
являются листьями.

Будем обозначать через Sn,m дерево на n+m+ 2 вершинах, две
из которых центральные, а остальные — листья, причём, n листьев
смежны с одной центральной вершиной, а m — с другой.

Будем обозначать через Sn+e граф, полученный из Sn добавле-
нием одного ребра.

Будем обозначать через Kn-e граф, полученный из Kn удалением
одного ребра.

Определение. Пусть H — псевдограф (граф, в котором допу-
стимы петли и кратные рёбра), k ≥ 3. Каждое цикловое ребро (реб-
ро, принадлежащее какому-нибудь циклу, в том числе петли и крат-
ные рёбра) псевдографа H подразобьём k− 1 вершинами. Будем на-
зывать полученный граф Subk-расширением псевдографа H. Будем
называть Subk-графом граф, который является Subk-расширением
произвольного псевдографа.

Теорема. Множество всех Sub3-графов совпадает с клас-
сом K(〈P3〉).

Теорема. При любом k ≥ 4 любой Subk-граф принадлежит
классу K(〈Pk〉).

Приведём также полное описание классов K(〈Pk〉) при k рав-
ных 4 и 5.
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Определение. Назовём связный подграф H графа G висячим,
если существует вершина c графаG, не принадлежащаяH такая, что
H является компонентой связности графа G\{c}. Вершину c будем
называть контактной вершиной висячего подграфа H.

Определение. Пусть H — двудольный мультиграф. Процедура
ST-расширения H состоит в следующем.

1. Каждое цикловое ребро мультиграфа H подразбить одной вер-
шиной.

2. Добавить к графу несколько висячих подграфов, изоморфных
K1,K3 или Sk, где k ∈ N, так, что контактная вершина каждого
из них не добавлена при подразбиении.

Будем называть полученный граф ST4-расширением мультиграфа
H. Назовём ST4-графом граф, который является ST4-расширением
произвольного двудольного мультиграфа.

Теорема. Множество всех ST4-графов совпадает с множе-
ством K(〈P4〉).

Будем называть F5-графом любой граф множества {K1, C4,K4-e,
K4, Sk, Sk+e, Sk,m| k,m ∈ N}.

Определение. Операция замены пустым графом вершины x со-
стоит в следующем:

1. Эта вершина удаляется из графа.
2. К графу добавляется несколько новых вершин, не соединённых

между собой.
3. Каждая новая вершина соединена ребром со всеми вершинами,

смежными с x в исходном графе.
Определение. ПустьH — псевдограф. Процедура ST5-расширения

H состоит в следующем.
1. Каждое цикловое ребро (ребро, принадлежащее какому-нибудь

циклу, в том числе кратные рёбра и петли) псевдографа H под-
разбить 4 вершинами. Все вершины, кроме добавленных при
подразбиении, будем называть старыми. Вершины, добавлен-
ные при подразбиении, будем называть ближними, если они
смежны со старыми вершинами и дальними в противном слу-
чае.

2. Заменить некоторые ближние вершины и некоторые верши-
ны степени 2, не являющиеся цикловыми, пустыми графами
произвольных размеров. Никакие две заменяемые вершины не
должны быть смежны между собой.

3. Добавить к графу несколько вершин, соединив каждую из них
ребром с какой-нибудь дальней вершиной.

4. Добавить к графу несколько висячих F5-подграфов так, что
контактная вершина каждого из них является старой и не за-
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менена пустым графом на шаге 2.
5. Добавить к графу несколько подграфов, изоморфных K1 или
Sm, где m ∈ N, и соединить центральные вершины каждого из
них ровно с одной центральной вершиной какого-нибудь вися-
чего подграфа, изоморфного Sk, добавленного на предыдущем
шаге.

Будем называть полученный граф ST5-расширением псевдографаH.
Назовём ST5-графом граф, который является ST5-расширением про-
извольного псевдографа.

Теорема. Множество всех ST5-графов совпадает с множе-
ством K(〈P5〉).
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РАСКРАСКИ ПСЕВДОРЕГУЛЯРНЫХ ГРАФОВ

С.Н. Селезнева, М.В. Мельник (Москва)

Задача k-раскраски графов состоит в ответе на вопрос, можно
ли вершины заданного графа G так раскрасить в k цветов, чтобы
смежные вершины получили различные цвета. Известно, что для
каждого заданного k > 3 задача k-раскраски графов является NP -
полной [1, 2]. При k = 1 и k = 2 эту задачу можно решить полиноми-
альным алгоритмом. В настоящее время задача k-раскраски широко
исследуется для графов, на структуру которых наложены дополни-
тельные ограничения. Наиболее часто рассматриваются графы, не
содержащие определенных порожденных подграфов (т.е. графы с
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запрещенными подграфами) [3–9]. В этой работе мы рассматрива-
ем ограничения степеней вершин в графах. Известно [10], что вер-
шины графа, в котором степени всех вершин не превосходят n, где
n > 3, можно раскрасить в n цветов тогда и только тогда, когда в
нем нет полных подграфов с (n + 1)-й вершиной (теорема Брукса).
Мы несколько ослабляем ограничения, накладываемые на степени
вершин графов, а именно, рассматриваем графы, в которых степень
одной вершины не превосходит (n+ 1), а степени остальных вершин
не превосходят n, n > 3.

В работе речь идет только о конечных неориентированных про-
стых графах (т. е. без петель и кратных ребер). Все отсутствующие
здесь определения, относящиеся к графам, можно найти, например,
в [11]. Граф H = (V ′, E′) называется подграфом графа G = (V,E),
если V ′ ⊆ V , E′ ⊆ E; и H называется порожденным подграфом G,
если V ′ ⊆ V , E′ = {(v, w) ∈ E | v, w ∈ V ′}. Степенью dG(v) вер-
шины v в графе G называется число смежных с ней вершин. Граф
G = (V,E) называется n-субрегулярным, если для каждой верши-
ны v ∈ V верно dG(v) 6 n; и называется n-псевдорегулярным, если
найдется такая вершина v0 ∈ V , что dG(v0) 6 n + 1, и для каждой
такой вершины v ∈ V , что v 6= v0, верно dG(v) 6 n. Раскраской в
k цветов (вершин) графа G = (V,E) называется такое отображение
ρ : V → K, где |K| = k, что из (v, w) ∈ E следует ρ(v) 6= ρ(w). Го-
ворят, что граф G можно раскрасить в k цветов, если найдется его
раскраска в k цветов. Для графа G наименьшее такое целое число k,
что граф G можно раскрасить в k цветов, называется его хромати-
ческим числом χ(G). Полным графом Kn называется граф с n вер-
шинами, в котором любые две различные вершины смежны; граф
K−n получается из графа Kn удалением любого ребра. Две несмеж-
ные вершины графа K−n называются особыми. Пусть n > 3, G —
n-псевдорегулярный граф и H = (V ′, E′) — его порожденный под-
граф, изоморфный K−n+1, с особыми вершинами w1, w2. Тогда граф
G′ = G : −H получается из графа G удалением всех вершин, принад-
лежащих множеству V ′ \ {w1, w2}, а затем отождествлением вершин
w1 и w2. Задача k-раскраски графов состоит в ответе на вопрос,
можно ли вершины заданного графа G раскрасить в k цветов.

В работе получены следующие результаты.
Утверждение 1. Пусть n > 3, G — n-псевдорегулярный граф,

H — его подграф, изоморфный K−n+1, и G
′ = G : −H. Тогда χ(G) 6 n

в том и только в том случае, когда χ(G′) 6 n.
Теорема 1. Если n > 3, G — n-псевдорегулярный граф без по-
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рожденных подграфов, изоморфных Kn+1 или K−n+1, то χ(G) 6 n.
Для доказательства теоремы 1 мы вводим понятие палитры, ко-

торое можно понимать как особый вид списочных раскрасок гра-
фов [12]. Пусть K — множество цветов и G = (V,E) — граф. Тогда
отображение π : V → 2K назовем палитрой графа G, если для лю-
бой вершины v ∈ V верно π(v) 6= ∅. Если |K| = k, то множество
всех палитр цветов из K для графа G обозначим πk(G). Раскраской
(вершин) графа G = (V,E) палитрой π, π ∈ πk(G), назовем такое
отображение ρ : V → K, что для каждой вершины v ∈ V верно
ρ(v) ∈ π(v) и для каждого ребра (v, w) ∈ E верно ρ(v) 6= ρ(w).

Мы устанавливаем следующие утверждения 2 и 3, которые при-
меняются при доказательстве теоремы 1.

Утверждение 2. Пусть G = (V,E) — граф и π ∈ πk(G), где
k > 3, — такая его палитра, что для каждой вершины v ∈ V верно
|π(v)| = 2. Тогда если G является циклом четной длины, то его
вершины можно раскрасить палитрой π; если G является циклом
нечетной длины, то его вершины можно раскрасить палитрой π в
том и только в том случае, когда в нем найдутся такие вершины
v, w ∈ V , что π(v) 6= π(w).

Утверждение 3. Пусть G = (V,E) — граф и π ∈ πk(G), где
k > 3, — такая его палитра, что для каждой вершины v ∈ V верно
|π(v)| = k − 1. Тогда если G является полным графом Kk, то его
вершины можно раскрасить палитрой π в том и только в том
случае, когда в нем найдутся такие вершины v, w ∈ V , что π(v) 6=
π(w).

Следующая теорема 2 следует из утверждения 1 и теоремы 1.
Теорема 2. Для каждого заданного целого числа n, где n > 3,

задача n-раскраски n-псевдорегулярных графов может быть решена
полиномиальным алгоритмом.
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НЕКОТОРЫЕ ЛОКАЛЬНЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ ГРАФОВ
ДЛЯ ЗАДАЧИ О НЕЗАВИСИМОМ МНОЖЕСТВЕ

И СВЯЗАННАЯ С НИМИ
КОНСТРУКТИВНАЯ ТЕОРЕМА СУЩЕСТВОВАНИЯ

Д.В. Сироткин, Д.С. Малышев (Нижний Новгород)

Независимым множеством графа называется любое множество
его попарно несмежных вершин. Независимое множество графа G
называется наибольшим, если оно имеет наибольшее количество вер-
шин, а его размер называется числом независимости G и обознача-
ется через α(G). Задача о независимом множестве для заданного
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графа состоит в вычислении его числа независимости. Данная зада-
ча является классической NP-трудной задачей на графах [1].

В [2] рассматривался достаточно общий класс локальных преоб-
разований графов, названных схемами замен, при применении ко-
торых число независимости в точности сохраняется, но отмечает-
ся, что ничего принципиально нового не происходит, если допустить
изменение числа независимости на некоторую константу. Мы рас-
сматриваем некоторый подкласс класса схем замен, который будет
определен далее.

Пусть G — некоторый граф, а H — некоторый его порожденный
подграф. Подмножество A ⊆ V (H) назовем H-отделяющим, если
ни одна из вершин графа H \ A не смежна ни с одной из вершин
графа G \ V (H). Пусть граф G содержит порожденный подграф G1

с G1-отделяющим множеством A, G2 — граф, для которого A ⊆
V (G2). Замена G1 на G2 в графе G состоит в образовании графа
с множеством вершин (V (G) \ V (G1)) ∪ V (G2) и множеством ребер
(E(G) \ E(G1)) ∪ E(G2).

Будем говорить, что графы G1 и G2 являются α-подобными от-
носительно A ⊆ V (G1) ∩ V (G2), если существует такая константа c,
что для любого X ⊆ A выполняется равенство α(G1 \ X) = α(G2 \
X)+c. Нетрудно видеть, что графы G1 и G2 являются α-подобными
относительно A тогда и только тогда, когда Mα(G1, A) = Mα(G2, A),
где Mα(H,A) — семейство всех таких множеств X ⊆ A, что для вся-
кого Y ⊂ X выполняется неравенство α(H \X) < α(H \Y ). В работе
[3] было доказано следующее утверждение.

Лемма. Пусть графы G1 и G2 являются α-подобными относи-
тельно A ⊆ V (G1) ∩ V (G2), причем A является G1-отделяющим
в графе G. Тогда, если граф G∗α — результат замены G1 на G2 в
графе G, то

α(G∗α) = α(G) + α(G2)− α(G1).

Применительно к нашим заменам, также интересны следующие
задачи реализации и оптимизации. Задача реализации для заданного
множестваM ⊆ 2A состоит в том, чтобы выяснить, существуют ли
граф G и подмножество A ⊆ V (G) такие, что Mα(G,A) =M. Задача
оптимизации для заданных графа G и A ⊆ V (G) состоит в поиске
такого графа H с минимальным количеством вершин, что A ⊆ V (H)
и Mα(G,A) = Mα(H,A).

Применительно к задаче о независимом множестве, задача реали-
зации имеет положительное решение далеко не для любогоM. Это
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так, например, дляM = {{a, b}, {a}}. Действительно, соотношения

α(G \ {a}) = α(G \ {b}) = α(G \ {a, b}) + 1,

α(G \ {a}) = α(G)− 1, α(G \ {b}) = α(G)

одновременно не совместны. Понятно, что необходимым условием
положительного ответа в задаче реализации является градуируе-
мость множестваM, т.е. независимость количества элементов мно-
жестваM на путях (по отношению включения) между любыми дву-
мя подмножествами множества A.

Оказывается, что условие градуируемости является и достаточ-
ным. Это утверждение является основным результатом данной ра-
боты. Более конкретно, верна следующая теорема

Теорема. Для любых множества A и градуируемого множе-
ства M ⊆ 2A существует граф GM c 2|A| + |A| − |M| вершинами
такой, что A ⊆ V (GM) и что Mα(GM, A) =M.
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О ДЕРЕВЬЯХ С ЗАДАННЫМ ЧИСЛОМ ЛИСТЬЕВ
И МАКСИМАЛЬНО ВОЗМОЖНЫМ КОЛИЧЕСТВОМ

НАИБОЛЬШИХ НЕЗАВИСИМЫХ МНОЖЕСТВ

Д.С. Талецкий (Нижний Новгород)

Независимым множеством в графе называется произвольное
подмножество попарно несмежных его вершин. Считаем, что пустое
множество также является независимым. Наибольшим независимым
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множеством называется независимое множество наибольшей мощ-
ности. Для терминов «независимое множество» и «наибольшее неза-
висимое множество» используются сокращения «н.м.» и «н.н.м.» со-
ответственно. Количество всех н.м. (соответственно, н.н.м.) графа G
обозначается через i(G) (соответственно, через xi(G)).

Очевидно, что единственным деревом с двумя листьями явля-
ется простой путь. Кроме того, для любого дерева с n вершинами
и l листьями имеет место неравенство n ≥ l + 1. Поэтому везде в
дальнейшем мы будем предполагать, что n > l ≥ 3. В работах [1, 2]
решена задача о максимизации количества н.м. в n-вершинных дере-
вьях, содержащих ровно l листьев. Аналогичная задача на минимум
не решена, но известен результат [3] о минимизации количества н.м.
в n-вершинных деревьях, содержащих не менее bn2 c+ 1 листьев.

Назовем дерево, содержащее ровно n вершин и ровно l листьев,
(i, l, n)−максимальным (соответственно, (xi, l, n)−максимальным),
если оно содержит максимальное число н.м. (соответственно, н.н.м.)
среди всех таких деревьев. В данной работе представлено более про-
стое доказательство основного результата работ [1, 2], который за-
ключался в полном описании (i, l, n)-максимальных деревьев. Кроме
того, в работе полностью описываются (xi, l, n)-максимальные дере-
вья.

Назовем вершину дерева крайней, если ее степень не менее чем
три и все смежные с ней поддеревья, кроме ровно одного, являются
простыми путями. Назовем вершину дерева центральной, если ее
степень не менее чем три и все смежные с ней поддеревья являются
простыми путями. Нетрудно видеть, что каждое дерево, имеющее
хотя бы три листа, содержит либо одну центральную вершину, либо
по меньшей мере две различные крайние вершины.

Для того, чтобы описать структуру (i, l, n)-максимальных дере-
вьев, достаточно доказать следующие факты.

Лемма. Каждое (i, l, n)-максимальное дерево не содержит
крайних вершин.

Лемма. Никакая вершина (i, l, n)-максимального дерева не мо-
жет быть смежна с двумя путями из 2 и более вершин каждый.

Нетрудно видеть, что из доказанных лемм сразу же вытекает
следующая

Теорема 1. Каждое (i, l, n)-максимальное дерево является
единственным и состоит из центральной вершины, смежной с од-
ним путем Pn−l и l − 1 путем P1.

Методы, используемые в этом доказательстве, частично удается
применить и для случая н.н.м.
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Лемма. Каждое (xi, n, l)-максимальное дерево не содержит
крайних вершин.

Таким образом, каждое (xi, l, n)-максимальное дерево представ-
ляют из себя центральную вершину, смежную с несколькими просты-
ми путями. В отличие от случая н.м., длины этих путей примерно
однинаковы (за исключением нескольких путей из одной вершины).

Обозначим через even(k) наибольшее четное число, не превос-
ходящее заданного вещественного числа k. Как обычно, через bxc
обозначается наибольшее целое число, не превосходящее x.

Теорема 2. (А) Если n ≤ 2l, то (xi, l, n)−максимальное дерево
единственно и состоит из центральной вершины, смежной с 2l −
n+ 1 путем P1 и n− l − 1 путем P2.

(В) Если n > 2l и n = 2k, то (xi, l, n)−максимальное дерево
единственно и состоит из центральной вершины, смежной с од-
ним путем P1, r путями PB и q путями PB+2, где B = even(n−2

l−1 ),

q = n−2−(l−1)·B
2 , r = l − 1− q.

(C) Если n > 2l и n = 2k + 1, то (xi, l, n)−максимальное дерево
единственно и состоит из центральной вершины, смежной с двумя
путями P1, r′ путями PC и q′ путями PC+2, где C = even(n−3

l−2 ),

q′ = n−3−(l−2)·C
2 , r′ = l − 2− q′.
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АЛГОРИТМ ОТОБРАЖЕНИЯ ГРАФА
В ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЕ ПРОСТРАНСТВО
С ПОМОЩЬЮ МАШИННОГО ОБУЧЕНИЯ

С.Н. Хорошеньких (Москва)

Графы являются естественной математической моделью для так
называемых «сложных систем», примерами которых являются Ин-
тернет, социальные и биологические сети. Законы взаимодействия
частей «сложных систем» зачастую неизвестны, а потому их есте-
ственно моделировать в вероятностных терминах. Отсюда следует,
что полезной моделью изучения сложных систем являются случай-
ные графы [1]. Важным подклассом случайных графов являются
случайные геометрические графы, имеющие следующую структур-
ную особенность: вершинам соответствуют точки в некотором мет-
рическом пространстве, а рёбра между вершинами проводятся в за-
висимости от расстояния между точками, которые соответствуют
вершинам. В частности, значительный интерес представляет модель
случайного гиперболического графа на диске Пуанкаре [2]. Данная
модель отражает многие свойства сложных сетей: степенной закон
распределения степеней вершин и асимптотически константный ло-
кальный кластерный коэффициент [3], транзитивность [4] и малый
диаметр [5].

Геометрические модели графов интересны, в том числе, тем, что
для них можно сформулировать своего рода «обратную задачу»: по
заданному графу отобразить его вершины в соответствующее метри-
ческое пространство так, чтобы обратное отображение имело макси-
мальное правдоподобие в заданной модели. В более общем и менее
формальном виде эта задача формулируется следующим образом:
отобразить вершины графа в точки метрического пространства так,
чтобы «близким» в графе парам вершин (например, тем парам, меж-
ду которыми есть рёбра) соответствовали близкие пары точек метри-
ческого пространства, и наоборот. Для такого отображения обычно
используется термин «вложение» (embedding). Задача поиска вложе-
ния представляет самостоятельный интерес и может быть решена без
использования вероятностной модели графа. В частности, известны
способы поиска вложения вершин в евклидово пространство, осно-
ванные на матричной факторизации и коротких случайных блужда-
ниях по графу [6].

Поскольку гиперболические пространства позволяют вкладывать
иерархические структуры более точно по сравнению с евклидовыми
пространствами [7], естественным образом возникает задача постро-
ения алгоритма, который находит такое вложение. В [8–11] предла-
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гаются алгоритмы, основанные на максимизации правдоподобия.
В данной работе предлагается новый подход к построению алго-

ритмов поиска вложений графов. В его основе лежит идея постро-
ения суррогатов – искусственных графов, порождённых моделью
случайного гиперболического графа. Для входного графа подбира-
ются такие параметры гиперболической модели, для которых макро-
скопические свойства суррогатов (распределение степеней вершин,
средняя степень вершины и коэффициент кластеризации) оказыва-
ются наиболее близкими к свойствам исходного графа. Затем стро-
ится несколько суррогатов, после чего на основе известных вложений
для суррогатов с помощью машинного обучения строятся вложения
для входного графа. После обучения модели на признаках, извле-
ченных из суррогатов, и её применения на признаках, извлеченных
из входного графа, предсказания модели используются для нахож-
дения вложений с помощью численной оптимизации.
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Секция
«Математическая теория

интеллектуальных систем»

О РЕШЕНИИ ПРОБЛЕМЫ
ЭКСПОНЕНЦИАЛЬНОГО ВЗРЫВА ДЛЯ

ОДНОГО КЛАССА РЕГУЛЯРНЫХ ЯЗЫКОВ

А. Бернадотт (Москва)

Детерминированные конечные автоматы (ДКА) [1] используют
для проверки принадлежности слова к регулярному языку. Одна-
ко на практике возникает проблема экспоненциального взрыва —
экспоненциальная зависимость числа состояний автомата от дли-
ны регулярного выражения. В качестве примера рассмотрим класс⋃n
i=1 . ∗αi. ∗ βi.∗, где αi, βi — слова регулярного языка, который тре-

бует экспоненциально зависимого от n числа состояний распознаю-
щего ДКА [2, 3]. Данный класс языков представляет практический
интерес. Например, в базе сигнатур системы обнаружения вторже-
ний Snort на 2019 год содержится несколько десятков выражений
описанного класса [4].

В работе Александрова описан способ модификации регулярных
выражений класса .∗R1.∗R2.∗, где R1, R2 — регулярные выражения,
через сложение некоторых пар регулярных выражений [2]. Метод ре-
ализует сокращение автоматной сложности регулярного языка одно-
временно с появлением ошибок распознавания второго рода в резуль-
тате расширения регулярного языка [2]. Другим способом борьбы с
проблемой экспоненциального взрыва является структурная моди-
фикация ДКА, как например, реализация расширенного конечного
автомата [5] и реализация ДКА с набором счётчиков, изменяющихся
в зависимости от состояния и входного символа [3].

В данной работе рассматривается задача распознавания регуляр-
ного языка

⋃n
i=1 . ∗ αi. ∗ βi.∗, где αi, βi — слова регулярного языка,

с помощью аппаратной конструкции с счётчиками и памятью, кор-
ректно принимающей язык и не требующей экспоненциального роста
состояний ДКА и других структурных элементов конструкции.

Регулярный язык
⋃n
i=1 . ∗ αi. ∗ βi.∗, где αi, βi — слова из Σ∗ \

{Λ},Λ — пустое слово, для своего распознавания требует экспонен-
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циально зависимого от n числа состояний ДКА.
Представленная аппаратная конструкция распознает отдельно

подслова αi и βi из языка
⋃n
i=1 .∗αi.∗βi.∗, при этом при распознава-

нии αi включается счётчик на длину соответствующего βi. Включе-
ние счётчика переводит аппаратную конструкцию в состояние, когда
возможно принять βi. Слово из регулярного языка

⋃n
i=1 . ∗ αi. ∗ βi.∗

принимается конструкцией тогда и только тогда, когда принято под-
слово αi, соответствующий i–ый счётчик перешел в максимальное
состояние и принято подслово βi.

Распознающая аппаратная конструкция состоит из 3–х блоков.
Блок 1 представляет собой ДКА, принимающий регулярный

язык (
⋃n
i=1 . ∗ αi)

⋃
(
⋃n
i=1 . ∗ βi). Блок 1 имеет 2n выходов. Каждый

выход соответствует номеру αi, βi. Первые n выходов блока 1 отвеча-
ют за распознавание языка

⋃n
i=1 . ∗ αi. Выходы с номерами n+ 1, 2n

отвечают за распознавание языка
⋃n
i=1 . ∗ βi. На i–ый выход блока 1

идет единичный сигнал тогда и только тогда, когда на данном такте
вход принадлежит соответствующему слагаемому — слово .∗αi (или
. ∗ βi) принимается, иначе выход равен 0.

Данный блок не требует экспоненциального роста числа состоя-
ний. Верхняя оценка числа состояний ДКА блока 1 равна O(nm),
где m = max(|αi|+ |βi|), i = 1, n.

Блок 2 — блок, состоящий из n счётчиков. На счётчики посту-
пает сигнал от первых n выходов блока 1. Данный блок имеет n
входов, n выходов и отсчитывает длины слов языка, представляю-
щего объединение вторых пар слов:

⋃n
i=1 βi начального регулярного

языка
⋃n
i=1 .∗αi.∗βi.∗. Соответствующий i–ый счётчик активируется

тогда и только тогда, когда блоком 1 распознано соответствующее
слово αi и сигнал поступил на вход блока 2. При поступлении сигна-
ла на соответствующий счётчик блока 2 с номером i ∈ 1, n, счётчик
увеличивает свое значение на единицу каждый такт до достижения
значения t, равного длине слова, соответствующего βi. Единичный
сигнал на выход i блока 2 идёт тогда и только тогда, когда i–ый
счётчик достиг максимального значения.

Число счётчиков блока 2 растет линейно от числа слов βi. Число
элементов блока 2 — O(nm), где m = max(|βi|), i = 1, n.

Блок 3 — блок выходных сигналов конструкции. Блок состоит из
слоя тристабильных вентилей, принимающих на n входов сигналы
от блока 2, и слоя из n + 1 логических вентилей (n конъюнкций
и 1 дизъюнкции). На вход блока 3 поступает сигнал от блока 2 n
счётчиков на первые входы конъюнкций через слой тристабильных
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вентилей и блока 1, распознающего слова
⋃n
i=1 .∗βi, на вторые входы

конъюнкций.
Таким образом, на выход блока 3 идет сигнал о распознанном

слове вида . ∗αi. ∗ βi от соответствующего i–того логического венти-
ля (конъюнкции) тогда и только тогда, когда i–тый счётчик блока 2
перешел в финальное состояние и отправил сигнал на первый вход
i–того логического вентиля блока 3, и на второй вход данного логи-
ческого вентиля блока 3 пришёл сигнал из блока 1 о распознанном
слове βi. Дизъюнкция от всех конъюнкций сигнализирует о распо-
знанном слове языка

⋃n
i=1 . ∗ αi. ∗ βi.∗, соответствующая конъюнк-

ция — об определенном принятом слове. Число элементов блока 3
растет линейно от числа пар αi, βi, i = 1, n распознаваемого языка —
O(n).

Описанная конструкция распознает соответствующий язык и
позволяет избежать экспоненциального взрыва числа состояний
ДКА, что перспективно для реализации на практике для сканирова-
ния трафика на вредоносность. Диаграмма автомата блока 1 может
быть записана в память, а конфигурация блока 2 — задана началь-
ными состояниями задержек. Таким образом, можно реализовывать
схемы для классов языков, ограниченных параметрами n и m.

Утверждение (О корректности работы). Представленная конст-
рукция корректно принимает язык

⋃n
i=1 . ∗ αi. ∗ βi.∗.

Теорема (Об отсутствии экспоненциального взрыва). Для распо-
знавания языка

⋃n
i=1 .∗αi.∗βi.∗ представленной конструкцией тре-

буемое число элементов конструкции (состояний ДКА и струк-
турных элементов) равно O(nm), где m = max(|αi|, |βi|), i = 1, n.
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БАЗИСЫ ЗАДАНИЙ ЛОГИЧЕСКИХ СИСТЕМ
ПРОПОЗИЦИОНАЛЬНЫМИ ИСЧИСЛЕНИЯМИ

Г.В. Боков (Москва)

Пропозициональные исчисления являются мощным средством
задания логических систем и процессов [1]. Заложенный в них ин-
струментарий позволяет решать алгоритмические проблемы для ши-
рокого класса логических систем [2–4], включая системы с нестан-
дартными правилами вывода [5, 6].

При моделировании логических систем часто возникает вопрос:
какие логические системы допускают «простое» задание пропози-
циональными исчислениями, а какие нет? Поскольку каждую логи-
ческую систему можно рассматривать как обобщённое пропозици-
ональное исчисление, то естественно ограничиться рассмотрением
только таких заданий, которые в некоторой степени проще исход-
ной логической системы. Как правило, простое задание основано на
выделении систем образующих или порождающих элементов логи-
ческой системы, которые принято называть базисами.

Логическая система L = 〈M,Q〉 задается множеством формул
M ⊆ Fm, замкнутым относительно правил Q. Правило вывода

(F1, . . . , Fn) /F0

допустимо в логической системе L, если

σF1 ∈M, . . . , σFn ∈M =⇒ σF0 ∈M

для любой подстановки σ. Множество всех допустимых в L правил
вывода обозначим через RL.

Пропозициональное исчисление P = 〈A,R〉 — это множество ак-
сиом A вместе с правилами R вывода новых формул из аксиом.
Исчисление P задаёт логическую систему L, если выполнены сле-
дующие условия:

1. A ⊆M;
2. Q ⊆ R ⊆ RL;
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3. [P] = M, т.е. эквивалентность

A `R A ⇔ A ∈M

выполнена для любой формулы A.
В этом случае, аксиомы A играют роль порождающих элементов, а
R — роль порождающих правил вывода. Исчисление P, задающее
логическую систему L, называется порождающим для L.

Пусть исчисление P = 〈A,R〉 задаёт логическую систему L =
〈M,Q〉. Базис задания логической системы L исчислением P — это
такое подмножество B ⊆ A, что

1. исчисление 〈B,R〉 является заданием логической системы L;
2. не существует собственного подмножества B′ ( B, для которо-

го исчисление 〈B′,R〉 является заданием L.
Рассмотрим логические системы вида 〈M, {MP}〉, где M ⊆ Cl —

подмножество классических тавтологий и MP — правило modus
ponens, т.е. (A,A→ B) /B. Для таких систем мы введем специ-
альное определение. Замкнутый класс — это множество формул
M ⊆ Fm, замкнутое относительно правила MP и подстановки. Если
M ⊆ Cl, то M будем называть замкнутым классом тавтологий.
Базис замкнутого класса M — это базис задания логической систе-
мы 〈M, {MP}〉 исчислением 〈M, {MP}〉.

Теорема. 1. Существует конечно-порожденный замкнутый класс
тавтологий, имеющий базис сколь угодно большой конечной мощ-
ности;
2. Существует замкнутый класс тавтологий, имеющий счетный
базис;
3. Существует замкнутый класс тавтологий, не имеющий базиса;
4. Существует замкнутый класс тавтологий со счетным базисом,
имеющий полную подсистему, из которой нельзя выделить базис.
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ПОЧТИ ПОЛНОЕ ПРОГНОЗИРОВАНИЕ
ОДНОЭЛЕМЕНТНЫХ СВЕРХСОБЫТИЙ

В МНОГОЗНАЧНОМ АЛФАВИТЕ

И.К. Ведерников (Москва)

В статье А. Г. Вереникина и Э.Э. Гасанова [1] были введены про-
гнозирующие автоматы. Говорят, что автомат прогнозирует сверх-
слово, если через некоторое конечное время, он начинает в момент
времени t выдавать элемент входной последовательности под номе-
ром t + 1. Оказалось, что полностью прогнозируемы только перио-
дические сверхслова.

В работе [2] А.А. Мастихиной было введено понятие частично-
го прогнозирования, которое имеет место в случае, когда автомат
угадывает следующий символ не обязательно в каждый момент вре-
мени, но достаточно часто. В одной из следующих работ А.А. Масти-
хина [3] предъявила критерий частичной прогнозируемости общере-
гулярных сверхсобытий в двоичном алфавите. Также вопрос частич-
ного прогнозирования сверхсобытий исследовался в работе [4].

Впервые вопрос прогнозируемости одного сверхслова поднимался
А.А. Мастихиной в работе [2], в частности, было доказано, что суще-
ствует сверхслово не прогнозируемое ни одним автоматом. Однако
в поздних работах А.А. Мастихиной акцент делался исключитель-
но на сверхсобытия. В данной работе исследуется вопрос прогно-
зирования одного сверхслова в многозначном алфавите, причем не
обязательно общерегулярного. Было введено понятие почти полного
прогнозирования — это означает, что автомат угадывает сверхслово
почти всегда, т.е. степень частичного прогнозирования равна едини-
це. В результате получено, что наилучшая степень прогнозирования
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достигается в определенном классе автоматов, а также получен кри-
терий почти полной прогнозируемости одного сверхслова.

Введем основные определения.
В работе рассматриваются конечные инициальные автоматы ви-

да: V = (Ek, Q,Ek, ϕ, ψ, q0), где Ek = {0, 1, ..., k − 1} — входной и
выходной алфавит, Q — множество состояний, ϕ : Q × Ek → Q —
функция переходов, ψ : Q × Ek → Ek — функция выходов, q0 —
начальное состояние.

Также определим автомат без выхода V = (Ek, Q, ϕ, q0), где
Ek, Q, ϕ, q0 определяются аналогично определению выше.

Если α — сверхслово в алфавите A, то пределом сверхслова α
назовем такое множество A′ ⊆ A, что в сверхслове α бесконечное
число раз встречаются символы из A′ и только они. Этот факт будем
обозначать A′ = limα.

Cверхсобытие R представимо автоматом V = (Ek, Q,Ek, ϕ, ψ, q0)

с помощью семейства F , F ⊆ 2Q, тогда и только тогда, когда для
любого α ∈ R, существует Q′ ∈ F , такое, что limϕ(q0, α) = Q′.

Скажем, что символ α(t+1) сверхслова α = α(1)α(2) . . . α(t+1) . . .
угадан автоматом V = (A,Q,B, ϕ, ψ, q0), если ψ(q0, α]t) = α(t + 1),
t = 1, 2, . . .

Пусть α ∈ E∞k , положим σα(V ) = limn→∞Nn/n, где Nn – количе-
ство угаданных автоматом V символов в слове α ]

n
. Будем говорить,

что σα(V ) — степень прогнозирования сверхслова α автоматом V .
Считаем, что множество сверхслов R частично прогнозируемо,

если существует такой автомат V , что степень прогнозирования
для каждого сверхслова множества строго больше нуля. Положим
σR(V ) = inf

α∈R
σα(V ).

Если K — некоторый класс автоматов, то степень прогнозирова-
ния сверхсобытия R на автоматах из этого класса определим как
σR(K) = sup

V ∈K
σR(V ).

Будем говорить, что автомат V = (Ek, Q,Ek, ϕ, ψ, q0), прогнози-
рующий сверхсобытие R, лежит в классе автоматов, представляю-
щих относительно R, если существует автомат V0 = (Ek, Q, ϕ, q0),

представляющий R с помощью некоторого F , F ⊆ 2Q.
Будем говорить, что функция выхода ψ : Q× Ek → Ek является

размеченной, если для любого q′ ∈ Q выполнено, что для любых q и
a, таких что ϕ(q, a) = q′, значения ψ(q, a) совпадают.

Заметим, что размеченную функцию можно трактовать как от-
метку на одном из переходов в каждом состоянии на диаграмме Му-
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ра автомата, и угадывание происходит, когда выход в предыдущий
момент времени равен входу в данный момент времени. Поэтому
если автомат проходит по отмеченной стрелке, то угадывание про-
исходит.

Обозначим через A класс всех автоматов, через R(R) — множе-
ство автоматов, которые лежат в классе представляющих относи-
тельно R, через M множество всех автоматов с размеченными функ-
циями выхода, а через MR(R) множество всех автоматов из R(R) с
размеченной функцией выхода.

Будем говорить, что сверхслово α почти полностью прогнозиру-
емо, если σα(A) = 1.

Будем говорить, что H — конечное приведенное множество слов
над Ek, если для любых α1, α2 из H выполнено α∞1 6= α∞2 , и α1

и α2 не являются подсловами друг друга. Через M(H) обозначим
максимальную длину слова из H.

Представлением сверхслова β назовем последовательность слов
B = {αsii } такую, что β = αs00 α

s1
1 . . . αsmm . . . . Слово αsii будем назы-

вать i-ым элементом представления.
Накрытием сверхслова β назовем пару (B, H), где B — представ-

ление сверхслова β, H — конечное приведенное множество слов.
Далее определим некоторые характеристики накрытия.

1. Через CH(B) обозначим покрывающее множество и определим
его следующим алгоритмом (опишем i-й шаг): возьмем i-ый элемент
B, если αi ∈ H, то добавим αsii в CH(B), иначе перейдем к шагу i+1.
2. C(CH(B), n) – количество элементов покрывающего множества,
входящих в префикс сверхслова длины n.
3. L(CH(B), n) – суммарная длина всех элементов покрывающего
множества, входящих в префикс сверхслова длины n.

Далее сформулируем основные результаты:
Теорема 1. Пусть автомат V = (Ek, Q,Ek, ϕ, ψ, q0) прогнози-

рует сверхсобытие R со степенью σ, функция ψ не является раз-
меченной. Тогда существует автомат V̂ = (Ek, Q̂, Ek, ϕ̂, ψ̂, q̂0), где
функция ψ̂ — размеченная, который прогнозирует R со степенью
σ. Более того, если V ∈ R(R), то V̂ ∈MR(R).

Теорема 2. Пусть β ∈ E∞k . Тогда β угадываемо со степенью 1
тогда и только тогда, когда существует накрытие (B, H) такое,
что

lim
n→∞

L(CH(B), n)−M(H) · C(CH(B), n)

n
= 1.
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О ЗАДАЧЕ ВЕРИФИКАЦИИ ДЛЯ ОДНОГО
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Е.М. Винарский, В.А. Захаров (Москва)

Конечные автоматы Мили, представляющие собой простейшую
математическую модель преобразования потоковых данных, широко
используются во многих областях информатики. Но для некоторых
приложений большое значение имеют не только значения обраба-
тываемых данных и порядок их следования, но также интервалы
времени, которые отделяют события, присходящие по ходу вычисле-
ния автомата. Такие свойства уже не описывается явно средствами
классической теории конечных автоматов; для моделирования те-
чения времени автомат дополняется специальной вещественной пе-
ременной. Таким образом, воникает модель машин с конечным чис-
лом состояний, обрабатывающей потоки данных в реальном времени
(TFSMs). Изучение задач тестирования и минимизации для этой мо-
дели вычислений проводилось в последние годы во многих работах
[1–4]. Однако задача верификации для TFSMs еще ожидает исследо-
вания, и в данной статье мы предлагаем один подход к ее решению.

Целью наших исследований является задача проверки выполни-
мости некоторых поведенческих свойств TFSMs, зависящих не толь-
ко от соответствий между последовательностями входных сигналов
и выходных сигналов, но также от времени их поступления и вре-
мени, затраченного на их обработку. Для формального описания мы
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предлагаем использовать новое расширение LP-RLTL темпоральной
логики линейного времени LTL. В основу LP-RLTL положены идеи,
предложенные и развитые в статьях [5–6] для решения задачи ве-
рификации последовательных реагирующих систем. Отличительные
особенности LP-RLTL состоят в том, что
• темпоральные операторы параметризованы регулярными язы-

ками с пометками реального времени; эти языки заданы над
входным алфавитом TFSMs при помощи конечных автоматов;
• атомарными предикатами также являются регулярные языки

с пометками реального времени, заданные над выходным ал-
фавитом TFSMs при помощи конечных автоматов.

Модель TFSM над входным и выходным алфавитами Σ и ∆ опре-
деляется системой переходов M = (S, s0, G,D, ρ), где:
• S — конечное непустое множество состояний;
• s0 ∈ S — начальное состояние;
• G — множество входных допустимых интервалов, то есть ин-

тервалов вида (u, v], где u, v ∈ R+ и 0 < u < v;
• D — множество выходных допустимых интервалов, то есть

интервалов вида (p, q], где p, q ∈ R+ и 0 < p < q;
• ρ ⊆ (S × Σ×∆× S ×G×D) — отношение переходов.

Переход (s, σ, δ, s′, g, d) означает, что автомат, пребывающий в состо-
янии s и получивший входной символ σ спустя время t ∈ g после
поступления предыдущего входного сигнала, переходит в состояние
s′ и спустя время τ ∈ d выдает выходной символ δ. Последователь-
ность переходов TFSM M , берущая начало в состоянии s0, образует
траекторию вычисления, в ходе которого входное слово с пометками
времени α = (σ1, t1), (σ2, t2), . . . , (σn, tn) преобразуется в в выходное
слово β = (δ1, τ1), (δ2, τ2), . . . , (δn, τn). В том случае, когда задержки
на переходах TFSM M согласованы так, что выходные символы δi в
слове β следуют в том же порядке, что и соответствующие им вход-
ные символы σi в слове α, TFSM M называется консервативной.

Поведение TFSM M проявляется в соответствии между входны-
ми и выходными временными словами. Для описания такого рода со-
ответствий нами предложена темпоральная логика LP-RLTL. Пусть
заданы два класса языков входных и выходных временных слов L
и P, которые допускают некоторое конструктивное описание. Тогда
множество формул Form логики LP-RLTL определяется так:

1. P ∈ Form для описания P любого языка из класса P;
2. если ϕ ∈ Form, a ∈ Σ, t1, t2 ∈ R+, то и X(a,〈t1,t2〉)ϕ ∈ Form;
3. для всякого языка L ∈ L и ϕ ∈ Form, FLϕ ∈ Form;
4. всякая булева комбинация формул является формулой.
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Отношение выполнимости для формул логики LP-RLTL определя-
ется на трассах. В каждой трассе учитывается ожидаемый поток
входных данных (входное временное слово), сформировавшийся и
ожидаемый потоки выходных данных (выходные временные слова),
а также время запаздывания выдачи выходных данных. Трассы од-
нозначно соответствуют траекториям вычислений TFSMs, и поэтому
LP-RLTL может быть использована для спецификации поведения
TFSMs. Условимся использовать запись M |= ϕ для обозначения
того, что LP-RLTL формула ϕ выполняется на всех трассах, по-
рождаемых траекторими вычислений TFSM M . Задача верифика-
ции автоматов-преобразователей реального времени состоит в том,
чтобы для заданной TFSMM и заданной LP-RLTL формулы ϕ про-
верить выполнимость отношенияM |= ϕ. Эта задача был исследова-
на нами для случая, когдаM — это консервативная TFSM, а L и P —
это классы языков временных слов, распознаваемых при помощи ко-
нечных автоматов; для обозначения соответствующей темпоральной
логики будем использовать обозначение Rg-LTL. Основным резуль-
татом исследований является

Теорема. Существует алгоритм решения задачи верификации
консервативных машин с конечным числом состояний, работаю-
щих в реальном времени, относительно спецификаций, представ-
ленных формулами Reg-LTL.

Решение рассматриваемой задачи было получено нами при помо-
щи табличного метода: для заданных TFSM M и Reg-LTL формулы
ϕ строится система переходов некоторого конечного автомата AM,ϕ,
для которого верно соотношение

L(AM,ϕ) = ∅ ⇔ M |= ϕ .

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ № 18–01–00854.
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ОЦЕНКИ СЛОЖНОСТИ КОНСТРУИРОВАНИЯ
МНОГОЦВЕТНЫХ ИЗОБРАЖЕНИЙ

КЛЕТОЧНЫМИ АВТОМАТАМИ

Э.Э. Гасанов (Москва)

Пусть N — множество натуральных чисел. Для q ∈ N будем обо-
значать Eq = {0, 1, . . . , q − 1}.

Элементарным автоматом будем называть автомат без выхо-
дов A =

(
E4
q , Eq, ϕ, q0

)
, где E4

q — входной алфавит, Eq — мно-
жество состояний, ϕ : E5

q → Eq — функция переходов, причем
ϕ(0, 0, 0, 0, 0) = 0, q0 ∈ Eq — начальное состояние.

Стандартным (n,m)-экраном S будем называть следующую кон-
струкцию. Пусть имеется прямоугольник размера n ×m, m,n ∈ N.
В каждую клетку прямоугольника поместим по одному экземпляру
одного и того же элементарного автомата A. Входами этого автома-
та будут являться состояния четырех соседних автоматов, стоящих
слева, справа, сверху и снизу от данного автомата, и будем считать,
что у автомата имеется левый вход l, правый вход r, верхний вход
u и нижний вход d соответственно. Автоматы, стоящие в первой и
n-й строках и в первом и m-м столбцах будем называть граничны-
ми автоматами. Для граничных автоматов часть входов являют-
ся свободными. В частности, свободными являются верхние входы
автоматов первой строки, левые входы автоматов первого столбца,
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нижние входы автоматов n-й строки и правые входы автоматов m-
го столбца. Будем считать, что у автоматов, стоящих в m-м столбце
правый вход всегда нулевой, и у автоматов, стоящих в n-й стро-
ке нижний вход всегда нулевой. Верхние входы автоматов первой
строки и левые входы автоматов первого столбца будем называть
управляющими входами.

(n,m)-экраном S с одним управляющим входом будем называть
такой же прямоугольник размера n × m, m,n ∈ N, из элементар-
ных автоматов, в котором только один вход (а именно верхний вход
автомата, стоящего в первой строке и первом столбце) оставлен сво-
бодным и называется управляющим, а на все остальные свободные
входы всегда подается константа 0.

Таким образом, стандартный (n,m)-экран S ((n,m)-экран S с
одним управляющим входом) — это тройка S = 〈A, n,m〉, где A —
элементарный автомат, n,m ∈ N — соответственно количество строк
и столбцов прямоугольника, причем число управляющих входов рав-
но n+m (равно 1).

γ-цветное изображение — это конфигурация, в которой все эле-
ментарные автоматы находятся в состояниях из Eγ и которую можно
удерживать на экране сколь угодно долго, подавая на все управля-
ющие входы элементарных автоматов нулевые значения.

Обозначим =(n,m, γ) — множество γ-цветных изображений раз-
мера (n×m).

Внешний автомат для стандартного экрана 〈A, n,m〉 (для экра-
на 〈A, n,m〉 с одним управляющим входом) — это автономный ини-
циальный автомат c выходом Ae = (Eq′ , E

p
q , ψ, q0), где Eq′ , q′ ∈ N, —

множество состояний, Epq — алфавит выходов, ψ : Eq′ → Epq — функ-
ция выходов, q0 = 0 — начальное состояние, p = n+m в случае стан-
дартного экрана и p = 1 для экрана с одним управляющим входом.
Этот автомат генерирует последовательности входных символов из
множества Eq для свободных входов экрана.

Генератором G назовем пару G = 〈Ae, S〉, где S — экран, Ae —
внешний автомат для экрана S.

Будем говорить, что генератор 〈Ae, S〉 формирует γ-цветное
изображение I, если при подаче выходов Ae на управляющие вхо-
ды экрана при условии, что начальное состояние экрана является
произвольным γ-цветным изображением, через некоторое время на
экране появляется изображение I, которое после своего появления
более не изменяется.

Экран S = 〈A, n,m〉 называется γ-универсальным, если для лю-
бого изображения I ∈ =(n,m, γ) существует внешний автомат AKe ,
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такой что генератор G = 〈AKe , S〉 формирует изображение I.
Множество всех γ-универсальных стандартных (n,m)-экранов

обозначим через Us(n,m, γ). Множество всех γ-универсальных
(n,m)-экранов c одним управляющим входом обозначим через
U1(n,m, γ).

Если S = 〈A, n,m〉 — экран, то через Q(S) обозначим чис-
ло состояний элементарного автомата A. Положим Qs(n,m, γ) =
minS∈Us(n,m,γ)Q(S), Q1(n,m, γ) = minS∈U1(n,m,γ)Q(S).

Элементарный автомат A называется γ-универсальным для
стандартного экрана, если для любых n,m ∈ N стандартный экран
S = 〈A, n,m〉 является γ-универсальным. Аналогично, элементар-
ный автомат A называется γ-универсальным для экрана с одним
управляющим входом, если для любых n,m ∈ N экран S = 〈A, n,m〉
с одним управляющим входом является γ-универсальным.

Для генератора 〈Ae, S〉 через T (Ae, S) обозначим момент време-
ни, после которого конфигурация экрана не изменяется. Считаем,
что T (Ae, S) =∞, если стабилизация изображения не наступает. Ес-
ли генератор 〈Ae, S〉 формирует изображение =K , соответствующее
коду K, то T (Ae, S) — время формирования изображения =K .

Если S — γ-универсальный (n,m)-экран, I ∈ =(n,m, γ), то че-
рез G(S, I) обозначим множество генераторов 〈Ae, S〉, формирующих
изображение I. Положим

T (S, I) = min
〈Ae,S〉∈G(S,I)

T (Ae, S),

T (S, n,m, γ) = max
I∈=(n,m,γ)

T (S, I),

Ts(n,m, γ, q) = min
S∈Us(n,m,γ),Q(S)≤q

T (S, n,m, γ),

T1(n,m, γ, q) = min
S∈U1(n,m,γ),Q(S)≤q

T (S, n,m, γ).

Справедливы следующие теоремы, являющиеся обощением ре-
зультатов Е.Е. Титовой [1–3] на многоцветный случай.

Теорема. Пусть n,m, γ ∈ N, γ > 1. Тогда если min(n,m) = 1,
то Qs(n,m, γ) = γ; если n,m ≥ 2, то Qs(n,m, γ) = γ + 1.

Теорема. Если γ ∈ N и γ > 1, то не существует γ-
универсального элементарного автомата для стандартного экра-
на с γ состояниями, и существует γ-универсальный элементарный
автомат для стандартного экрана с γ + 1 состоянием.
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Теорема. Для любых n,m, γ ∈ N, γ > 1, выполнено
Ts(1,m, γ, γ) = Ts(m, 1, γ, γ) ≤ m + 3, Ts(n,m, γ, γ + 1) ≤ n + m +
min(n,m) + 1.

Теорема. Если γ ∈ N, γ > 1, то существует γ-универсальный
элементарный автомат для экрана с одним управляющим входом
с γ + 5 состояниями и T1(n,m, γ, γ + 5) ≤ 2nm+ n+ 5.
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ВЕРИФИКАЦИЯ МОДЕЛЕЙ
РЕАГИРУЮЩИХ СИСТЕМ

ОТНОСИТЕЛЬНО ОДНОГО РАСШИРЕНИЯ
ТЕМПОРАЛЬНОЙ ЛОГИКИ CTL*

А.Р. Гнатенко, В.А. Захаров (Москва)

Темпоральные логики нашли широкое применение для описания
поведения различных информационных систем, включая распре-
деленные программы, встроенные системы, телекоммуникационные
протоколы и др. [1]. Это произошло благодаря тому, что в этих ло-
гиках был достигнут определенный баланс между выразительными
возможностями, необходимыми для описания требований корректно-
сти и безопасности вычислений сложных информационных систем,
и эффективностью алгоритмов проверки этих требований на моде-
лях этих систем. Наиболее востребованной оказалась расширенная
логика деревьев вычислений CTL∗, включающая в себя в качестве
фрагментов CTL и логику линейного времени LTL.

Язык LTL, хотя и вполне достаточный для большинства прак-
тических приложений, уступает по выразительным возможностям
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монадической логике 2-го порядка S1S. В разные годы предпри-
нимались многократные попытки восполнить образовавшийся раз-
рыв путем построения различных расширений LTL [2–4]. Эти ис-
следования были мотивированы, как правило, математическими со-
ображениями. Однако недостаточные выразительные возможности
LTL проявляются, в частности, при ее применении для специфика-
ции вычислений систем обработки потоковых данных (реагирующих
систем). Поведение таких систем проявляется в соответствии меж-
ду потоками входных данных (показаний датчиков, управляющих
сигналов) и выходных данных (команд, действий). В этом случае
для описания потоков данных и команд целесообразно использовать
теоретико-языковые средства (автоматы, грамматики, регулярные
выражения), а для описания соответствия между этими потоками
выгодно применять параметризованные темпоральные операторы.

Этот замысел был реализован в статье [5], в которой были описа-
ны новое расширение логики линейного времени LP-LTL и алгоритм
верификации моделей реагирующих систем относительно специфи-
каций, представленных формулами этой логики. В статье [6] было
установлено, что LP-LTL и S1S имеют равные выразительные воз-
можности, а в работе [7] было предложено новое параметризован-
ное расширение LP-CTL логики деревьев вычислений и описан таб-
личный алгоритм проверки выполнимости формул этой логики на
моделях реагирующих систем. Открытыми оставались вопросы об
объединении двух новых вариантов темпоральных логик и о сложно-
сти задачи верификации моделей реагирующих систем относительно
расширенной параметризованной темпоральной логики LP-CTL∗. В
данной статье анонсируется решение обеих задач.

В качестве модели реагирующих систем, на которой определяет-
ся семантика формул LP-CTL∗, используются конечные автоматы-
преобразователи (трансдьюсеры). Трансдьюсер π = (Q,Q0,−→) над
входным алфавитом A и выходным алфавитом B состоит из множе-
ства состояний управления Q, подмножества начальных состояний
F ⊆ Q и тотального отношения переходов −→⊆ Q × A × B∗ × Q.
Траекторией трансдьюсера π из состояния q0 называется последо-
вательность переходов

tr = q0
c1,h1−→ q1

c2,h2−→ q2
c3,h3−→ · · · cn,hn−→ qn

cn+1,hn+1−→ · · · (∗)

Запись tr|i обозначает суффикс qi
ci+1,hi+1−→ · · · cn,hn−→ qn

cn+1,hn+1−→ · · ·
траектории tr. Множество всех траекторий из состояния q0 транс-
дьюсера q обозначим записью Tr(q0).
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Пусть заданы два класса языков L и P в алфавитах A и B. Мы
полагаем, что языки из этих семейств заданы каким-либо конструк-
тивным способом. Множество LP-CTL∗ формул определим так:
1) формулой состояния ϕ является описание всякого языка P ∈ P,
всякая формула вида Eψ, где ψ — формула траектории, а также
любая булева комбинация формул состояния;
2) формулой траектории ψ является всякая формула состояния ϕ,
формулы вида Xcψ1 или ψ1ULψ2, где ψ1, ψ2 — формулы траектории,
c ∈ A, L — описание некоторого языка из класса L, а также любая
булева комбинация формул траектории.

Выполнимость формул LP-CTL∗ на состояниях q (для формул
состояния) и траекториях tr вида (*) (для формул траектории) тран-
сдьюсера π в контексте слова h ∈ B∗ определим так:
1) π, q, h |= P ⇐⇒ h ∈ P ;
2) если π, q, h |= Eϕ ⇐⇒ π, tr, h |= ϕ для некоторой траектории
tr ∈ Tr(q);
3) если ϕ — формула состояния, то M, tr, h |= ϕ⇐⇒ π, q0, h |= ϕ;
4) π, tr, h |= Xcψ ⇐⇒ c = c1 and π, q1, h1c1 |= ψ;
5) π, tr, h |= ψ1ULψ2 ⇐⇒ существует такое i > 0, для которого
c1c2 . . . ci ∈ L и π, tr|i, hh1h2 . . . hi |= ψ2, и для каждого j, 0 6 j < i,
если c1c2 . . . cj ∈ L, то π, tr|j , hh1h2 . . . hj |= ψ2.
Отношение выполнимости для булевых комбинаций формул опреде-
ляется согласно принципам классической логики.

Задача верификации моделей последовательных реагирующих
систем состоит в том, чтобы для произвольного заданного конеч-
ного трансдьюсера π = (Q,Q0,−→) и произвольной заданной фор-
мулы состояний ϕ проверить выполнимость отношения π, q0, εϕ для
каждого состояния q0 ∈ Q0. Мы исследовали задачу верификации
для случая, когда семейства языков L и P, используемых в качестве
параметров и базовых предикатов формулах LP-CTL∗, — это семей-
ства регулярных языков, и для определения этих языков применя-
ются детерминированные конечные автоматы. Параметризованную
темпоральную логику такого вида обозначим записью Reg-CTL∗.

Теорема. Задача верификации моделей последовательных реаги-
рующих систем для формул Reg-CTL∗ является PSPACE-полной.

PSPACE-трудность указанной задачи следует из того, что эта за-
дача является PSPACE-трудной для CTL∗. Для верификации моде-
лей реагирующих систем относительно формул Reg-CTL∗ нами был
разработан детерминированный алгоритм, имеющий экспоненциаль-
ную по времени сложность, и было показано, что его недетерми-
нированная модификация может быть выполнена с использованием
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полиномиального объема памяти.
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АЛГОРИТМ ОБУЧЕНИЯ СИСТЕМ
С ДИСКРЕТНЫМ УПРАВЛЕНИЕМ

К.А. Голиков (Москва)

Рассмотрим виртуальные модели роботов разных видов: манипу-
ляторы с 2–4 вращательными и призматическими сочленениями и
мобильные роботы с 2 гусеницами. Роботы действуют на плоскости.

Исследуем задачу позиционирования: переместить особую точ-
ку робота (захват манипулятора или центр мобильного робота) из
фиксированного начального положения в целевую точку в рабочей
области робота.
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Хотя роботы имеют разную геометрию, размеры и свойства (на-
пример, мобильный робот — неголономен, а манипулятор — голо-
номен), алгоритм обучения системы управления робота не должен
зависеть от этих различий.

Обобщаем разные модели следующим образом: выделяем точки,
характеризующие положение робота, назовём их сочленениями —
это места сгибов (суставов) или перемещения (гусеница). Прибавим
к этим точкам особую точку робота, положение которой является
индикатором позиционирования.

Проводим дискретизацию по времени, что влечёт за собой дис-
кретизацию пространства.

Состояние системы может быть описано координатами n точек
на плоскости. Также в каждый такт нам известны координаты ско-
ростей и ускорений этих позиций:

x(t)={[(x1, y1), (ẋ1, ẏ1), (ẍ1, ÿ1)] , . . ., [(xn, yn), (ẋn, ẏn), (ẍn, ÿn)]} (1)

Предполагаем, что масса робота распределена по сочленениям,
масса каждого из которых постоянна.

Кроме того, в каждом сочленении робота расположено по
два привода одинакового усилия, но разного направления (смыка-
ние/размыкание сустава, вращение гусениц в прямом/обратном на-
правлении). Именно эти приводы приводят робота в движение. Кон-
кретные функции усилия нам не известны (предполагаем, что они
могут изменяться):

Φ(t)=
[
(φ1

1(t), φ2
1(t)), . . ., (φ1

n−1(t), φ2
n−1(t))

]
(2)

Управление робота также дискретное — на каждый привод мож-
но подать в каждый такт времени только сигнал из {0, 1} (рабо-
тать/отключиться). Напрямую усилием привода управлять нельзя.
Можно варьировать время запуска и длительность работы каждо-
го привода. Предполагаем, что в приводах системы есть определён-
ные погрешности, состояния, в которые переводят приводы систему,
немного отличаются от повторения к повторению.

Самым дорогим ресурсом при обучении системы является время
работы системы. Исследуем возможности и ограничения модели ро-
бота методом проб и ошибок, запоминаем выполненные действия в
Базе Данных, затем строим обобщение полученного опыта.

Обучение подразделяется на следующие этапы.
1. Подавая векторы управлений из регулярной решётки в про-

странстве управлений (хотя в пространстве действий траектории бу-
дут распределены чаще всего неравномерно), можно за минимальное
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число действий получить ценный опыт, подходящий для интерполя-
ции и предсказания поведения системы (случайно сгенерированными
управлениями за адекватное время обучения хорошей интерполяции
не получается).

1*. Недостающую информацию о поведении в непосещённых об-
ластях получаем, совершив туда направленные действия — действия
в направлении — градиента грубого локального отображения управ-
лений в пространство действий, основанного на сохранённых в БД
траекториях движений. При этом выбираем те действия, управле-
ния которых сравнимы (используется одинаковый набор приводов)
и поддаются усреднению по векторам управлений.

2. Получить систему управления при фиксированных функциях
усилия приводов можно интерполяцией по сохранённому опыту в
БД. Интерполяция обеспечивает достаточную точность позициони-
рования (не только посещённые цели, но и любые цели, из хорошо
исследованных роботом областей).

Ограничения на точность позиционирования для конечного со-
стояния системы:√

(xn − gx)2 + (yn − gy)2 < precision, (3)

(ẋi, ẏi) = (0, 0), i = 1, n, (4)

(ẍi, ÿi) = (0, 0), i = 1, n, (5)

где g = (gx, gy) — координаты целевой точки, (xn, yn) — координаты
особой точки системы.

Желаемая точность позиционирования precision приблизительно
равна 1.5 мм. Это довольно узкая окрестность, при том, что размеры
области, где распологаются точки целей, приблезительно равны 30
см2, размеры мобильного робота 8–12 см2, а длины звеньев манипу-
лятора 13–35 см.

Утверждение. Верхняя оценка времени обучения системы (1)
и (2), с ограничениями на точность (3), (4), (5) для различных ро-
ботов приведена в таблице ниже.

Робот Точность Число
действий Время(мин.)

Манипулятор 2 вращ.суст. 1.5 мм 2000 44
Манипулятор 3 вращ.суст. 1.5 мм 16000 266

Вездеход 2 гусеницы 1.5 мм 8800 146
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3. Если функции усилий приводов меняются, нужно построить
для отображения управлений в действия функцию адаптации к этим
изменениям.

Работа над оценками продолжается.
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О ПРОГРЕССИВНОМ НАКРЫТИИ
НАТУРАЛЬНЫХ ЧИСЕЛ
С РЯДОМ ОГРАНИЧЕНИЙ

П.С. Дергач (Москва)

В работе исследуется задача о накрытии как можно большего
по размеру начала натурального ряда с помощью арифметических
прогрессий. Весь ряд натуральных чисел целиком накрывать запре-
щено. При этом на прогрессии накладывается ряд ограничений. Рас-
сматривается три типа ограничений: ограничение сверху на начало
прогрессий, ограничение сверху на шаг прогрессий и ограничение на
попарное непересечение прогрессий. Разобраны случаи ограничений
типа «Начало», «Шаг», «Пересечение», «Начало+Шаг». Подробнее
о задачах накрытия и разбиения внутри натурального ряда с помо-
щью арифметических прогрессий можно прочитать в статьях [1–4].

Множество натуральных чисел обозначаем через N.
Множество целых неотрицательных чисел обозначаем через N0.
Для s ∈ N множество натуральных чисел от 1 до s обозначаем

через Es.
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Пусть a ∈ N, b ∈ N. Тогда арифметической прогрессией с началом
a и шагом b называется множество

(a, b) := {a+ ib | i ∈ N0}.

Число a называем началом, а число b — шагом арифметической про-
грессии.

Пусть k — произвольное натуральное число.
Через A(k) обозначаем множество арифметических прогрессий с

началом не больше k. Через B(k) обозначаем множество арифмети-
ческих прогрессий с шагом не больше k.

Через fA(k) обозначаем максимальное натуральное число s, для
которого множество Es можно накрыть конечным объединеним
арифметических прогрессий из A(k), не накрыв при этом ряд N.
Если такого s не существует, то fA(k) =∞.

Через fB(k) обозначаем максимальное натуральное число s, для
которого множество Es можно накрыть конечным объединеним
арифметических прогрессий из B(k), не накрыв при этом ряд N. Ес-
ли такого s не существует, то fB(k) =∞.

Через fC(k) обозначаем максимальное натуральное число s, для
которого множество Es можно накрыть конечным объединеним по-
парно непересекающихся арифметических прогрессий. Если такого
s не существует, то fC(k) =∞.

Через fAB(k) обозначаем максимальное натуральное число s,
для которого множество Es можно накрыть конечным объединеним
арифметических прогрессий из A(k)∩B(k), не накрыв при этом ряд
N. Если такого s не существует, то fAB(k) =∞.

Теорема. Пусть n ∈ N. Тогда
1. При n = 1 fA(n) = 1, иначе fA(n) =∞.
2. fB(n) = fAB(n) = НОК(1, 2, . . . , n)− 1.
3. fC(n) =∞.
Доказательство. Нельзя накрыть числа из E2, используя только
прогрессии с началом в 1 и не накрыв при этом весь ряд. Накрыть
же только E1 легко. Например, можно взять прогрессию (1, 2). Этим
доказана часть теоремы про fA.

Докажем, что fB(n) = НОК(1, 2, . . . , n)−1. Рассмотрим семейство
прогрессий

(1, 2), (1, 3), (2, 3), . . . , (1, n), (2, n), . . . , (n− 1, n). (∗)

Они удовлетворяют ограничению на шаг, то есть лежат в B(n).
Их объединение, очевидно, не содержит только числа, которые
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кратны 2, 3, . . . , n. Значит это объединение содержит начало на-
турального ряда длины НОК(1, 2, . . . , n) − 1. Отсюда немедлен-
но получаем, что fB(n) ≥ НОК(1, 2, . . . , n) − 1. С другой сторо-
ны, если мы накрыли прогрессиями из B(n) какое-то число a,
то и число a + НОК(1, 2, . . . , n) тоже было бы ими накрыто (так
как шаг прогрессии, содержащей a, лежит в En и является дели-
телем НОК(1, 2, . . . , n).) Но это означает, что накрыв множество
{1, 2, . . . ,НОК(1, 2, . . . , n)} прогрессиями из B(n) мы бы накрыли
весь натуральный ряд. Значит fB(n) = НОК(1, 2, . . . , n) − 1. Кроме
того, все прогресии из (∗) удовлетворяют и ограничению на начало,
то есть лежат в A(n). Значит fAB(n) = НОК(1, 2, . . . , n) − 1. Этим
доказана часть теоремы про fB и fAB .

Наконец, при любом n ∈ N арифметические прогрессии из се-
мейства (1, n+ 1), (2, n+ 1), . . . , (n, n+ 1) попарно не пересекаются и
накрывают En, не накрыв при этом весь натуральный ряд. Значит
fC(n) =∞. Теорема доказана.
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О ПРОБЛЕМЕ ЭКВИВАЛЕНТНОСТИ
НЕДЕТЕРМИНИРОВАННЫХ

АВТОМАТОВ-ПРЕОБРАЗОВАТЕЛЕЙ
НАД ОДНОБУКВЕННЫМ ВЫХОДНЫМ АЛФАВИТОМ

Ш.Р. Жайлауова, В.А. Захаров (Москва)

Конечный автомат-преобразователь (трансдьюсер) является, ве-
роятно, самым простым расширением широко известной модели вы-
числений автоматов Мили, при котором происходит существенное
возрастание вычислительных возможностей модели. Оказалось, что
трансдьюсеры удобно использовать в качестве моделей транслято-
ров в области математической лингвистики, а также в качестве мо-
делей реагирующих вычислительных систем (драйверов, контролле-
ров, коммутаторов). Однако было обнаружено, что некоторые задачи
анализа поведения трансдьюсеров алгоритмически неразрешимы. В
статье [1] было установлено, что неразрешимой является проблема
эквивалентности для автоматов-преобразователей, а затем в работе
[2] было затем показано, что неразрешимость сохраняется даже в
том случае, когда входной алфавит автомата состоит из одной бук-
вы. В стремлении уточнить, какие особенности управляющей струк-
туры и вычислений автоматов неизбежно сопутствуют алгоритмиче-
ской трудности анализа поведения трансдьюсеров, были предприня-
ты исследования по выделению как можно более обширных классов
автоматов-преобразователей с разрешимой проблемой эквивалентно-
сти. Вначале в статье [3] было показано, что проблема эквивалентно-
сти эффективно разрешима для детерминированных трансдьюсеров,
а затем в серии статей [4–6] было установлено, что проблема экви-
валентности остается разрешимой также и для некоторых классов
недетерминированных трансдьюсеров, в которых неоднозначность
преобразования входных слов в выходные ограничена по мощности
множеств выходных слов, порождаемых автоматом при вычислени-
ях над заданным входным словом, или по разнообразию длин выход-
ных слов. Возникло предположение о том, что при нарушении этих
ограничений разрешимость проблемы эквивалентности трансдьюсе-
ров уже не удастся сохранить. Тем не менее, в статье [7] был опи-
сан новый класс недетерминированных трансдьюсеров с эффективно
разрешимой проблемой эквивалентности, который не подпадал под
ранее известные ограничения.

В данной статье мы продолжаем поиск и исследование новых
классов недетерминированных автоматов-преобразователей с разре-
шимой проблемой эквивалентности. Цель исследования — провести
как можно более точную и подробную демаркацию границы между
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разрешимыми и неразрешимыми случаями проблемы эквивалентно-
сти для рассматриваемой модели вычислений. Мы рассматриваем
один класс недетерминированных автоматов, работающих над вы-
ходным алфавитом из одной буквы. Характерная особенность рас-
сматриваемых автоматов-преобразователей состоит в том, что для
каждого состояния автомата и любой буквы входного алфавита но-
вое состояние, в которое может осуществиться переход, определя-
ется однозначно, но выходные слова на этих переходах могут быть
разными. Таким образом, для каждого входного слова разнообра-
зие выходных слов, порождаемых автоматом, может варьироваться
сколь угодно широко, как по мощности, так и по длине слов. Нам
удалось показать, что проблема эквивалентности в указанном классе
автоматов-преобразователей разрешима.

Трансдьюсер π = (Q, q0, F,−→) над входным алфавитом A и вы-
ходным алфавитом B состоит из конечного множества состояний
управления Q, начального состояния q0 ∈ Q, множества состояний
выхода F ⊆ Q и конечного отношения переходов →⊆ Q×A×Q×B∗.
Каждый переход (q, a, q′, h) ∈→ обозначается записью q

a,h−→ q′.
Полным прогоном трансдьюсера π на входном слове w =

a1a2 . . . an называется последовательность переходов

q0
a1,h1−→ q1

a2,h2−→ q2
a3,h3−→ · · · an,hn−→ qn ,

исходящая из начального состояния q0 и оканчивающаяся в одном
из финальных состояний qn ∈ F . Слово h1h2 . . . hn объявляется ре-
зультатом этого прогона. Трансдьюсер π реализует отношение пре-
образования (трансдукции) Tπ ⊆ A∗ × B∗: пара (w, h) ∈ Tπ тогда и
только тогда, когда существует полный прогон трансдьюсера π на
входном слове w с результатом h. Трансдьюсеры π1 и π2 считаются
эквивалентными, если Tπ1

= Tπ2
.

Будем говорить, что трансдьюсер π = (Q, q0, F,−→) имеет детер-

минированное управление, если для любой пары перерходов q a
′,h′−→ q′

и q a
′′,h′′−→ q′′, исходящих из одного и того же состояния, выполняется

соотношение a′ = a′′ ⇒ q′ = q′′. Для любого входного слова w все
полные прогоны трансдьюсера π с детерминированным управлением
проходят по одной и той же последовательности состояний, но при
этом могут иметь разные результаты.

Теорема. Проблема эквивалентности трансдьюсеров с детер-
минированным управлением, работающим над однобуквенным вы-
ходным алфавитом B = {b}, разрешима.
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Обоснование этого утверждения проводится по следующему пла-
ну. Выходные слова в однобуквенном алфавите можно рассматри-
вать как записи натуральных чисел в унарной системе счисления.
Тогда результатами вычислений трансдьюсеров над выходным алфа-
витом являются натуральные числа. Детерминированность управле-
ния позволяет для каждай пары трансдьюсеров π1 и π2 из рассмат-
риваемого класса построить их декартово произведение π1 × π2, ко-
торое также представляет собой трансдьюсер с детерминированным
управлением, но выдающий в качестве результатов вычислений па-
ры натуральных чисел. Далее устанавливается, что отношение вы-
числимости Rπ1,π2

двух пар чисел (n1, n2) и (m1,m2) трансдьюсе-
ром π1 × π2 на одном и том же входном слове выразимо формулой
арифметики Пресбургера. Поскольку эквивалентность трансдьюсе-
ров π1 и π2 очевидно определяется при помощи отношения Rπ1,π2

, и
существует алгоритм проверки выполнимости формул арифметики
Пресбургера, проблема эквивалентности трансдьюсеров из рассмат-
риваемого класса разрешима.

Работа выполнена при поддержке гранта РФФИ № 18–01–00854.
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КОДЫ ДЛЯ ИЗОБРАЖЕНИЙ

В.Н. Козлов (Москва)

Изображением называем конечное (непустое) множество точек
в евклидовых пространствах разной размерности. В частности, дву-
мерное изображение — конечное множество точек на плоскости. Счи-
таем, что любую фигуру можно «аппроксимировать» конечным мно-
жеством точек, которые уже сами по себе делают фигуру вполне
узнаваемой. При этом если точек много, то такая совокупность то-
чек практически неотличима от исходной фигуры. Так же можно
представлять и полутоновые, черно-бело-серые изображения, при
этом разная плотность точек в разных частях изображения дает
разные оттенки «серого цвета». Как известно, цветное изображение
можно представлять как наложение трех монохроматических (ана-
логов черно-бело-серых) изображений. Это означает, что совокупно-
стями точек можно представлять и цветные изображения. Трехмер-
ные изображения — точки в трехмерном евклидовом пространстве.
Соотнесение между трехмерным изображением и двумерными, явля-
ющимися их проекциями, приводит к задачам восстановления тел по
плоским проекциям и смежным задачам. Наконец, трехмерный мир
в динамике можно рассматривать как четырехмерное изображение
(последовательность трехмерных сцен).

Далее рассматриваются двумерные изображения, но сказанное
может быть обобщено и на случаи большей размерности.

Перенумеруем некоторым образом точки изображения A так,
чтобы номера разных точек были попарно различны. Обозначим че-
рез MA множество этих номеров. Пусть Smnu и Skps — площади
треугольников с вершинами в тройках точек с номерами m,n, u и
k, p, s и пусть ρmnu,kps = Smnu/Skps. Полагаем, что порядок номеров
в тройках не важен, сами тройки различны и при Skps = 0 зна-
чение ρmnu,kps не определено. Множество индексированных чисел
ρmnu,kps для всех таких пар троек обозначим через TA . Код изобра-
жения A — пара 〈MA, TA〉. Изображения A и B с кодами 〈MA, TA〉
и 〈MB , TB〉 назовем эквивалентными , если существует такая биек-
ция ψ : MA → MB , что для любых m,n, u и k, p, s из MA выполне-
но ρmnu,kps = ρψ(m)ψ(n)ψ(u),ψ(k)ψ(p)ψ(s) . Ясно, что эквивалентность
изображений содержательно означает одинаковость их кодов с точ-
ностью до перенумерации точек.

Два изображения называем аффинно эквивалентными, если они
переводимы друг в друга аффинными преобразованиями. Если все
точки изображения не лежат на одной прямой или двух параллель-
ных прямых, то изображение называем плоским.
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Теорема 1 ([1]). Два плоских изображения эквивалентны точно
тогда, когда они аффинно эквивалентны.

Содержательно теорема 1 означает, в частности, что код изобра-
жения задает его с точностью до аффинных преобразований.

Назовем изображения A и B пропорциональными, если суще-
ствует такая биекция ψ : MA → MB , при которой для любых то-
чек с номерами m,n, u из MA (не лежащих на одной прямой), чис-
ло ρmnu,ψ(m)ψ(n)ψ(u) есть константа, не зависящая от выбора точек
m,n, u.

Теорема 2 ([2]). Два плоских изображения пропорциональны
тогда и только тогда, когда они аффинно эквивалентны.

Числа ρmnu,ψ(m)ψ(n)ψ(u) из определения пропорциональности не
являются элементами кода ни изображения A, ни изображения B.
Однако они являются элементами кода изображения S, которое
трактуется как среда, и включающего изображения A и B как части.
Под этим понимается следующее. Изображение A (или B) называ-
ется частью среды S, если точки, составляющие A, есть подмноже-
ство точек из S. Если код для S есть 〈MS , TS〉, то, очевидно, код
〈MA, TA〉 можно получить, если собрать в MA номера из MS всех
точек, вошедших в A, и собрав в TA все те ρmnu,kps = Smnu/Skps из
TS , для которых m,n, u, k, s, p вошли в MA. Говорим в этом случае,
что код 〈MA, TA〉 есть часть кода 〈MS , TS〉. В этом случае констант-
ные ρmnu,ψ(m)ψ(n)ψ(u) из определения пропорциональности являются
элементами кода среды S.

Известны [3, 4] результаты о том , что для каждого выпуклого
многоугольника ( k вершин, k > 2) существует и единственен наи-
меньший по площади эллипс, в который этот многоугольник впи-
сывается. Используем это для построения некоторого нового кода
изображения.

Пусть A — изображение, Me
A — множество попарно различных

номеров точек в A, Semnu и Sekps — площади наименьших (по площа-
ди) эллипсов описанных вокруг треугольников с вершинами в точках
соответственно m,n, u и k, p, s, и пусть ρemnu,kps = Semnu/S

e
kps. Пола-

гаем, что порядок номеров в тройках не важен, сами тройки различ-
ны и при Sekps = 0 значение ρemnu,kps не определено Множество индек-
сированных чисел ρemnu,kps для всех таких пар троек обозначим через
T eA. Эллипс-код изображенияA— пара 〈Me

A, T
e
A〉. ИзображенияA иB

с кодами 〈Me
A, T

e
A〉 и 〈Me

B , T
e
B〉 назовем эллипс-эквивалентными,если

существует такая биекция ψ : Me
A → Me

B , что для любых m,n, u и
k, p, s изMe

A выполнено ρemnu,kps = ρeψ(m)ψ(n)ψ(u),ψ(k)ψ(p)ψ(s). Ясно,что
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эллипс-эквивалентность изображений содержательно означает оди-
наковость их эллипс-кодов с точностью до перенумерации точек.

Теорема 3. Два плоских изображения эллипс-эквивалентны
точно тогда, когда они аффинно эквивалентны.
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ПОНЯТИЕ РЕАЛИЗУЕМОСТИ
НА ОСНОВЕ ОБЩЕРЕКУРСИВНЫХ ФУНКЦИЙ

А.Ю. Коновалов (Москва)

Понятие рекурсивной реализуемости восходит к работе амери-
канского математика С.К. Клини [1], в которой была предложена
интерпретация ряда специфических интуиционистских понятий на
основе концепции теории алгоритмов. С недавних пор были введе-
ны в рассмотрение варианты реализуемости, основанные на различ-
ных видах субрекурсивной реализуемости: примитивно-рекурсивная
реализуемость [2, 3], минимальная реализуемость [4]. Представляют
интерес и другие виды субрекурсивной реализуемости.

В настоящей работе вводится понятие общерекурсивной реали-
зуемости, основанное на использовании индексов общерекурсивных
функций в качестве конструктивного способа получения одних реа-
лизаций из других. В статье [5] было установлено, что интуиционист-
ское исчисление предикатов некорректно относительно примитивно-
рекурсивной реализуемости. В настоящей работе показано, что ана-
логичный результат справедлив для общерекурсивной реализуемо-
сти.
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Пусть фиксирована вычислимая нумерация всех n-местных
частично-рекурсивных функций: ϕn1 , ϕn2 , . . . для каждого натураль-
ного числа n. Рассмотрим соответствующую нумерацию общерекур-
сивных функций, определив множество индексов

ln 
 {e | ϕne — общерекурсивная функция}.

Таким образом, если z ∈ ln, то ϕnz — n-местная общерекурсивная
функция, и напротив, всякая n-местная общерекурсивная функция
есть ϕnz для некоторого z ∈ ln. В дальнейшем будем опускать верх-
ний индекс у функции ϕnz там, где он может быть восстановлен из
контекста.

Предикатные формулы строятся обычным образом из атомов ви-
да P (v1, . . . , vk) и логических констант > (истина), ⊥ (ложь) при
помощи связок ∧, ∨, → и кванторов ∀, ∃.

Пусть фиксированы примитивно-рекурсивные двухместная функ-
ция c, которая взаимно однозначно нумерует все пары натуральных
чисел, и одноместные обратные функции p1 и p2, так что выполня-
ются соотношения p1(c(x, y)) = x и p2(c(x, y)) = y. В выражениях
вида p1(t), p2(t) обычно будем опускать скобки.

Определим понятие общерекурсивной реализуемости в духе абсо-
лютной реализуемости [6]. Следуя [6], n-местным обобщенным пре-
дикатом будем называть всякую функцию типа Nn → 2N. Пусть A —
предикатная формула, f — отображение, которое каждой предикат-
ной переменной из A ставит в соответствие обобщенный предикат
соответствующей валентности. В этом случае отображение f будем
называть оценкой формулы A.

Временно расширим язык логики предикатов константами для
всех натуральных чисел. Для каждого натурального числа e, произ-
вольной замкнутой предикатной формулы расширенного языка A и
оценки f определим отношение e rGRf A (натуральное число e обще-
рекурсивно реализует формулу A при оценке f):
• неверно e rGRf ⊥, и верно e rGRf >;
• e rGRf P (a1, . . . , an)
 e ∈ f(P )(a1, . . . , an), если P — n-местный

предикатный символ;
• e rGRf (Φ ∧Ψ)
 p1e r

GR
f Φ и p2e r

GR
f Ψ;

• e rGRf (Φ∨Ψ)
 (p1e = 0 и p2e r
GR
f Φ) или (p1e = 1 и p2e r

GR
f Ψ);

• e rGRf ∃x Φ(x)
 p2e r
GR
f Φ(p1e);

• e rGRf ∀x1, . . . , xn (Φ(x1, . . . , xn) → Ψ(x1, . . . , xn)) 
 e ∈ ln+1

и для всех натуральный чисел s, a1, . . . , an, если имеет место
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s rGRf Φ(a1, . . . , an), то верно ϕe(a1, . . . , an, s) r
GR
f Ψ(a1, . . . , an);

• e rGRf ∀x1, . . . , xn Φ 
 e rGRf ∀x1, . . . , xn (> → Φ), если n > 0,
формула Φ не начинается с квантора ∀, и логическая связка→
не является главной в Φ.

Будем говорить, что замкнутая предикатная формула A явля-
ется абсолютно общерекурсивно реализуемой, если найдется такое
натуральное число e, что имеет место e rGRf A при любой оценке f
формулы A.

Рассмотрим предикатную формулу

∀x (Q(x)→ ∀y ∃z P (x, y, z))→ ∀y ∀x (Q(x)→ ∃z P (x, y, z)),

которую обозначим A(P,Q).
Лемма. Предикатная формула A(P,Q) не является абсолютно

общерекурсивно реализуемой.
Из леммы и того факта, что формула A(P,Q) выводится в интуи-

ционистском исчислении предикатов, получаем следующую теорему.
Теорема. Интуиционистское исчисление предикатов некор-

ректно относительно семантики абсолютной общерекурсивной ре-
ализуемости.
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О САМООРГАНИЗУЮЩЕЙСЯ СИСТЕМЕ СВЕТОФОРОВ,
ОБЕСПЕЧИВАЮЩИХ БЕСПЕРЕБОЙНОЕ

ДВИЖЕНИЕ ТРАНСПОРТА
А.К. Муравьев (Москва)

Рассматривается следующая кооперативная игра. Дана прямо-
угольная сетка с m столбцами и n строками (см. рис. 1). Назовем ee
решеткой или полем.

Рис. 1: Схема игры

Ребра решетки — дороги, по которым могут двигаться автомоби-
ли. Каждое ребро вмещает лишь один автомобиль.

На левой границе поля — n + 1 вход, куда могут заезжать авто-
мобили. Присвоим им номера от 0 до n с порядком нумерации снизу
вверх.

Игра происходит в дискретные моменты времени. В каждый такт
времени случайно с одинаковой вероятностью выбирается u входов
без повторений, и в них заезжает по 1 автомобилю. За один такт
времени автомобиль перемещается с ребра, на котором находится,
на какое-то другое ребро, имеющее с первым общую вершину.

Перед началом игры выбирается u < (n + 1) узлов на правой
границе поля, которые объявляются выходами. Автомобиль, приез-
жающий в выходной узел, исчезает и считается доставленным.

В каждом узле поля устанавливается светофор, регулирующий
движение автомобилей через этот узел. По каждой из горизонталь-
ных дорог движение организовано исключительно от входов к вы-
ходам (слева направо), а по вертикальным — либо вверх, либо вниз.
Соответственно, светофор в каждый такт времени выбирает одно из
входящих в него направлений (сверху, снизу или слева), переклю-
чает свой сигнал в какое-то выходное направление (вверх, вниз или
вправо), и пропускает автомобиль в данном направлении.

При этом допустим, что светофорам на i-й снизу горизонтальной
полосе на переключение необходимо i

n+2 времени. Такое допущение
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позволит разрешать конфликты, связанные с порядком переключе-
ния светофоров, и тем самым получить лавинообразную смену ло-
гики пропуска, в которой нижние светофоры будут «ведущими», а
светофоры, находящиеся сверху от них — «ведомыми» . При этом
каждый светофор переключается за один такт игры. Подобный под-
ход использовался в [1] (c. 152) для разрешения спорных ситуаций
при параллельном обходе информационного графа несколькими вы-
числителями в модели параллельных алгоритмов поиска.

Если на выбранном выходном направлении на близжайшем к све-
тофору ребре уже стоит автомобиль, и его не пропускает следующий
светофор, то и текущий светофор не может пропустить автомобиль
в выбранном направлении, и автомобиль стоит на этом светофоре в
ожидании пропуска.

Рис. 2: (a) — столкновение, (b) — задержка, (c, d) — допустимые
схемы одновременного проезда

Столкновением назовем ситуацию, когда два светофора, находя-
щиеся на одном и том же ребре решетки, выпустили автомобили на
это ребро с противоположных сторон (рис. 2(a)).

Задержкой автомобиля на светофоре назовем ситуацию, когда на
светофор с нескольких сторон одновременно приехали автомобили,
и он их направляет в одну и ту же сторону, в следствие чего один из
автомобилей проезжает на текущем такте времени, заставляя другой
в течение этого такта стоять на месте и ждать (рис. 2(b)). При этом
будем считать, что задержек не возникает, если автомобили одновре-
менно приезжают на светофор, и светофор их направляет по разным
выходным направлениям (рис. 2(c, d)). Аналогом данной ситуации
в реальной жизни является организация движения на нерегулируе-
мых перекрестках, где при проезде одновременно двух автомобилей
из разных въездов в разные выезды они одновременно выезжают
на перекресток, один из них пропускает другого, и оба завершают
маневр практически одновременно.

Затором назовем ситуацию, когда входной светофор не может
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пропустить автомобиль в выбранном им направлении из-за задержки
автомобиля на нем.

Цель игры — организовать проезд автомобилей на выходы таким
образом, чтобы при любой длительности игры не создавалось зато-
ров и столкновений. При этом игроками считаются светофоры, ре-
гулирующие проезд автомобилей через соответствующие вершины,
а длина поля m полагается параметром игры, который выбирается
изначально в зависимости от n, u.

Будем считать, что в светофорах находятся автоматы, имеющие
конечное число состояний, каждое из которых определяет некото-
рую стратегию пропуска автомобилей через него. Входными данны-
ми каждого автомата являются ситуация по въезжающим на него и
выезжающим с него автомобилям, а так же состояния и аналогичные
показатели со светофоров в некоторой его окрестности.

Требуется определить структуру автоматов таким образом, что-
бы в процессе игры каждый из светофоров перешел в некоторое фи-
нальное для него состояние, либо замкнулся в некотором множестве
финальных состояний, переходя в течение дальнейших тактов време-
ни между ними, но не выходя за границы этого множества, а система
всех светофоров в финальных состояниях обеспечивала проезд авто-
мобилей со случайных входов на выходы без заторов и столкновений.
Тем самым получим самоорганизующуюся систему проезда.

Теорема. Для любых n, u < (n+ 1) и m ≥ (n+u− 1) существу-
ют конфигурации автоматов для светофоров с O(u) состояниями
и окрестностью видимости радиуса 2, приводящие к самоорганиза-
ции сколь угодно длительного проезда автомобилей с u случайных
входов на u определенных выходов сети без заторов и столкновений.

Автор выражает благодарность профессору Э. Э. Гасанову за по-
становку задачи и помощь в работе.
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ОБ ОПИСАНИИ КЛАССА ФУНКЦИЙ РОСТА
РЕГУЛЯРНЫХ ЯЗЫКОВ

ПОЛИНОМИАЛЬНОГО ТИПА

А.С. Строгалов (Москва)

Пусть L ⊆ A∗ — регулярный (автоматный) язык [1] над ал-
фавитом A = {a0, a1, . . . , an−1}, |A| ≥ 2. Представим его в виде:

L =
∞⋃
τ=1

L(τ), где L(τ) — множество всех слов длины τ в языке L.

Далее будем рассматривать только бесконечные языки, содержащие
конечные слова неограниченной длины.

Определение. Отображение fL(τ) = |L(τ)|, τ = 1, 2, . . . , n, . . .
называется функцией роста языка L.

Если fL ограничена сверху некоторым полиномом от τ, то гово-
рим, что язык L (соответственно fL) имеет полиномиальный тип.

В работе [2] доказан следующий критерий.
Теорема. Функция роста fL регулярного языка имеет полино-

миальный тип тогда и только тогда, когда через любую вершину
пути в диаграмме автомата распознающего язык L, ведущего из
начального состояния в финальное состояние, нет вершин, через
которые проходило бы два различных цикла.

В работе [3] получены следующие результаты:
Теорема 1. Для любого неотрицательного целочисленного по-

линома Ps(τ) существует такое натуральное число l и регулярный
язык L, что при τ ≥ l fL(τ) = Ps(τ).

Многочлен Ps(τ) является неотрицательным целозначным поли-
номом (н.ц.п.) если при любом τ ∈ N значение Ps(τ) тоже является
натуральным числом.

При отсутствии ограничения на число элементов входного алфа-
вита A теорему 1 можно усилить.

Теорема 2. Для любого н.ц.п. Ps(τ) существует регулярный
язык L такой, что при fL(τ) = Ps(τ) при τ = 1, 2, . . . , n, . . . .

Частным случаем языков полиномиального типа являются
константно-ограниченные языки — для них существует константа
CL (зависящая от языка L, но не зависящая от τ) такая, что при
любом τ ∈ N выполняется fL(τ) ≤ CL.

Теорема 3. Класс функций роста константно-ограниченных ре-
гулярных языков совпадает с множеством всех почти-периодичес-
ких функций f : N→ N ∪ {0}.

Заметим, что уже из теоремы 3 следует, что класс функций ро-
ста регулярных языков полиномиального роста шире класса всех
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н.ц.п. Например, регулярный язык L, который содержит ровно од-
но слово длины τ, если τ ≡ 0 mod k, является константно ограни-
ченным языком (CL = 1), но при этом его функция роста fL(τ) ={

1 τ ≡ 0 mod k

0 в противном случае
не является полиномом нулевой степени

(константой). Здесь k — любое фиксированное натуральное число.
Определение. Неотрицательным целозначным квазиполиномом

P кв
s (τ) называется выражение вида p0(τ)τs + p1(τ)τs−1 + . . .+ ps(τ),

где каждое pi(τ) есть периодическая последовательность целых чи-
сел, причем P кв

S (τ) при любом τ ∈ N принимает натуральное значе-
ние; p0(τ) 6≡ 0, число s является степенью квазимногочлена.

Конструкцию из работы [3] можно распространить на квазимно-
гочлен. Для этого вместо семейства автоматов, распознающих язы-
ки {0}∗ · {1} · {0}∗ · {1} · . . . · {1} · {0}∗ (в этой формуле k ≥ 0 еди-
ниц, ” ∗ ” и ” · ” — операции итерации и, соответственно, конкате-
нации [1]), надо взять семейство автоматов, распознающих языки
{0l}∗ · {1} · {0l}∗ · {1} · . . . · {1} · {0l}∗. Здесь так же k ≥ 0 единиц, и
l ≥ 1 — длина циклов в итерационных скобках. Варьируя k и l мы
получаем нужное нам семейство автоматов для представления язы-
ка, имеющего функцию роста в виде квазимногочлена. Тем самым
верны следующие аналоги теорем 1 и 2.

Теорема 4. Для любого н.ц. квазиполинома P кв
s (τ) существует

такое натуральное число l и регулярный язык L, что fL(τ) = P кв
s (τ)

при τ ≥ l.
Если ограничения на число элементов входного алфавита A от-

сутствуют, то верна
Теорема 5. Любой н.ц. квазиполином является функцией роста

некоторого регулярного языка.
Кратко приведем некоторые соображения, позволяющие дока-

зать, что любая функция роста регулярного языка полиномиального
типа является квазиполиномом. Для этого надо рассмотреть произ-
водящую функцию для последовательности {fL(τ)} и заметить, что

коэффициенты ряда
∞∑
τ=1

fL(τ)xτ являются числами из N∪{0}. Кроме

того, в силу того, что язык полиномиального типа, рост fL(τ) ≤ c·τs,
где s ∈ N и, следовательно, этот ряд имеет радиус сходимости не
меньше 1. Тогда из теоремы 6.2.1 [4, стр. 172-173] и теоремы 4.4.1 [5,
стр. 312] следует, что fL(τ) является квазимногочленом. Таким обра-
зом, из теоремы 5 настоящей работы с использованием изложенных
выше соображений доказывается следующая теорема 6.
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Теорема 6. Класс функций роста регулярных языков полино-
миального типа совпадает с множеством всех неотрицательных
целозначных квазиполиномов.
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Секция
«Дискретная геометрия»

ДИСКРЕТНАЯ ХАРАКТЕРИЗАЦИЯ
acm-ГИПЕРПОВЕРХНОСТЕЙ

КОСИМПЛЕТИЧЕСКОГО ТИПА
КЕЛЕРОВЫХ МНОГООБРАЗИЙ

М.Б. Банару (Смоленск)

В эрмитовой геометрии (или геометрии почти эрмитовых мно-
гообразий) нашли приложения различные разделы дискретной ма-
тематики. Например, относительно недавно несколько испанских
специалистов с помощью теории графов получили ряд принципи-
ально новых результатов [1, 2]. А. Карриазо, Л.М. Фернандес и
А. Родригес-Идальго показали, что в локальном смысле всякое под-
многообразие почти эрмитова многообразия допускает ассоциацию с
некоторым графом [2]. Конструкция такой ассоциации установлена
А. Карриазо и Л.М. Фернандесом в [1].

Другим содержательным и интересным приложением дискрет-
ной математики в теории почти эрмитовых многообразий является
характеризация Такаджи-Курихары гиперповерхностей этих много-
образий [3, 4]. В данной работе рассматривается именно такая харак-
теризация почти контактных метрических гиперповерхностей косим-
плектического типа келеровых многообразий.

Известно [5], что почти контактной метрической (almost contact
metric, acm-) структурой на нечетномерном ориентируемом много-
образии N называется система тензорных полей {Φ, ξ, η, g} на этом
многообразии, удовлетворяющая условиям:

η(ξ) = 1; Φ(ξ) = 0; η ◦ Φ = 0; Φ2 = −id+ ξ ⊗ η;

〈ΦX,ΦY 〉 = 〈X,Y 〉 − η(X)η(Y ), X, Y ∈ ℵ(N).

Здесь Φ — поле тензора типа (1, 1) , ξ — векторное поле, η —
ковекторное поле, g = 〈·, ·〉 — риманова метрика, ℵ(N) — модуль
гладких векторных полей на многообразии N .

Около десяти лет назад В.Ф. Кириченко и И.В. Ускорев ввели в
рассмотрение новый тип почти контактных метрических структур —
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структуру косимплектического типа [6]. Она определяется как acm-
структура с замкнутой контактной формой.

Основным свойством почти контактной метрической структуры
косимплектического типа является ее инвариантность относительно
канонических конформных преобразований [6]. Тривиальный при-
мер структуры косимплектического типа — естественно, косимплек-
тическая структура, а самым важный нетривиальный пример —
структура Кенмоцу [5], которая вместе с ее различными обобщения-
ми является, пожалуй, одной их самых популярных тем исследова-
ний в области почти контактных метрических структур на многооб-
разиях.

Оказывается, результаты А. Карриазо, Л.М. Фернандеса и
А. Родригеса-Идальго можно применить и к изучению acm-
гиперповерхностей косимплектического типа келеровых многообра-
зий. Нами получен такой результат:

Теорема 1. Граф Карриазо–Фернандеса ассоциируется (в ло-
кальном смысле) со всякой почти контактной метрической ги-
перповерхностью косимплектического типа келерова многообразия
M2n, n ≥ 3.

Еще один результат имеет отношение к характеризации Такаджи–
Курихары acm-гиперповерхностей косимплектического типа келеро-
вых многообразий.

Теорема 2. Типовое число гиперповерхности келерова многооб-
разия M2n, n ≥ 3, на которой индуцирована почти контактная
метрическая структура косимплектического типа, является чет-
ным в том и только том случае, если гиперповерхность является
минимальной.

Первая теорема обобщает результат, полученный для acm-
гиперповерхностей 6-мерных келеровых подмногообразий алгебры
октав [7], а вторая — для гиперповерхностей Кенмоцу специальных
эрмитовых многообразий [8].
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ОРБИФОЛДЫ, ПОПОЛНЯЮЩИЕ
ГИПЕРБОЛИЧЕСКУЮ СТРУКТУРУ НА

ДОПОЛНЕНИИ К ЗАЦЕПЛЕНИЮ УАЙТХЕДА

И.С. Гуцул (Кишинев)

Гиперболическая структура на дополнении трехмерной сферы
к зацеплению Уайтхеда изучалась во многих работах. Однако ор-
бифолды, связанные с этой гиперболической структурой почти
не рассматривались. В данной работе мы восполним этот про-
бел. Геометрически указанная структура получается отождествле-
нием граней правильного октаэдра в пространстве Лобачевского.
Причем, все вершины октаэдра являются бесконечно удаленны-
ми точками, т.е. лежат на абсолюте, но объем октаэдра конечен.
Если мы начнем деформировать такой октаэдр, то многообразие,
получаемое с помощью этого октаэдра, становится неполным, но
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его можно пополнять. При пополнении мы получаем как много-
образия, так и орбифолды. Нас будут интересовать, так называе-
мые прямые орбифолды. Обозначим бесконечно удаленные верши-
ны искомого октаэдра цифрами 1,2,3,4,5,6. Отождествим его гра-
ни по следующей схеме (см.рис. 1) (1, 2, 5)ϕ1(4, 3, 5); (2, 3, 6)ϕ2(1, 4, 6)
(2, 3, 5)ϕ3(1, 2, 6); (1, 4, 5)ϕ4(4, 3, 6).

Рис. 1:

Здесь ϕ1, ϕ2 - орисферические повороты (параболические преоб-
разования) вокруг вершин 5 и 6, а ϕ3, ϕ4 - винтовые движения (лок-
содромические преобразования). Тогда, если октаэдр правильный, то
группа Γ, порожденная движениями ϕ1, ϕ2, ϕ3, ϕ4, — это группа без
неподвижных точек. Факторизация H3 по Γ дает гиперболическое
3-многообразие конечного объема. Если мы деформируем октаэдр
к виду (см. рис. 2), то получим континуальную серию орбифолдов.
Соответствующий этой серии орбифолдов фундаментальный много-
гранник Rα также приведен на рис. 2.
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Рис. 2:

Все неотмеченные двугранные углы многогранника Rα рав-
ны π/2. Грани многогранника Rα будут отождествлены по следу-
ющей схеме:
(5, 14, 7, 8, 9) ϕ1 (5, 13, 12, 11, 10); (6, 8, 9, 10, 11) ϕ2 (6, 7, 14, 13, 12);
(5, 9, 10) ϕ3 (6, 7, 8); (5, 14, 13) ϕ4 (6, 12, 11).

Движения, отождествляющие грани многогранника Rα, метри-
чески совпадают с движениями, отождествляющими грани октаэд-
ра Oα. Но дискретные группы Γ1α получим только в счетном числе
случаев, когда α = π/2k.

Рис. 3:

Если мы деформируем октаэдр к виду на рис. 3, то получим дру-
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гую континуальную серию орбифолдов. Соответствующий много-
гранник Pβ , пополняющий эту структуру, также приведен на рис. 3,
где все двугранные углы многогранника Pβ (кроме указанных) рав-
ны π/2.

Грани многогранника Pβ будут отождествлены по следующей
схеме:
(5, 7, 8) ϕ1 (5, 12, 11); (6, 9, 10) ϕ2 (6, 14, 13);
(5, 8, 9, 10, 11) ϕ3 (6, 14, 7, 8, 9); (5, 7, 14, 13, 12) ϕ4 (6, 13, 12, 11, 10)
Движения, отождествляющие грани многогранника Pβ , метрически
совпадают с движениями, отождествляющими грани октаэдра Oβ .
Но дискретные группы Γ1β мы получим только в счетном числе слу-
чаев, когда β = π/2m. Группы Γ1α и Γ1β порождаются отождествле-
ниями граней одного и того же многогранника, но они не изоморфны
и потому метрически различны.

Рис. 4:

На рис. 4 приведены еще два могогранника, которые являются
фундаментальными многогранниками для четырех счетных серий
орбифолдов. Все неотмеченные двугранные углы этих многогранни-
ков являются прямыми.
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ГЕОМЕТРИЯ ЛИНЗОВЫХ ГИПЕРБОЛИЧЕСКИХ
3–МНОГООБРАЗИЙ

Ф.Л. Дамиан (Кишинев)
В.С. Макаров, П.В. Макаров (Москва)

Симметрические 3-подмногообразия гиперболического 4-много-
образия Дэвиса [1, 2] послужили толчком к исследованию некоторых
икосаэдрических гиперболических многообразий с вполне геодези-
ческим краем [3], для которых краем является платонова поверх-
ность рода 4. Эту поверхность описывают инциденции 2-граней боль-
шого звездного додекаэдра {5, 5/2}, если игнорировать самопересе-
чения. Напомним, что в [3] многообразия с таким краем строились
из ортогонально усеченных ромбического триаконтаэдра и икосаэд-
ра. Если эти фундаментальные многогранники разрезать на равные
многогранники призматического типа и собрать их над платоновой
картой края, то мы получим два «многогранника», схема отождеств-
ления граней которых перенесена с указанных выше многогранни-
ков. Они аналогичны бесконечным эквидистантным многогранникам
(в данном случае правильным, см. напр. [4]), которые строились над
гиперболичесой плоскостью. Конечные линзовые многогранники –
это эквидистантные многогранники над компактной римановой по-
верхностью.

С другой стороны, построение этих же примеров можно было бы
начать с образования конечного «линзового» многогранника [5]: бе-
рется прямое произведение поверхности на отрезок и полученный
объект ограняется в соответствии с одной из платоновых карт базы.
При таком подходе многообразие из ортогонально усеченного ромби-
ческого триаконтаэдра получается как линзовый полиэдр с двугран-
ными углами 2π/3 над картой {4, 5}. Многообразие из ортогональ-
но усеченного икосаэдра представлено линзой над картой {5, 5} (в
дуальном ее положении) и схемой отождествления, перенесенной с
многообразия Зейферта-Вебера [6], посредством правильного звезд-
ного многогранника {5, 5/2}, образуя несущественные циклы ребер
по три (при значении двугранного угла 2π/3). В обоих примерах
плоскости «верхних» граней, инцидентных одной вершине, принад-
лежат эллиптической связке. Если через многогранник {5, 5/2} пе-
ренести схему отождествления сферического пространства додека-
эдра Пуанкаре [6] на карту {5, 5} в базе, то в циклах собирается
по пять ребер. Следовательно, для несущественности циклов значе-
ние двугранного угла должно достичь 2π/5 [5, 7]. Вершины линзо-
вого многогранника в этом случае уйдут за абсолют и они могут

292



быть ортогонально усечены. В результате этих операций (усечения
и отождествления) образуется новая компонента края, идентичная
базе. Также отметим, что плоскости граней, определявших вершину,
принадлежат гиперболической связке.

На рассматриваемой поверхности рода 4, кроме платоновых карт
{5, 5} и {4, 5}, имеется еще карта {5, 4}. Для случая, когда вершины
линзового многогранника на абсолюте (параболический случай), мы
будем использовать в базе карту {5, 4} на той же метрической по-
верхности. У такого линзового многогранника с бесконечно удален-
ными вершинами все двугранные углы прямые. Его границу можно
окрасить в шахматном порядке и тогда любое парное отождествле-
ние «белых» граней дает геодезическую границу из «черных» гра-
ней.

Мы остановились на самых симметричных схемах отождествле-
ния для параболического случая [7]. Если воспользоваться опосредо-
ванно через звездный многогранник {5, 5/2} схемой отождествления
«белых» граней, по принципу проективной плоскости, то «черные»
грани образуют шесть идентичных компонент края, которые явля-
ются сферами с пятью каспами. Если применить схему отожествле-
ния, перенесенную с многообразия Пуанкаре, то граница из «чер-
ных» граней окажется однокомпонентной и будет представлена схе-
мой инциденций граней звёздного многогранника {5, 5/2} со всеми
вершинами на абсолюте. Наконец, при использовании схемы отож-
дествления Зейферта-Вебера (через многогранник {5, 5/2}) грани-
ца получаемого многообразия также однокомпонентная, но комби-
наторно представлена многогранником {5, 3} со всеми вершинами
на абсолюте. Отметим, что во всех случаях образующаяся граница
вполне геодезическая.

Для шести гиперболических многообразий с геодезическим краем
коразмерности один, полученных из эквидистантных многогранни-
ков над поверхностью рода 4, допускающих правильные карты типа
{4, 5} (эллиптический случай, один пример), {5, 5} (эллиптический
случай – один пример, гиперболический случай – один пример), и
{5, 4} (параболический случай, три наиболее симметричных приме-
ра), были оценены группы изометрий. Для эллиптического случая
порядок группы изометрий двух 3-многообразий равен 240 и 60, для
гиперболического случая порядок группы изометрий 3-многообразия
не менее 120 (3-многообразие содержит две идентичные компоненты
края), для двух примеров в параболическом случае (когда «верх-
ний» край однокомпонентный) порядок групп изометрий этих 3-
многообразий не менее 120, для третьего (когда «верхний» край
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имеет шесть компонент) порядок не менее 60. В заключение отме-
тим, что все эти примеры сохраняют икосаэдрическую симметрию
несмотря на то, что компоненты края для разных примеров сильно
различаются.

Во всех рассмотренных случаях можно взять по два одинако-
вых экземпляра линзовых многообразий и склеить их по иден-
тичным компонентам края. В результате мы получим полные
гиперболические многообразия без границы, но количество различ-
ных многообразий будет зависить от порядка группы симметрии
каждой компоненты края. Так как возможностей комбинирования
различных многообразий и способов устранения геодезических кра-
ев огромное множество то, следовательно, можно строить счетные
серии новых гиперболических многообразий конечного объема.
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КОМБИНАТОРИКА И ГИПЕРБОЛИЧЕСКАЯ
ГЕОМЕТРИЯ СЕМЕЙСТВ ТРЁХМЕРНЫХ

МНОГОГРАНИКОВ: ФУЛЛЕРЕНЫ И
МНОГОГРАННИКИ А.В. ПОГОРЕЛОВА

Н.Ю. Ероховец (Москва)

Многогранником мы называем комбинаторный 3-мерный выпук-
лый многогранник. k-пояс — это циклическая последовательность
граней, в которой смежны последовательные грани и только они и
никакие 3 грани не пересекаются. Простой многогранник, отличный
от симплекса ∆3, циклически рёберно k-связен (ck-связен), если у
него нет l-поясов, l < k. Он сильно ck-связен (c∗k-связен), если, кро-
ме того, любой k-пояс окружает грань. По определению ∆3 c∗3-, но
не c4-связен. Имеем цепочку семейств:

Ps ⊃ Paflag ⊃ Pflag ⊃ PaPog ⊃ PPog ⊃ PPog∗

Все простые многогранники (семейство Ps) c3-связны, но не более
чем c∗5-связны. Семейство c4-связных многогранников Pflag совпа-
дает с флаговыми многогранниками, у которых любой набор попарно
смежных граней пересекается. Семейство c∗3-связных многогранни-
ков Paflag мы называем почти флаговыми. Из результатов А.В. По-
горелова (1967) и Е.М. Андреева (1970) следует, что c5-связные мно-
гогранники (семейство PPog) являются в точности многогранниками
Погорелова, т.е. реализуются в пространстве Лобачевского L3 огра-
ниченными многогранниками с прямыми двугранными углами. Реа-
лизация единственна с точностью до изометрии. При этом флаговые
многогранники реализуются в L3 с одинаковыми нетупыми двугран-
ными углами. В PPog лежат k-бочки Bk, k > 5, поверхность кото-
рых склеена из двух дисков — k-угольников, окружённых поясом из
5-угольников. Из результатов T. Dǒslić (1998, 2003) следует, что в
PPog лежат фуллерены — простые многогранники только с 5- и 6-
угольными гранями. Семейство c∗4-связных многогранников PaPog
мы называем почти погореловскими, а c∗5-связных PPog∗ — сильно
погореловскими. Дж. Д. Биркгоф (1913) свёл проблему 4 красок к
семейству PPog∗ . Т. Е. Панов заметил, что из результатов Андре-
ева должно следовать, что PaPog отвечает прямоугольным много-
гранникам конечного объема. У них вершины на абсолюте имеют
валентность 4, остальные — 3.

Теорема 1 ([2]). Cрезка 4-валентных вершин устанавливает
биекцию между комбинаторными типами прямоугольных много-
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гранников конечного объема в L3 и почти погореловскими много-
гранниками, отличными от куба I3 и 5-угольной призмы M5 × I.

Пусть P — простой многогранник. В. Эберхард (1891) показал,
что P получатся из ∆3 срезками вершин (0-усечениями), рёбер (1-
усечениями) и пар смежных рёбер граней по крайней мере с 6-
сторонами (2-усечениями).

Утверждение ([2]). P ∈ Paflag ⇔ P получается из ∆3 с не более
чем двумя срезанными вершинами 0-, 1- и 2-усечениями, не экви-
валентными срезке вершины 3-угольника ⇔ P получается срезкой
набора вершин симплекса или флагового многогранника.

Из результатов A. Kotzig (1969) следует, что P ∈ Pflag ⇔ P по-
лучается из куба 1- и 2-усечениями. Пусть As3 — куб с тремя сре-
занными дизъюнктными попарно ортогональными рёбрами. Из ре-
зультатов D. Barnette (1974) следует, что P ∈ PaPog \ {I3,M5× I} ⇔
P получается из As3 1- и 2-усечениями, не эквивалентными срезке
ребра 4-угольника. В отличие от класса Pflag, не любой 4-угольник в
P ∈ PaPog получается срезкой ребра многогранника из PaPog. Одна-
ко, если в P есть 4-угольники, то хотя бы один из них так получается.
Паросочетание многогранника — это дизъюнктный набор его рёбер.
Совершенное паросочетание покрывает все вершины. Пусть P8 — куб
с двумя срезанными несмежными ортогональными рёбрами.

Теорема 2 ([2]). Любой многогранник P ∈ PaPog \ {I3,M5 × I}
получается срезкой паросочетания многогранника из PaPog t {P8},
производящей все 4-угольники.

Многогранник в L3 называется идеальным, если все его вершины
лежат на абсолюте. Он имеет конечный объём.

Следствие. [2] Любой идеальный прямоугольный многогранник
получается из некоторого многогранника из PaPog t {P8} стягива-
нием рёбер совершенного паросочетания.

Скручивание рёбер изображено на рис. 1. Два ребра слева принад-
лежат одной грани и не пересекаются. Назовём скручивание край-
ним, если рёбра смежны с одним ребром. В обзоре А. Ю. Весни-
на (2017) сопоставлением известных результатов было показано, что
любой идеальный прямоугольный многогранник в L3 получается из
некоторой k-антипризмы, k > 3, скручиваниями рёбер.

Теорема 3 ([2]). Многогранник реализуется как идеальный пря-
моугольный ⇔ он либо является k-антипризмой, k > 3, либо полу-
чается из 4-антипризмы операциями крайнего скручивания ребер.

Гипотеза. Скручивание рёбер увеличивает объем в L3.
При k > 5 k-бочка лежит в PPog∗ . Из результатов D. Barnette
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Рис. 1: Операция скручивания рёбер.

(1974,1977), J. W. Butler (1974) и работы [1] следует, что отличный
от них многогранник принадлежит PPog ⇔ он получается из 5- или
6-бочки 2-усечениями и связными суммами с 5-бочкой (рис. 2), и
классу PPog∗ ⇔ он получается из 6-бочки 2-усечениями. T. Inoue
(2008) показал, что обе операции увеличивают объем в L3. (5, 0)-
нанотрубки получаются из 5-бочки связной суммой с 5-бочками
вдоль 5-угольников, окруженных 5-угольниками. Остальные фулле-
рены принадлежат PPog∗ .

Рис. 2: Связная сумма с 5-бочкой.

Теорема 4 ([1]). Фуллерен, отличный от 5-бочки и (5, 0)-
нанотрубок, получается из 6-бочки 2-усечениями так, что проме-
жуточные многогранники имеют 5-,6- и не более одной 7-угольной
грани, причём она должна граничить с 5-угольником.

Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, гранты 17-
01-00671-а и 18-51-50005-Яф-а
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КЛАССИФИКАЦИЯ ИЗОЭДРИЧЕСКИХ РАЗБИЕНИЙ
ДЛЯ ГИПЕРБОЛИЧЕСКОЙ ГРУППЫ СДВИГОВ

РОДА ДВА

Е.А. Заморзаева (Кишинев)

Группа p1 параллельных переносов евклидовой плоскости явля-
ется одной из 17 двумерных федоровских групп. Все изоэдрические
разбиения евклидовой плоскости известны. Для группы p1 имеется 2
комбинаторно-топологических типа, как и 2 сорта Делоне изоэдриче-
ских разбиений евклидовой плоскости на диски. При условии выпук-
лости дисков это разбиения на параллелограммы и на центрально-
симметричные шестиугольники. Группа p1 имеет символ орбифолда
◦ (один кружочек).

На плоскости Лобачевского имеется бесконечная серия дискрет-
ных групп сдвигов с компактной (конечной) фундаментальной обла-
стью. Каждая группа серии характеризуется родом многообразия,
полученного факторизацией плоскости Лобачевского по этой группе.
Символ орорбифолда для такой группы ◦◦· · · ◦, где число кружочков
равно роду группы. Наименьший род группы сдвигов равен 2, таким
образом гиперболическая группа сдвигов рода 2 с символом орби-
фолда ◦◦ является самой простой гиперболической группой сдвигов.

Изоэдрические разбиения евклидовой плоскости на диски были
получены несколькими авторами с помощью разных методов. Мы ис-
пользуем методы, аналогичные методам Б.Н. Делоне [1, 2]. Заметим,
что методы, примененные в [3], здесь не работают, они дают только
малую часть из всех изоэдрических разбиений для гиперболической
группы сдвигов.

Определение 1. Пусть W — разбиение плоскости Лобачевского
на диски, G — дискретная группа движений плоскости Лобачевского
с конечной (компактной) фундаментальной областью. Разбиение W
называется изоэдрическим относительно группы G, если группа G
отображает разбиение W на себя и транзитивно действует на сово-
купности дисков разбиения.

Определение 2. Рассмотрим всевозможные пары (W,G), где
W — разбиение плоскости Лобачевского на диски, изоэдрическое от-
носительно дискретной группы G движений с конечной фундамен-
тальной областью. Две пары (W,G) и (W ′, G′) относятся к одно-
му сорту Делоне, если существует гомеоморфное преобразование ϕ
плоскости, отображающее разбиениеW на разбиениеW ′ и такое, что
выполняется соотношение G = ϕ−1G′ϕ.

Определим элементы дисков разбиения. Непустая связная ком-
понента пересечения двух или более разных дисков разбиения на-
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зывается вершиной разбиения, если она является одной точкой, и
называется ребром разбиения в противном случае.

Сорт Делоне (W,G) называется основным, если группа G дей-
ствует один раз транзитивно на множестве дисков разбиения W .
Группа сдвигов допускает только основные сорта Делоне.

Таким образом, мы ищем все основные сорта Делоне изоэдричес-
ких разбиений плоскости Лобачевского на диски для группы сдвигов
рода 2.

Следуя схеме работы [1], мы сначала решаем диофантовы урав-
нения, полученные из теоремы Эйлера. Для разбиения на по-
верхности рода g, имеющего N0 вершин, N1 ребер и N2 дисков,
формула Эйлера записывается так: N0 − N1 + N2 = 2(1 − g).
В изоэдрическом разбиении каждый диск имеет один и тот же цикл
кратностей вершин: (α1, α2, . . . , αk). Если число i встречается в этом
цикле qi раз, то диофантово уравнение имеет вид∑ qi

i
=
k

2
− 3.

Дополнительные условия: i ≥ 3, 6 < k ≤ 18, k — четное число.
Найдены следующие решения диофантовых уравнений: при k =

18 все 3, при k = 16 двенадцать 3 и четыре 4, при k = 14 A: девять
3 и пять 5, B: шесть 6 и восемь 8, при k = 12 A: шесть 3 и шесть 6,
B: три 3, четыре 4 и пять 5, C: все 4, при k = 10 A: три 3 и семь 7,
B: четыре 4 и шесть 6, C: все 5, при k = 8 все 8.

Далее к упорядоченным циклам кратностей вершин, получен-
ным из вышеуказанных решений, применены введенные Б.Н. Де-
лоне символы смежности и диаграммы смежности [1, 2]. Сначала
генерируем всевозможные символы смежности с учетом того, что
все движения группы являются сдвигами. Для каждого кандидата в
символы смежности мы проверяем условие обхода вокруг вершины
для каждого класса эквивалентности вершин. Затем с помощью диа-
грамм смежности выявляем символы смежности, соответствующие
одному и тому же сорту Делоне.

Следующая теорема объединяет результаты, подробно описанные
в [4, 5].

Теорема. Для группы сдвигов рода два имеется 119 сортов Де-
лоне изоэдрических разбиений плоскости Лобачевского на диски, а
именно 4 сорта с 8-угольниками, 18 сортов с 10-угольниками, 31
сорт с 12-угольниками, 39 сортов с 14-угольниками, 21 сорт с 16-
угольниками и 6 сортов с 18-угольниками.

В работах [4, 5] для каждого сорта Делоне изоэдрического разби-
ения плоскости Лобачевского указан символ смежности, полностью
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его задающий, а для некоторых сортов Делоне указаны также диа-
граммы смежности.
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О ПРОЕКЦИЯХ КОНФИГУРАЦИОННЫХ ПРОСТРАНСТВ
ШАРНИРНЫХ МЕХАНИЗМОВ

М.Д. Ковалёв (Москва)

Поскольку конфигурационное пространство шарнирного меха-
низма как и сам шарнирный механизм разные авторы понимают по
разному, начнём с определения этих понятий.

Мы считаем наши механизмы составленными из стержней, несу-
щих на своих концах шарниры. Структуру механизма задаём гра-
фом G(V,E) [1] без петель и кратных рёбер, вершины которого от-
вечают шарнирам, а рёбра — рычагам (стержням). Граф G(V,E)
обладает вершинами двух видов: отвечающими неподвижным в ме-
ханизме (закреплённым) шарнирам, и подвижным (свободным) шар-
нирам. И мы их будем называть закреплёнными и, соответственно,
свободными.

На граф G(V,E) шарнирного механизма, в отличие от авторов
работ [2, 3], я накладываю ряд естественных условий. А именно: а)
G(V,E) связен, б) закреплённые вершины смежны лишь свободным,
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в) подграф графа G(V,E) на свободных вершинах связен, г) усло-
вие, вытекающее из подвижности в механизме всех свободных шар-
ниров. Из него следует, например, что каждая свободная вершина
смежна не более чем одной закреплённой. Граф G(V,E), для которо-
го выполнены все эти условия, я называю шарнирной структурной
схемой (ШСС) механизма. Условия а), в) выделяют индивидуаль-
ный механизм, без них получается несколько механизмов, движу-
щихся независимо один от другого. Условие б) вводится из-за того,
что нет нужды задавать расстояния между закреплёнными шарни-
рами. Условие г) введено, чтобы исключить неподвижные шарниры
из числа свободных.

Закреплённой шарнирной схемой (ЗШС) называем ШСС, для
которой заданы положения закреплённых шарниров в плоскости.
Пусть ЗШС имеет m ≥ 1 свободных шарниров, и r ≥ 1 рычагов.
Тогда ЗШС отвечают евклидовы пространства параметров: R2m —
пространство положений свободных шарниров, и Rr— пространство
квадратов длин рычагов. Пусть pi — радиус вектор i-го шарнира в
плоскости, dij — квадрат длины рычага, соединяющего смежные в
графе G(V,E) i-й и j-й шарниры. Ключевым для геометрии шарнир-
ных конструкций является так называемое рычажное отображение:
F : R2m → Rr, задающееся формулами dij = (pi−pj)2, {ij} ∈ E. Это
отoбражение сопоставляет положениям свободных шарниров квад-
раты длин рычагов. Точку d = {dij} ∈ Rr мы называем, прида-
вая вполне определённый смысл термину и понятию кинематической
схемы из теории механизмов, кинематической шарнирной схемой
(КШС), а точку p = {pi} ∈ R2m — шарнирником. С инженерной точ-
ки зрения шарнирник есть либо определённое положение шарнирно-
го механизма, либо шарнирная ферма. Неодноточечная компонента
K ⊂ R2m связности полного прообраза F−1(d) КШС d представляет
собой множество всех положений или конфигурационное простран-
ство шарнирного механизма. Таким образом, мы считаем шарнир-
ный механизм конструкцией, которую можно непрерывно перевести
из одного её положения в любое другое.

Полный прообраз F−1(d) точки при рычажном отображении на-
зываем конфигурационным пространством КШС d. При таком под-
ходе каждой компоненте связности множества F−1(d) отвечает опре-
делённое шарнирное устройство: механизм или ферма — в случае
одноточечности компоненты. Заметим, что авторы работ [2, 3] на-
зывают множество F−1(d) конфигурационным пространством шар-
нирного механизма.

Алгебраическим множеством называют множество общих нулей
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совокупности многочленов. В отличии от конфигурационного про-
странства КШС, конфигурационное пространство шарнирного меха-
низма может не быть алгебраическим множеством. Замыканием по
Зарисскому множества M ⊂ Rn называем наименьшее веществен-
ное алгебраическое множество, содержащее M . Подмножество Rn
будем называть неприводимым, если его замыкание по Зарисскому
неприводимо, и приводимым в противном случае. Так конфигураци-
онное пространство шарнирного механизма неприводимо, если оно
является одной из нескольких компонент связности максимальной
размерности неприводимого конфигурационного пространства, от-
вечающей механизму КШС. В этом случае оно не является алгебра-
ическим множеством.

Пусть K ⊂ R2m — конфигурационное пространство шарнирного
механизма, а πiK — его проекция на плоскость положений шарни-
ра pi. πiK есть не что иное как множество положений шарнира pi
при всевозможных движениях механизма. Полуалгебраическим мно-
жеством называют конечное объединение множеств решений ко-
нечных систем полиномиальных уравнений и полиномиальных нера-
венств. Фундаментальным фактом является то, что проекция алгеб-
раического множества есть множество полуалгебраическое (теорема
Тарского–Зайденберга). Справедливы следующие теоремы.

Теорема. Если конфигурационное пространство K шарнирного
механизма неприводимо и размерностно однородно, то и множе-
ство положений πiK каждого шарнира механизма размерностно
однородно.

Как показывает пример шарнирного механизма с переменным
числом степеней свободы, из размерностной однородности всех про-
екций πiK не следует размерностная однородность конфигурацион-
ного пространства K шарнирного механизма.

Если конфигурационное пространство K одномерно, то его про-
екция πiK является либо точкой, либо алгебраической кривой, либо
частью алгебраической кривой.

Теорема. Если проекция πiK одномерного конфигурационного
пространства K приводима, то и само K — приводимо.

Из этой теоремы, например, следует приводимость конфигураци-
онного пространства построенного методом Кемпе механизма, чер-
тящего вблизи начала координат кривую второго порядка xy = 0.

Далее рассмотрим класс K1 механизмов, у которых множество
положений каждого свободного шарнира есть кривая. В механизме
из класса K1 назовём шарнир pi замирающим, если возможно непре-
рывное движение механизма, когда шарнир pi покоится.

Теорема. Если у механизма класса K1 имеется замирающий
шарнир, то его конфигурационное пространство K приводимо.
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Если для какого-либо шарнира механизма множество положений
πiK двумерно, то размерность конфигурационного пространства K
механизма не менее двух. Но условия принадлежности механизма
классу K1 ещё не достаточно для одномерности его конфигурацион-
ного пространства. Сформулируем достаточное условие одномерно-
сти конфигурационного пространства механизма.

Теорема. Конфигурационное пространство механизма класса
K1 одномерно тогда и только тогда, когда у механизма либо
нет замирающих шарниров, либо ни одно из множеств замираю-
щих шарниров не разбивает множества подвижных шарниров на
несколько компонент связности.

В связи с доказанными утверждениями остаётся следующий ин-
тересный вопрос: Имеются ли в классе K1 механизмы с постоян-
ным и большим единицы числом степеней свободы?
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ОБ ОДНОМ ЧЕТЫРЁХМЕРНОМ ИЗОЭДРЕ,
ОГРАНЁНННОМ МНОГОГРАННИКАМИ ИВАНОВА Q1

Я.В. Кучериненко, В.С. Макаров (Москва)

Изучая работу Постникова [1] об описании трёхмерных сфериче-
ских многообразий с помощью сферических многогранников и раз-
биений сферы [2], в трёхмерной сферической группе C∗3 ×C∗2 , наряду
с правильными шестиугольными призмами [3], был обнаружен мно-
гогранник Дирихле в виде наклонённой призмы, как выяснилось,
весьма похожий на многогранник Иванова Q1 из работ [4, 5].
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Поэтому был справедлив вопрос: возможен ли сферический пра-
вильногранный многогранник, аналогичный многограннику Ивано-
ва Q1, а также изоэдральное разбиение сферы на эти многогранни-
ки?

В данной работе мы даём отрицательный ответ на этот вопрос:
правильногранные многогранники с комбинаторным устройством
многогранника Иванова Q1 не возможны ни на сфере, ни в простран-
стве Лобачевского.

Зато в группе C∗3 × C∗2 возможен четырёхмерной изоэдр с трёх-
мерными гранями – многогранниками Иванова Q1. Хотя задача ста-
вилась о возможности существования изоэдров с гранями – много-
гранниками Иванова Q1 в группе C∗3 ×C∗2 , в действительности было
подтверждено не только это: было получено полное комбинаторное и
метрическое описание изоэдров (простых форм), порождённых этой
группой.

«Звёздочки» в обозначении указанной группы взяты, следуя в
целом работе [1]. А также это обозначение напоминает нам, что эта
группа задаёт пространство взаимных ориентаций двух фигур с сим-
метриями C3 и C2 – соответственно осям третьего и второго поряд-
ка) [3]. Звёздочки в обозначении группы также напоминают, что при
записи с помощью кватернионов эти группы удваиваются.

Отметим, что группа C∗3 ×C∗2 – циклическая, т.е. можно выбрать
одну операцию, порождающую всю группу, т.е. такую, что все прочие
операции будут её степенями. По-другому эту группу можно обозна-
чить как 12/5, согласно действию винтовой оси симметрии порож-
дающей операции – сдвигом вдоль оси на 1/12 полного оборота и
поворотом на 5/12.

Легко видеть, что, повторив такой поворот пять раз, получим
поворот, аналогичный исходному, но вокруг другой оси, скрещиваю-
щейся и ортогональной к первой. Таким образом, обе оси геометри-
чески эквивалентно характеризуют элемент, порождающий группу.

Если исходная точка сферы S3 лежит на оси порождающей груп-
пу операции, то и все её образы окажутся на ней же, деля окруж-
ность большого круга на 12 равных частей. А граница фигуры, по-
лученной пересечением 12-ти касательных трёхмерных гиперплос-
костей – 12 «слоёв» одинаковой толщины с двугранными углами в
общих двумерных гранях, равными π− 2π/12 = 5π/6, – бесконечная
12-гранная «призма» (открытая простая форма).

Если исходная точка лежит посередине между эквивалентными
осями (удалена на π/4 от каждой из них), то аналогичное пересе-
чение трёхмерных гиперплоскостей (касательных к сфере в указан-
ных точках) приводит к многограннику, огранённому двенадцатью
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правильными шестиугольными призмами, образующими два много-
гранных полнотория по шесть призм в каждом.

Если же исходная точка орбиты лежит в произвольном другом
месте, то получим многогранник с аналогичным комбинаторным
устройством, только призмы будут не правильными, а наклонны-
ми, как в многограннике Иванова Q1, в частности, они становятся
строго такими при удалении от оси на угловое расстояние θ = 27.36◦

(cos 2θ = 1/
√

3, т.е. в случае, когда θ равно половине острого дву-
гранного угла многогранника Иванова Q1).

Так выглядят все изоэдры (простые формы) в группе C∗3 × C∗2 .
В этом легко убедиться, записав в матричном виде порождающую
операцию, размножающую точку орбиты в ортонормированном ре-
пере:

− sinπ/3 cosπ/3 0 0
− cosπ/3 − sinπ/3 0 0

0 0 sinπ/3 cosπ/3
0 0 − cosπ/3 sinπ/3


msin θ

0
0

cos θ

 ,

где m = 0, 1, ..., 11, а затем в приспособленном косоугольном репе-
ре, взяв в качестве координатных векторов радиус-векторы получен-
ной точечной системы при значениях m = 0, 2, 3, 5. Тогда и матрица
преобразования, и координаты точек орбиты примут целочисленный
вид:  0 0 −1 −1

0 0 1 0
1 1 0 0
−1 0 0 0


m1

0
0
0


Особенности группы таковы, что все точки, соответствующие

чётным m лежат в вершинах правильного шестиугольника (то же
для нечётных). Поэтому легко видеть, что в общем случае пересе-
чение касательных гиперплоскостей приведёт к граням с комбина-
торным устройством шестиугольных призм. Также легко установить
координаты всех 36-ти вершин четырёхмерного многогранника, ко-
торые тоже можно записать в целочисленном виде. Матрица Грама
координатных векторов, позволяющая вычислить двугранные углы
между соседними гипергранями имеет вид:

1

2


2 1 0 −

√
3 cos 2θ

1 2
√

3 cos 2θ 0
0

√
3 cos 2θ 2 1

−
√

3 cos 2θ 0 1 2
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Непосредственные расчёты длин рёбер и углов в двумерных гра-
нях позволяют убедиться в справедливости классификации четы-
рёхмерных простых форм в группе C∗3 × C∗2 , для чего необходимо
использовать такую матрицу, обратную к предыдущей:

2

3 sin2 2θ


2 −1 0

√
3 cos 2θ

−1 2 −
√

3 cos 2θ 0
0 −

√
3 cos 2θ 2 −1√

3 cos 2θ 0 −1 2


Достаточно простые логические соображения и несколько гро-

моздкие выкладки показывают, что многогранники Иванова Q1 воз-
можны только в пространстве Евклида (и ограняют интересный изо-
эдр в E4), но не существуют в пространствах ненулевой постоянной
кривизны.

Список литературы
1. Постников М.М. Трехмерные сферические формы // сб. «Дис-

кретная геометрия и топология» к 100-летию со дня рождения
Б. Н. Делоне, Тр. МИАН СССР. — М.: Наука, 1991. — Т. 196 —
С. 114–146.

2. Долбилин Н.П. О правильных разбиениях Дирихле сферы. —
М., 1972.

3. Кучериненко Я.В., Макаров В.С. Геометрия бикристаллов и
трёхмерные сферические многообразия // Материалы XII Междуна-
родного семинара «Дискретная математика и её приложения», име-
ни академика О. Б. Лупанова (20–25 июня 2016 г.). — М.: Изд-во
механико-математического факультета МГУ, 2016. — С. 360–362.

4. Окладникова Е.С., Тимофеенко А.В. К теореме о типах вы-
пуклых многогранников с паркетными гранями // там же, — С. 362–
365.

5. Иванов Б.А. Многогранники с гранями, сложенными из пра-
вильных многоугольников // Украинский геометрический сбор-
ник. — 1971. — Т. 10. — С. 20—34.

306



КОМБИНАТОРНАЯ ФЛЕКСИРУЕМОСТЬ
2-МЕРНЫХ СИМПЛИЦИАЛЬНЫХ КОМПЛЕКСОВ

С.А. Лавренченко (Москва),
А.М. Магомедов (Махачкала)

Начнем с геометрической головоломки, основанной на свойстве
правильного икосаэдра и показывающей, как из пустот в данном гео-
метрическом объекте можно создавать новые геометрические объек-
ты.

Рис. 1: Флексирование фактор-икосаэдра

Головоломка. Вершины правильного икосаэдра помечены, как
на рис. 1 слева; у всех пар противоположных (центрально-
симметричных) вершин метки совпадают. Для каждой пары «пу-
стых треугольников» (т.е. не ограничивающих грани) с одинаковыми
метками вершин (например, 0−1−4−0 и 0−4−1−0) вам дается разъ-
единенная пара обычных правильных треугольников противополож-
ной ориентации с теми же метками вершин и с длиной стороны, как у
икосаэдра. Из всех данных вам таким образом правильных треуголь-
ников требуется составить новый правильный икосаэдр, примыкая
треугольники друг к другу (как грани) в соответствии с метками
вершин.

Ответ к этой головоломке показан на рис. 1 справа. Граням
икосаэдра справа соответствуют пустые треугольники в фактор-
икосаэдре слева, и наоборот. Мы говорим, что грань триангуля-
ции флексирует, если эта грань становится пустым треугольником в
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какой-нибудь другой триангуляции с тем же вершинно-помеченным
графом. Мы говорим, что триангуляция флексирует, если у нее есть
флексирующая грань.

Заметим, что в фактор-икосаэдрах на рис. 1 отождествлены все
пары противоположных точек, и поэтому эти фактор-икосаэдры
являются известными моделями 3-мерного проективного простран-
ства, в которое вложено 2-листное накрытие триангуляции 2-мерной
проективной плоскости с полным графом K6 на вершинах 0, 1, 2, 3,
4 и 5.

Известно [1, 2], что K6 триангулирует проективную плоскость
единственным образом с точностью до изоморфизма триангуляций.
На рис. 2 и 3 представлены триангуляции графом K6 проективной
плоскости, представленной как фактор-пространство фундаменталь-
ного шестиугольника. Триангуляции в паре на рис. 2, а также в паре
на рис. 3, комбинаторно различны; у них общими являются толь-
ко незатененные треугольники, в то время как на рис. 2 флексиру-
ет связка четырех затененных треугольников — 2-мерный комплекс
BT — «Bunch of Triangles», а на рис. 3 флексирует связка трех зате-
ненных четырехугольников — 2-мерный комплекс BS — «Bunch of
Squares». Из примеров на рис. 2 и 3 можно заметить, что флекси-
рование обусловлено наличием подкомплексов, изоморфных BT или
BS. Следующая теорема говорит, что это — общее правило.

Теорема 1. Любой комбинаторно флексирующий 2-мерный сим-
плициальный комплекс с 6 вершинами, у которого к каждому реб-
ру примыкает не более 2 треугольных граней, содержит связку
треугольников BT или связку четырехугольников BS как 2-мерные
подкомплексы.

Рис. 2: Флексирующая связка треугольников (BT)

Отметим в заключение, что триангуляция проективной плоско-
сти с графомK6 является самодополнительным 2-комплексом [3, c. 159]
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Рис. 3: Флексирующая связка четырехугольников (BS)

и допускает ровно 12 (попарно различных) изофлексов (изоморфных
друг другу). Отметим далее, что подобно тому как все эти 12 изо-
флексов находятся в фактор-икосаэдре, все 12 триангуляций тора
с графом K2,2,2,2 тоже являются изофлексами, находящимися в 2-
мерном остове 4-мерного кросс-политопа [4]. Наконец, известно [5],
что каждый 2-мерный симплициальный комплекс, имеющий не более
пяти вершин, в котором к каждому ребру примыкает не более двух
треугольных граней, является комбинаторно жестким, т.е. вообще
не допускает флексов.
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О МНОГОГРАННИКАХ С ПРАВИЛЬНЫМИ ГРАНЯМИ
В ПРОСТРАНСТВЕ ЛОБАЧЕВСКОГО

В.С. Макаров, П.В. Макаров (Москва)

В работе рассматриваются выпуклые трехмерные многогранника
с правильными гранями. Не пытаясь описать весь класс правильно-
гранников, мы лишь старались указать на некоторые специфические
особенности таких многогранников в зависимости от того, в каком
из пространств постоянной кривизныE3, Λ3 или S3 рассматривается
многогранник.

Наиболее известным подклассом в классе правильногранников
является хорошо известный с древних времен класс платоновых тел
(т.е. конечных правильных трехмерных многогранников), состоящий
из пяти тел: тетраэдра T 3, октаэдра O3, куба K3, додекаэдра D3 и
икосаэдра I3, их символы Шлефли есть соответственно {3,3}, {3,4},
{4,3}, {5,3}, {3,5}. Все пять тел реализуются во всех трех простран-
ствах постоянной кривизны. На сфере S3 появляются правильные
линзы (сферу мы постараемся не очень затрагивать). В Λ3 появ-
ляются бесконечные правильные многогранники с конечными гра-
нями, вписанные (описанные) около орисферы или около эквиди-
стантной поверхности (см. [1]); или пары таковых, (см. [2]). Стара-
ясь не усложнять вопроса, мы не будем здесь касаться более слож-
ных правильных многогранников в Λ3, но один все же укажем. Если
на Λ2 взять орицикл и вписать в него правильную бесконечную ло-
маную, то, за счет выбора длины стороны, всегда можно добиться
того, чтобы плоский угол между парой соседних сторон был равен
2π/k , (k ≥ 3 — натуральное). Такой бесконечный (вписанный в ори-
цикл) правильный многоугольник разбивает плоскость Лобачевско-
го. Если над этой (базовой) плоскостью построить эквидистантную
поверхность и на нее спроектировать указанное разбиение базовой
плоскости, то получим платоново разбиение эквидистантной поверх-
ности на геодезические орициклические бесконечные конгруэнтные
правильные многоугольники (сходящиеся по k в узлах разбиения).
Но все вершины любого такого многоугольника компланарны (ле-
жат в плоскости, параллельной базовой плоскости) и потому соот-
ветствующие (линейные) орициклические правильные многоуголь-
ники формируют бесконечный платонов многогранник с бесконеч-
ными орициклическими гранями.

Перейдем теперь от класса платоновых тел к более широкому
классу –– классу тел Архимеда (к классу полуправильных много-
гранников с конгруэнтными гоноэдрами и правильными гранями).
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Класс конечных архимедовых многогранников хорошо известен (по
крайней мере с третьего века до новой эры). Хорошо известны и
методы, позволяющие получать тела (и разбиения эвклидовой плос-
кости) Архимеда из тел Платона (см., напр. [3]). По известным при-
чинам все эти методы оказываются применимыми во всех простран-
ствах постоянной кривизны. При этом область применения некото-
рых построений удается качественно расширить, удается получить
на этом пути и новые типы счетных серий архимедовых многогран-
ников. Например, в пространстве Лобачевского правильные пирами-
ды существуют при любом числе k боковых граней: достаточно взять
правильный k-гранный угол, построить его ось симметрии и плос-
кость, ортогональную этой оси; если эту плоскость «параллельно»
сдвигать, удаляя от вершины, то в некоторый момент плоские углы
равнобедренных боковых граней окажутся равными плоским углам
исходного k-гоноэдра, что и доказывает правильность таких боковых
граней (предполагается, что плоский угол k-гоноэдра меньше π/3).
В [3] указан совершенно новый подход для построения архимедовых
трехмерных многогранников, основанный на идеях А.Пуанкаре, ука-
занных в его работе по фуксовым группам [4]. Более простой вари-
ант построения архимедовых разбиений плоскости Лобачевского (и,
следовательно, эквидистантных архимедовых многогранников) был
предложен первым из авторов этой работы еще в середине 60-х го-
дов прошлого века [5]. Но в той работе использовались лишь четно-
угольные многоугольники. В работе [6] класс архимедовых эквиди-
стантных многогранников (так называемых «линз», как конечных,
так и бесконечных) был существенно расширен, но в указанных кон-
струкциях всегда приходилось добиваться конгруэнтности всех мно-
гогранных углов строимого объекта. При нашем теперешнем подходе
это требование снимается и тем самым класс получаемых правиль-
ногранных многогранников резко расширяется.
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МНОГОЧЛЕНЫ ОБЪЕМА ДЛЯ МНОГОГРАННИКОВ
НЕКОТОРЫХ КОМБИНАТОРНЫХ ТИПОВ

И.Х. Сабитов (Москва)
В работах автора (см., например, [1–3]) было установлено, что

для ориентируемого симплициального многогранника произвольно
данного комбинаторного типа K существует многочлен

Q(V ) = V 2N + a1(l)V 2N−2 + ...+ aN−1(l)V 2 + aN (l),

в котором коэффициенты ai(l) в свою очередь являются многочлена-
ми от совокупности (l) квадратов длин ребер c целыми числовыми
коэффициентами, определяемыми комбинаторикой многогранника,
и такой, что каждый ориентированный объем любого такого много-
гранника является одним из корней этого многочлена Q(V ).

Доказательство существования такого многочлена было кон-
структивным, но вопрос о практическом нахождении его явного вида
оставался трудным. Оказалось, что он имеет необыкновенно большое
количество мономов; более того, предложенный в этих работах алго-
ритм его нахождения приводит к многочленам очень больших степе-
ней, не все корни которых имеют какое-либо отношение к объемам
разных конфигураций изометричных многогранников с одинаковым
комбинаторным строением. Поэтому в работе [4] было введено по-
нятие канонического многочлена объема, который по определению
должен иметь наименьшую степень среди всех многочленов объема.
В той же работе показано, что для гомеоморфных сфере многогран-
ников такой многочлен существует, единственен, и, более того, он
является делителем всех возможных многочленов объема (а общее
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определение многочлена объема можно найти в статьях [4, 5]). К на-
стоящему времени канонические многочлены объема известны лишь
для нескольких комбинаторных типов многогранников и все они име-
ют общее свойство, которое выражается в том, что существуют та-
кие наборы длин, когда все корни соответствующего канонического
многочлена являются объемами реально существующих многогран-
ников, так что степень их многочлена объема действительно пони-
зить нельзя. Ниже предлагается некоторый обзор полученных в этом
направлении результатов.

Отправным результатом является формула объема тетраэдра,
установленная Эйлером в 1752 г. Она приводится во многих спра-
вочниках в разных записях. Принадлежащий самому Эйлеру вид ее
записи с некоторой модификацией дан в брошюре [6] и там же можно
найти и некоторые сведения об истории получения этой формулы.
Там же в [6] приведен многочлен 4-й степени Q(V ) для 5-вершинного
многогранника. Первое доказательство существования многочлена
объема для многогранников рода 0 и с числом вершин меньше 12
дано в [7]. Но эти многочлены не были каноническими и имели сте-
пени существенно больше, чем могло быть корней, реализуемых как
объемы реально существующих многогранников с данным набором
длин ребер(например, для октаэдра получился многочлен степени
1024 = 210). В [8] приведен алгоритм для нахождения канонического
многочлена объема для 6-вершинного многогранника – октаэдра, а
работающая программа по этом алгоритму написана С.Н. Михале-
вым. Получился многочлен 16-й степени, но он оказался таким боль-
шим, содержащим несколько миллионов мономов, что нет никакой
возможности получить его напечатанный вариант с выписыванием
всех его коэффициентов как функций от квадратов длин ребер ок-
таэдра. Однако программа вполне работоспособна в том смысле, что
при задании конкретных числовых значений длин ребер многочлен
выписывается с вычисленными числовыми значениями его коэффи-
циентов, и есть примеры, когда все 16 корней оказываются объемами
реально существующих 8 изометричных, но неконгруэнтных октаэд-
ров, как это продемонстрировано в [6] (надо учесть, что изменения
ориентации дают корней в два раза больше, чем число октаэдров).

Дальнейшее продвижение в расширении списка многогранников
с вычислимым многочленом объема шло по пути сведения много-
гранников сложного строения к более простым путем выделения в
них частей известного простого типа. В первую очередь это было
сделано в [9] для так называемых пирамид, которые определяются
как многогранные поверхности, содержащие вершину, соединенную
ребрами со всеми остальными вершинами: телесные многогранники
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с границей в виде пирамидальных многогранников можно считать
состоящими из объединения симплексов с известными длинами ре-
бер. Этот класс многогранников интересен тем. что пирамиды бы-
вают любого топологического строения и в любой размерности, и
для их объема можно получить представление в виде многочлена с
коэффициентами от объемов составляющих их симплексов, что важ-
но для гиперболических и сферических пространств, так как в них
нет алгебраического выражения для симплексов в функции длин ре-
бер. Затем в работах [10, 11] был предложен алгоритм для нахожде-
ния многочленов объема для многогранников комбинаторного типа
n-гранных призм в случаях n = 4, 5, 6, 7 с предварительной триан-
гуляцией их граней, который был реализован для прямых призм с
правильными основаниями. В частности, для триангулированного
куба с ребром a многочлен объема имеет вид

V 28(V −12a3)(V +12a3)(V −8a3)2(V +8a3)2(V −4a3)15(V +4a3)15 = 0,

где V = 12v, а v — ориентированный объем куба.
Мне доставляет удовольствие заметить, что это уравнение яв-

ляется, наконец, ответом на вопрос О.Б. Лупанова, как выглядит
многочлен объема для куба, который он мне задал в 1996 г., когда я
рассказывал в первый раз о своей теореме.

Работа поддержана грантом НШ-6222.2018.1.
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О ДВУХ ПОДКЛАССАХ МНОГОГРАННИКОВ
С РОМБИЧЕСКИМИ ВЕРШИНАМИ

В.И. Субботин (Новочеркасск)

Пусть у замкнутого выпуклого многогранника в E3 существуют
симметричные ромбические вершины и существуют грани, не при-
надлежащие ни одной звезде этих вершин; причём все грани, не вхо-
дящие в звезду ромбической вершины, являются правильными мно-
гоугольниками одного типа. Тогда такой многогранник называется
RR-многогранником (от слов rombic и regular).

Здесь ромбической вершиной называется такая вершина V мно-
гогранника, звезда StarV которой состоит только из равных и оди-
наково расположенных ромбов. Если количество ромбов равно n, то
при условии, что прядок оси вращения StarV равен n, вершина V
называется симметричной n-ромбической.

В данной работе найдены все многогранники следующих под-
классов RR-многогранников: 1) RR-многогранники с одной ромби-
ческой вершиной и 2) RR-многогранники с неизолированными сим-
метричными ромбическими вершинами. Неизолированность ромби-
ческих вершин означает, что их звёзды граней имеют общие вер-
шины. Объединение подклассов 1) и 2) RR-многогранников обозна-
чим RR1.
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Теорема. Множество всех многогранников класса RR1 исчер-
пывается следующими многогранниками:
1) 12-гранник с двумя 4-ромбическими вершинами и четырьмя квад-
ратами;
2) семь многогранников с двумя n-ромбическими вершинами, 4 <
n < 12, и треугольными гранями.
3) четыре многогранника с одной ромбической вершиной.

Отметим, что первоначальный неполный списокRR-многогранииков
с изолированными ромбическими вершинами, имеется в [1]. Учиты-
вая настоящую теорему и пополняя список в [1] 24-гранником с тре-
угольными гранями и исключая многогранник с треугольными гра-
нями и двумя изолированными 5-ромбическими вершинами, получа-
ем полный список из двадцати одного RR-многогранника.
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Секция
«Теория кодирования и математические

вопросы защиты информации»

ПОСТРОЕНИЕ ПОДСТАНОВОК
С ПОЛНЫМ ДИФФЕРЕНЦИАЛОМ

А.В. Галатенко, В.А. Носов,
А. Е. Панкратьев (Москва)

Пусть (G,+) — конечная абелева группа, σ — подстановка на мно-
жестве G. Подстановка σ называется полной (имеющей полный диф-
ференциал) над группой (G,+), если функция σ(x)−x есть биекция.
В случае, если (G,+) является аддитивной группой поля (G,+, ·),
очевидным примером полной подстановки является линейная функ-
ция с коэффициентом при x, отличным от 0 и 1.

Одно из применений полных подстановок — задание латинских
квадратов. Напомним, что латинские квадраты представляют собой
таблицы Кэли квазигрупповых операций, то есть таких бинарных
операций f : G × G → G на множестве G, что для любых a, b ∈ G
уравнения f(x, a) = b и f(a, y) = b однозначно разрешимы. В насто-
ящее время латинские квадраты активно используются при постро-
ении перспективных криптографических примитивов [1–3].

Теорема. Пусть (G,+) — конечная абелева группа, σ — полная
подстановка над (G,+). Тогда операция F : G×G→ G, определяемая
формулой

F (x, y) = σ(x+ y)− y,
является квазигрупповой.

Одним из методов построения больших параметрических се-
мейств латинских квадратов является подход, основанный на ис-
пользовании правильных семейств функций [4]. Ниже будет пока-
зано, что порождаемые с помощью описанной конструкции латин-
ские квадраты вообще говоря не задаются с помощью правильных
семейств функций.

Несложно увидеть, что свойство полноты сохраняется при пере-
ходе к прямым произведениям. Пусть n ∈ N, (G1,+1), . . . , (Gn,+n) —
абелевы группы, σi — подстановка над (Gi,+i), i = 1, . . . , n. Рассмот-
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рим прямое произведение (G,+) = (G1,+1) × . . . × (Gn,+n) и под-
становку σ над G, определяемую как покомпонентное применение
подстановок σi.

Теорема. Подстановка σ полна над группой (G,+) тогда и
только тогда, когда каждая из подстановок σi полна над (Gi,+i).

Рассмотрим случай, когда группа является прямым произведени-
ем одинаковых сомножителей (G0,+0), а подстановка σ произволь-
ная. В этом случае естественно представить σ в векторной форме:

σ(x1, . . . , xn) =

 f1(x1, . . . , xn)
f2(x1, . . . , xn)

. . .
fn(x1, . . . , xn)


Рассмотрим две конструкции, широко используемые в крипто-

графических приложениях: линейные регистры сдвига с обратной
связью и сети Фейстеля.

Линейный регистр сдвига с обратной связью задается соотноше-
ниями 

f1 = x2

f2 = x3

. . .
fn−1 = xn
fn = x1 +0 g(x2, . . . , xn)

(фиктивные аргументы в правой части опущены).
Теорема. Линейный регистр сдвига с обратной связью (2) зада-

ет полную подстановку если и только если любой нетривиальный
сдвиг меняет значение g, то есть для любого набора (x2, . . . , xn) и
любого α ∈ G0, α 6= 0, значения g(x2, . . . , xn) и g(x2 +0α, . . . , xn+0α)
различны.

Заметим, что при |G0| = 2 сформулированное в теореме условие
полноты подстановки означает самодвойственность функции g.

Пусть n = 2. Классическая сеть Фейстеля задается соотношени-
ями {

f1 = x2

f2 = x1 +0 g(x2),

где g — некоторая функция из G0 в G0. Известно, что задаваемая
таким образом подстановка полна если и только если функция g
является биекцией.
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Рассмотрим обобщение сети Фейстеля, определяемое соотноше-
ниями {

f1 = s(x2)
f2 = x1 +0 p(x2),

где s, p — функции из G0 в G0.
Теорема. Обобщенная сеть Фейстеля задает полную подста-

новку тогда и только тогда, когда s(x), p(x) и s(x) +0 p(x) −0 x
являются биекциями.

Интересно, что уже в случае классических сетей Фейстеля и
|G0| = n = 2 обе биекции g порождают с помощью конструкции (1)
латинские квадраты, которые невозможно задать правильными се-
мействами булевых функций.
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ТЕХНОЛОГИЯ ВИЗУАЛИЗАЦИИ
МАТЕМАТИЧЕСКИХ И ГЕНЕТИЧЕСКИХ

СИМВОЛЬНЫХ ПОСЛЕДОВАТЕЛЬНОСТЕЙ
НА ГРАФАХ ДЕ БРЕЙНА

А.А. Евдокимов (Новосибирск)

Этот доклад — дань памяти Альберта Абрамовича Левина (1939–
2017), который много работал и сделал по теме разработки про-
граммного обеспечения и эффективного инструментария визуали-
зации символьных последовательностей на графах де Брёйна.
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Целый ряд теоретических и прикладных задач распознавания
свойств символьных последовательностей (с.п.) связаны с изучением
взаимосвязи локальных свойств, которые можно наблюдать в после-
довательности, просматривая её через определённое «окно просмот-
ра», с ее поведением «в целом», которое зависит от способов описания
или свойств исследуемого класса с.п. [1, 3]. Например, генетические
«тексты» или списки фрагментов расшифрованных нуклеотидных
последовательностей. При этом основной целью исследования явля-
ется изучение взаимосвязей между первичной линейной структурой,
например, ДНК последовательностей, и последующими «производ-
ными» структурами, включая пространственно организованные бел-
ковые структуры, которые уже являются носителями определённо-
го функционирования. Всё шире применяются математические ме-
тоды для задач анализа генетических текстов и вопросов обработ-
ки, хранения и распознавания структурных свойств различного типа
нуклеотидных последовательностей [3, 4]. Одним из подходов к изу-
чению является исследование различного типа «естественных» ма-
тематических структур, определяемых на множествах фрагментов
«первичных» структур, например, ДНК-последовательностей. Од-
ной из таких структур являются графы перекрытия слов, называе-
мые графами де Брёйна (de Bruijn graph). Эти графы изучались в
лаборатории дискретного анализа ИМ начиная с 80-х годов в связи с
различными теоретическими и прикладными задачами. В частности
по задачам визуализации нуклеотидных последовательностей на гра-
фах де Брёйна и анализу генетических текстов мы работали в кон-
такте с сотрудниками лаборатории теоретической генетики ИЦиГ
СО РАН [2–4]. Для этих задач, и не только, А.А. Левиным было
разработано программное обеспечение и инструментарий (VIZ) для
задач анализа свойств генетических последовательностей на основе
наблюдения динамики изменения структуры их граф-портретов.

Теперь несколько определений. Графом де Брёйна размерности n
называется ориентированный граф Bnm = (V,E), где множество вер-
шин V = An — это все слова длины n в алфавитеA = {0, 1, . . . ,m−1}.
Вершины α = (α1, . . . , αn) и β = (β1, . . . , βn) соединяются дугой, ори-
ентированной от α к β, если выполняются равенства α2 = β1, α3 =
β2, . . . , αn = βn−1, то есть слова α и β перекрываются по n − 1

букве. Построение последовательности графов Bim, i = 1, 2, . . . на
компьютере легко осуществить, используя то, что граф Bim явля-
ется реберным графом для Bi−1

m . Произвольной последовательности
X = x1, x2, x3, . . . в алфавите A поставим в соответствие путь в графе
Bnm, который начинается в вершине (x1, . . . , xn) и последовательно
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проходит вершины (xi, . . . , xi+n−1) при i = 2, 3, . . . Заметаемый этим
путем подграф графа Bnm называется графом подслов с.п. X. Будем
говорить, что его размерность равна n и обозначать Gn(X). Мно-
жеством вершин V n(X) графа Gn(X) является множество всех под-
слов длины n в X. Любая с.п. Х имеет, таким образом, свой «порт-
рет» Gn(X) на каждом из графов де Брёйна растущей размерности
n = 2, 3, 4, . . .

Схемой конкатенации слова X называется такая последователь-
ность слов, в которой каждое слово является либо буквой алфавита,
либо конкатенацией двух предшествующих слов из последователь-
ности, которая заканчивается словом X. Аддитивной сложностью
L(n,X) слова X называется минимальная длина его схемы конка-
тенации [3]. Комбинаторной сложностью с.п. X называют функцию
C(n,X), равную количеству различных подслов длины n в X.

При решении известной комбинаторной проблемы «змея в ящи-
ке» А.А. Евдокимовым в 1968 году была определена бесконечная
последовательность (далее E) в конечном алфавите, которая порож-
дается простой рекурсивной схемой, но имеет «нерегулярное поведе-
ние», которое позволяет длинную цепь в n-мерном кубе (змею) «хо-
рошо направлять, не давая ей зациклиться» [5]. Последовательность
E определялась следующей схемой её рекурсивного порождения.

a1 = 0; b1 = 0; ak+1 = ak0bk; bk+1 = ak1bk; k = 2, 3, . . . (1)

Для любого k |ak| = |bk| = 2k − 1. Для слов ak выполняется свой-
ство вложимости префиксов (a1 ⊂ a2 ⊂ a3 . . .), и потому можно кор-
ректно определить бесконечную последовательность E = limn→∞ an,
вложенными префиксами которой являются слова ak, где k = 1, 2, . . .
Из схемы порождения (1) легко получить другое задание E рекур-
сивной схемой иного типа

X1 = 0; Xn+1 = Xn0X̃n; n = 2, 3, . . . , (2)

где X — это результат замены в слове X нулей на единицы, а единиц
на нули, а X̃ — обращение слова X, т.е. прочтение его с конца. Эта
схема порождения описана в [5]. Таким образом, E = limn→∞ an =
limn→∞ an.

Из (1) и (2) нетрудно найти формулу для непосредственного вы-
числения по номеру i позиции буквы в E, стоящей на этой позиции.
Для этого представим число i в виде i = 2s(4t + q), где q = 1 или
q = 3, и положим xi = 0, если q = 1; и xi = 1, если q = 3.
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Отметим ещё один способ описания E, при котором она определя-
ется действием на буквы алфавита {0, 1} «условного морфизма» f ,
действующего следующим образом: применяем подстановку 0→ 001,
1 → 011 к буквам, стоящим на нечётных позициях, а тождествен-
ную подстановку 0to0, 1 → 1 к буквам на чётных позициях. Тогда
a2 = f(0), a3 = f2(0), a4 = f3(0), . . ., стало быть E = limn→∞ fn(0).

Функция L(n) аддитивной сложности слова fn(0) = an растёт
линейно по n, т.е. имеет логарифмический рост от длины слова |an| =
2n − 1. Точный вид этой функции неизвестен.

Графы Gn(E) перекрытия подслов длины n при n > 7 разбивают-
ся на два класса гомеоморфных графов в зависимости от четности
n. Из этого легко находится комбинаторная сложность C(n,E) = 4n,
при n > 7. Вид графов Gn(E) при n < 6 устанавливается непосред-
ственно, или это можно сделать с помощью программы VIZ.

Для нахождения и доказательства свойств E помогает разрабо-
танная технология визуализации. Этот программный инструмента-
рий позволяет быстро идентифицировать последовательности, ана-
лизировать способы их порождения или списочные задания, как,
например, классы нуклеотидных генетических последовательностей,
быстро находить вхождения нужных подслов, их кратность, повто-
ры, вычислять некоторые сложностные характеристики. Более де-
тальное описание технологии использования программы визуализа-
ции VIZ смотри в [1, 2], а применение к анализу генетических текстов
в [2, 4].

Исследование выполнено при финансовой поддержке проекта
РАН № 0314–2015–0011 и программы программы повышения кон-
курентоспособности НГУ. Автор является сотрудником Новосибир-
ского государственного университета.
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ОБ УСЛОВИЯХ
ВСКРЫТИЯ И БЕЗОПАСНОСТИ СХЕМЫ БЛОМА

А.Б. Фролов, Н.А. Давыдова (Москва)

Изучаемая в настоящей работе (k,m)-схема Р. Блома [1] задает-
ся симметрическим многочленом f(x1.x2, . . . , xk) степени m по каж-
дой из k переменных над полем Fp. По числу n абонентов выби-
раются различные элементы r1, . . . , rn поля. Каждый абонент i по-
лучает коэффициенты многочлена f(ri, x2, . . . , xk), i = 1, ..., n. Лю-
бые k абонентов могут вычислить единый ключ K = f(r1, r2, ..., rk).
Мы покажем,что для вскрытия (k,m)-схемы Блома, достаточно ис-
пользовать

(
m+k
m

)
определенных коэффициентов m+ 1 многочленов

f(ri, x2, . . . , xk), i = 1, . . .m+ 1. В заключение мы представим также
услове безепасности (k,m)-схемы Блома.

Обозначим pi1,i2,...,ik(x1, x2, . . . , xk) однородные многочлены как
суммы всех одночленов xi1π(1)x

i2
π(2) · · ·x

ik
π(k), π ∈ Sk. Представим ис-

ходный многочлен в виде линейной комбинации над полем Fp все-
возможных таких многочленов:

f(x1, x2, . . . , xk) =
∑

0≤i1≤i2≤···≤ik≤m

ai1,i2,...,ikpi1,i2...,ik(x1, x2, . . . , xk).

Обозначим A(k,m) набор индексов i1, i2, ..., ik как чисел в системе
счисления по основанию m + 1 в порядке возрастания их числовых
эквивалентов. Длина такого набора есть

(
m+k
m

)
. Он разбивается на(

m+k−1
m

)
наборов Ai1,i2,...,ik−1

(k,m) индексов с одинаковыми первыми
k−1 значениями. Будем использовать обозначение At(k,m) для t-ого
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такого набора. Обозначим через S(k,m) набор длин Si1,i2,...,ik−1
(k,m)

таких наборов и через St(k,m) — t-й его элемент.
Далее рассмотрим многочлен (r ∈ Fp)

f(r, x2, . . . , xk) =
∑

0≤i1≤i2≤···≤ik≤m

ai1,i2,...,ikpi1,i2,...,ik(r, x2, . . . , xk).

Он также симметрический и может быть представлен в виде

f(r, x2, . . . , xk) =
∑

0≤i2≤···≤ik≤m

ci2,...,ikpi2,...,ik(x2, . . . , xk).

Коэффициенты этих многочленов удовлетворяют соотношениям

ci2,...,ik =

m∑
i1=0

ai1,i2,...,ikr
i1 .

Обозначим

ci2...,ik;j =

{
aj,i2,...,ik , если j ≤ i2,
ai2,...,it,j,it+1,...,ik , если it < j ≤ it+1,

Для данных различных m + 1 элементов r1, . . . , rm+1 поля Fp

и соответствующих
(
m+k−1
m

)
коэффициентов c

(i)
i2,...,ik

многочленов
f(ri, x2, . . . , xk) получаем

(
m+k−1
m

)
систем линейных алгебраиче-

ских уравнений (СЛАУ) относительно неизвестных коэффициентов
ci2,...,ik;j исходного многочлена f(x1, x2, . . . , xk)

c
(i)
i2,...,ik

=

m∑
j=0

ci2,...,ik;jr
j
i , i = 1, . . . ,m+ 1. (1)

Такие СЛАУ имеют рангm+1, так как составлены на основе матриц
Вандермонда. Объединение их решений включает все коэффициен-
ты исходного многочлена.

Будем решать СЛАУ (1) в порядке возрастания числовых экви-
валентов наборов индексов i2, . . . , ik. Решение первой СЛАУ

c
(i)
0,...,0 =

m∑
j=0

c0,...,0;jr
j
i , i = 1, . . . ,m+ 1,
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ранга m + 1 содержит значения ċ0,...,0;j = ȧ0,...,0,j , j = 0, . . . ,m,
S0,..,0(k,m) = S1(k,m) = m + 1 ранее неизвестных коэффициентов
c0,...,0;j = a0,. . . ,0,j , j = 0, . . . ,m, с индексами из набора A0,..,0(k,m) =
A1(k,m). Одним из них ċ0. . . ,1;0 = ȧ0,0,. . . ,0,1 можно заменить пере-
менную c0. . . ,1;0 второй СЛАУ, которая при этом упрощается с умень-
шением числа переменных и одновременно ранга до S2(k,m).

После решения t-й СЛАУ, станут известными значения коэффи-
циентов с индексами из подмножеств A1(k,m), . . . , At(k,m), а неиз-
вестные (t + 1)-й СЛАУ будут соответствовать St+1(k,m) индексам
из набора At+1(k,m). Следовательно, (t+ 1)-я СЛАУ упрощается до
ранга St+1(k,m).

В процессе решения СЛАУ (1) рангов m + 1 преобразуются в
СЛАУ рангов St(k,m), их объединение есть СЛАУ ранга

(
m+k
m

)
, при

этом используется столько же коэффициентов m+ 1 многочленов.
Покажем, что m абонентов, объединив свои секретные данные

fi(r
′
i, x2, . . . , xk), i = 1, . . . ,m, (2)

не могут вычислить ключ K = f(r1, . . . , rk) других k участников
с идентификаторами r1, r2, . . . , rk. Обобщив известное для (2,m)-
схемы Блома доказательство [2], покажем, что данные (2) совмести-
мы с любым значением K* такого ключа. Рассмотрим многочлен

f∗(x1x2, . . . , xk) = f(x1, x2, . . . , Xk)+

+(K∗ −K)Π1≤i≤m
(x1 − r

′

i)(x2 − r
′

i) . . . (xk − r
′

i)

(r1 − r
′
i)(r2 − r

′
i) . . . (rk − r

′
i)
.

Как видим, для любого значения K∗ существует симметрический
многочлен f∗(x1, x2, . . . , xk) степени m по каждой из k перемен-
ных такой, что f∗(r1, r2, . . . , rk) = K∗ и для любых i, таких, что
1 ≤ i ≤ m, верно, что f∗(r

′

i, x2, . . . , xk) = f(r
′

i, x2, . . . , xk), то есть
секретная информация (2) нарушителей такая же, как и при мно-
гочлене f(x1, x2, . . . , xk), которому соответствует истинное значение
ключаK = f(r1, r2, . . . , rk). Это говорит о безусловной (не зависящей
от вычислительных ресурсов криптоаналитика) безопасности (k,m)-
схемы Блома относительно компрометации многочленов m участни-
ков. В итоге доказана

Теорема. (k,m)-Схема Блома безусловно безопасна относи-
тельно компрометации многочленов любых m абонентов, каждый
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из которых должен хранить
(
m+k−1
m

)
элементов поля, а для ее

вскрытия достаточно использовать
(
m+k
m

)
определенных коэффи-

циентов из числа коэффициентов многочленов m+ 1 абонентов.
Работа выполнена при финансовой поддержке РФФИ, проект 19–

01–00294a.
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О НЕСУЩЕСТВОВАНИИ КОНСТРУКЦИЙ
ПЛАТОВИДНЫХ УСТОЙЧИВЫХ БУЛЕВЫХ ФУНКЦИЙ

С НЕКОТОРЫМИ ПАРАМЕТРАМИ

Е.В. Хинко (Москва)

Вопросы корреляционной иммунности и устойчивости булевых
функций в настоящее время нередко поднимаются в работах многих
авторов. Например, в [1, 2, 4] затрагивается проблема устойчивости
функций при максимальных значениях нелинейности, в частности
для случая m > n/2− 2, где m — порядок устойчивости функции, а
n — число переменных, оценка нелинейности булевой функции бы-
ла усилена тремя группами авторов до nl(f) < 2n−1 − 2m+1 при
m 6 n− 2, при этом если граница достигается, то m > 0.5 ·n− 2. От-
сюда легко видно, что важные с точки зрения криптографии высо-
кие нелинейность и корреляционная иммунность функции являются
в некотором смысле противоречащими друг другу параметрами.

Также было показано, что верхние оценки нелинейности дости-
гаются на платовидных булевых функциях. Платовидными называ-
ют булевы функции, у которых множество значений коэффициентов
Уолша принадлежит множеству {0,±2c}, где c (амплитуда плато-
видности) — натуральная константа, не зависящая от числа пере-
менных n.
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Представляет интерес построение и классификация конструк-
ций, в частности рекурсивных, платовидных m-устойчивых булевых
функций, позволяющих относительно легко получить функции от
большого числа переменных с достаточно хорошим порядком устой-
чивости. В работах [1–3] затрагиваются вопросы устойчивости функ-
ций при максимальных значениях нелинейности и построены соот-
ветствующие рекурсивные конструкции m-устойчивых функций для
n− 2 > m > 0.6n− 1.

Автор настоящей статьи проводит исследование конструкций
с шагом числа переменных три. В общем виде задачу можно
сформулировать следующим образом: пусть имеются b, b ∈ N,
платовидных m-устойчивых булевых функций от n переменных
f in(x1, x2, . . . , xn), i = 1, b, среди которых, возможно, есть совпада-
ющие с точностью до взятия отрицания; добавим три переменные
xn+1, xn+2 и xn+3. Новые функции от n + 3 переменных обозначим
fsn+3(x1, x2, . . . , xn, xn+1, xn+2, xn+3), s = 1, 8.

Вектор-строка функции fsn+3 имеет вид

(σs1gs1 |σs2gs2 |σs3gs3 |σs4gs4 |σs5gs5 |σs6gs6 |σs7gs7 |σs8gs8),

где gsj = f in или gsj = f in; s, j = 1, 8; i = 1, b, а выбор функции или её
отрицания зависит от значения индикатора σsj .

Представляет интерес подбор соотношений индикаторов σsj и по-
рождающих функций f in, чтобы для полученных новых функций от
n+ 3 переменных выполнялись следующие свойства:
а) сохранение свойства платовидности;
б) обеспечение роста устойчивости;
в) рекурсивное воспроизведение конструкции.

В [5] автором была построена конструкция с примерами началь-
ных функций для случая b = 4 различных функций, удовлетворя-
ющая приведённым условиям, отличительной особенностью которой
является то, что рассматривается случай порождающих функций с
пересекающимися носителями спектра всех порождающих функций,
в то время как в большинстве из построенных ранее конструкций
порождающие функции обладали непересекающимися носителями
спектра. В [6, 7] возможности использования данной конструкции
были расширены.

Не менее интересен случай, когда нет двоичных наборов, содер-
жащихся в носителях спектров всех порождающих функций fn.

Мощность носителя спектра каждой функции возрастает в 4 ра-
за, поэтому из равенства Парсеваля (

∑
u∈Vn

W 2
f (u) = 4n) следует, что
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амплитуда платовидности также должна увеличиться в 4 раза. Слу-
чаи нуля и двух ненулевых коэффициентов Уолша отбросим сразу,
т.к. 0 и 2 меньше 4. Остаются варианты четырех и шести коэффи-
циентов.

Естественно возникает вопрос существования рекурсивных кон-
струкций с начальными функциями, для которых каждый двоичный
набор содержится в носителях спектра ровно 6 и ровно 4 или 6 функ-
ций.

Утверждение 1. Не существует 8 платовидныхm-устойчивых
функций от n переменных, каждый набор носителя спектра кото-
рых содержится ровно в 6 из 8 носителей спектра этих функций.

Набросок доказательства Предположим, что такие функции су-
ществуют. Согласно равенству Парсеваля мощность носителя спек-
тра каждой порождающей функции f in, i = 1, 8, равна в точности
4n−c. Функций всего 8, поэтому сумма мощностей спектров равна
8 · 4n−c, т.е. является степенью двойки.

С другой стороны каждая строка носителя спектра любой из по-
рождающих функций f in, i = 1, 8, содержится в спектре ровно 6
функций, следовательно суммарная мощность спектров кратна 6.
Противоречие.

Утверждение 2. Не существует рекурсивных конструкций,
удовлетворяющих условиям рассматриваемой модели, для которых
каждый двоичный набор длины n содержится в носителях спектра
только 0, 4 или 6 из 8 порождающих функций.

Набросок доказательства Рассмотрим 8 порождающих функций.
Пусть ровно k двоичных наборов длины n содержится в носите-
лях спектра каких-то (не обязательно совпадающих) 6 порождаю-
щих функций f in, i = 1, 8, а ровно l наборов — в носителях спектра
каких-то 4 функций. Тогда по равенству Парсеваля

6k · 22c + 4l · 22c = 8 · 22n.

Нами установлено, что если удается построить новые функции
fsn+3, то в носителе спектра каждой из них будет в точности 2 ·(k+ l)
наборов, т.е.

2(k + l) · 22c+4 = 22n+6.

Из этих двух уравнений нетрудно видеть, что k = 0.
Таким образом, рекурсивных конструкций с начальными функ-

циями, для которых каждый двоичный набор содержится в носи-
телях спектра ровно 6 и ровно 4 или 6 функций, не существует.
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