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L � d-ìåðíàÿ ðåøåòêà.
Ìíîæåñòâî T áóäåì íàçûâàòü ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ

ðåøåòêè L, åñëè

Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Rd ñóùåñòâóåò òî÷êà x ′ ∈ T , òàêàÿ,
÷òî x ≡ x ′ (mod L).

Ëþáûå äâå òî÷êè x , x ′ ∈ T íå ñðàâíèìû ïî ìîäóëþ

ðåøåòêè: x ̸≡ x ′ (mod L).

Î÷åâèäíî, ÷òî ñóùåñòâóåò åñòåñòâåííîå âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå

îòîáðàæåíèå π : T → Td ìåæäó ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòüþ T
è òîðîì Td = Rd/L.
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α � âåêòîð, èððàöèîíàëüíûé â ðåøåòêå L (âåêòîð, êîîðäèíàòû

êîòîðîãî â íåêîòîðîì áàçèñå ðåøåòêè L ëèíåéíî íåçàâèñèìû

íàä Z âìåñòå ñ åäèíèöåé).

Íà òîðå Td îïðåäåëåí ñäâèã Sα : x → x + α (mod L).
Ðàññìîòðèì ðàçáèåíèå ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè

T =
d⊔

i=0

Ti .

Äàííîå ðàçáèåíèå áóäåì íàçûâàòü ïåðåêëàäûâàþùèìñÿ, åñëè

ñóùåñòâóþò âåêòîðû v0, . . . , vd òàêèå, ÷òî îòîáðàæåíèå

S : x → x + vj , åñëè x ∈ Tj , ïåðåâîäèò ìíîæåñòâî T â ñåáÿ è

äèàãðàììà

T
S−−−−→ Tyπ

yπ

Td Sα−−−−→ Td
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d = 1, L = Z, T = [0; 1), Sα : x → x + α (mod 1).

T = [0; 1− α) ⊔ [1− α; 1), v1 = α, v2 = α− 1.
d = 2
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Ñîãëàñíî òåîðåìå Âåéëÿ î ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè äëÿ

ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè X ⊂ Td èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ

ôîðìóëà

♯{k : 0 ≤ k < N,Sk
α(x) ∈ X} =

|X |
| det L|

N + o(N).

Ìíîæåñòâî X áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì îãðàíè÷åííîãî

îñòàòêà, åñëè äàííóþ àñèìïòîòèêó ìîæíî óëó÷øèòü äî

àñèìïòîòèêè

♯{k : 0 ≤ k < N,Sk
α(x) ∈ X} =

|X |
| det L|

N + O(1).

Òåîðåìà

Ìíîæåñòâà π(Tj), j = 0, 1, . . . , d ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè

îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà Sα.

À.Â. Øóòîâ Ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ òîðà



Ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ

Îáîáùåííûå ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïðèìåðû

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

Ñáàëàíñèðîâàííûå ñëîâà

Êâàçèðåøåòêè

Ñîãëàñíî òåîðåìå Âåéëÿ î ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè äëÿ

ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè X ⊂ Td èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ

ôîðìóëà

♯{k : 0 ≤ k < N,Sk
α(x) ∈ X} =

|X |
| det L|

N + o(N).

Ìíîæåñòâî X áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì îãðàíè÷åííîãî

îñòàòêà, åñëè äàííóþ àñèìïòîòèêó ìîæíî óëó÷øèòü äî

àñèìïòîòèêè

♯{k : 0 ≤ k < N, Sk
α(x) ∈ X} =

|X |
| det L|

N + O(1).

Òåîðåìà

Ìíîæåñòâà π(Tj), j = 0, 1, . . . , d ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè

îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà Sα.

À.Â. Øóòîâ Ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ òîðà



Ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ

Îáîáùåííûå ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïðèìåðû

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

Ñáàëàíñèðîâàííûå ñëîâà

Êâàçèðåøåòêè

Ñîãëàñíî òåîðåìå Âåéëÿ î ðàâíîìåðíîì ðàñïðåäåëåíèè äëÿ

ïðîèçâîëüíîé îáëàñòè X ⊂ Td èìååò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêàÿ

ôîðìóëà

♯{k : 0 ≤ k < N,Sk
α(x) ∈ X} =

|X |
| det L|

N + o(N).

Ìíîæåñòâî X áóäåì íàçûâàòü ìíîæåñòâîì îãðàíè÷åííîãî

îñòàòêà, åñëè äàííóþ àñèìïòîòèêó ìîæíî óëó÷øèòü äî

àñèìïòîòèêè

♯{k : 0 ≤ k < N, Sk
α(x) ∈ X} =

|X |
| det L|

N + O(1).

Òåîðåìà

Ìíîæåñòâà π(Tj), j = 0, 1, . . . , d ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè

îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà îòíîñèòåëüíî ñäâèãà Sα.

À.Â. Øóòîâ Ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ òîðà



Ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ

Îáîáùåííûå ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïðèìåðû

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

Ñáàëàíñèðîâàííûå ñëîâà

Êâàçèðåøåòêè

Äëÿ ëþáîé òî÷êè x ∈ Rd ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííàÿ òî÷êà

x ′ ∈ T èç ôóíäàìåíòàëüíîé îáëàñòè ðåøåòêè L, ñðàâíèìàÿ ñ x
ïî ìîäóëþ ðåøåòêè L. Îïðåäåëèì ôóíêöèþ

FrT (x) = x ′, x ′ ∈ T , x ≡ x ′ (mod L).

χj(x) =

{
1, x ∈ Tj

0, x ̸∈ Tj

Òåîðåìà

Ñóùåñòâóþò âåêòîðû e0, e1, . . . , ed òàêèå, ÷òî

χj(x) = (FrT (x + α)− FrT (x), ej)−
|Tj |

| det L|
.
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Nj(α, x , n) = ♯{k : 0 ≤ k < n : Sk
α(x) ∈ π(Tj)},

rj(α, x , n) = Nj(α, x , n)− n
|Tj |

| det L| .

Ñëåäñòâèå

rj(α, x , n) = (FrT (nα+ x)− FrT (x), ej).

Ñëåäñòâèå

Åäèíñòâåííûì ëèíåéíûì ñîîòíîøåíèåì ìåæäó ôóíêöèÿìè

rj(α, x , n), âûïîëíÿþùèìñÿ äëÿ âñåõ n, ÿâëÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå∑d
j=0 rj(α, x , n) = 0.

Ñëåäñòâèå

Ìíîæåñòâà π(Tj) ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè îãðàíè÷åííîãî

îñòàòêà äëÿ âñåõ ñäâèãîâ Sβ , β ≡ hα (mod L), h ∈ Z.
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Ïóñòü

r−j (x) = inf
n
rj(α, x , n),

r+j (x) = sup
n

rj(α, x , n)

� òî÷íûå íèæíÿÿ è âåðõíÿÿ ãðàíèöû îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà

rj(a, x , n). Îáîçíà÷èì ÷åðåç πj îòîáðàæåíèå îðòîãîíàëüíîé
ïðîåêöèè íà ïðÿìóþ, ïðîõîäÿùóþ ÷åðåç íà÷àëî êîîðäèíàò è

èìåþùóþ íàïðàâëÿþùèé âåêòîð ej .

Òåîðåìà

r−j (x) = |ej |( inf
t∈T

πj(t)− πj(x)),

r+j (x) = |ej |(sup
t∈T

πj(t)− πj(x)).
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Ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ îñòàòî÷íîãî ÷ëåíà

ρj(x , t) = lim
n→∞

♯{i : 0 ≤ i < n, rj(α, x , i) ∈ [r−j (x); t]}
n

.

Íîðìèðîâàííàÿ ôóíêöèÿ ðàñïðåäåëåíèÿ

ρj(x , t) = lim
n→∞

♯{i : 0 ≤ i < n,
rj (α,x ,i)−r−j (x)

r+j (x)−r−j (x)
∈ [0; t]}

n
.

Òåîðåìà

ρj(x , t) íå çàâèñèò îò x .

À.Â. Øóòîâ Ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ òîðà
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Îáîáùåííûå ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïðèìåðû

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

Ñáàëàíñèðîâàííûå ñëîâà

Êâàçèðåøåòêè

Òåîðåìà

Ïóñòü

Tt = π−1
j (

[
r−j (x)

|ej |
;
t

|ej |

]
)
⋂

T .

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

ρj(x , t) =
|Tt |
|T |

.

Òåîðåìà

Ïóñòü T � ìíîãîãðàííèê. Òîãäà ρj(x , t) � êóñî÷íûé ìíîãî÷ëåí

ñòåïíè d .
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Ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ

Îáîáùåííûå ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïðèìåðû

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

Ñáàëàíñèðîâàííûå ñëîâà

Êâàçèðåøåòêè

Ìíîæåñòâî A = {0, 1, . . . , d − 1} íàçîâåì àëôàâèòîì.

Áåñêîíå÷íóþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü w = {wk}∞k=0, wk ∈ A äëÿ

âñåõ k , íàçîâåì ñëîâîì íàä àëôàâèòîì A. Êîíå÷íûå
ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòè u = {wk}u1+u2−1

k=u1
áóäåì íàçûâàòü

ïîäñëîâàìè ñëîâà w . ×èñëî u2 áóäåì íàçâàòü äëèíîé |u|
ïîäñëîâà u. Äëÿ êàæäîãî ïîäñëîâà u è j ∈ A îïðåäåëèì

âåëè÷èíó

|u|j = ♯{k : u1 ≤ k < u1 + u2,wk = j},
òî åñòü êîëè÷åñòâî âõîæäåíèé ñèìâîëà j â ïîäñëîâî w . Ñëîâî
w íàçîâåì C -ñáàëàíñèðîâàííûì, åñëè äëÿ ëþáîé ïàðû åãî

ïîäñëîâ îäèíàêîâîé äëèíû u, v è äëÿ ëþáîãî j ∈ A
âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

||u|j − |v |j | ≤ C .

Êîíñòàíòó C áóäåì íàçûâàòü ïîêàçàòåëåì ñáàëàíñèðîâàííîñòè

ñëîâà w .
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Ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ

Îáîáùåííûå ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïðèìåðû

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

Ñáàëàíñèðîâàííûå ñëîâà

Êâàçèðåøåòêè

Îïåðåäåëèì áåñêîíå÷íîå ñëîâî w = w(β, x) ïî ïðàâèëó wk = j ,
åñëè Sk

β (x) ∈ π(Tj) (β ≡ hα (mod L)).

Òåîðåìà

Ñëîâî w(β, x) ÿâëÿåòñÿ C -ñáàëàíñèðîâàííûì ñ ýôôåêòèâíî

âû÷èñëèìûì ïîêàçàòåëåì ñáàëàíñèðîâàííîñòè C .
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Ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ

Îáîáùåííûå ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïðèìåðû

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

Ñáàëàíñèðîâàííûå ñëîâà

Êâàçèðåøåòêè

Êâàçèðåøåòêîé Q = Q(α, l0, . . . , ld) (lj > 0) áóäåì íàçûâàòü

ìíîæåñòâî òî÷åê {xn}∞n=−∞, çàäàííîå óñëîâèÿìè

x−1 = 0;
xn+1 = xn + lj , åñëè Sn

α(0) ∈ π(Tj)
.
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Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

Ñáàëàíñèðîâàííûå ñëîâà

Êâàçèðåøåòêè

Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñóììà. e(x) = e2πix , fn(λ) =
∑n

j=1 e(xjλ)

Òåîðåìà

Ïóñòü hQ =
∑d

j=0 lj
|Tj |
|T | . Åñëè hQλ ̸∈

∑d
j=1 αjQ+Q, òî

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

fn(λ) = O(∆1(α̂, n)) = o(n).

Åñëè hQλ =
a0+

∑d
j=1 ajαj

b , a0, a1, . . . , ad , b ∈ Z, (a1, . . . , ad , b) = 1
è |b| > 1, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

fn(λ) = O(∆2(α̃, n)) = o(n).

Åñëè æå hQλ = a0 +
∑d

j=1 ajαj , a0, a1, . . . , ad ∈ Z, òî
ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

fn(λ) = cQ,λn + O(∆2(α̃, n)),

ãäå cQ,λ � íåêîòîðàÿ ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìàÿ êîíñòàíòà.
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Ïðèìåðû

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

Ñáàëàíñèðîâàííûå ñëîâà

Êâàçèðåøåòêè

Òðèãîíîìåòðè÷åñêàÿ ñóììà. e(x) = e2πix , fn(λ) =
∑n

j=1 e(xjλ)

Òåîðåìà

Ïóñòü hQ =
∑d

j=0 lj
|Tj |
|T | . Åñëè hQλ ̸∈

∑d
j=1 αjQ+Q, òî

ñïðàâåäëèâà îöåíêà

fn(λ) = O(∆1(α̂, n)) = o(n).

Åñëè hQλ =
a0+

∑d
j=1 ajαj

b , a0, a1, . . . , ad , b ∈ Z, (a1, . . . , ad , b) = 1
è |b| > 1, òî ñïðàâåäëèâà îöåíêà

fn(λ) = O(∆2(α̃, n)) = o(n).

Åñëè æå hQλ = a0 +
∑d

j=1 ajαj , a0, a1, . . . , ad ∈ Z, òî
ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè÷åñêàÿ ôîðìóëà

fn(λ) = cQ,λn + O(∆2(α̃, n)),

ãäå cQ,λ � íåêîòîðàÿ ýôôåêòèâíî âû÷èñëèìàÿ êîíñòàíòà.
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Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

Ñáàëàíñèðîâàííûå ñëîâà

Êâàçèðåøåòêè

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî h > 0 îïðåäåëèì h-äðîáíóþ äîëþ

{x}h = x − h[
x

h
].

Î÷åâèäíî, ÷òî 0 ≤ {x}h < h. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}
íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïî ìîäóëþ h, åñëè äëÿ

ëþáûõ 0 ≤ a < b < h limn→∞
♯{k:0≤k<n:xk∈[a;b)}

n = b−a
h .

Òåîðåìà

Ïóñòü h íå ïðåäñòàâèìî â âèäå

h =
AhQ

A0 +
∑d

j=1 Ajαj

ñ öåëûìè A,A0, . . . ,Ad . Òîãäà ìíîæåñòâî òî÷åê êâàçèðåøåòêè

Q ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíî ïî ìîäóëþ h.
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Ñáàëàíñèðîâàííûå ñëîâà

Êâàçèðåøåòêè

Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî h > 0 îïðåäåëèì h-äðîáíóþ äîëþ

{x}h = x − h[
x

h
].

Î÷åâèäíî, ÷òî 0 ≤ {x}h < h. Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {xn}
íàçûâàåòñÿ ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåííîé ïî ìîäóëþ h, åñëè äëÿ

ëþáûõ 0 ≤ a < b < h limn→∞
♯{k:0≤k<n:xk∈[a;b)}

n = b−a
h .

Òåîðåìà

Ïóñòü h íå ïðåäñòàâèìî â âèäå

h =
AhQ

A0 +
∑d

j=1 Ajαj

ñ öåëûìè A,A0, . . . ,Ad . Òîãäà ìíîæåñòâî òî÷åê êâàçèðåøåòêè

Q ðàâíîìåðíî ðàñïðåäåëåíî ïî ìîäóëþ h.
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Ïðèìåðû

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

Ñáàëàíñèðîâàííûå ñëîâà

Êâàçèðåøåòêè

X � ìíîæåñòâî òî÷åê â Rd . X � èìååò îãðàíè÷åííîå ðàññòîÿíèå

äî ðåøåòêè, åñëè ñóùåñòâóþò ðåøåòêà L, âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå map : X → L è êîíñòàíòà C òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé

x ∈ X dist(x ,map(x)) < C .

Òåîðåìà

Êâàçèðåøåòêà Q(α, l0, . . . , ld) èìååò îãðàíè÷åííîå ðàññòîÿíèå
äî ðåøåòêè.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîìåðíàÿ ðåøåòêà èìååò âèä

LQ = {nhQ : n ∈ Z}.
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Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

Ñáàëàíñèðîâàííûå ñëîâà

Êâàçèðåøåòêè

X � ìíîæåñòâî òî÷åê â Rd . X � èìååò îãðàíè÷åííîå ðàññòîÿíèå

äî ðåøåòêè, åñëè ñóùåñòâóþò ðåøåòêà L, âçàèìíî-îäíîçíà÷íîå
îòîáðàæåíèå map : X → L è êîíñòàíòà C òàêèå, ÷òî äëÿ ëþáîé

x ∈ X dist(x ,map(x)) < C .

Òåîðåìà

Êâàçèðåøåòêà Q(α, l0, . . . , ld) èìååò îãðàíè÷åííîå ðàññòîÿíèå
äî ðåøåòêè.

Ñîîòâåòñòâóþùàÿ îäíîìåðíàÿ ðåøåòêà èìååò âèä

LQ = {nhQ : n ∈ Z}.
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Îïðåäåëåíèå

Ïðèìåðû

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

Ñáàëàíñèðîâàííûå ñëîâà

Êâàçèðåøåòêè

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåòêà LQ ñèëüíî âêëàäûâàåòñÿ â

êâàçèðåøåòêó Q, åñëè ñóùåñòâóåò h0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
n ≥ 0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

xn−1 ≤ h0 + nhQ < xn.

Ïóñòü

l∗ =
d∑

j=1

(lj − l0)ej .

Òåîðåìà

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøåòêà LQ ñèëüíî âêëàäûâàëàñü â

êâàçèðåøåòêó Q(α, l0, . . . , ld), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

ìíîæåñòâî J∗ =
⋂d

j=0 Jj , ãäå
Jj = [supx∈Tj

(x , l∗)− lj , infx∈Tj
(x , l∗)), áûëî íåïóñòûì. Ïðè ýòîì

h0 ∈ J∗.
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Ïðèìåðû

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

Ñáàëàíñèðîâàííûå ñëîâà

Êâàçèðåøåòêè

Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ðåøåòêà LQ ñèëüíî âêëàäûâàåòñÿ â

êâàçèðåøåòêó Q, åñëè ñóùåñòâóåò h0 òàêîå, ÷òî äëÿ ëþáîãî
n ≥ 0 âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

xn−1 ≤ h0 + nhQ < xn.

Ïóñòü

l∗ =
d∑

j=1

(lj − l0)ej .

Òåîðåìà

Äëÿ òîãî, ÷òîáû ðåøåòêà LQ ñèëüíî âêëàäûâàëàñü â

êâàçèðåøåòêó Q(α, l0, . . . , ld), íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû

ìíîæåñòâî J∗ =
⋂d

j=0 Jj , ãäå
Jj = [supx∈Tj

(x , l∗)− lj , infx∈Tj
(x , l∗)), áûëî íåïóñòûì. Ïðè ýòîì

h0 ∈ J∗.
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Îïðåäåëåíèå

Ïðèìåðû

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

Ðàçáèåíèå

T =
d⊔

j=0

♯Ej−1⊔
i=0

Ej(i).

íàçûâàåòñÿ îáîáùåííûì ïåðåêëàäûâàþùèìñÿ, åñëè

1 S(Ej(i)) = Ej(i + 1) äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé i , j .

2 Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

d⊔
j=0

Ej(0) =
d⊔

j=0

S(Ej(♯Ej − 1)).

3 Ìíîæåñòâî E =
⊔d

j=0 Ej(0) ÿâëÿåòñÿ ôóíäàìåíòàëüíîé
îáëàñòüþ íåêîòîðîé ðåøåòêè.
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Îáîáùåííûå ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïðèìåðû

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

d = 1 � îáîáùåííûå ðàçáèåíèÿ Ôèáîíà÷÷è, α � èððàöèîíàëüíî.

Til0 = [0; 1− α) ⊔ [1− α; 1)
Tiln+1 ïîëó÷àåòñÿ èç Tiln îòêëàäûâàíèåì îòðåçêà íàèìåíüøåé

äëèíû îò ëåâûõ êîíöîâ âñåõ îòðåçêîâ ðàçáèåíèÿ.
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Îáîáùåííûå ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïðèìåðû

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

d = 1 � îáîáùåííûå ðàçáèåíèÿ Ôèáîíà÷÷è, α �

èððàöèîíàëüíî, Sα : x → x + α mod 1, Tn � ðàçáèåíèå [0; 1)
òî÷êàìè {iα}, 0 ≤ i < n.

Òåîðåìà î òðåõ äëèíàõ

Ðàçáèåíèå Tn ñîäåðæèò èíòåðâàëû ëèáî äâóõ, ëèáî òðåõ

ðàçëè÷íûõ äëèí. Âî âòîðîì ñëó÷àå îäíà èç äëèí ðàâíà ñóììå

äâóõ äðóãèõ.

{nk} � ïîäïîñëåäîâàòåëüíîñòü íîìåðîâ, äëÿ êîòîðûõ Tn

ñîäåðæèò èíòåðâàëû òîëüêî äâóõ äëèí.

nk ìîæíî ÿâíî âûïèñàòü ÷åðåç ðàçëîæåíèå α â öåïíóþ äðîáü.

Tilk = Tnk
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Îáîáùåííûå ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïðèìåðû

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

d = 1, α = [0; q1, q2, . . .), Qk � çíàìåíàòåëè ïîäõîäÿùèõ äðîáåé.

Ðàçëîæåíèå Îñòðîâñêîãî-Öåêêåíäîðôà

n =
∑
k≥0

zkQk .

0 ≤ z0 < q1, 0 ≤ zk ≤ qk+1, zk = qk+1 ⇒ zk−1 = 0.
Ñëîâî zk . . . z0 ïðåîáðàçóåì â ñëîâî íàä àëôàâèòîì {0, 1} ïðè
ïîìîùè çàìåíû zi → 0qi+1−zi1zi .
N(w) � ìíîæåñòâî íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, ó êîòîðûõ ïîëó÷åííîå
ñëîâî çàêàí÷èâàåòñÿ íà w . χ(n) = {(n + 1)α}.

Tiln =
⊔

w :|w |=n,N(w) ̸=∅

χ(N(w))

Â ÷àñòíîñòè, χ(N(w)) ëèáî ïóñòî, ëèáî îòðåçîê
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Îáîáùåííûå ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïðèìåðû

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

Íà ñàìîì äåëå òðè ïðèâåäåííûõ ðàçáèåíèÿ ýêâèâàëåíòíû ñ

òî÷íîñòüþ äî ñäâèãà. Áîëåå òîãî, â íåêîòîðîì ñìûñëå äðóãèõ

ðàçáèåíèé â îäíîìåðíîì ñëó÷àå íåò.

Òåîðåìà

Ïóñòü T � ïåðåêëàäûâàþùååñÿ ðàçáèåíèå òîðà îòíîñèòåëüíî

ñäâèãà Sα. Òîãäà ñóùåñòâóþò β, n òàêèå, ÷òî

T = Tiln + β mod 1
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Îáîáùåííûå ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïðèìåðû

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

Ãåîìåòðè÷åñêèå ïîäñòàíîâêè.

σ � ïîäñòàíîâêà íàä àëôàâèòîì A = {1, . . . , d + 1}.
Mσ = (mij)

d
i ,j=1, ãäå mij ðàâíî ÷èñëó âõîæäåíèé ñèìâîëà i â

ñëîâî j , ab(w) � d + 1-ìåðíûé âåêòîð-ñòîëáåö, êîìïîíåíòû

êîòîðîãî ðàâíû ÷èñëàì âõîæäåíèé ñèìâîëîâ àëôàâèòà A â

ñëîâî w .
(0, i∗) = {

∑d+1
l=1
l ̸=i

µlel : 0 ≤ µl < 1}, (x , i∗) = x + (0, i∗) äëÿ x ∈ L.

Θσ(0, i
∗) =

⊔d+1
j=1

⊔
W

σ(j)=YiW
(M−1

σ ab(W ), j∗)

Θσ(x , i
∗) = M−1

σ x +Θσ(0, i
∗)

Θσ

(⊔
λ∈Λ λ

)
=

⊔
λ∈ΛΘσ(λ).
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Ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ

Îáîáùåííûå ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïðèìåðû

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

Ãåîìåòðè÷åñêèå ïîäñòàíîâêè

D
(j)
k = Θk

σ(0, j
∗),

Dk =
d+1⊔
j=1

D
(j)
k .

vσ, v
∗
σ � ïðàâûé è ëåâûé ñîáñòâåííûå âåêòîðû ìàòðèöû Mσ,

ñîîòâåòñòâóþùèå åå íàèáîëüøåìó ñîáñòâåííîìó çíà÷åíèþ λσ.

Pσ d-ìåðíîå � ïîäïðîñòðàíñòâî, îðòîãîíàëüíîå âåêòîðó v∗σ . π �

ïðîåêöèÿ íà Pσ âäîëü âåêòîðà vσ.
Òîãäà èìååì ðàçáèåíèå ìíîæåñòâà π(Dk) íà ìíîæåñòâà âèäà
π((x , i∗)).

Òåîðåìà

Äëÿ ïðèìèòèâíîé óíèìîäóëÿðíîé ïîäñòàíîâêè Ïèçî

ïîñòðîåííîå ðàçáèåíèå ÿâëÿåòñÿ îáîáùåííûì

ïåðåêëàäûâàþùèìñÿ ðàçáèåíèåì.
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Îáîáùåííûå ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïðèìåðû

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

Ïîäñòàíîâêà Ðîçè

σR :
1 → 12
2 → 13
3 → 1
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Îáîáùåííûå ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïðèìåðû

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà
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Îïðåäåëåíèå

Ïðèìåðû

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà
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Îáîáùåííûå ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ

Îïðåäåëåíèå

Ïðèìåðû

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

Ïîäñòàíîâêè ßêîáè-Ïåððîíà

σ(a,0) :
1 →

a ðàç︷ ︸︸ ︷
11 . . . 1 2

2 → 3
3 → 1

,

σ(a,1) :
1 →

a ðàç︷ ︸︸ ︷
11 . . . 1 3

2 → 1
3 → 2

.
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Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà
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Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

Ðàçáèåíèÿ Ðîçè
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Îïðåäåëåíèå

Ïðèìåðû

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

Îáîáùåííîå ïåðåêëàäûâàþùååñÿ ðàçáèåíèå

T =
d⊔

j=0

♯Ej−1⊔
i=0

Ej(i).

Òåîðåìà

Âñå ìíîæåñòâà π(Ej(i)) ÿâëÿþòñÿ ìíîæåñòâàìè îãðàíè÷åííîãî

îñòàòêà.
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Îáîáùåííûå ïåðåêëàäûâàþùèåñÿ ðàçáèåíèÿ
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Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

Ïóñòü äàíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü îáîáùåííûõ

ïåðåêëàäûâàþùèõñÿ ðàçáèåíèé îòíîñèòåëüíî ñäâèãîâ Sk :

T d =
d+1⊔
j=1

♯Ekj−1⊔
i=0

Ekj(i).

Ïóñòü âûïîëíåíû äâà óñëîâèÿ:

1 Ñóùåñòâóþò ïîñòîÿííûå λ > 1, cj , i = 1, . . . , d + 1 òàêèå,
÷òî ïðè k → ∞ èìåþò ìåñòî àñèìïòîòè÷åñêèå ðàâåíñòâà

♯Ekj ∼ cjλ
k .

2 Ìíîæåñòâà Ekj(0) è âåêòîðû wkj íå çàâèñÿò îò k .
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Îïðåäåëåíèå

Ïðèìåðû

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

Ïðèìåðû:

Ðàçáèåíèÿ Ôèáîíà÷÷è äëÿ êâàäðàòè÷íîé

èððàöèîíàëüíîñòè α ñ ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì

â öåïíóþ äðîáü

Ðàçáèåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ïîäñòàíîâîê σm

Ðàçáèåíèÿ Ðîçè

Òåîðåìà

Cóùåñòâóåò ýôôåêòèâíî âû÷ècëèìàÿ ïîñòîÿííàÿ C , íå
çàâèñÿùàÿ îò k , i , j , x è òàêàÿ, ÷òî∣∣∣∣♯{m : 0 ≤ m < n,Sm

k (x) ∈ Ekj(i)} −
|Ekj(i)|
|T |

∣∣∣∣ ≤ C .
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Ïðèìåðû

Ìíîæåñòâà îãðàíè÷åííîãî îñòàòêà

Ïðèìåðû:

Ðàçáèåíèÿ Ôèáîíà÷÷è äëÿ êâàäðàòè÷íîé

èððàöèîíàëüíîñòè α ñ ÷èñòî ïåðèîäè÷åñêèì ðàçëîæåíèåì

â öåïíóþ äðîáü

Ðàçáèåíèÿ, ñîîòâåòñòâóþùèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè

ïîäñòàíîâîê σm

Ðàçáèåíèÿ Ðîçè

Òåîðåìà

Cóùåñòâóåò ýôôåêòèâíî âû÷ècëèìàÿ ïîñòîÿííàÿ C , íå
çàâèñÿùàÿ îò k , i , j , x è òàêàÿ, ÷òî∣∣∣∣♯{m : 0 ≤ m < n,Sm

k (x) ∈ Ekj(i)} −
|Ekj(i)|
|T |

∣∣∣∣ ≤ C .
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