
Äèñêðåòíûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è

Äèñêðåòíûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è � çàäà÷è, õàðàêòåðíîé îñîáåííîñòüþ êîòî-

ðûõ ÿâëÿåòñÿ ïðîÿâëÿþùàÿñÿ â òîì èëè â èíîì âèäå äèñêðåòíîñòü, ïðèñóùàÿ êàê

àëãîðèòìàì, ïðîöåññàì ïîèñêà ðåøåíèé, òàê è ñàìèì ïîëó÷àåìûì ðåøåíèÿì, à ýêñ-

òðåìàëüíîñòü îáû÷íî çàêëþ÷àåòñÿ â ýêñòðåìàëüíîñòè èñêîìûõ ðåøåíèé.

Äèñêðåòíûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è ñîñòàâëÿþò âåñüìà çíà÷èòåëüíóþ è âñå óâå-

ëè÷èâàþùóþñÿ äîëþ ìàòåìàòè÷åñêèõ çàäà÷, êîòîðûå ïðèõîäèòñÿ â íàñòîÿùåå âðåìÿ

ðåøàòü â íàó÷íûõ è â ïðèêëàäíûõ ðàçðàáîòêàõ. Â êà÷åñòâå ïðèìåðîâ âîçüìåì ñëåäó-

þùèå èçâåñòíûå çàäà÷è.

1. Çàäà÷à ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî îñòîâíîãî äåðåâà. Îäíîé èç âîçìîæíûõ ñîäåðæà-

òåëüíûõ èíòåðïðåòàöèé áóäåò, íàïðèìåð, ïðîêëàäêà ñåòè äîðîã ìèíèìàëüíîé

ñòîèìîñòè, ñâÿçûâàþùèõ n íàñåëåííûõ ïóíêòîâ, ÷òî íà ìàòåìàòè÷åñêîì ÿçûêå

îçíà÷àåò ïîèñê ìèíèìàëüíîãî îñòîâà ðåáåðíî-âçâåøåííîãî ãðàôà.

2. Çàäà÷à îá óïàêîâêå â êîíòåéíåðû êîíå÷íîãî ìíîæåñòâà èç ïðåäìåòîâ ñ çàäàííû-

ìè âåñàìè ñ èñïîëüçîâàíèåì íàèìåíüøåãî âîçìîæíîãî ÷èñëà îäèíàêîâûõ êîí-

òåéíåðîâ ñ çàäàííûì îãðàíè÷åíèåì ïî îáùåìó âåñó âñåõ ïðåäìåòîâ, ïîìåùåííûõ

â îäèí êîíòåéíåð.

3. Çàäà÷à íà ïîêðûòèå íîñèò âåñüìà óíèâåðñàëüíûé õàðàêòåð è äîïóñêàåò ìíîæå-

ñòâî ðàçëè÷íûõ ñîäåðæàòåëüíûõ èíòåðïðåòàöèé ïðè ðàñïîçíàâàíèè îáðàçîâ, ïðè

êîíòðîëå èñïðàâíîñòè è äèàãíîñòèêå íåèñïðàâíîñòåé óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì, ïðè

ìèíèìèçàöèè ôîðìóë àëãåáðû ëîãèêè è âî ìíîãèõ äðóãèõ ñëó÷àÿõ. Ïîêðûòèåì

ìíîæåñòâà Q = {q1, . . . , qn} íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ñèñòåìà (Q1, . . . , Qn) ïîäìíî-
æåñòâ ìíîæåñòâà Q, îáúåäèíåíèå êîòîðûõ ðàâíî Q; ïîäìíîæåñòâà Q1, . . . , Qn

ñ÷èòàþòñÿ ïðè ýòîì ýëåìåíòàìè ïîêðûòèÿ (Q1, . . . , Qn). Ïðè çàäàííîé ñèñòå-

ìå ïîäìíîæåñòâ (Q1, . . . , Qn) çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ìèíèìàëüíîãî ïîêðûòèÿ èëè

ïðîñòî, êàê ãîâîðÿò, çàäà÷à íà ïîêðûòèå çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ïîêðûòèÿ,

ÿâëÿþùåãîñÿ ÷àñòüþ çàäàííîãî ïîêðûòèÿ (Q1, . . . , Qn), ñîäåðæàùåé íàèìåíüøåå
÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ (ò. å. ïîäìíîæåñòâ èç ÷èñëà Q1, . . . , Qn).

Äèñêðåòíîñòü ïåðâîé çàäà÷è ïðîÿâëÿåòñÿ â òîì, ÷òî âñÿêîå ðåáðî ãðàôà ëèáî âõî-

äèò â èñêîìûé îñòîâ, ëèáî íå âõîäèò â íåãî. Ëåãêî óñìàòðèâàåòñÿ äèñêðåòíîñòü è äðó-

ãèõ çàäà÷. Ýêñòðåìàëüíîñòü çàêëþ÷àåòñÿ â ýêñòðåìàëüíîñòè èñêîìûõ ðåøåíèé: èùóò

îñòîâ ñ íàèìåíüøèì âåñîì, áåðóò íàèìåíüøåå ÷èñëî êîíòåéíåðîâ äëÿ óïàêîâêè çà-

äàííûõ ïðåäìåòîâ è ò. ï.

Ïðè ðåøåíèè äèñêðåòíûõ ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ îáû÷íî áûâàåò íåòðóäíî ïîñòðî-

èòü íåêîòîðûå äîñòàòî÷íî ïðîñòûå (â ñîäåðæàòåëüíîì ñìûñëå) àëãîðèòìû ïåðåáîð-

íîãî õàðàêòåðà äëÿ íàõîæäåíèÿ íóæíîãî ðåøåíèÿ. Ñêàæåì, ïðè ðåøåíèè çàäà÷è íà

ïîêðûòèå íà ïåðâîì øàãå ïðîâåðÿåòñÿ, îáðàçóåò ëè ïîêðûòèå îäíî èç ïîäìíîæåñòâ

Q1, . . . , Qn, ò. å. ñóùåñòâóåò ëè îäíî÷ëåííîå ïîêðûòèå? Åñëè äà, òî ñîîòâåòñòâóþùåå

ïîäìíîæåñòâî Qi è äàåò ðåøåíèå. Åñëè íåò, òî ïåðåáèðàþòñÿ âñåâîçìîæíûå äâóõýëå-

ìåíòíûå ìíîæåñòâà {Qi, Qj} è ïðîâåðÿåòñÿ, ÿâëÿåòñÿ ëè ïîêðûòèåì õîòÿ áû îäíî èç

ýòèõ ìíîæåñòâ, è ò. ä. ßñíî, ÷òî òàêîé ñïîñîá ïîçâîëèò íàéòè ìèíèìàëüíîå ïîêðûòèå,

íî åãî ïðàêòè÷åñêîå èñïîëüçîâàíèå ïðè äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ (îò 102 è áî-

ëåå) ïàðàìåòðîâ m è n ìîæåò îêàçàòüñÿ íåâîçìîæíûì èç-çà íåïðèåìëåìî áîëüøîé

òðóäîåìêîñòè ïîèñêà òðåáóåìîãî ðåøåíèÿ.

Ãîðàçäî òðóäíåå ïîäûñêàòü ïîäõîäÿùèå àëãîðèòìû, èñïîëüçóþùèå îòíîñèòåëüíî

íåáîëüøîå èëè õîòÿ áû ïðîñòî ïðèåìëåìîå ÷èñëî ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé (òèïà ëî-

ãè÷åñêèõ èëè àðèôìåòè÷åñêèõ ïðè îãðàíè÷åííîé ðàçðÿäíîñòè ÷èñåë). Äëÿ ïåðâîé çà-

äà÷è òàêîé àëãîðèòì áûë íàéäåí, åãî íàçûâàþò ãðàäèåíòíûì (èëè æàäíûì), à ñóòü
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åãî âåñüìà ïðîñòà: íà ïåðâîì øàãå âûáèðàåòñÿ ðåáðî ñ íàèìåíüøèì âåñîì; íà âòîðîì

øàãå èç îñòàâøèõñÿ ðåáåð âûáèðàåòñÿ ðåáðî ñ íàèìåíüøèì âåñîì, íå îáðàçóþùåå öèê-

ëà ñ ðàíåå âûáðàííûì ðåáðîì, è ò. ä. Ýòîò àëãîðèòì ïîçâîëÿåò îòíîñèòåëüíî áûñòðî

íàéòè òðåáóåìîå ðåøåíèå.

Òåîðèÿ ñëîæíîñòè àëãîðèòìîâ ñâÿçàíà â îñíîâíîì ñ èçó÷åíèåì âðåìåíè èëè ÷èñëà

ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è. Èñõîäíûå äàííûå êàæäîé

êîíêðåòíîé èëè, êàê ãîâîðÿò, èíäèâèäóàëüíîé çàäà÷è ïðåäñòàâëÿþò çàêîäèðîâàííû-

ìè, íàïðèìåð, â âèäå äâîè÷íûõ íàáîðîâ (èç íóëåé è åäèíèö); òàêèå íàáîðû îïðåäåëÿþò

äëèíó îïèñàíèÿ çàäà÷è â áèòàõ èëè ðàçìåð âõîäà ýòîé çàäà÷è. Íàïðèìåð, äëÿ çàäà÷è

íà ïîêðûòèå ðàçìåð âõîäà ëåãêî îöåíèòü ïî ìàòðèöå, â êîòîðîé ñòðîêè îòâå÷àþò ýëå-

ìåíòàì q1, . . . , qm èç Q, ñòîëáöû � ïîäìíîæåñòâàì Q1, . . . , Qn, è íà ïåðåñå÷åíèè i-é
ñòðîêè è j-ãî ñòîëáöà ñòàâèòñÿ 1, åñëè qi ∈ Qj , èëè 0, åñëè qi /∈ Qj ; ðàçìåð âõîäà ïðè

ýòîì ïîëó÷àåòñÿ ïîðÿäêà mn.
Àëãîðèòì ðåøàåò çàäà÷ó ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ (èëè çà ïîëèíîìèàëüíîå

âðåìÿ) è íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì, åñëè ìîæíî óêàçàòü êîíñòàíòû k è r òàêèå,

÷òî ïðè ðåøåíèè êîíêðåòíîé çàäà÷è ñ ðàçìåðîì âõîäà x ýòîò àëãîðèòì ïîòðåáóåò

âûïîëíåíèÿ íå áîëåå ÷åì kxr ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé (èëè óñëîâíûõ åäèíèö âðåìåíè).
Ãðàäèåíòíûé àëãîðèòì ðåøåíèÿ çàäà÷è ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî îñòîâà, êàê íåòðóäíî

çàìåòèòü, ÿâëÿåòñÿ ïîëèíîìèàëüíûì.

Èç ñîîáðàæåíèé óäîáñòâà ìàòåìàòè÷åñêàÿ òåîðèÿ äèñêðåòíûõ çàäà÷ (â òîì ÷èñëå

è ýêñòðåìàëüíûõ, à îíè íà ïðàêòèêå ñîñòàâëÿþò ïîäàâëÿþùåå áîëüøèíñòâî) ñòðîèò-

ñÿ äëÿ çàäà÷ ðàñïîçíàâàíèÿ ñâîéñòâ, êîòîðûå, ïî îïðåäåëåíèþ, ìîãóò èìåòü òîëüêî

äâà îòâåòà: ¾äà¿ èëè ¾íåò¿. Íàïðèìåð, çàäà÷ó ïîèñêà ìèíèìàëüíîãî îñòîâà ìîæíî

âèäîèçìåíèòü òàê: âåðíî ëè, ÷òî äëÿ çàäàííîãî âçâåøåííîãî ãðàôà è çàäàííîãî ïî-

ëîæèòåëüíîãî ÷èñëà l ñóùåñòâóåò îñòîâ ñ ñóììîé âåñîâ ñîñòàâëÿþùèõ åãî ðåáåð íå

ïðåâîñõîäÿùåé l?
Ïî ñîâðåìåííîé êëàññèôèêàöèè êëàññ P ñîñòàâëÿþò òàêèå äèñêðåòíûå çàäà÷è (ïî-

ñòàâëåííûå â ôîðìå ðàñïîçíàâàíèÿ), äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóþò àëãîðèòìû, ðåøàþùèå

ýòè çàäà÷è ñ ïîëèíîìèàëüíîé ñëîæíîñòüþ. Ïåðâàÿ èç âûøåïðèâåäåííûõ çàäà÷, êàê

íåòðóäíî çàìåòèòü, ïðèíàäëåæèò êëàññó P . Ëèøü äëÿ âåñüìà ìàëîé äîëè äèñêðåòíûõ
ýêñòðåìàëüíûõ çàäà÷ ê íàñòîÿùåìó âðåìåíè ïðèäóìàíû ðåøàþùèå èõ ïîëèíîìèàëü-

íûå àëãîðèòìû.

Çíà÷èòåëüíî áîëåå îáøèðíûé êëàññ NP ñîñòàâëÿþò òàêèå äèñêðåòíûå çàäà÷è ðàñ-

ïîçíàâàíèÿ, äëÿ êîòîðûõ ñóùåñòâóåò ïîëèíîìèàëüíûé àëãîðèòì îáîñíîâàíèÿ îòâåòà

¾äà¿ â òåõ ñëó÷àÿõ, êîãäà èìåííî òàêîé îòâåò èìååò ìåñòî. Ñêàæåì, óñëîâèåì ïðè-

íàäëåæíîñòè çàäà÷è íà ïîêðûòèå êëàññó NP ÿâëÿåòñÿ ñóùåñòâîâàíèå àëãîðèòìà A è

êîíñòàíò k è r òàêèõ, ÷òî äëÿ ëþáîé êîíêðåòíîé çàäà÷è íà ïîêðûòèå ñ ðàçìåðîì âõîäà

x è ñ îòâåòîì ¾äà¿ ìîæíî óêàçàòü ïîäõîäÿùåå ïîäìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ ïîêðûòèÿ,

äëÿ êîòîðîãî àëãîðèòì A çà âðåìÿ, íå ïðåâîñõîäÿùåå kxr, óñòàíîâèò, ÷òî ýòî ïîäìíî-
æåñòâî ÿâëÿåòñÿ ïîêðûòèåì, ñîäåðæàùèì íå áîëåå ÷åì l ýëåìåíòîâ, ò. å. ïîäìíîæåñòâ
Qi (÷èñëî l óêàçûâàåòñÿ â ïîñòàíîâêå çàäà÷è).

Âîïðîñ î ñîîòíîøåíèè ìåæäó êëàññàìè P è NP (â ÷àñòíîñòè âîïðîñ î òîì, ñîâïà-

äàþò èëè íå ñîâïàäàþò ýòè êëàññû) ÿâëÿåòñÿ îòêðûòûì è ñîñòàâëÿåò îäíó èç êðóïíåé-

øèõ ïðîáëåì ñîâðåìåííîé ìàòåìàòèêè. Òàêèì îáðàçîì, îòêðûòûì ÿâëÿåòñÿ è âîïðîñ

î ñóùåñòâîâàíèè àëãîðèòìîâ, ïîçâîëÿþùèõ ðåøàòü ìíîãèå âàæíûå â ïðèêëàäíîì îò-

íîøåíèè äèñêðåòíûå ýêñòðåìàëüíûå çàäà÷è çà ïîëèíîìèàëüíîå âðåìÿ. Â ñâÿçè ñ ýòèì

àêòóàëüíûì ñòàíîâèòñÿ óæå ïðîñòî ñðàâíåíèå ðàçëè÷íûõ äèñêðåòíûõ ýêñòðåìàëüíûõ

çàäà÷ ïî òðóäíîñòè èõ ðåøåíèÿ. Â îñíîâó òàêîãî ñðàâíåíèÿ ïîëîæåíà èçâåñòíàÿ â ìà-

òåìàòè÷åñêîé ëîãèêå è â òåîðèè àëãîðèòìîâ ñ ïåðâîé ïîëîâèíû ïðîøëîãî âåêà èäåÿ

ñâîäèìîñòè çàäà÷. Ñ÷èòàåòñÿ, ÷òî çàäà÷à Z1 ñâîäèòñÿ ê çàäà÷å Z2, åñëè àëãîðèòì
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ðåøåíèÿ çàäà÷è Z2 ìîæíî èñïîëüçîâàòü è äëÿ ðåøåíèÿ çàäà÷è Z1. Íàïðèìåð, ïî-

ëèíîìèàëüíàÿ ñâîäèìîñòü çàäà÷è îá óïàêîâêå â êîíòåéíåðû ê çàäà÷å íà ïîêðûòèå

îçíà÷àåò, ÷òî ñóùåñòâóåò àëãîðèòì A è êîíñòàíòû k è r òàêèå, ÷òî ïî ëþáîé êîíêðåò-
íîé çàäà÷å Z1 îá óïàêîâêå àëãîðèòì A çà âðåìÿ, íå ïðåâîñõîäÿùåå |Z1|r , ãäå |Z1| �
ðàçìåð âõîäà çàäà÷è Z1, ñòðîèò çàäà÷ó Z2 íà ïîêðûòèå òàê, ÷òî îòâåòû â çàäà÷àõ Z1 è

Z2 ñîâïàäàþò. Ñâîäèìîñòü ïîçâîëÿåò ïîëó÷àòü ñðàâíèòåëüíûå îöåíêè (êà÷åñòâåííîãî

õàðàêòåðà) äëÿ ñëîæíîñòè ðåøåíèÿ äèñêðåòíûõ çàäà÷ òèïà: ¾åñëè çàäà÷à Z ñâîäèòñÿ

ê çàäà÷å Z ′, òî Z ′ íå ïðîùå, ÷åì çàäà÷à Z¿.
Äèñêðåòíàÿ çàäà÷à Z èç êëàññà NP ñ÷èòàåòñÿ NP -ïîëíîé, åñëè ê íåé ïîëèíîìè-

àëüíî ñâîäèòñÿ ëþáàÿ çàäà÷à èç êëàññà NP . Â íàñòîÿùåå âðåìÿ èçâåñòåí óæå âåñüìà

îáøèðíûé ñïèñîê NP -ïîëíûõ çàäà÷; â ýòîì ñïèñêå îêàçàëèñü, â ÷àñòíîñòè, è çàäà÷è

îá óïàêîâêå â êîíòåéíåðû è íà ïîêðûòèå.

Äëÿ ìíîãèõ âàæíûõ ïðèêëàäíûõ çàäà÷ èç êëàññà NP ïðèõîäèòñÿ äîâîëüñòâîâàòü-

ñÿ ïðèáëèæåííûìè ðåøåíèÿìè; â òàêèõ ñëó÷àÿõ áîëüøóþ àêòóàëüíîñòü ïðèîáðåòàåò

ïðîáëåìà îöåíêè êà÷åñòâà ïîëó÷àåìûõ ðåøåíèé.
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