
Ñëîæíîñòü áóëåâûõ ôóíêöèé

Ñëîæíîñòü áóëåâûõ ôóíêöèé � ìåòðè÷åñêàÿ õàðàêòåðèñòèêà áóëåâûõ ôóíêöèé,
ñ ñîäåðæàòåëüíîé òî÷êè çðåíèÿ âûðàæàþùàÿ òðóäíîñòü èõ âû÷èñëåíèÿ; â ÷àñòíî-
ñòè, òàêîé õàðàêòåðèñòèêîé (ìåðîé ñëîæíîñòè) ìîæåò áûòü íàèìåíüøåå ÷èñëî øàãîâ,
äîñòàòî÷íîå äëÿ âû÷èñëåíèÿ äàííîé ôóíêöèè â íåêîòîðîì êëàññå àëãîðèòìîâ, ÷èñ-
ëî ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, äîñòàòî÷íîå äëÿ ïîñòðîåíèÿ ñõåìû, ðåàëèçóþùåé ýòó
ôóíêöèþ, äðóãèå ïîäîáíûå âåëè÷èíû.

Áóëåâû ôóíêöèè è ëîãè÷åñêèå ôóíêöèîíàëüíûå ýëåìåíòû. Åñòåñòâåííîé
ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ïðîñòåéøèõ (îäíîòàêòíûõ) ýëåêòðîííûõ ñõåì ÿâëÿþòñÿ ëî-
ãè÷åñêèå ôóíêöèîíàëüíûå ýëåìåíòû. Ôóíêöèîíàëüíûé ýëåìåíò � ýòî àáñòðàêòíîå
óñòðîéñòâî ñ îäíèì èëè íåñêîëüêèìè âõîäàìè, íà êîòîðûå ïîäàåòñÿ èíôîðìàöèÿ,
è ñ îäíèì èëè íåñêîëüêèìè âûõîäàìè, èíôîðìàöèÿ ñ êîòîðûõ ïîäàåòñÿ íà âõîäû
äðóãèõ ýëåìåíòîâ èëè íà âûõîä âñåãî áîëüøîãî óñòðîéñòâà, ñîäåðæàùåãî ýòîò ýëå-
ìåíò. Óïîìÿíóòàÿ èíôîðìàöèÿ ñîäåðæèòñÿ â ñîñòîÿíèÿõ âõîäîâ èëè âûõîäîâ ýëåìåí-
òà. Ýòèõ ñîñòîÿíèé ó êàæäîãî ïîëþñà ýëåìåíòà (ïîëþñ � ýòî ñîâîêóïíîå íàçâàíèå
åãî âõîäîâ è âûõîäîâ) äâà, è îíè îáîçíà÷àþòñÿ íóëåì èëè åäèíèöåé. Åñëè ñîñòîÿíèÿ
âõîäîâ ýëåìåíòà îïðåäåëåíû (ò. å. èçâåñòíû ñîïîñòàâëåííûå èì çíà÷åíèÿ 0 èëè 1), òî
çíà÷åíèÿ íà âûõîäàõ ýëåìåíòà òîæå îäíîçíà÷íî îïðåäåëåíû, ò. å. ÿâëÿþòñÿ ôóíêöè-
ÿìè çíà÷åíèé âõîäîâ. Ýòè ôóíêöèè èìåþò àðãóìåíòû, êîòîðûå ìîãóò áûòü ðàâíûìè
òîëüêî 0 èëè 1, è ñàìè ýòè ôóíêöèè ïðèíèìàþò òîëüêî çíà÷åíèÿ 0 èëè 1. Òàêèå
ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ôóíêöèÿìè àëãåáðû ëîãèêè, èëè êîðî÷å, áóëåâûìè ôóíêöèÿìè
(â ÷åñòü àíãëèéñêîãî ìàòåìàòèêà 19 âåêà Äæîðäæà Áóëÿ). Ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíò ðå-
àëèçóåò (íà ñâîèõ âûõîäàõ) óïîìÿíóòûå áóëåâû ôóíêöèè, îäíîçíà÷íî îïðåäåëåííûå
ñàìèì ýòèì ýëåìåíòîì.

Èäåÿ ïðèìåíåíèÿ àëãåáðû ëîãèêè äëÿ ìîäåëèðîâàíèÿ ðàáîòû ýëåêòðè÷åñêèõ èëè
ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ ñõåì ñåé÷àñ êàæåòñÿ åñòåñòâåííîé è ñîâñåì òðèâèàëüíîé, íî
âïåðâûå îíà áûëà âûñêàçàíà òîëüêî â íà÷àëå ïðîøëîãî âåêà èçâåñòíûì ôèçèêîì Ïàó-
ëåì Ýðåíôåñòîì, äîëãîå âðåìÿ æèâøèì â Ðîññèè. Ðàçâèâàòü ýòó èäåþ äàëüøå îí íå
ñòàë, è åå çàáûëè äî êîíöà òðèäöàòûõ ãîäîâ, êîãäà îíà áûëà îäíîâðåìåííî è íåçàâè-
ñèìî îïóáëèêîâàíà â Ðîññèè ôèçèêîì Â.È.Øåñòàêîâûì, â ÑØÀ èíæåíåðîì è ìàòå-
ìàòèêîì Ê.Øåííîíîì è â ßïîíèè èíæåíåðîì À.Íàêàñèìîé. Ïî-âèäèìîìó, ïåðâûì
áûë Øåñòàêîâ, íî åãî äèññåðòàöèÿ áûëà îïóáëèêîâàíà ñïóñòÿ íåñêîëüêî ëåò ïîñëå åå
íàïèñàíèÿ, è Øåííîí îïóáëèêîâàë ñâîþ ñòàòüþ ðàíüøå.

Øåííîí ðàññìàòðèâàë çàäà÷ó ìîäåëèðîâàíèÿ ðàáîòû ýëåêòðîìåõàíè÷åñêèõ
óñòðîéñòâ, ïîñòðîåííûõ èç ðåëå, è ïðåäëîæèë â êà÷åñòâå ìîäåëè ïîíÿòèå êîíòàêò-
íîé ñõåìû. Åñëè ðåëå ïðîïóñêàëî òîê, òî ñîîòâåòñòâóþùèé åìó êîíòàêò ÿâëÿëñÿ çà-
ìêíóòûì, è åãî ñîñòîÿíèå îïèñûâàëîñü ñèìâîëîì 1, à åñëè íåò, òî êîíòàêò ñòàíîâèëñÿ
ðàçîìêíóòûì, è åãî ñîñòîÿíèå îïèñûâàëîñü ñèìâîëîì 0. Ñ òåõ âðåìåí ýëåìåíòíàÿ
áàçà ýëåêòðîííî-âû÷èñëèòåëüíîé òåõíèêè ïîëíîñòüþ ñìåíèëàñü íåñêîëüêî ðàç, ïðîé-
äÿ ïóòü îò ýëåêòðîííûõ ëàìï îùóòèìîãî ðàçìåðà äî ìèíèàòþðíûõ òðàíçèñòîðîâ,
ïðåäñòàâëÿþùèõ èç ñåáÿ çîíû êðåìíèåâîãî êðèñòàëëà, ðàçìåðû êîòîðûõ èçìåðÿþò-
ñÿ íàíîìåòðàìè, è êîòîðûõ íà êðèñòàëëå ìîæåò ðàñïîëàãàòüñÿ íåñêîëüêî ìèëëèîíîâ.
Òàêèå ýëåêòðîííûå ñõåìû âíà÷àëå èõ ïîÿâëåíèÿ íàçûâàëèñü èíòåãðàëüíûìè ñõåìàìè,
ïîòîì áîëüøèìè èíòåãðàëüíûìè ñõåìàìè (àíãëèéñêàÿ àááðåâèàòóðà LSI � large-scale
integration), è íàêîíåö ñâåðõáîëüøèìè èíòåãðàëüíûìè ñõåìàìè (àíãëèéñêàÿ àááðåâè-
àòóðà VLSI).

Ôèçèêà è õèìèÿ ïðîèñõîäÿùèõ â ýëåêòðîííûõ ñõåìàõ ÿâëåíèé òàêæå ìåíÿëàñü
âìåñòå ñ èçìåíåíèåì ïðèíöèïîâ èõ ðàáîòû, íî ïî-ïðåæíåìó äëÿ èõ ìàòåìàòè÷åñêîãî
ìîäåëèðîâàíèÿ èñïîëüçóåòñÿ àïïàðàò àëãåáðû ëîãèêè, òîëüêî âìåñòî êîíòàêòíûõ ñõåì
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(êîòîðûå â îïðåäåëåííûõ ñèòóàöèÿõ òàêæå èñïîëüçóþòñÿ) ïðèìåíÿþòñÿ ëîãè÷åñêèå
ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Ðàçóìååòñÿ, äëÿ èçó÷åíèÿ òîíêèõ àñïåêòîâ ïî-
âåäåíèÿ ðåàëüíûõ ýëåêòðîííûõ ñõåì (íàïðèìåð, äëÿ âû÷èñëåíèÿ èõ ðàçëè÷íûõ ÷èñëî-
âûõ õàðàêòåðèñòèê, ñêàæåì ñèëû ïðîòåêàþùèõ â íèõ òîêîâ, ïîòðåáëÿåìîé ìîùíîñòè,
òåìïåðàòóðû ðàçëè÷íûõ çîí) èíîãäà ïðèõîäèòñÿ èñïîëüçîâàòü ñëîæíûå ôèçè÷åñêèå
ìîäåëè, èñïîëüçóþùèå, â ÷àñòíîñòè, äèôôåðåíöèàëüíûå óðàâíåíèÿ, íî äëÿ ìîäåëèðî-
âàíèÿ ïðîöåññîâ îáðàáîòêè èíôîðìàöèè, ïðîèñõîäÿùèõ â ñõåìå, ïðèìåíÿòñÿ àëãåáðà
ëîãèêè. Êîíå÷íî, ñ îïðåäåëåííîé òî÷êè çðåíèÿ àëãåáðî-ëîãè÷åñêàÿ ìîäåëü ôóíêöè-
îíèðîâàíèÿ ýëåêòðîííîé ñõåìû ÿâëÿåòñÿ ãðóáûì ïðèáëèæåíèåì (íèçêèé ïîòåíöèàë
îáîçíà÷àþò íóëåì, âûñîêèé � åäèíèöåé), íî ýòî ïðèáëèæåíèå àäåêâàòíî îïèñûâàåò
ðàáîòó ñõåìû è áåç åãî ïðèìåíåíèÿ íè àíàëèç, íè ñèíòåç ñêîëü ëèáî ñëîæíûõ ñõåì
áûë áû íåâîçìîæåí.

Ïðîñòåéøèì ïðèìåðîì ëîãè÷åñêîãî ôóíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò
ñ îäíèì âõîäîì è îäíèì âûõîäîì, çíà÷åíèå êîòîðîãî âñåãäà ïðîòèâîïîëîæíî çíà÷åíèþ
âõîäà. Ýòî çíà÷èò, ÷òî îí ðåàëèçóåò áóëåâó ôóíêöèþ f(x), îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâà-
ìè f(0) = 1, f(1) = 0. Òàêóþ ôóíêöèþ íàçûâàþò ëîãè÷åñêèì îòðèöàíèåì, îáû÷íî
îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì ¬x (èëè x̄), à ðåàëèçóþùèé åå ýëåìåíò íàçûâàþò èíâåðòîðîì.

Ïðèìåðàìè ýëåìåíòîâ ñ äâóìÿ âõîäàìè è îäíèì âûõîäîì ÿâëÿþòñÿ ýëåìåíòû, íà-
çûâàåìûå êîíúþíêòîðîì è äèçúþíêòîðîì. Ïåðâûé èç íèõ ðåàëèçóåò ôóíêöèþ, íàçû-
âàåìóþ â àëãåáðå ëîãèêè êîíúþíêöèåé. Îíà ïðèíèìàåò åäèíè÷íîå çíà÷åíèå òîëüêî
òîãäà, êîãäà îáà åå àðãóìåíòà ðàâíû åäèíèöå (â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ îíà ðàâíà íóëþ).
Ïî ñóùåñòâó îíà ñîâïàäàåò ñ îáû÷íîé îïåðàöèåé óìíîæåíèÿ öåëûõ ÷èñåë, åñëè åå
ïðèìåíÿòü òîëüêî ê ÷èñëàì, ðàâíûì íóëþ èëè åäèíèöå. Ïîýòîìó åå èíîãäà íàçûâà-
þò ëîãè÷åñêèì óìíîæåíèåì è îáîçíà÷àþò òî÷êîé, êîòîðóþ ÷àñòî â çàïèñè ôîðìóë
îïóñêàþò. Îäíàêî âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ïîëåçíî ïîä÷åðêíóòü ëîãè÷åñêóþ ïðèðîäó ýòîé
ôóíêöèè è åå òåñíóþ ñâÿçü ñ ëîãè÷åñêîé ñâÿçêîé, òàêæå íàçûâàåìîé êîíúþíêöèåé, è
òîãäà äëÿ åå îáîçíà÷åíèÿ èñïîëüçóþò ñèìâîë &, êîòîðûé ïèøóò ìåæäó ñèìâîëàìè åå
àðãóìåíòîâ, íàïðèìåð êàê x&y, à íå &(x, y), êàê ñëåäîâàëî áû äåëàòü, ïðèäåðæèâàÿñü
ôóíêöèîíàëüíîãî ñïîñîáà çàïèñè. Â èñ÷èñëåíèè âûñêàçûâàíèé (ðàçäåëå êëàññè÷åñêîé
ìàòåìàòè÷åñêîé ëîãèêè) ñèìâîë êîíúþíêöèè, ïîñòàâëåííûé ìåæäó äâóìÿ âûñêàçû-
âàíèÿìè, èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñîþç ¾è¿, ïîýòîìó â àíãëîÿçû÷íûõ ñòðàíàõ èíæåíåðû
îáîçíà÷àþò êîíúþíêòîð ñèìâîëîì AND.

Äðóãèì ïðèìåðîì äâóõâõîäîâîãî ýëåìåíòà ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêòîð, ðåàëèçóþùèé
áóëåâó ôóíêöèþ, íàçûâàåìóþ äèçúþíêöèåé. Ýòà ôóíêöèÿ ÿâëÿåòñÿ äâîéñòâåííîé
ê êîíúþíêöèè, è îïðåäåëÿåòñÿ äâîéñòâåííûì îáðàçîì, ò. å. ïîäîáíî êîíúþíêöèè, íî
ñ çàìåíîé 0 íà 1 è íàîáîðîò. Áîëåå ðàçâåðíóòî îïðåäåëåíèå äèçúþíêöèè ìîæíî äàòü
ñëåäóþùèì îáðàçîì: äèçúþíêöèÿ ðàâíà íóëþ òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáà åå àð-
ãóìåíòà íóëè. Äëÿ îáîçíà÷åíèå äèçúþíêöèè èñïîëüçóåòñÿ ñèìâîë ∨, åå èíîãäà íàçû-
âàþò ëîãè÷åñêèì ñëîæåíèåì, íî íóæíî ïîìíèòü, ÷òî â îòëè÷èå îò îáû÷íîãî ñëîæåíèÿ
1 ∨ 1 = 1, à íå 2, à â àíãëîÿçû÷íûõ ñòðàíàõ äèçúþíêòîð îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì OR,
òàê êàê ôóíêöèÿ äèçúþíêöèÿ ñâÿçàíà ñ ëîãè÷åñêîé ñâÿçêîé, òàêæå íàçûâàåìîé äèçú-
þíêöèåé, êîòîðàÿ èíòåðïðåòèðóåòñÿ êàê ñîþç ¾èëè¿. Â ðóññêîì, êàê è â àíãëèéñêîì,
ñîþç ¾èëè¿ îáû÷íî ïîíèìàåòñÿ â ðàçäåëèòåëüíîì ñìûñëå, êîòîðûé îòëè÷åí, îò òîãî,
êàê ïîíèìàåòñÿ ýòîò ñîþç â ëîãèêå.

Íî ëîãè÷åñêàÿ ñâÿçêà, ñîîòâåòñòâóþùàÿ ðàçäåëèòåëüíîé äèçúþíêöèè, â ëîãèêå
òîæå, êîíå÷íî, åñòü, è ñîîòâåòñòâóþùàÿ åé áóëåâà ôóíêöèÿ ïðèíèìàåò åäèíè÷íîå
çíà÷åíèå òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îäèí èç åå àðãóìåíòîâ åäèíèöà, à âòîðîé íóëü.
Â àëãåáðå ëîãèêè åå ÷àñòî îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì ⊕ è íàçûâàþò ñóììîé ïî ìîäóëþ
äâà, òàê êàê îíà äåéñòâèòåëüíî ñîâïàäàåò ñ ýòîé àëãåáðàè÷åñêîé îïåðàöèåé. Â àí-
ãëîÿçû÷íûõ ñòðàíàõ ðåàëèçóþùèé åå ýëåìåíò îáîçíà÷àþò ñèìâîëîì XOR (eXclusive
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OR).
Ýòó ôóíêöèþ ìîæíî âûðàçèòü ÷åðåç óïîìÿíóòûå âûøå òðè ôóíêöèè, íàïðèìåð

ñëåäóþùèì îáðàçîì: x ⊕ y = (x&y) ∨ (x&y). Â àëãåáðå ëîãèêè ÷àñòî ïðèõîäèòñÿ âû-
ðàæàòü îäíè áóëåâû ôóíêöèè ÷åðåç äðóãèå, ïðè÷åì âî ìíîãèõ ñëó÷àÿõ ýòî ìîæíî
ñäåëàòü ìíîæåñòâîì ñïîñîáîâ, êîòîðûå ïîðîæäàþò ìíîæåñòâî ëîãè÷åñêèõ òîæäåñòâ.
Íàïðèìåð, ñïðàâåäëèâî òîæäåñòâî x⊕ y = (x ∨ y)&(x&y).

Åñëè ó íàñ íåò â ðàñïîðÿæåíèè ýëåìåíòà XOR, íî åñòü ýëåìåíòû OR, AND è
NAND (òàê ÷àñòî îáîçíà÷àþò ýëåìåíò, ðåàëèçóþùèé îòðèöàíèå êîíúþíêöèè, èñïîëü-
çóåòñÿ òàêæå àíàëîãè÷íîå îáîçíà÷åíèå NOR), òî ìîæíî ïîñòðîèòü ëîãè÷åñêóþ ñõåìó
èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ, ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ XOR. Ýòà ñõåìà ñîñòîèò èç
òðåõ ýëåìåíòîâ, ñîåäèíåííûõ äðóã ñ äðóãîì, êàê ïîêàçàíî íà ñëåäóþùåì ðèñóíêå.

Ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ. Íåôîðìàëüíî ãîâîðÿ, ñõåìà èç ôóíê-
öèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ åñòü ïðîèçâîëüíûé ñïîñîá ñîåäèíåíèÿ âûõîäîâ íåêîòîðûõ ýëå-
ìåíòîâ ñ âõîäàìè äðóãèõ ýëåìåíòîâ, â êîòîðîì íå ïîÿâëÿþòñÿ çàìêíóòûå öèêëû (ïîÿâ-
ëåíèå òàêèõ öèêëîâ â ðåàëüíîé îäíîòàêòíîé ñõåìå ïðèâåäåò ê åå íåóñòîé÷èâîé ðàáîòå
â íåêîòîðûõ ñèòóàöèÿõ, à íàëè÷èå öèêëîâ â ëîãè÷åñêîé ñõåìå ñäåëàåò íåâîçìîæíûì
êîððåêòíîå îïðåäåëåíèå åå ôóíêöèîíèðîâàíèÿ è â ÷àñòíîñòè îïðåäåëåíèå áóëåâûõ
ôóíêöèé, ðåàëèçóåìûõ âûõîäàìè ñõåìû). Ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ èìå-
þò òàêîå äëèííîå íàçâàíèå, ÷òîáû èõ îòëè÷àòü îò äðóãèõ âèäîâ ñõåì, òàêæå ïðåä-
íàçíà÷åííûõ äëÿ âû÷èñëåíèÿ (èëè, êàê åùå ãîâîðÿò, ðåàëèçàöèè) áóëåâûõ ôóíêöèé,
íàïðèìåð, êîíòàêòíûõ ñõåì. Òàê êàê äðóãèå âèäû ñõåì äàëåå íå ðàññìàòðèâàþòñÿ, òî
äëÿ êðàòêîñòè áóäåì íàçûâàòü ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ïðîñòî ñõåìà-
ìè (â òåîðåòè÷åñêîì ïðîãðàììèðîâàíèè èçâåñòíî ýêâèâàëåíòíîå ïîíÿòèå, íàçûâàåìîå
íåâåòâÿùåéñÿ ïðîãðàììîé). Ìíîãîòàêòíûå ñõåìû ìîãóò ñîäåðæàòü è ñîäåðæàò öèêëû,
íî òàêèå ñõåìû ðåàëèçóþò íå áóëåâû îïåðàòîðû, ñîñòîÿùèå èç áóëåâûõ ôóíêöèé, à
êîíå÷íî-àâòîìàòíûå îòîáðàæåíèÿ, èìåþùèå ïàìÿòü, â îòëè÷èå îò îäíîòàêòíûõ ñõåì,
íå èìåþùèõ ïàìÿòè. Îäíîòàêòíûå ñõåìû (ñõåìû áåç ïàìÿòè), ïîñòðîåííûå òîëüêî
èç ëîãè÷åñêèõ ýëåìåíòîâ, è íå ñîäåðæàùèå òðèããåðîâ (ôëèï-ôëîïîâ), â èíæåíåðíîé
ïðàêòèêå ÷àñòî íàçûâàþòñÿ êîìáèíàöèîííûìè ñõåìàìè, ÷òîáû îòëè÷àòü èõ îò àâòî-
ìàòíûõ ñõåì. Êîìáèíàöèîííûå ïîäñõåìû ÷àñòî çàíèìàþò îñíîâíóþ ÷àñòü ïëîùàäè
àâòîìàòíûõ ñõåì.

Ïðèìåð òàêîé ñõåìû óæå áûë ïðèâåäåí âûøå. Ñèìâîëû X è Y â ýòîé ñõåìå îáî-
çíà÷àþò åå âõîäû, òåìè æå ñèìâîëàìè óäîáíî îáîçíà÷àòü áóëåâû ïåðåìåííûå (ò. å.
ïåðåìåííûå, ïðèíèìàþùèå çíà÷åíèÿ 0 èëè 1), çíà÷åíèÿ êîòîðûõ îïðåäåëÿþò ñîñòî-
ÿíèÿ ýòèõ âõîäîâ â ðàññìàòðèâàåìûé ìîìåíò. Ñèìâîë Z îáîçíà÷àåò åå âûõîä. Åñëè
ñîñòîÿíèÿ âõîäîâ ñõåìû îïèñûâàþòñÿ çíà÷åíèÿìè X è Y (èíîãäà ãîâîðÿò, íà âõîäû
ïîäàíû çíà÷åíèÿ X è Y ), òî íà âûõîäå ýëåìåíòà OR ïîÿâëÿåòñÿ çíà÷åíèå X ∨ Y , íà
âûõîäå ýëåìåíòà NAND � çíà÷åíèå X&Y ,à íà âûõîäå ýëåìåíòà AND (îí æå ÿâëÿåòñÿ
âûõîäîì âñåé ñõåìû) � çíà÷åíèå (X ∨X)&(X&Y ). Ñîãëàñíî óêàçàííîìó âûøå òîæ-
äåñòâó ýòî çíà÷åíèå ñîâïàäàåò ñ X ⊕ Y . Ãîâîðÿò, ÷òî ýòà ñõåìà ðåàëèçóåò ôóíêöèþ
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f(x, y) = x⊕ y.
Ñëîæíîñòüþ (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå � ðàçìåðîì) ñõåìû íàçûâàåòñÿ ÷èñëî

ñîñòàâëÿþùèõ åå ýëåìåíòîâ. Â ðàññìàòðèâàåìîì ïðèìåðå ñëîæíîñòü ðàâíà 3. Â ïðàê-
òè÷åñêèõ ïðèëîæåíèÿõ ðåàëüíûå ñõåìû ðàçìåùåíû íà êðåìíèåâîì êðèñòàëëå, è ïîä
ðàçìåðîì ñõåìû åñòåñòâåííî ïîíèìàòü åå ïëîùàäü. Ïëîùàäü ñõåìû îïðåäåëÿåòñÿ ñóì-
ìàðíîé ïëîùàäüþ ñîñòàâëÿþùèõ åå ýëåìåíòîâ è ïëîùàäüþ, çàíèìàåìîé ïðîâîäàìè,
ñîåäèíÿþùèìè ýëåìåíòû. Çàäà÷à ìèíèìèçàöèè ïëîùàäè ñõåìû ÿâëÿåòñÿ âàæíîé ïðè-
êëàäíîé çàäà÷åé (â ïîñëåäíåå âðåìÿ åå àêòóàëüíîñòü ñíèçèëàñü, òàê êàê ñîâðåìåííûå
òåõíîëîãèè ïîçâîëÿþò óêëàäûâàòü íà êðèñòàëë ñõåìû èç îãðîìíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ).

Îöåíèòü äîëþ ïëîùàäè, çàíèìàåìîé ïðîâîäàìè äîâîëüíî ñëîæíî (îíà ñèëüíî çà-
âèñèò îò èñïîëüçóåìîãî àëãîðèòìà óêëàäêè ýëåìåíòîâ ñõåìû, íàçûâàåìîãî â àíãëî-
ÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå placement, è îò àëãîðèòìà ðàçâîäêè èëè òðàññèðîâêè ïðîâîäîâ,
íàçûâàåìîãî routing), è õîòÿ ó ñëîæíûõ ñõåì îíà ìîæåò áûòü äîâîëüíî âåëèêà, ãðó-
áî åå ìîæíî îöåíèòü êàê ñóììó ïëîùàäåé ñîñòàâëÿþùèõ ñõåìó ýëåìåíòîâ. Ïîýòîìó
èíîãäà èñïîëüçóåòñÿ ñëåäóþùåå îáîáùåíèå ïîíÿòèÿ ñëîæíîñòè ñõåìû: ñëîæíîñòü ñõå-
ìû � ýòî ñóììà ðàçìåðîâ (èëè âåñîâ) ñîñòàâëÿþùèõ åå ýëåìåíòîâ.

Â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå âûõîä êàæäîãî ýëåìåíòà ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê âõîäó òîëüêî
îäíîãî äðóãîãî ýëåìåíòà (ãîâîðÿò, ÷òî ýëåìåíòû ñõåìû íå èìåþò âåòâëåíèé) è ñõåìà
èìååò òîëüêî îäèí âûõîä, è òåì ñàìûì, ðåàëèçóåò òîëüêî îäíó ôóíêöèþ. Òàêèå ñõåìû
÷àñòî íàçûâàþò ôîðìóëàìè. Âõîäû ñõåìû â ðàññìîòðåííîì ïðèìåðå èìåþò âåòâëå-
íèÿ (êàæäûé èç íèõ ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê âõîäàì äâóõ ýëåìåíòîâ). Ôîðìóëû, ó êîòîðûõ
è âõîäû íå èìåþò âåòâëåíèé, íàçûâàþò áåñïîâòîðíûìè ôîðìóëàìè. Âîçìîæíîñòè
òàêèõ ôîðìóë äëÿ ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé âåñüìà îãðàíè÷åíû.

Ðàññìîòðåííàÿ ñõåìà ïîñòðîåíà èç ýëåìåíòîâ OR, AND, NAND. Êðóæîê ïðè ýëå-
ìåíòå NAND èçîáðàæàåò èíâåðòîð (îáîçíà÷àåìûé â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå NOT),
íî íà ñàìîì äåëå òåõíîëîãèÿ òàêîâà, ÷òî ýëåìåíò NAND ñîñòàâëÿåòñÿ èç îòäåëüíûõ
÷àñòåé, íàçûâàåìûõ â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå gate äàæå áîëåå ïðîñòî, ÷åì ýëåìåíò
AND, è èìååò ìåíüøóþ ïëîùàäü è çàäåðæêó ïðè ñðàâíèìûõ ýëåêòðè÷åñêèõ õàðàêòå-
ðèñòèêàõ. Íàáîð ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ, èñïîëüçîâàííûõ ïðè ïîñòðîåíèè ñõåìû, íàçû-
âàåòñÿ åå áàçèñîì. Íà ïðàêòèêå áàçèñ, êîòîðûé ìîæíî èñïîëüçîâàòü ïðè ïîñòðîåíèè
ñõåì, îáû÷íî îïðåäåëåí çàðàíåå è èçâåñòåí ðàçðàáîò÷èêó. Â èíæåíåðíîé òåðìèíîëî-
ãèè îí íàçûâàåòñÿ òåõíîëîãè÷åñêîé áèáëèîòåêîé. Ñîâðåìåííûå áèáëèîòåêè ñîäåðæàò
ñîòíè ýëåìåíòîâ (â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå èõ íàçûâàþò ÿ÷åéêàìè), ýëåìåíòû ìîãóò
èìåòü òðè, ÷åòûðå, à èíîãäà è áîëåå âõîäîâ, èíîãäà äâà èëè íåñêîëüêî âûõîäîâ, ëîãè÷å-
ñêè îäèíàêîâûå ýëåìåíòû ìîãóò èìåòü ðàçíûå ìîäèôèêàöèè, èìåþùèå ðàçíûå çíà÷å-
íèÿ ïëîùàäè, çàäåðæêè è ðàçíûå ýëåêòðè÷åñêè õàðàêòåðèñòèêè. Â òåîðåòè÷åñêèõ èñ-
ñëåäîâàíèÿõ îáû÷íî èñïîëüçóåòñÿ áàçèñû {OR, AND, NOT}, {OR, XOR, AND, NOT}
èëè áàçèñ èç âñåõ äâóâõîäîâûõ ýëåìåíòîâ, íî èíîãäà ðàññìàòðèâàþò è ïðîèçâîëüíûå
ïîëíûå áàçèñû èç êîíå÷íîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ ñ ïðîèçâîëüíûìè íåîòðèöàòåëüíûìè
âåñàìè ýòèõ ýëåìåíòîâ.

Îäíó è òó æå ôóíêöèþ ìîæíî ðåàëèçîâàòü â ðàçíûõ áàçèñàõ ñõåìàìè ðàçíîé
ñëîæíîñòè. Íàïðèìåð, â áàçèñå {OR, AND, NOT} ôóíêöèþ x⊕ y ìîæíî ðåàëèçîâàòü
ñõåìîé ñëîæíîñòè 4 (äëÿ ýòîãî äîñòàòî÷íî çàìåíèòü â ïðèâåäåííîé âûøå ñõåìå îò-
ñóòñòâóþùèé â áàçèñå ýëåìåíò NAND íà êîìáèíàöèþ ýëåìåíòà AND è èíâåðòîðà).
Ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî ýòî ñõåìà ìèíèìàëüíîé ñëîæíîñòè, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ x⊕y
â áàçèñå {OR, AND, NOT}. Òàêèå ñõåìû íàçûâàþòñÿ ìèíèìàëüíûìè ñõåìàìè.

Çàäà÷à ïîñòðîåíèÿ äëÿ ïðîèçâîëüíîé äàííîé ôóíêöèè õîòÿ áû îäíîé ìèíèìàëü-
íîé ñõåìû (ìèíèìàëüíûõ ñõåì ìîæåò áûòü íåñêîëüêî) â äàííîì áàçèñå èìååò âàæ-
íîå ïðèêëàäíîå çíà÷åíèå, íî îíà ÷ðåçâû÷àéíî ñëîæíà è äàëåêà îò ñâîåãî ðåøåíèÿ.
Ñëîæíîñòü ìèíèìàëüíîé ñõåìû äëÿ äàííîé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ ñëîæíîñòüþ ñàìîé
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ýòîé ôóíêöèè f è îáîçíà÷àåòñÿ L(f). Ñëîæíîñòü ôóíêöèè ìîæåò ñèëüíî çàâèñåòü îò
áàçèñà, íàïðèìåð ôóíêöèÿ x ⊕ y â áàçèñå {OR, AND, XOR, NOT} î÷åâèäíî èìååò
ñëîæíîñòü 1. Ïîýòîìó â îáîçíà÷åíèå L(f) ñíèçó ïðèáàâëÿþò â ñëó÷àå íåîáõîäèìîñòè
â âèäå èíäåêñà óêàçàíèå íà èñïîëüçóåìûé áàçèñ.

Íèæå ïðèâîäèòñÿ áîëåå ñëîæíûé ïðèìåð ñõåìû, â êîòîðîé åñòü è âåòâëåíèÿ ýëå-
ìåíòîâ, è äâà âûõîäà, êîòîðûå íå ïðèñîåäèíÿþòñÿ íè ê êàêèì âõîäàì äðóãèõ ýëå-
ìåíòîâ (íî âûõîä ýëåìåíòà, êîòîðûé ïðèñîåäèíÿåòñÿ ê âõîäó äðóãîãî ýëåìåíòà ïðè
æåëàíèè òîæå ìîæåò áûòü îáúÿâëåí âûõîäîì ñõåìû).

Â ýòîé ñõåìå âõîäû îáîçíà÷åíû ñîîòâåòñòâóþùèìè èì ñèìâîëàìè áóëåâûõ ïåðå-
ìåííûõX, Y , Z, à íà äâóõ åå âûõîäàõ ðåàëèçóþòñÿ ôóíêöèè l(x, y, z) = x⊕y⊕z � ñóì-
ìà òðåõ ïåðåìåííûõ ïî ìîäóëþ äâà (íàçûâàåìàÿ òàêæå ëèíåéíîé ôóíêöèåé òðåõ ïå-
ðåìåííûõ èëè ñ÷åò÷èêîì íå÷åòíîñòè ñ òðåìÿ ïåðåìåííûìè), èm(x, y, z) = xy∨xz∨yz,
íàçûâàåìàÿ ôóíêöèåé ãîëîñîâàíèÿ êîìèòåòà èç òðåõ ÷åëîâåê, ìàæîðèòàðíîé ôóíê-
öèåé èëè êîðî÷å � ìåäèàíîé.

Ïåðâàÿ èç ýòèõ ôóíêöèé ìîæåò áûòü îïðåäåëåíà ñëåäóþùèì ñëîâåñíûì îïèñàíè-
åì. Åå çíà÷åíèå ïî àðãóìåíòàì x, y, z âû÷èñëÿåòñÿ êàê îñòàòîê îò äåëåíèÿ îáû÷íîé
ñóììû x + y + z íà 2. Ðàâíîñèëüíûì îáðàçîì ìîæíî îïðåäåëèòü ýòó ôóíêöèþ ôîð-
ìóëîé (x⊕ y)⊕ z.

Ìåäèàíó ìîæíî îïðåäåëèòü ñëåäóþùèì ñëîâåñíûì îïèñàíèåì. Îíà ðàâíà åäèíèöå
òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà íå ìåíåå äâóõ èç åå àðãóìåíòîâ åäèíèöû. Ðàâíîñèëüíûì
îáðàçîì åå ìîæíî îïðåäåëèòü ôîðìóëîé (xy∨xz)∨yz èëè ÷óòü áîëåå êîðîòêîé ôîðìó-
ëîé x(y∨ z)∨yz. Íå òàê î÷åâèäíî, ÷òî òó æå ôóíêöèþ ìîæíî îïðåäåëèòü ôîðìóëàìè
xy ⊕ xz ⊕ yz = x(y ⊕ z)⊕ yz.

Ðàññìîòðåííàÿ ñõåìà (åå â àíãëîÿçû÷íîé ëèòåðàòóðå íàçûâàþò Full Adder è îáî-
çíà÷àþò FA3) íàçûâàåòñÿ ñõåìîé ñëîæåíèÿ òðåõ áèòîâ ïîòîìó, ÷òî îíà äåéñòâèòåëüíî
âûïîëíÿåò ñëîæåíèè òðåõ îäíîðàçðÿäíûõ ÷èñåë â äâîè÷íîé ñèñòåìå ïî ñëåäóþùèì
ôîðìóëàì: x+ y + z = 2v + u, v = m(x, y, z) = xy ⊕ xz ⊕ yz, u = l(x, y, z) = x⊕ y ⊕ z.
Äëÿ íåïîñðåäñòâåííîé ïðîâåðêè ýòèõ ôîðìóë íóæíî ïåðåáðàòü âñå 8 çíà÷åíèé áóëå-
âà òðåõìåðíîãî âåêòîðà (x, y, z) îò (0, 0, 0) äî (1, 1, 1). Íî åñëè ó÷åñòü, ÷òî ôóíêöèè
l(x, y, z) è m(x, y, z) ñèììåòðè÷åñêèå, ò. å. íå çàâèñÿò îò ïîðÿäêà ïåðåìåííûõ, òî ïå-
ðåáîð ñîêðàùàåòñÿ äî ÷åòûðåõ ñëåäóþùèõ âàðèàíòîâ: ñðåäè ÷èñåë x, y, z íåò åäèíèö,
åñòü ðîâíî îäíà åäèíèöà, ðîâíî äâå åäèíèöû, ðîâíî òðè åäèíèöû. Ïðè ýòîì ñëåäóåò
çàìåòèòü, ÷òî ðåçóëüòàò ñëîæåíèÿ òðåõ áèòîâ â äâîè÷íîé ñèñòåìå â ðàññìàòðèâàåìûõ
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ñëó÷àÿõ íàõîäèòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: 0 + 0 + 0 = 0 = (00)2, 1 + 0 + 0 = 1 = (01)2,
1 + 1 + 0 = 2 = (10)2, 1 + 1 + 1 = 3 = (11)2.

Òåîðèÿ ñëîæíîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé áûëà ðàçâèòà â ðàáîòàõ Ê.Øåííîíà,
ïîëó÷èâøåãî â 1949 ã. òî÷íóþ ïî ïîðÿäêó ðîñòà îöåíêó ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè áóëå-
âûõ ôóíêöèé êîíòàêòíûìè ñõåìàìè. Â 1958 ã. Î.Á.Ëóïàíîâ óñèëèë ýòîò ðåçóëüòàò
è íàøåë àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íóþ îöåíêó ñëîæíîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé â êëàññå êîí-
òàêòíûõ ñõåì. Íåñêîëüêî ðàíüøå Î.Á.Ëóïàíîâ íàøåë àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íóþ îöåíêó
ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé â êëàññå ñõåì èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
â ïðîèçâîëüíîì êîíå÷íîì ïîëíîì áàçèñå áóëåâûõ ôóíêöèé ñ ïîëîæèòåëüíûìè âåñàìè.
Â ïîñëåäóþùèå ãîäû òåîðèÿ ñëîæíîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé ïðåâðàòèëàñü â îáøèðíûé
ðàçäåë äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè.

Ðàçâèâàÿ ýòè ìåòîäû, ñàì Î.Á.Ëóïàíîâ, åãî ó÷åíèêè è ïîñëåäîâàòåëè óñòàíîâèëè
àñèìïòîòè÷åñêè òî÷íûå îöåíêè ñëîæíîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé äëÿ áîëüøèíñòâà åñòå-
ñòâåííûõ êëàññîâ ñõåì è ðàçëè÷íûõ ìåð ñëîæíîñòè (â ÷àñòíîñòè, äëÿ ôîðìóë, ñõåì
ñ îãðàíè÷åííûì âåòâëåíèåì, ñõåì â áàçèñàõ, ñîäåðæàùèõ ýëåìåíòû ñ íóëåâûìè âå-
ñàìè, ñõåì â íåïîëíûõ áàçèñàõ, ñõåì â áåñêîíå÷íûõ áàçèñàõ); áûëè ïîëó÷åíû òàêæå
àíàëîãè÷íûå ðåçóëüòàòû î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ÷àñòè÷íûõ áóëåâûõ ôóíêöèé, ôóíê-
öèé ìíîãîçíà÷íîé ëîãèêè è äàæå î ñëîæíîñòè ïðèáëèæåííîé ðåàëèçàöèè îáû÷íûõ
íåïðåðûâíûõ ôóíêöèé äåéñòâèòåëüíîãî ïåðåìåííîãî.

Íåñìîòðÿ íà òî, ÷òî ïî÷òè âñå áóëåâû ôóíêöèè n ïåðåìåííûõ èìåþò ýêñïîíåíöè-
àëüíî âûñîêóþ ñõåìíóþ ñëîæíîñòü, íå èçâåñòíî íè îäíîãî ïðèìåðà áóëåâîé ôóíêöèè
(à òî÷íåå ãîâîðÿ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé n ïåðåìåííûõ {fn = fn(x1, . . . , xn)}),
äëÿ êîòîðîé, íàïðèìåð â ñëó÷àå áàçèñà {OR, AND, NOT}, áûëà áû ïîëó÷åíà íåëè-
íåéíî ðàñòóùàÿ ïî n íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè. Ýôôåêòèâíîå (â ðàçóìíîì ñìûñëå)
ïîñòðîåíèå òàêîé ôóíêöèè âìåñòå ñ äîêàçàòåëüñòâîì òîãî, ÷òî åå ñëîæíîñòü ðàñòåò
áûñòðåå ëþáîãî ïîëèíîìà îò n, ðåøèëî áû â îòðèöàòåëüíîì ñìûñëå èçâåñòíóþ ïðî-
áëåìó NP -ïîëíîòû (ò. å. áûëî áû äîêàçàíî, ÷òî P ̸= NP ).
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