
Êîìáèíàòîðíûé àíàëèç (êîìáèíàòîðèêà)

Êîìáèíàòîðíûé àíàëèç (êîìáèíàòîðèêà) � ðàçäåë ìàòåìàòèêè, â êîòîðîì ðàñ-

ñìàòðèâàþòñÿ çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ ðàçëè÷íûìè êîëè÷åñòâåííûìè õàðàêòåðèñòèêàìè

äèñêðåòíûõ ìíîæåñòâ. Ñðåäè òàêèõ çàäà÷ ìîæíî âûäåëèòü çàäà÷è î ïîäñ÷åòå (ïåðå-

÷èñëåíèè) â çàäàííîì ìíîæåñòâå ýëåìåíòîâ ñ îïðåäåëåííûìè ñâîéñòâàìè. Ïðîñòåé-

øèìè çàäà÷àìè òàêîãî òèïà ÿâëÿþòñÿ çàäà÷è î ÷èñëå ïåðåñòàíîâîê, ðàçìåùåíèé è ñî-

÷åòàíèé ýëåìåíòîâ â êîíå÷íîì ìíîæåñòâå.

Ïåðåñòàíîâêîé n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà A = {a1, . . . , an} íàçûâàåòñÿ ëþáîé óïî-
ðÿäî÷åííûé íàáîð {ai1 , . . . , ain}, ñîñòîÿùèé èç ýëåìåíòîâ ìíîæåñòâà A, â êîòîðîì

êàæäûé ýëåìåíò èç A âñòðå÷àåòñÿ ðîâíî îäèí ðàç. Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ÷èñëî ïåðå-

ñòàíîâîê Pn n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà ðàâíî

Pn = n! = n · (n− 1) · · · 2 · 1.

Ðàçìåùåíèåì èç n ýëåìåíòîâ ïî k íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíàÿ ïåðåñòàíîâêà k-ýëå-
ìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà. ×èñëî ðàçìåùåíèé Ak

n èç n ýëå-

ìåíòîâ ïî k ðàâíî

Ak
n =

n!

k!
= n · (n− 1) · · · (n− k + 1).

Ñî÷åòàíèåì èç n ýëåìåíòîâ ïî k íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîëüíîå k-ýëåìåíòíîå ïîäìíî-
æåñòâî n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà. ×èñëî ñî÷åòàíèé Ck

n èç n ýëåìåíòîâ ïî k ðàâíî

Ck
n =

n!

k!(n− k)!
=

n · (n− 1) · · · (n− k + 1)

k · (k − 1) · · · 2 · 1
.

Ïåðåñòàíîâêè, ðàçìåùåíèÿ è ñî÷åòàíèÿ åñòåñòâåííûì îáðàçîì âîçíèêàþò ïðè ðå-

øåíèè ìíîãèõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷, ïðè ýòîì ÷àñòî íàéäåííûå ðåøåíèÿ âûðàæàþòñÿ

÷åðåç âåëè÷èíû Pn, A
k
n è Ck

n, íàçûâàåìûå êîìáèíàòîðíûìè ÷èñëàìè. Â êà÷åñòâå ïðî-

ñòîãî ïðèìåðà òàêîé çàäà÷è ìîæíî ïðèâåñòè çàäà÷ó î ÷èñëå ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿ-

ìè. Ñî÷åòàíèåì ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî k íàçûâàåòñÿ íåóïîðÿäî÷åííûé

k-ýëåìåíòíûé íàáîð, ñîñòîÿùèé èç ýëåìåíòîâ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà. Êàæäîå ñî-
÷åòàíèå ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî k îäíîçíà÷íî îïðåäåëÿåòñÿ òåì, ñêîëüêî

ðàç êàæäûé ýëåìåíò ìíîæåñòâà âõîäèò â ðàññìàòðèâàåìîå ñî÷åòàíèå. Ïóñòü â íåêî-

òîðîå òàêîå ñî÷åòàíèå ýëåìåíò αi âõîäèò mi ðàç, ãäå i = 1, 2, . . . , n. Ýòîìó ñî÷åòàíèþ
ïîñòàâèì â ñîîòâåòñòâèå íàáîð

11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m1

0 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
m2

0 . . . 0 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
mi

0 . . . 0 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
mn

èç k åäèíèö, ñãðóïïèðîâàííûõ â n áëîêîâ, è (n − 1) íóëåé, ðàçäåëÿþùèõ ýòè áëîêè.

Â ýòîì íàáîðå ïåðâûé áëîê èç m1 åäèíèö ñîîòâåòñòâóåò ýëåìåíòó α1, âòîðîé áëîê

èç m2 åäèíèö � ýëåìåíòó α2, è ò. ä. Î÷åâèäíî, ÷òî íàáîð òàêîãî âèäà îäíîçíà÷íî

îïðåäåëÿåò ñîîòâåòñòâóþùåå åìó ñî÷åòàíèå ñ ïîâòîðåíèÿìè. Ïîýòîìó ÷èñëî ñî÷åòà-

íèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî k ðàâíî ÷èñëó íàáîðîâ èç k åäèíèö è (n − 1)
íóëåé. Êàæäûé òàêîé íàáîð ìîæíî ðàññìàòðèâàòü êàê íàáîð çíà÷åíèé õàðàêòåðè-

ñòè÷åñêîé ôóíêöèè k-ýëåìåíòíîãî ïîäìíîæåñòâà (n+ k − 1)-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà.
Ñëåäîâàòåëüíî, ÷èñëî ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî k ðàâíî Ck

n+k−1.

Ê êîìáèíàòîðíûì ÷èñëàì òàêæå îòíîñÿòñÿ ÷èñëà Ñòèðëèíãà ïåðâîãî s(n, k) è
âòîðîãî S(n, k) ðîäà. Ýòè ÷èñëà îïðåäåëÿþòñÿ êàê êîýôôèöèåíòû â ðàâåíñòâàõ

x(x+ 1) · · · (x+ k − 1) =
n∑

k=0

s(n, k) · xk, xn =
n∑

k=0

S(n, k) · x(x+ 1) · · · (x+ k − 1),
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è èìåþò ïðîñòîé êîìáèíàòîðíûé ñìûñë: s(n, k) ðàâíî ÷èñëó ýëåìåíòîâ ãðóïïû ïîä-

ñòàíîâîê Sn ÿâëÿþùèõñÿ ïðîèçâåäåíèÿìè ðîâíî k íåïåðåñåêàþùèõñÿ öèêëîâ, à S(n, k)
ðàâíî ÷èñëó ðàçáèåíèé n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà íà k íåïóñòûõ ïîäìíîæåñòâ. Î÷åâèä-

íî, ÷òî
n∑

k=1

s(n, k) = n!. Àíàëîãè÷íàÿ ñóììà ÷èñåë Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà
n∑

k=1

S(n, k)

íàçûâàåòñÿ n-ì ÷èñëîì Áåëëà Bn è ðàâíà ÷èñëó âñåõ ðàçáèåíèé n-ýëåìåíòíîãî ìíîæå-
ñòâà íà íåïóñòûå ïîäìíîæåñòâà. Äëÿ ÷èñåë Áåëëà ñïðàâåäëèâà ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà

Bn+1 =
n∑

k=1

Ck
nBk.

Ïðè ðåøåíèè êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ ÷àñòî îêàçûâàåòñÿ ïîëåçíà ôîðìóëà âêëþ÷åíèé-

èñêëþ÷åíèé

|A1 ∪ · · · ∪An| =
n∑

k=1

(−1)k+1
∑

16i1<···<ik6n

|Ai1 ∩ · · · ∩Aik |,

ïîçâîëÿþùàÿ íàõîäèòü ìîùíîñòü îáúåäèíåíèÿ ìíîæåñòâ, åñëè èçâåñòíû ìîùíîñòè

èõ ïåðåñå÷åíèé. Âîñïîëüçóåìñÿ ôîðìóëîé âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé äëÿ ïîëó÷åíèÿ ÿâ-

íîé ôîðìóëû äëÿ ÷èñåë Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà. Ñíà÷àëà ðåøèì âñïîìîãàòåëüíóþ

çàäà÷ó � íàéäåì ÷èñëî ñïîñîáîâ R(n, k), êîòîðûìè ìîæíî ðàçëîæèòü n ðàçíûõ ïðåä-

ìåòîâ ïî k çàíóìåðîâàííûì ÿùèêàì òàê, ÷òîáû íå áûëî ïóñòûõ ÿùèêîâ. Â îáùåì

ñëó÷àå, êîãäà äîïóñêàþòñÿ ðàçìåùåíèÿ ñ ïóñòûìè ÿùèêàìè, ðàçëîæèòü n ïðåäìåòîâ

ïî k ÿùèêàì ìîæíî kn ñïîñîáàìè. Èç âñåõ òàêèõ ðàçìåùåíèé ñîñòàâèì k ïîäìíî-

æåñòâ A1, . . . , Ak, òàê, ÷òî Ai áóäåò ñîñòîÿòü èç âñåõ òåõ ðàçìåùåíèé, ïðè êîòîðûõ i-é
ÿùèê îñòàåòñÿ ïóñòûì. Òîãäà R(n, k) = kn−|A1∪· · ·∪Ak|, ãäå ìîùíîñòü îáúåäèíåíèÿ
íàõîäèòñÿ ïðè ïîìîùè ôîðìóëû âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé. Ðàçìåùåíèÿ èç ìíîæåñòâà

Ai1 ∩ · · · ∩ Aim ìîæíî ïîëó÷èòü ðàçìåùàÿ ïðåäìåòû ïî ÿùèêàì, íîìåðà êîòîðûõ íå

ïðèíàäëåæàò ìíîæåñòâó {i1, . . . , im}. Ïîýòîìó |Ai1 ∩ · · · ∩ Aim | = (k − m)n. Òàê êàê

÷èñëî ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ Ai1 ∩ · · · ∩Aim ðàâíî Cm
k , òî

R(n, k) =

k∑
m=0

(−1)m(k −m)nCm
k =

k∑
m=0

(−1)m
(k −m)nk!

m!(k −m)!
.

Íåòðóäíî âèäåòü, ÷òî ÷èñëî R(n, k) ðîâíî â k! ðàç áîëüøå ÷èñëà òàêèõ ðàçìåùåíèé

n ðàçëè÷íûõ ïðåäìåòîâ ïî k íåíóìåðîâàííûì ÿùèêàì, ïðè êîòîðûõ íåò íè îäíîãî

ïóñòîãî ÿùèêà. Ðàññìàòðèâàÿ ñîäåðæèìîå êàæäîãî íåíóìåðîâàííîãî ÿùèêà êàê ïîä-

ìíîæåñòâî ìíîæåñòâà ðàçìåùàåìûõ ïðåäìåòîâ, ïîëó÷àåì, ÷òî S(n, k)k! = R(n, k).
Òàêèì îáðàçîì,

S(n, k) =
k∑

m=0

(−1)m
(k −m)n

m!(k −m)!
.

Ìîùíûì ñðåäñòâîì ðåøåíèÿ ïåðå÷èñëèòåëüíûõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷ ÿâëÿåòñÿ

ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé. Ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {Fn}∞n=0,

ãäå Fn ∈ R, íàçûâàåòñÿ ðÿä

F (x) =

∞∑
n=0

xnFn.

Åñëè ðÿä ñõîäèòñÿ àáñîëþòíî â êàêîé-ëèáî îêðåñòíîñòè íóëÿ, òî åãî ìîæíî óìíî-

æèòü íà äðóãîé ðÿä, âîçâåñòè åãî â ñòåïåíü, ïðîäèôôåðåíöèðîâàòü è ò. ä. Èñïîëüçóÿ

òàêèå äåéñòâèÿ, ìîæíî ïîïûòàòüñÿ íàéòè ÿâíûé âèä ôóíêöèè F (x) â ñëó÷àå, êîãäà
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {Fn}∞n=0 íåèçâåñòíà è îïèñûâàåòñÿ òîëüêî êàêèìè-íèáóäü ñâîèìè

ñâîéñòâàìè. Åñëè ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ F (x) óäàåòñÿ íàéòè, òî äàëåå ìîæíî ïîïûòàòü-
ñÿ íàéòè ÿâíóþ ôîðìóëó è äëÿ Fn � îáùåãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Ñäåëàòü ýòî
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ìîæíî, âû÷èñëèâ n-þ ïðîèçâîäíóþ ôóíêöèè F (x) èëè ðàçëîæèâ ýòó ôóíêöèþ â ðÿä

êàêèì-ëèáî èíûì ñïîñîáîì. Â êà÷åñòâå ïðèìåðà èñïîëüçîâàíèÿ ìåòîäà ïðîèçâîäÿùèõ

ôóíêöèé ðàññìîòðèì çàäà÷ó íàõîæäåíèÿ ÿâíîé ôîðìóëû äëÿ n-ãî ÷ëåíà ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è. ×ëåíû ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 1, 1, 2, 3, 5, 8, . . . óäîâëåòâîðÿ-
þò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

Fn = Fn−1 + Fn−2,

ïðè n > 2 (íóìåðàöèÿ ÷ëåíîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íà÷èíàåòñÿ ñ íóëåâîãî). Ïðàâóþ

è ëåâóþ ÷àñòè ðåêóððåíòíîãî ñîîòíîøåíèÿ óìíîæèì íà xn è ïðîñóììèðóåì ïî âñåì

öåëûì n îò 2 äî ∞. Â ðåçóëüòàòå ïîëó÷èì ðàâåíñòâî

∞∑
n=2

xnFn =

∞∑
n=2

xn(Fn−1 + Fn−2) = x

∞∑
n=2

xn−1Fn−1 + x2
∞∑
n=2

xn−2Fn−2,

êîòîðîå ïîñëå íåñëîæíûõ ïðåîáðàçîâàíèé ïðåâðàùàåòñÿ â ðàâåíñòâî äëÿ ïðîèçâîäÿ-

ùèõ ôóíêöèé

F (x)− (1 + x) = x(F (x)− 1) + x2F (x).

Îòêóäà, â ñâîþ î÷åðåäü, äëÿ F (x) ëåãêî íàõîäèòñÿ ÿâíàÿ ôîðìóëà

F (x) =
1

1− x− x2
,

êîòîðàÿ äàëåå ïðåäñòàâëÿåòñÿ â âèäå ñóììû ïðîñòåéøèõ äðîáåé

1

1− x− x2
=

1

(1− 1−
√
5

2 x)(1− 1+
√
5

2 x)
=

−(1−
√
5)

2
√
5

1

1− 1−
√
5

2 x
+

1 +
√
5

2
√
5

1

1− 1+
√
5

2 x
.

Ðàñêëàäûâàÿ ïîëó÷èâøèåñÿ äðîáè â ðÿäû, âèäèì, ÷òî

F (x) =
−(1−

√
5)

2
√
5

∞∑
n=0

(
1−

√
5

2

)n

xn +
1 +

√
5

2
√
5

∞∑
n=0

(
1 +

√
5

2

)n

xn.

Òàêèì îáðàçîì

Fn =

(
1 +

√
5
)n+1 −

(
1−

√
5
)n+1

2n+1
√
5

.

Ñîâìåñòíîå èñïîëüçîâàíèå ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé è àëãåáðàè÷åñêèõ ìåòîäîâ ïîç-

âîëÿåò ðåøàòü çàäà÷è, â êîòîðûõ òðåáóåòñÿ ïåðå÷èñëÿòü íå îòäåëüíûå ýëåìåíòû,

à êëàññû ýêâèâàëåíòíîñòè. Ïðîñòûì ïðèìåðîì çàäà÷è òàêîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ çàäà-

÷à î ÷èñëå ñïîñîáîâ, êîòîðûìè ìîæíî ðàñêðàñèòü ãðàíè òðåõìåðíîãî êóáèêà. Â ýòîé

çàäà÷å äâà ðàñêðàøåííûõ êóáèêà ñ÷èòàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè îäèí êóáèê ìîæíî

ïîâåðíóòü òàê, ÷òî ïîñëå ïîâîðîòà îäèíàêîâî îðèåíòèðîâàííûå ãðàíè êóáèêîâ áóäóò

îêðàøåíû îäíèì è òåì æå öâåòîì. Äîïîëíèòåëüíûì óñëîâèåì â ýòîé çàäà÷å ìîæåò

áûòü óñëîâèå íà ÷èñëî ãðàíåé, ïîêðàøåííûõ îïðåäåëåííûì öâåòîì. Íàïðèìåð, çàäà÷à

ìîæåò ñîñòîÿòü â òîì, ÷òîáû íàéòè ÷èñëî ðàçëè÷íûõ êóáèêîâ, ó êàæäîãî èç êîòîðûõ

òðè áåëûõ è òðè ÷åðíûõ ãðàíè. Òåõíèêà ðåøåíèÿ ïîäîáíûõ çàäà÷ áûëà ðàçðàáîòàíà

âåíãåðñêèì ìàòåìàòèêîì Ä.Ïîéà â êîíöå òðèäöàòûõ ãîäîâ XX âåêà äëÿ ðåøåíèÿ ðÿ-

äà ïåðå÷èñëèòåëüíûõ çàäà÷ òåîðèè ãðàôîâ, ãäå â êà÷åñòâå êëàññîâ ýêâèâàëåíòíîñòè

ðàññìàòðèâàëèñü êëàññû èçîìîðôíûõ ãðàôîâ. Èñïîëüçóÿ ýòó òåõíèêó, ìîæíî ïîêà-

çàòü, ÷òî ÷èñëî íåèçîìîðôíûõ ãðàôîâ áåç êðàòíûõ ðåáåð è ïåòåëü íà n âåðøèíàõ

àñèìïòîòè÷åñêè ðàâíî 2C
2
n/n!.
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Çàìåòíîå ìåñòî â êîìáèíàòîðíîì àíàëèçå çàíèìàþò çàäà÷è, ñâÿçàííûå ñ èçó÷åíè-

åì ýêñòðåìàëüíûõ ýëåìåíòîâ ðàçëè÷íûõ ìíîæåñòâ. Ê ÷èñëó ñàìûõ èçâåñòíûõ çàäà÷

òàêîãî òèïà îòíîñèòñÿ çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ÷èñåë Ðàìñåÿ. ×èñëî Ðàìñåÿ R(m, k) îïðå-
äåëÿåòñÿ êàê íàèìåíüøåå öåëîå n òàêîå, ÷òî â ëþáîì ïîëíîì ãðàôå ñ n âåðøèíàìè,

ðåáðà êîòîðîãî ðàñêðàøåíû â êðàñíûé è ñèíèé öâåòà, íàéäåòñÿ ëèáî ïîäãðàô ñ k
âåðøèíàìè, âñå ðåáðà êîòîðîãî îêðàøåíû â êðàñíûé öâåò, ëèáî ïîäãðàô ñ m âåð-

øèíàìè, âñå ðåáðà êîòîðîãî îêðàøåíû â ñèíèé öâåò. Òî÷íûå çíà÷åíèÿ ÷èñåë Ðàìñåÿ

èçâåñòíû òîëüêî ïðè íåáîëüøèõ çíà÷åíèÿõ m è k, íàïðèìåð, R(3, 3) = 6, è â ñëó÷àå,

êîãäà ìåíüøèé èç àðãóìåíòîâ íå ïðåâîñõîäèò äâóõ: ëåãêî âèäåòü, ÷òî R(1,m) = 1 è

R(2,m) = m. Â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ äëÿ ÷èñåë Ðàìñåÿ èçâåñòíû òîëüêî îöåíêè, íàïðè-

ìåð, R(k, k) > ck2
k
2 , ãäå c � êîíñòàíòà.
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