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Ãëàâà 1

Áóëåâû ôóíêöèè, çàìêíóòûå

êëàññû

� 1.1 Òåîðåìà Ïîñòà

Ëåêöèÿ � 1

Îñíîâíîé öåëüþ äàííîãî ðàçäåëà ÿâëÿåòñÿ äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû Ïî-
ñòà (1920 ã.) î êîíå÷íîé ïîðîæäåííîñòè âñÿêîãî çàìêíóòîãî êëàññà áóëå-
âûõ ôóíêöèé.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ è íàïîìíèì èçâåñòíûå îïðåäåëåíèÿ.
Ïîëîæèì E = {0, 1}. Ïóñòü f (n) : En → E � îòîáðàæåíèå, òîãäà

f (n)(x1, . . . , xn) � n-ìåñòíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ (èëè ôóíêöèÿ àëãåáðû ëî-

ãèêè), x1, . . . , xn � ïåðåìåííûå ýòîé ôóíêöèè, à f (n) (èëè ïðîñòî f) �
ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë. Ïîä÷åðêíåì, ÷òî êàê ïðàâèëî, ïîä áóëåâîé
ôóíêöèåé ïîíèìàåòñÿ íå ïðîñòî îòîáðàæåíèå, íî è óïîðÿäî÷åííûé íà-
áîð ïåðåìåííûõ. ×åðåç P2 îáû÷íî îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ
ôóíêöèé, à ÷åðåç P2(n) � ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ôèêñè-
ðîâàííûõ ïåðåìåííûõ (ñàìè ïåðåìåííûå óêàçûâàþòñÿ òîëüêî â ñëó÷àå
íåîáõîäèìîñòè).

Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî èìååòñÿ ñ÷åòíîå ìíîæåñòâî X ïåðåìåííûõ,
ñêàæåì, ìíîæåñòâî

{x1, x2, . . . , y1, y2, . . . , z1, z2, . . . , u1, u2, . . . , v1, v2, . . . , w1, w2, . . .}.

Ïåðåìåííàÿ xi íàçûâàåòñÿ ñóùåñòâåííîé äëÿ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn),
åñëè ñóùåñòâóåò íàáîð (α1, . . . , αi−1, αi+1, . . . , αn) çíà÷åíèé îñòàëüíûõ ïå-
ðåìåííûõ, ïðè êîòîðîì èçìåíåíèå çíà÷åíèÿ ïåðåìåííîé xi ïðèâîäèò ê
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èçìåíåíèþ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè:

f(α1, . . . , αi−1, 0, αi+1, . . . , αn) 6= f(α1, . . . , αi−1, 1, αi+1, . . . , αn).

Åñëè æå íàáîðà ñ òàêèì ñâîéñòâîì íå ñóùåñòâóåò, òî ïåðåìåííàÿ xi íà-
çûâàåòñÿ íåñóùåñòâåííîé èëè ôèêòèâíîé.

Óïðàæíåíèå 1. Äîêàçàòü, ÷òî èç ôóíêöèè, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùåé îò n
ïåðåìåííûõ, ïóòåì ïîäñòàíîâêè íåêîòîðîé êîíñòàíòû âìåñòî íåêîòîðîé
ïåðåìåííîé ìîæíî ïîëó÷èòü ôóíêöèþ, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùóþ îò n− 1
ïåðåìåííîé.

Ñïîñîáû çàäàíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé:

1. Ïåðå÷èñëåíèå çíà÷åíèé (òàáëèöà).
Ïðèâåäåì ïðèìåð çàäàíèÿ òàáëèöåé ñëåäóþùèõ ôóíêöèé îò äâóõ ïå-

ðåìåííûõ: e1(x, y) � ñåëåêòîðíîé ôóíêöèè äëÿ ïåðâîãî àðãóìåíòà x,
0(2) � äâóõìåñòíîé êîíñòàíòû 0, x&y � êîíúþíêöèè, x ∨ y � äèçúþíê-
öèè, x→ y � èìïëèêàöèè, x⊕ y � ñóììû ïî ìîäóëþ 2 (èñêëþ÷àþùåãî
ÈËÈ), x ∼ y � ýêâèâàëåíòíîñòè (ñ÷åò÷èêà ÷åòíîñòè), x | y � øòðèõà
Øåôôåðà, x ↓ y � ñòðåëêè Ïèðñà.

x y e1(x, y) 0(2) x&y x ∨ y x→ y x⊕ y x ∼ y x | y x ↓ y
0 0 0 0 0 0 1 0 1 1 1
0 1 0 0 0 1 1 1 0 1 0
1 0 1 0 0 1 0 1 0 1 0
1 1 1 0 1 1 1 0 1 0 0

2. Îïèñàòåëüíûé (ðàáîòàåò ýôôåêòèâíî, íî ìîæåò áûòü èñïîëüçîâàí
òîëüêî â ðåäêèõ ñëó÷àÿõ).

Ïðèìåð � ôóíêöèÿ îò 100 ïåðåìåííûõ, êîòîðàÿ ðàâíà åäèíèöå òî-
ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ÷èñëî ïåðåìåííûõ, ïðèíèìàþùèõ åäèíè÷íîå
çíà÷åíèå, äåëèòñÿ íà 5.

3. Ôîðìóëà.
Èíäóêòèâíî îïðåäåëèì ïîíÿòèå ôîðìóëû. Ïóñòü äàíî ìíîæåñòâî

ïåðåìåííûõ X è ìíîæåñòâî ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ (êîíå÷íoe èëè

ñ÷åòíoe) A = {f (n1)
1 , . . . , f

(nk)
k , . . .}, à òàêæå ñëåäóþùèå ïðàâèëà:

1. Ïåðåìåííûå èç ìíîæåñòâà X � òðèâèàëüíûå ôîðìóëû1).
2. Åñëè êàæäàÿ èç çàïèñåé Φ1, . . . ,Φni ÿâëÿåòñÿ ëèáî ñèìâî-

ëîì ïåðåìåííîé, ëèáî ôîðìóëîé, òî ôîðìóëîé ÿâëÿåòñÿ è çàïèñü
f
(ni)
i (Φ1, . . . ,Φni).

1) Ïðè ýòîì ôîðìàëüíî îñòàåòñÿ îòêðûòûì âîïðîñ î òîì, ÿâëÿåòñÿ ëè òðèâèàëüíàÿ
ôîðìóëà (ïåðåìåííàÿ) ôîðìóëîé.
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Òåïåðü ìîæíî îïðåäåëèòü ôîðìóëó íàä ìíîæåñòâîì ïåðåìåííûõ X
è ìíîæåñòâîì ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ A = {f (n1)

1 , . . . , f
(nk)
k , . . .} êàê

ñëîâî èç ôóíêöèîíàëüíûõ ñèìâîëîâ, ñèìâîëîâ ïåðåìåííûõ, ñêîáîê è çà-
ïÿòûõ, êîòîðîå ìîæíî ïîëó÷èòü ïî óêàçàííûì ïðàâèëàì çà êîíå÷íîå
÷èñëî øàãîâ.

Ôîðìóëû áóäåì îáîçíà÷àòü, êàê ïðàâèëî, áîëüøèìè ãðå÷åñêèìè áóê-
âàìè, èíîãäà óêàçûâàÿ âñå ñèìâîëû ïåðåìåííûõ, êîòîðûå âõîäÿò â ôîð-
ìóëó: Φ = Φ(x1, . . . , xn).

Ôîðìóëà âèäà f
(ni)
i (Φ1, . . . ,Φni), â êîòîðîé Φ1, . . . ,Φni � ïåðåìåííûå,

íàçûâàåòñÿ ïðîñòåéøåé.
Ïîäôîðìóëîé äàííîé ôîðìóëû íàçûâàåòñÿ ëþáîå ïîäñëîâî ýòîé ôîð-

ìóëû, ÿâëÿþùååñÿ, â ñâîþ î÷åðåäü, ôîðìóëîé.
Èíäóêòèâíî îïðåäåëèì ïîíÿòèå ãëóáèíû D(Φ) ôîðìóëû Φ. Äëÿ òðè-

âèàëüíîé ôîðìóëû Φ ïîëàãàåì D(Φ) = 0, äëÿ ïðîñòåéøåé ôîðìóëû
Φ ïîëàãàåì D(Φ) = 1. Äàëåå, äëÿ ôîðìóëû Φ, èìåþùèé âèä Φ =

f
(ni)
i (Φ1, . . . ,Φni), ïîëàãàåì D(Φ) = 1 + max (D(Φ1), . . . , D(Φni)).
Ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëå Φ(x1, . . . , xn) è âñÿêîìó íàáîðó (α1, . . . , αn)

çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî ñîïîñòà-
âèòü çíà÷åíèå Φ(α1, . . . , αn) ∈ E. Òåì ñàìûì ôîðìóëå Φ(x1, . . . , xn) ñîïî-
ñòàâëÿåòñÿ íåêîòîðàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn). Â ýòîì ñëó÷àå ãîâî-
ðÿò, ÷òî ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ðåàëèçóåòñÿ ôîðìóëîé Φ(x1, . . . , xn).

Óïðàæíåíèå 2. Ðåàëèçîâàòü ôóíêöèþ x ↓ y ôîðìóëîé íàä ñèñòåìîé {x |
y} ñ èñïîëüçîâàíèåì ìèíèìàëüíî âîçìîæíîãî ÷èñëà ôóíêöèîíàëüíûõ
ñèìâîëîâ.

Èòàê, ìû ïðàêòè÷åñêè îïðåäåëèëè îïåðàöèþ ñóïåðïîçèöèè. Åñ-
ëè ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ðåàëèçóåòñÿ íåòðèâèàëüíîé ôîðìóëîé
Φ(x1, . . . , xn) íàä ñèñòåìîé ôóíêöèé A, òî ãîâîðÿò, ÷òî îíà ïîëó÷å-

íà îïåðàöèåé ñóïåðïîçèöèè èç ôóíêöèé ñèñòåìû A.
Íà ìíîæåñòâå áóëåâûõ ôóíêöèé îïðåäåëèì åùå îäíó îïåðà-

öèþ � îïåðàöèþ ââåäåíèÿ ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé, êîòîðàÿ ïðîèçâîëü-
íóþ ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) îòîáðàæàåò â ôóíêöèþ g(x1, . . . , xn, xn+1),
çàäàâàåìóþ íà ïðîèçâîëüíîì íàáîðå (α1, . . . , αn, αn+1) ðàâåíñòâîì
g(α1, . . . , αn, αn+1) = f(α1, . . . , αn).

Ïóñòü A ⊆ P2. Çàìûêàíèåì ìíîæåñòâà A (îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñó-
ïåðïîçèöèè è ââåäåíèÿ ôèêòèâíîé ïåðåìåííîé) íàçûâàåòñÿ ìíîæåñòâî
[A] âñåõ òàêèõ áóëåâûõ ôóíêöèé, êîòîðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ôóíê-
öèé ìíîæåñòâà A ïðè ïîìîùè îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè è ââåäåíèÿ ôèê-
òèâíîé ïåðåìåííîé.

Ñâîéñòâà îïåðàòîðà çàìûêàíèÿ:
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1. A ⊆ [A] (ýêñòåíñèâíîñòü).
2. Åñëè A ⊆ B, òî [A] ⊆ [B] (ìîíîòîííîñòü).
3. [[A]] = [A] (èäåìïîòåíòíîñòü).
Åñëè äëÿ ìíîæåñòâà áóëåâûõ ôóíêöèé A âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî A =

[A], òî òàêîå ìíîæåñòâî íàçûâàþò çàìêíóòûì ìíîæåñòâîì (ôóíêöèé)
èëè çàìêíóòûì êëàññîì, à èíîãäà è ïðîñòî êëàññîì.

Åñëè äëÿ ìíîæåñòâ A è F áóëåâûõ ôóíêöèé âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî
[A] = F , òî ãîâîðÿò, ÷òî ñèñòåìà A ïîëíà â F .

Çàìêíóòûé êëàññ F íàçûâàåòñÿ êîíå÷íîïîðîæäåííûì (èìåþùèì êî-
íå÷íûé áàçèñ), åñëè ñóùåñòâóåò ñèñòåìà ôóíêöèé A, óäîâëåòâîðÿþùàÿ
óñëîâèÿì: [A] = F , |A| <∞.

Ôóíêöèè ðàâíû, åñëè ó íèõ ñîâïàäàþò ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ, îò êî-
òîðûõ îíè çàâèñÿò ñóùåñòâåííî, è íà êàæäîì íàáîðå ýòèõ ïåðåìåííûõ
ôóíêöèè ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå çíà÷åíèÿ.

Ôîðìóëû ýêâèâàëåíòíû, åñëè îíè ðåàëèçóþò ðàâíûå ôóíêöèè.
Íàñêîëüêî ïðèíöèïèàëüíî, ñêàæåì, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû Ïî-

ñòà ïîä ôóíêöèåé ïîíèìàòü îäíó ôóíêöèþ èëè êëàññ ýêâèâàëåíòíîñòè
ðàâíûõ ôóíêöèé, ïîëó÷àþùèõñÿ äðóã èç äðóãà ïóòåì äîáàâëåíèÿ èëè
èçúÿòèÿ ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ?

Îáîçíà÷èì ÷åðåõ [A]c ìíîæåñòâî âñåõ òàêèõ áóëåâûõ ôóíêöèé, êîòî-
ðûå ìîãóò áûòü ïîëó÷åíû èç ôóíêöèé ìíîæåñòâà A ïðè ïîìîùè îïåðà-
öèé ñóïåðïîçèöèè. Åñëè äëÿ ìíîæåñòâà ôóíêöèé F âûïîëíÿåòñÿ ðàâåí-
ñòâî [F ]c = F , òî ìíîæåñòâî F íàçûâàåòñÿ êëàññîì Ïîñòà.

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàâåíñòâî [F ] = F âëå÷åò çà ñîáîé ðàâåíñòâî [F ]c = F .
Îáðàòíîå, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðíî:

[{1(1)(x)}]c = {1(1)(x)} 6= {1(1)(x), 1(2)(x), . . .} = [{1(1)(x)}].

Óïðàæíåíèå 3. Äîêàçàòü, ÷òî ñóùåñòâóåò 17 êëàññîâ F , óäîâëåòâîðÿþ-
ùèõ óñëîâèÿì:

[F ]c = F, [F ] 6= F.

Òåïåðü ïðåäúÿâèì íåêîòîðûå ïîëíûå â P2 ñèñòåìû ôóíêöèé. Â ñèëó
ðàçëîæåíèÿ ïî ïåðåìåííîé

f(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn−1, 0)xn ∨ f(x1, . . . , xn−1, 1)xn

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

[{xy, x ∨ y, x}] = P2,

èç êîòîðîãî, â ñâîþ î÷åðåäü, ëåãêî ïîëó÷àþòñÿ ðàâåíñòâà

P2 = [{xy, x}] = [{x ∨ y, x}] = [{x | y}] = [{x ↓ y}] = [{xy, x⊕ y, 1}].
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Ïîñëåäíÿÿ ïîëíàÿ ñèñòåìà íàçûâàåòñÿ áàçèñîì Æåãàëêèíà. Èç ïðîèç-
âîëüíîé ôîðìóëû íàä áàçèñîì Æåãàëêèíà ïóòåì ðàñêðûòèÿ ñêîáîê è
ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ ïîëóàåòñÿ ïîëèíîì íàä ïîëåì Z2. Íà-
ïîìíèì, ÷òî ó êàæäîé áóëåâîé ôóíêöèè ðîâíî îäèí òàêîé ïîëèíîì, è
ýòî ïîëèíîì íàçûâàåòñÿ ïîëèíîìîì Æåãàëêèíà.

Óïðàæíåíèå 4. Èç ïîëèíîìà Æåãàëêèíà ñòåïåíè (ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî
ïåðåìåííûõ â îäíîì ñëàãàåìîì) k (k ≥ 3) ïóòåì îòîæäåñòâëåíèÿ ïåðå-
ìåííûõ ìîæíî ïîëó÷èòü ïîëèíîì Æåãàëêèíà ñòåïåíè ðîâíî k − 1.

1.1.1 Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè

Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ. Ôóíêöèÿ
f(x1, . . . , xn), îáîçíà÷àåìàÿ îáû÷íî f ∗(x1, . . . , xn), íàçûâàåòñÿ äâîé-

ñòâåííîé (ê) ôóíêöèè f(x1, . . . , xn).
Ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè: Åñëè â ïðîèçâîëüíîé ôîðìóëå Φ, ðåàëè-

çóþùåé áóëåâó ôóíêöèþ f , çàìåíèòü âñå ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû
íà ôóíêöèîíàëüíûå ñèìâîëû äâîéñòâåííûõ ôóíêöèé, òî ïîëó÷èâøàÿ-
ñÿ ôîðìóëà Φ′ áóäåò ðåàëèçîâûâàòü ôóíêöèþ f ∗.

Â êà÷åñòâå ïðèìåðà ïðèìåíåíèÿ ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè ðàññìîò-
ðèì çàäà÷ó î íàõîæäåíèè ïîëíûõ ñèñòåì â êëàññàõ T0 è T1, ãäå Ti
(i = 0, 1) � êëàññ âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ íà íàáîðå èç
âñåõ çíà÷åíèé i òàêæå çíà÷åíèå i. Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî T0 = [{xy, x ⊕ y}],
òàê êàê ïîëèíîì Æåãàëêèíà ëþáîé ôóíêöèè èç êëàññà T0 èìååò íóëåâîé
ñâîáîäíûé ÷ëåí, à ëþáîé òàêîé ïîëèíîì ìîæåò áûòü ðåàëèçîâàí íàä ñè-
ñòåìîé ôóíêöèé [{xy, x⊕y}]. Òåïåðü, ïî ïðèíöèïó äâîéñòâåííîñòè, äâîé-
ñòâåííûé ê êëàññó T0 êëàññ T1 ïîðîæäàåòñÿ ôóíêöèÿìè, äâîéñòâåííûìè
ê ôóíêöèÿì xy è x⊕ y, ò. å. ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî T1 = [{x ∨ y, x ∼ y}].

1.1.2 Êëàññû ôóíêöèé, ñîäåðæàùèå êîíñòàíòû 0 è 1

Ïðèâåäåì ïðèìåðû òàêèõ êëàññîâ è èõ ñâîéñòâ.
I. Êëàññ L ëèíåéíûõ ôóíêöèé.
Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ÿâëÿåòñÿ ëèíåéíîé (ò. å. f ∈ L) òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íàáîð (a0, a1, . . . , an) èç íóëåé è åäèíèö, òàêîé
÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(x1, . . . , xn) = a0 ⊕ a1x1 ⊕ . . .⊕ anxn.

Ñâîéñòâà êëàññà L:

1. 0, 1, x, x, x⊕ y ∈ L; xy, x ∨ y /∈ L.
2. [L] = L.
3. [{x⊕ y, 1}] = L.
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4. Ëþáàÿ ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ, îòëè÷íàÿ îò êîíñòàí-
òû, ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 íà 2n−1 íàáîðå.

5. Åñëè2) fL /∈ L, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ g(x, y), ÷òî âûïîëíÿþò-
ñÿ óñëîâèÿ: g(x, y) /∈ L, g(x, y) ∈ [{0, fL}] (ò. å. èç íåëèíåéíîé ôóíêöèè
è êîíñòàíòû 0 ìîæíî ïîëó÷èòü íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ îò äâóõ ïåðåìåí-
íûõ).
B Âûäåëèì â ïîëèíîìå Æåãàëêèíà ôóíêöèè fL íåëèíåéíóþ ÷àñòü, à

â íåé � ñëàãàåìîå íàèìåíüøåé äëèíû (ñòåïåíè). Òåïåðü äëÿ ïîëó÷åíèÿ
èñêîìîé ôóíêöèè g(x, y) äîñòàòî÷íî âìåñòî ïåðâîé ïåðåìåííîé èç ýòîãî
ñëàãàåìîãî ïîäñòàâèòü x, âìåñòî äðóãèõ ïåðåìåííûõ èç ýòîãî ñëàãàåìîãî
ïîäñòàâèòü y, à âìåñòî âñåõ îñòàëüíûõ ïåðåìåííûõ � êîíñòàíòó 0. �

6. (Ëåììà î íåëèíåéíîé ôóíêöèè.) Åñëè fL /∈ L, òî xy ∈ [{0, x, fL}]
(ò. å. èç íåëèíåéíîé ôóíêöèè, îòðèöàíèÿ è êîíñòàíòû 0 ìîæíî ïîëó÷èòü
êîíúþíêöèþ äâóõ ïåðåìåííûõ).
B Ïî ïðåäûäóùåìó ñâîéñòâó èç íåëèíåéíîé ôóíêöèè fL è êîíñòàíòû

0 ìîæíî ïîëó÷èòü íåëèíåéíóþ ôóíêöèþ îò äâóõ ïåðåìåííûõ g(x, y),
ïîëèíîì Æåãàëêèíà êîòîðîé èìååò âèä xy⊕ax⊕by⊕c, ãäå (a, b, c) ∈ E3.
Åñëè a = 1, òî ïîäñòàâèâ âìåñòî y îòðèöàíèå ýòîé ïåðåìåííîé y ⊕ 1,
ïîëó÷èì ïîëèíîì xy⊕by⊕b⊕c. Òåïåðü, åñëè b = 1, ïîäñòàâèâ x⊕1 âìåñòî
x, ïîëó÷èì ïîëèíîì xy ⊕ b ⊕ c. Äëÿ ïîëó÷åíèå êîíúþíêöèè îñòàëîñü â
ñëó÷àå âûïîëíåíèÿ ðàâåíñòâà b ⊕ c = 1 âçÿòü îòðèöàíèå ïîëó÷èâøåéñÿ
ôóíêöèè. �

7. Âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî |L(n)| = 2n+1, ãäå L(n) = L ∩ P2(n).
8. Ôóíêöèîíàëüíîå (îòíîñèòåëüíî f) óðàâíåíèå [{f}] = L íå èìååò

ðåøåíèé.

Óïðàæíåíèå 5. Äîêàçàòü ñâîéñòâî 8 êëàññà ëèíåéíûõ ôóíêöèé.

II. Êëàññû K è D (êîíúþíêöèé è äèçúþíêöèé ñîîòâåòñòâåííî).
Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ÿâëÿåòñÿ êîíúþíêöèåé (ò. å. f ∈ K) òîãäà è

òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íàáîð (a0, a1, . . . , an) èç íóëåé è åäèíèö,
òàêîé ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(x1, . . . , xn) = a0(a1 ∨ x1) . . . (an ∨ xn).

Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ÿâëÿåòñÿ äèçúþíêöèåé (ò. å. f ∈ D) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà ñóùåñòâóåò íàáîð (a0, a1, . . . , an) èç íóëåé è åäèíèö,
òàêîé ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî f(x1, . . . , xn) = a0 ∨ a1x1 ∨ . . . ∨ anxn.

Ñâîéñòâà êëàññîâ K è D:

1. 0, 1, x, xy,∈ K; x, x⊕y, x∨y /∈ K. 0, 1, x, x∨y,∈ D; x, x⊕y, xy /∈ K.
2. [K] = K; [D] = D.

2) Çäåñü è äàëåå áóäåì ÷àñòî èñïîëüçîâàòü îáîçíà÷åíèå âèäà fF äëÿ ôóíêöèè, íå
ïðèíàäëåæàùåé êëàññó F .
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3. [{0, 1, xy}] = K; [{0, 1, x ∨ y}] = D.
4. Åñëè f ∈ K è {x1, . . . , xn} � ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåìåííûõ, îò êî-

òîðûõ ôóíêöèÿ f çàâèñèò ñóùåñòâåííî, òî f = x1 . . . xn; åñëè f ∈ D è
{x1, . . . , xn} � ìíîæåñòâî âñåõ ïåðåìåííûõ, îò êîòîðûõ ôóíêöèÿ f çàâè-
ñèò ñóùåñòâåííî, òî f = x1 ∨ . . . ∨ xn.

III. Êëàññ M ìîíîòîííûõ ôóíêöèé.
Íà ìíîæåñòâå âñåõ íàáîðîâ n-ìåðíîãî åäèíè÷íîãî (áóëåâà) êóáà En

ââåäåì ÷àñòè÷íûé ïîðÿäîê ¾4¿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: (α1, . . . , αn) 4
(β1, . . . , βn) òîãäà è òîëüêî êîãäà äëÿ âñåõ i = 1, . . . , n âûïîëíÿþòñÿ íåðà-
âåíñòâà αi ≤ βi. Íàáîðû α̃ è β̃ íàçûâàþòñÿ ñðàâíèìûìè, åñëè âûïîëíÿ-
åòñÿ õîòÿ áû îäíî èç îòíîøåíèé α̃ 4 β̃ èëè β̃ 4 α̃. Åñëè íè îäíî èç ýòèõ
äâóõ îòíîøåíèé íå âûïîëíÿåòñÿ, òî òàêèå íàáîðû íàçûâàþòñÿ íåñðàâíè-
ìûìè.

Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ÿâëÿåòñÿ ìîíîòîííîé (ò. å. f ∈ M) òîãäà è
òîëüêî òîãäà, êîãäà äëÿ ëþáûõ äâóõ íàáîðîâ (α1, . . . , αn) è (β1, . . . , βn) ñî-
îòíîøåíèå (α1, . . . , αn) 4 (β1, . . . , βn) âëå÷åò íåðàâåíñòâî f(α1, . . . , αn) ≤
f(β1, . . . , βn).

Ñâîéñòâà êëàññà M :

1. 0, 1, x, xy, x ∨ y ∈M ; x, x⊕ y, x→ y /∈M .
2. [M ] = M .
3. Åñëè f(x1, . . . , xn) ∈M , òî ñïðàâåäëèâî ðàçëîæåíèå

f(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn−1, 0) ∨ f(x1, . . . , xn−1, 1)xn.

4. [{0, 1, xy, x ∨ y}] = M .
5. Åñëè f ∈M , f 6≡ 0, 1, òî f ∈ [{xy, x ∨ y}].
B Ýòî óòâåðæäåíèå ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ èíäóêöèåé ïî ÷èñëó n ïå-

ðåìåííûõ, îò êîòîðûõ ôóíêöèÿ f çàâèñèò ñóùåñòâåííî. Áàçà èíäóê-
öèè (n = 1) î÷åâèäíà. Ïåðåõîä èíäóêöèè îáîñíîâàí ðàçëîæåíèåì èç
ñâîéñòâà 3 ìîíîòîííûõ ôóíêöèé � äîñòàòî÷íî òîëüêî çàìåòèòü, ÷òî
f(x1, . . . , xn−1, 0) 6≡ 1 è f(x1, . . . , xn−1, 1) 6≡ 0. �

6. K ⊂M ; D ⊂M .
7. (Ëåììà î íåìîíîòîííîé ôóíêöèè.) Åñëè fM /∈M , òî x ∈ [{0, 1, fM}]

(ò. å. èç íåìîíîòîííîé ôóíêöèè è êîíñòàíò ìîæíî ïîëó÷èòü îòðèöàíèå).
B Äëÿ íåìîíîòîííîé ôóíêöèè fM(x1, . . . , xn) íàéäóòñÿ äâà íàáîðà

α̃ = (α1, . . . , αn) è β̃ = (β1, . . . , βn) èç En, óäîâëåòâîðÿþùèå óñëîâèÿì:
α̃ 4 β̃, f(α̃) = 1, f(β̃) = 0. Äëÿ i = 1, . . . , n ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâà
αi = βi â ôóíêöèþ fM(x1, . . . , xn) âìåñòî ïåðåìåííîé xi ïîäñòàâèì êîí-
ñòàíòó αi, à ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà αi < βi � ïåðåìåííóþ x, òåì
ñàìûì ïîëó÷èì ôóíêöèþ x. �
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8. Åñëè fK , fD ∈M , fK /∈ K, fD /∈ D, òî x∨y ∈ [{1, fK}], xy ∈ [{0, fD}].
B Òàê êàê fD ∈M , fD /∈ D, òî fD /∈ {0, 1, x, x}. Ñëåäîâàòåëüíî ôóíê-

öèÿ fD ñóùåñòâåííî çàâèñèò íå ìåíåå, ÷åì îò äâóõ ïåðåìååíûõ. Ïóñòü
x1, . . . , xn � âñå ïåðåìåííûå, îò êîòîðûõ ôóíêöèÿ fD çàâèñèò ñóùåñòâåí-
íî.

Òàê êàê fD ∈M , fD /∈ D, òî ñóùåñòâóåò íàáîð α̃ ∈ En, â êîòîðîì ðîâ-
íî îäíà åäèíèöà è íà êîòîðîì ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â 0. Áåç îãðàíè÷åíèÿ
îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî fD(1, 0, . . . , 0) = 0.

Ôóíêöèÿ f çàâèñèò îò ïåðåìåííîé x1 ñóùåñòâåííî. Ïîýòîìó
íàéäåòñÿ íàáîð (β2, . . . , βn), äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå
fD(0, β2, . . . , βn) 6= fD(1, β2, . . . , βn). Â ñèëó ìîíîòîííîñòè ôóíêöèè
fD èìååì: fD(0, β2, . . . , βn) = 0, fD(1, β2, . . . , βn) = 1.

Êðîìå òîãî, (β2, . . . , βn) 6= (0, . . . , 0), òàê êàê fD(1, 0, . . . , 0) = 0. Áåç
îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

(β2, . . . , βn) = (1, . . . , 1︸ ︷︷ ︸
k≥1

, 0, . . . , 0).

Òîãäà
fD(x, y, . . . , y︸ ︷︷ ︸

k

, 0, . . . , 0) = g(x, y) = xy.

Äëÿ òîãî, ÷òîáû óñòàíîâèòü ïðèíàäëåæíîñòü ôóíêöèè x ∨ y êëàññó
[{1, fK}], äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ïðèíöèï äâîéñòâåííîñòè. �

9. Âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

2C
bn/2c
n ≤ |M(n)| ≤ nC

bn/2c
n ,

ãäå M(n) = M ∩ P2(n).

Óïðàæíåíèå 6. Äîêàçàòü ñâîéñòâî 9 êëàññà ìîíîòîííûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 1. Ïóñòü F ⊆ P2, F = [F ], {0, 1} ⊆ F . Òîãäà íàéäåòñÿ ñèñòå-
ìà ôóíêöèé A, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: [A] = F , |A| <∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòäåëüíî ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
Ñëó÷àé 1◦: F 6⊆M .
Òîãäà â êëàññå F íàéäåòñÿ íåìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ fM . Ïðèìåíÿÿ ëåì-

ìó î íåìîíîòîííîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåì: x ∈ [{0, 1, fM}] ⊆ F .
Ñëó÷àé 1.1◦: F 6⊆ L.

Òîãäà â êëàññå F íàéäåòñÿ íåëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ fL. Ïðèìåíÿÿ ëåììó
î íåëèíåéíîé ôóíêöèè, ïîëó÷àåì: xy ∈ [{0, x, fL}] ⊆ F .
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Òàêèì îáðàçîì, {xy, x} ⊆ F . Ïîýòîìó

F = P2 = [{0, 1, fM , fL}].

Ñëó÷àé 1.2◦: F ⊆ L.
Ñëó÷àé 1.2.1◦: â êëàññå F åñòü ôóíêöèÿ, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùàÿ

íå ìåíåå ÷åì îò äâóõ ïåðåìåííûõ.
Òîãäà F = L = [{0, 1, x⊕ y}].
Ñëó÷àé 1.2.2◦: â êëàññå F íåò ôóíêöèé, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùèõ íå

ìåíåå ÷åì îò äâóõ ïåðåìåííûõ.
Òîãäà F = {0, 1, x, x} = U .
Ñëó÷àé 2◦: F ⊆M .
Ñëó÷àé 2.1◦: F 6⊆ K, F 6⊆ D.

Òîãäà â êëàññå F íàéäåòñÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ fK , íå ëåæàùàÿ â
êëàññå K è íàéäåòñÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ fD, íå ëåæàùàÿ â êëàññå D.
Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 8 ìîíîòîííûõ ôóíêöèé, ïîëó÷àåì: {xy, x ∨ y} ⊂
[{0, 1, fK , fD}] ⊆ F . Ïîýòîìó F = M = [{0, 1, fK , fD}].

Ñëó÷àé 2.2◦: F ⊆ K, F 6⊆ D.
Òîãäà F = K = [{0, 1, xy}].
Ñëó÷àé 2.3◦: F 6⊆ K, F ⊆ D.

Òîãäà F = D = [{0, 1, x ∨ y}].
Ñëó÷àé 2.4◦: F ⊆ K, F ⊆ D.

Òîãäà ëèáî F = C = [{0, 1}], ëèáî F = MU = [{0, 1, x}].

Íà ðèñóíêå 1 ïîêàçàíà äèàãðàììà âëîæåíîñòè çàìêíóòûõ êëàññîâ áó-
ëåâûõ ôóíêöèé, ñîäåðæàùèõ îáå êîíñòàíòû (åñëè äâà êëàññà ñîåäèíåíû
ðåáðîì, òî íèæíèé ñîäåðæèòñÿ â âåðõíåì).

eCe
e
e

eMU
%
%
%

e
e
e

"
"
"
""

eK
%
%
% eD

e
e
e eU
eM
%
%
% eLe
e
e

eP2

Ðèñ. 1

Ëåêöèÿ � 2
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1.1.3 Êëàññû ôóíêöèé, ñîäåðæàùèå êîíñòàíòó 1 è íå

ñîäåðæàùèå êîíñòàíòó 0

Ñíà÷àëà äîêàæåì ëåììó, êîòîðàÿ â äàëüíåéøåì áóäåò ìíîãîêðàòíî èñ-
ïîëüçîâàòüñÿ. Äàäèì åé ñïåöèàëüíîå íàçâàíèå � ëåììà Z.

Ëåììà 1 (ëåììà Z). Ïóñòü A ⊆ P2, x ∨ y ∈ [A], f ∈ [A ∪ {0}], g ≤ f ,
g ∈ [A]. Òîãäà f ∈ [A].

Äîêàçàòåëüñòâî. Òàê êàê f(x1, . . . , xn) ∈ [A∪{0}], òî íàéäåòñÿ ôîðìóëà
Φ(x1, . . . , xn, y) íàä ñèñòåìîé A, òàêàÿ ÷òî ôîðìóëà Φ(x1, . . . , xn, 0) íàä
ñèñòåìîé A ∪ {0} ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn).

Ïóñòü ôîðìóëà Ψ(x1, . . . , xn) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ g(x1, . . . , xn).
Ðàññìîòðèì ôîðìóëó Ψ(x1, . . . , xn) ∨ Φ(x1, . . . , xn,Ψ(x1, . . . , xn)) íàä

ñèñòåìîé A. Ïîêàæåì, ÷òî ðåàëèçóåìàÿ ýòîé ôîðìóëîé ôóíêöèÿ
h(x1, . . . , xn) åñòü ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn).

1◦. Åñëè g(α̃) = 1, òî h(α̃) = 1 è f(α̃) = 1.
2◦. Åñëè g(α̃) = 0, òî h(α̃) = f(α̃).

Áóëåâà ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 0∞, åñëè äëÿ
íåêîòîðîãî i, 1 ≤ i ≤ n, íà âñåõ íàáîðàõ çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî f(x1, . . . , xn) ≥ xi.

Îïðåäåëèì êëàññ O∞ êàê ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé, óäîâëå-
òâîðÿþùèõ óñëîâèþ 0∞.

Ñâîéñòâà êëàññà O∞:

1. 1, x, x ∨ y, x→ y ∈ O∞; 0, xy /∈ O∞.
2. [O∞] = O∞.
3. [{x→ y}] = O∞.
B Ïðîâåðèì âûïîëíåíèå óñëîâèé ëåììû Z:
A = [{x→ y}];
x ∨ y = (x→ y)→ y ∈ [A];
åñëè f ∈ O∞, òî f ≥ x äëÿ íåêîòîðîé ïåðåìåííîé x, è x = x∨x ∈ [A];
f ∈ [{0, x→ y}] = P2 (òàê êàê x ∨ y ∈ [{0, x→ y}], x = x→ 0).

Ñëåäîâàòåëüíî, ïî ëåììå Z èìååì: f ∈ [{x→ y}]. �
Ââåäåì âàæíûå äëÿ äàëüíåéøåãî èçëîæåíèÿ ôóíêöèè:

ω(x, y, z) = x ∨ yz,

dp(x1, . . . , xp) =
∨

1≤i<j≤p

xixj, p = 2, 3, . . .

Ñâîéñòâà ôóíêöèé ω è dp:
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1. ω, dp ∈M , ω ∈ O∞, dp /∈ O∞.
2. Åñëè f ∈ MO∞ = M ∩ O∞, f 6≡ 1, òî f ∈ [{ω}] (ò. å. ôóíêöèÿ ω

ïîðîæäàåò êëàññ M ∩O∞ ∩ T0).
B Ïî ëåììå Z. �
3. Åñëè fK ∈M \K, fD ∈M \D, òî ω ∈ [{1, fK , fD}].
B Ïî ëåììå Z. �
4. Åñëè p ≥ 3, òî ω ∈ [{1, dp}] (ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 3); åñëè p > 3, òî

ω ∈ [{dp}] (ñëåäóåò èç ïðåäñòàâëåíèÿ x ∨ yz = dp(y, z, x, . . . , x)).
5. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

dp+1(x1, . . . , xp+1) = xp+1(x1 ∨ . . . ∨ xp) ∨ dp(x1, . . . , xp).

Ïîýòîìó, â ÷àñòíîñòè,

dp+1(x1, . . . , xp, 0) = dp(x1, . . . , xp),

dp+1(x1, . . . , xp, 1) = x1 ∨ . . . ∨ xp.

6. dp+1 ∈ [{ω, dp}] (ñëåäóåò èç ñâîéñòâà 5 è âêëþ÷åíèÿ x∨y ∈ [{x∨yz}]).
7. Èìååò ìåñòî öåïî÷êà âêëþ÷åíèé

[ω] ⊆ . . . ⊆ [{ω, dp+1}] ⊆ [{ω, dp}] ⊆ . . . ⊆ [{ω, d2}].

8. Âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ

dp /∈ [{ω, dp+1}], p = 2, 3, . . .

Óïðàæíåíèå 7. Äîêàçàòü ñâîéñòâî 8. (Óêàçàíèå: äîêàçàòü, ÷òî ïðè p ≥ 2
ôóíêöèè ω è dp+1 ïðèíàäëåæàò, à ôóíêöèÿ dp íå ïðèíàäëåæèò çàìêíó-
òîìó êëàññó Op âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ 0p

(ôóíêöèÿ óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ 0p òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ó ëþ-
áûõ p íàáîðîâ, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ îáðàùàåòñÿ â 0, åñòü îáùàÿ íóëåâàÿ
êîìïîíåíòà).)

Çàìå÷àíèå 1. Èç ñâîéñòâ 7 è 8 ñëåäóåò, ÷òî ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ êëàñ-
ñîâ áóëåâûõ ôóíêöèé áåñêîíå÷íî.

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ìîíîòîííîé ôóíêöèè ââåäåì ìíîæåñòâî ôóíêöèé,
êîòîðûå ïîëó÷àþòñÿ èç ýòîé ôóíêöèè ïóòåì îòîæäåñòâëåíèÿ ëþáûõ
äâóõ ïåðåìåííûõ. Äàäèì ñòðîãèå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈M , i 6= j, 1 ≤ i, j ≤ n. Ïîëîæèì

f ij(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xj−1, xi, xj+1, . . . , xn).
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Ñâîéñòâà ôóíêöèé f ij :

1. f ij ∈ [{f}] ⊂M .
2. Åñëè f /∈ {0, 1}, òî f ij /∈ {0, 1}
3. Ïðè xi = 0 èìååì f ij ≤ f , ïîýòîìó f ij ≤ f ∨ xi.
Ïðè xi = 1 èìååì f ij ≥ f , ïîýòîìó f ij ≥ fxi.
Ïðè xj = 0 èìååì f ij ≥ f , ïîýòîìó f ≤ f ij ∨ xj.
Ïðè xj = 1 èìååì f ij ≤ f , ïîýòîìó f ≥ f ijxj.

Òåïåðü äëÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèèf(x1, . . . , xn) îò n ïåðåìåííûõ, n ≥ 2,
ïîëîæèì

An−1(f(x1, . . . , xn)) = {f ij | 1 ≤ i ≤ n, 1 ≤ j ≤ n, i 6= j}.

Ëåììà 2 (îñíîâíàÿ). Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈M , n ≥ 2. Òîãäà

f ∈ [{ω, dn} ∪ An−1(f)].

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè f ≡ 0 èëè f ≡ 1, òî óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðà-
âåäëèâî ââèäó ðàâåíñòâà f ij = f . Åñëè f ∈ O∞ \ {1}, òî f ∈ [{ω}]. Äàëåå
áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî ôóíêöèÿ f îòëè÷íà îò êîíñòàíòû è íå ëåæèò â êëàññå
O∞. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî n (÷èñëó ïåðåìåííûõ ôóíêöèè f).

Áàçà èíäóêöèè: n = 2. Åäèíñòâåííîé ìîíîòîíîé ôóíêöèåé íå áîëåå
÷åì îò äâóõ ïåðåìåííûõ, îòëè÷íîé îò êîíñòàíòû è íå ëåæàùåé â êëàññå
O∞, ÿâëÿåòñÿ ôóíêöèÿ xy = d2(x, y).

Ïåðåõîä èíäóêöèè, n ≥ 3. Òàê êàê f ∈ M \ O∞, òî ôóíêöèÿ f íà
ëþáîì íàáîðå, ñîäåðæàùåì ðîâíî îäíó åäèíèöó, ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 0.

Â ðàçëîæåíèè

f(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn−1, 1)xn ∨ f(x1, . . . , xn−1, 0)

îáîçíà÷èì f(x1, . . . , xn−1, 0) = g(x1, . . . , xn−1). Òàê êàê f ≥ g è f /∈ O∞,
òî g /∈ O∞ (èíà÷å áû ôóíêöèÿ f íå ìåíüøå êàêîé-òî ñâîåé ïåðåìåííîé).

Ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè g ∈ [{ω, dn−1} ∪ An−2(g)], ãäå

An−2(g(x1, . . . , xn−1)) = {gij = f ij(x1, . . . , xn−1, 0) | 1 ≤ i, j ≤ n− 1, i 6= j}.

Ñëåäîâàòåëüíî, äëÿ ôóíêöèè g(x1, . . . , xn−1) ñóùåñòâóåò ðåàëèçóþùàÿ åå
ôîðìóëà Γ íàä ñèñòåìîé {ω, dn−1} ∪ {gij | 1 ≤ i, j ≤ n− 1, i 6= j}.

Ïîñëåäîâàòåëüíî â ñîîòâåòñòâèè ñ øàãàìè èíäóêòèâíîãî ïîñòðîåíèÿ
ôîðìóëû ïðåîáðàçóåì ôîðìóëó Γ â ôîðìóëó H:

� øàãè âèäà ω(Ψ1,Ψ2,Ψ3) íå èçìåíÿåì;
� øàã âèäà dn−1(Ψ1, . . . ,Ψn−1) çàìåíÿåì íà øàã dn(Ψ1, . . . ,Ψn−1, xn);
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� øàã âèäà gij(Ψ1, . . . ,Ψn−1) çàìåíÿåì íà øàã f ij(Ψ1, . . . ,Ψn−1, xn).
Ïóñòü ïîñòðîåííàÿ ôîðìóëà H ðåàëèçóåò ôóíêöèþ h(x1, . . . , xn). Ýòà

ôóíêöèÿ îáëàäàåò ñëåäóþùèìè ñâîéñòâàìè:
1) h ∈ [{ω, dn} ∪ An−1(f)],
2) h(x1, . . . , xn−1, 0) = g(x1, . . . , xn−1) = f(x1, . . . , xn−1, 0),
3) h(0, . . . , 0, 1) = f(0, . . . , 0, 1) = g(0, . . . , 0) = 0.
Ðàâåíñòâî h(0, . . . , 0, 1) = 0 ñëåäóåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî íà íàáîðå

(0, . . . , 0, 1) ïðè ïîñòðîåíèè ôîðìóëû H íà êàæäîì øàãå àðãóìåíòàìè
î÷åðåäíîé ïîäôîðìóëû ÿâëÿþòñÿ òîëüêî íóëè è íå áîëåå îäíîé åäèíè-
öû. Ôóíêöèÿ f íà ëþáîì íàáîðå ñ îäíîé åäèíèöåé ðàâíà 0, à ôóíêöèÿ g
íå ïðåâîñõîäèò ôóíêöèþ f .

Ïîëîæèì

ϕ(x1, . . . , xn) = h(x1, . . . , xn) ∨ (x1 ∨ . . . ∨ xn−1)xn.

Ïîêàæåì, ÷òî

ϕ(x1, . . . , xn) = g(x1, . . . , xn−1) ∨ (x1 ∨ . . . ∨ xn−1)xn.

Åñëè xn = 0, òî ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâà âûòåêàåò íåïîñðåäñòâåííî
èç îïðåäåëåíèÿ ôóíêöèè h.

Íà íàáîðå (0, . . . , 0, 1) óñòàíîâëåíû ðàâåíñòâà h(0, . . . , 0, 1) =
g(0, . . . , 0) = 0.

Åñëè æå xn = 1 è x1 ∨ . . . ∨ xn−1 = 1, òî îáå ÷àñòè äîêàçûâàåìîãî
ñîîòíîøåíèÿ îáðàùàþòñÿ â åäèíèöó.

Íàêîíåö, ïîëîæèì

λ(x1, . . . , xn) = ϕ(f 1
n, . . . , f

n−1
n , xn).

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà îñíîâíîé ëåììû îñòàëîñü ïðèìåíèòü
ëåììó Z. Äåéñòâèòåëüíî,

x∨y ∈ [{ω}] ⊂ [{ω, dn}∪An−1(f)], f ∈ [{ω, 0}], λ ∈ [{ω, dn}∪An−1(f)].

Èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâà f in ≤ f ∨ xi è f inxn ≤ f , óñòàíîâèì íåäîñòàþùåå
ñîîòíîøåíèå λ ≤ f :

λ(x1, . . . , xn) = g(f 1
n, . . . , f

n−1
n ) ∨ (f 1

n ∨ . . . ∨ fn−1n )xn ≤
≤ g(f ∨ x1, . . . , f ∨ xn−1) ∨ f = f.

Ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî îòäåëüíî ïðîâåðåòñÿ äëÿ ñëó÷àåâ f = 0 (èñïîëüçó-
åòñÿ íåðàâåíñòâî f ≥ g) è f = 1.
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Äëÿ ìîíîòîííîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ïîìèìî óæå îïðåäå-
ëåííîãî ìíîæåñòâà An−1(f) ïîñëåäîâàòåëüíî ââåäåì ìíîæåñòâà
An−2(f), . . . , A1(f):

Ak(f) =
⋃

g∈Ak+1(f)

Ak(g), k = n− 2, . . . , 1.

Îòìåòèì, ÷òî ìíîæåñòâà Ak(g) èç ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà îïðåäåëåíû,
òàê êàê ó ôóíêöèé g èç ìíîæåñòâà Ak+1(f) ðîâíî k + 1 ïåðåìåííàÿ.

Òàêèì îáðàçîì, Ak(f) � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé g(xi1 , . . . , xik), ïî-
ëó÷àþùèõñÿ èç ôóíêöèè f îòîæäåñòâëåíèåì ïåðåìåííûõ è ó êîòîðûõ
âñå ïåðåìåííûå xij ðàçëè÷íû.

Äëÿ ïîëíîòû êàðòèíû ïîëîæèì An(f) = {f}.
Î÷åâèäíî, ÷òî âûïîëíÿþòñÿ âêëþ÷åíèÿ

[A1(f)] ⊆ [A2(f)] ⊆ . . . ⊆ [An−1(f)] ⊆ [An(f)].

Ïóñòü òåïåðü f(x1, . . . , xn) ∈ M \ O∞, f 6≡ 0. Òîãäà ó ôóíêöèè f íå
ìåíåå äâóõ ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ. Ïîëîæèì

Ff =
n⋃
k=2

{
g ∈ Ak(f) | g /∈ O∞, gij ∈ O∞, 1 ≤ i, j ≤ k, i 6= j

}
.

Òàêèì îáðàçîì, Ff � ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé èç ñåìåéñòâà⋃n
k=2Ak(f), êîòîðûå ñàìè íå ïðèíàäëåæàò êëàññó O∞, íî ïðè îòîæäåñòâ-

ëåíèè ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ïåðåìåííûõ ïîëó÷àåòñÿ ôóíêöèÿ, ëåæà-
ùàÿ â êëàññå O∞.

Ñâîéñòâà ìíîæåñòâà Ff :

1. Âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå Ff 6= ∅.
2. Ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå Ff ⊆ [{f}].
3. Âåðíî íåðàâåíñòâî p(f) ≥ 2, ãäå p(f) � íàèìåíüøåå ÷èñëî ñóùå-

ñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ó ôóíêöèé èç ìíîæåñâà Ff .
4. Åñëè g(x1, . . . , xp) ∈ Ff , òî g(x1, . . . , xp) = dp(x1, . . . , xp).
B Òàê êàê g /∈ O∞, òî íà íàáîðàõ ñ îäíîé åäèíèöåé ôóíêöèÿ g ïðè-

íèìàåò çíà÷åíèå 0. Ïîêàæåì, ÷òî íà ïðîèçâîëüíîì íàáîðå c äâóìÿ åäè-
íèöàìè ôóíêöèÿ g ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ðàññìîòðèì íàáîð (1, 1, 0, . . . , 0). Òàê êàê g12(x1, x3, . . . , xp) ∈ O∞, òî íàé-
äåòñÿ k, k ∈ {1, 3, . . . , p}, òàêîå ÷òî g12(x1, x3, . . . , xp) ≥ xk.

Åñëè k 6= 1 (äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî k = 3), òî
g(0, 0, 1, 0, . . . , 0) = g12(0, 1, 0, . . . , 0) = 1. Ýòî ïðîòèâîðå÷èò òîìó, ÷òî
ôóíêöèÿ g íå ëåæèò â êëàññå O∞. Çíà÷èò, k = 1. Òîãäà g(1, 1, 0, . . . , 0) =
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g12(1, 0, . . . , 0) = 1. Òåïåðü îñòàëîñü âîñïîëüçîâàòüñÿ ìîíîòîííîñòüþ
ôóíêöèè g. �

5. Ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå dp(f) ∈ [{f}].
6. Âåðíî âêëþ÷åíèå Ap(f)−1(f) ⊆ O∞.

Ëåììà 3. Ïóñòü f ∈M \O∞, f 6≡ 0. Òîãäà f ∈ [{ω, dp(f)}].

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó îñíîâíîé ëåììû èìååì: f ∈ [{ω, dn}∪An−1(f)].
Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ ôóíêöèþ g ∈ An−1. Åñëè g ∈ O∞, òî g ∈
[{ω}]. Èíà÷å îïÿòü ïðèìåíÿåì îñíîâíóþ ëåììó è ò. ä. Òàêèì îáðàçîì,
ïîëó÷àåì:

f ∈ [{ω, dn} ∪ An−1(f)] ⊆ [{ω, dn, dn−1} ∪ An−2(f)] ⊆ . . .

. . . ⊆ [{ω, dn, . . . , dp(f)} ∪ Ap(f)−1(f)] ⊆ [{ω, dp(f)}].

Çäåñü èñïîëüçîâàëîñü âêëþ÷åíèå [Ap(f)−1(f)] ⊆ [{ω}], ñïðàâåäëèâîå ââè-
äó òîãî, ÷òî îòîæäåñòâëåíèå ïåðåìåííûõ ó ìîíîòîííîé ôóíêöèè, îòëè÷-
íîé îò êîíñòàíòû, íå ìîæåò ïðèâåñòè ê ïîëó÷åíèþ êîíñòàíòû.

Ñëåäñòâèå 1. Ïóñòü f ∈M\O∞, f 6≡ 0, p(f) > 3. Òîãäà [{f}] = [{dp(f)}].

Ëåêöèÿ � 3

Òåîðåìà 2. Ïóñòü F ⊆ P2, F = [F ], 0 /∈ F , 1 ∈ F , F ⊂ M . Òîãäà

íàéäåòñÿ ñèñòåìà ôóíêöèé A, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: [A] = F ,
|A| <∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îòäåëüíî ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
Ñëó÷àé 1◦: F 6⊆ K.
Òîãäà â êëàññå F íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ fK ∈M \K.
Ñëó÷àé 1.1◦: F 6⊆ D.

Òîãäà â êëàññå F íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ fD ∈ M \ D. Òîãäà ω ∈
[{1, fK , fD}] ⊆ F .

Ñëó÷àé 1.1.1◦: F ⊆ O∞.
Òîãäà F = [{1, ω}] = [{1, fK , fD}].

Ñëó÷àé 1.1.2◦: F 6⊆ O∞.
Åñëè f ∈ O∞, òî f ∈ [{1, ω}]. Åñëè f ∈ F \ O∞, òî f ∈ [{1, ω, dp(f)}].

Ïîëîæèì
p(F ) = min

f∈F\O∞
p(f).
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç f̂ íåêîòîðóþ ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì
f̂ ∈ F \O∞ è p(f̂) = p(F ). Òîãäà

[{1, fK , fD, f̂}] ⊆ F ⊆ [{1, ω, dp(F )}] ⊆ [{1, fK , fD, f̂}].

Ïîýòîìó
F = [{1, ω, dp(F )}] = [{1, fK , fD, f̂}].

Ñëó÷àé 1.2◦: F ⊆ D.
Òîãäà F = [{1, x ∨ y}].
Ñëó÷àé 2◦: F ⊆ K.
Ñëó÷àé 2.1◦: F 6⊆ D.

Òîãäà F = [{1, xy}].
Ñëó÷àé 2.2◦: F ⊆ D.

Òîãäà ëèáî F = {1}, ëèáî F = {1, x}.

Ñëåäñòâèå 2. Ñïèñîê âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ ìîíîòîííûõ ôóíêöèé,

íå ñîäåðæàùèõ 0 è ñîäåðæàùèõ 1:

{1}, {1, x}, [{1, xy}], [{1, x ∨ y}], [{1, ω}] = MO∞, [{1, ω, dp}] (p = 2, 3, . . .).

Ëåììà 4. Åñëè fL /∈ L, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ h(x, y), ÷òî âû-
ïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ: h(x, y) /∈ L, h(x, y) ∈ [{1, fL}] .

Äîêàçàòåëüñòâî. Âîñïîëüçóåìñÿ äîêàçàííûì ðàíåå ôàêòîì (ñâîéñòâî 4
êëàññà ëèíåéíûõ ôóíêöèé), ñôîðìóëèðîâàííûì îòíîñèòåëüíî ôóíêöèè
f ∗L, äâîéñòâåííîé ê ôóíêöèè fL (ôóíêöèÿ f

∗
L òàêæå áóäåò íåëèíåéíà): åñ-

ëè f ∗L /∈ L, òî íàéäåòñÿ òàêàÿ ôóíêöèÿ g(x, y), ÷òî âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ:
g(x, y) /∈ L, g(x, y) ∈ [{0, f ∗L}].

Â ñèëó ïðèíöèïà äâîéñòâåííîñòè â êà÷åñòâå èñêîìîé ôóíöèè h(x, y)
ìîæíî âçÿòü ôóíêöèþ g∗(x, y).

Îáîçíà÷èì ÷åðåç T1 êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé, ñîõðàíÿþùèõ êîíñòàíòó
1, ò. å. êëàññ âñåõ ôóíêöèé, ïðèíèìàþùèõ çíà÷åíèå 1 â ñëó÷àå, êîãäà âñå
ïåðåìåííûå ïðèíèìàþò çíà÷åíèå 1.

Ñâîéñòâà êëàññà T1:

1. 1, xy, x ∨ y, x→ y ∈ T1; 0, x⊕ y /∈ T1.
2. [T1] = T1.
3. [{x→ y, xy}] = T1.
B Ïî ëåììå Z. �

Ëåììà 5 (î ïîðîæäåíèè èìïëèêàöèè). Åñëè fM ∈ T1 \M , fL ∈ T1 \ L,
òî x→ y ∈ [{1, fM , fL}].
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ íåìîíîòîííîé ôóíêöèè fM(x1, . . . , xn) íàéäóòñÿ
äâà íàáîðà α̃ = (α1, . . . , αn) è β̃ = (β1, . . . , βn) èç En, óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì: α̃ 4 β̃, f(α̃) = 1, f(β̃) = 0. Äëÿ i = 1, . . . , n ïðè âûïîëíåíèè
ðàâåíñòâ αi = 0 è βi = 0 (â ñèëó âêëþ÷åíèÿ fM ∈ T1 õîòÿ áû äëÿ îäíîãî
çíà÷åíèÿ i ýòè ðàâåíñòâà áóäóò âûïîëíÿòüñÿ) â ôóíêöèþ fM(x1, . . . , xn)
âìåñòî ïåðåìåííîé xi ïîäñòàâèì ïåðåìåííóþ y, ïðè âûïîëíåíèè ðàâåíñòâ
αi = 1 è βi = 1 � êîíñòàíòó 1, à ïðè âûïîëíåíèè íåðàâåíñòâà αi < βi �
ïåðåìåííóþ x. Òåì ñàìûì ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ôóíêöèþ g(x, y):

x y g(x, y)
0 0 1
0 1 0 èëè 1
1 0 0
1 1 1

Òàêèì îáðàçîì, ëèáî g(x, y) = x → y, ëèáî g(x, y) = x ⊕ y ⊕ 1. Âî
âòîðîì ñëó÷àå ïî ïðåäûäóùåé ëåììå èç ôóíêöèè fL ïîëó÷àåì ôóíêöèþ
xy⊕ax⊕by⊕c, ãäå a⊕b⊕c = 0, òàê êàê fL ∈ T1. Åñëè ïîëó÷åíà ôóíêöèÿ
xy⊕x⊕1 (èëè xy⊕y⊕1), òî öåëü äîñòèãíóòà � ýòî èìïëèêàöèÿ. Ñ äðóãîé
ñòîðîíû, è èç ôóíêöèè xy, è èç ôóíêöèè xy⊕x⊕ y ñ ïîìîùüþ ôóíêöèè
x⊕ y ⊕ 1 ëåãêî ïîëó÷èòü ôóíêöèþ xy ⊕ x⊕ 1.

Ëåììà 6 (î ìîíîòîííîé ôóíêöèè). Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè
f íàéäåòñÿ ìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ g, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì g ≤ f
è g ∈ [{1, x ∨ y, f}].

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññìîòðèì ïðîèçâîëüíóþ áóëåâó ôóíêöèþ
f(x1, . . . , xn).

Åñëè f ∈ M , òî â êà÷åñòâå èñêîìîé ôóíêöèè g ìîæíî âçÿòü ñàìó
ôóíêöèþ f . Äàëåå ñ÷èòàåì, ÷òî ôóíêöèÿ f íåìîíîòîííà.

Åñëè n = 1, òî f(x) = x. Òîãäà â êà÷åñòâå ôóíêöèè g ìîæíî âçÿòü
êîíñòàíòó 0. Äàëåå áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n ≥ 2.

Ïîëîæèì Nf = {α̃ ∈ En | f(α̃) = 1}. Ïðîâåäåì äîêàçàòåëüñòâî èí-
äóêöèåé ïî |Nf |.

Ïðè |Nf | = 0 ôóíêöèÿ f ìîíîòîííà è ïîýòîìó óòâåðæäåíèå ëåììû
äëÿ íåå âûïîëíÿåòñÿ.

Ïóñòü óòâåðæäåíèå ëåììû ñïðàâåäëèâî äëÿ âñåõ ôóíêöèé f ′, óäî-
âëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ |Nf ′ | < |Nf |. Äîêàæåì åãî äëÿ ôóíêöèè
f(x1, . . . , xn). Ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî f /∈ M , ïðè÷åì îíà íåìîíîòîííà ïî
ïåðåìåííîé x1.

Ïîëîæèì
R = {β̃ ∈ En−1 | f(0, β̃) > f(1, β̃)}.
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Î÷åâèäíî, ÷òî R 6= ∅.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç χR(x2, . . . , xn) õàðàêòåðèñòè÷åñêóþ ôóíêöèþ ìíî-

æåñòâà R, ò. å. χR(β̃) = 1 òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà β̃ ∈ R.
Ïîëîæèì

h(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn) ∨ χR(x2, . . . , xn).

Â ñèëó ëåììû Z ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå h ∈ [{1, x∨ y, f}] (òàê êàê
ïðè äîáàâëåíèè êîíñòàíòû 0 èç íåìîíîòîííîé ôóíêöèè ìîæíî ïîëó÷èòü
îòðèöàíèå).

Ïîëîæèì g1(x1, . . . , xn) = f(h(x1, . . . , xn), x2, . . . , xn).
Î÷åâèäíî, ÷òî g1 ∈ [{1, x ∨ y, f}].
Äîêàæåì íåðàâåíñòâî g1 < f .
Äåéñòâèòåëüíî, åñëè â íàáîðå (α, β̃) èç En ïîäíàáîð β̃ ïðèíàäëåæèò

ìíîæåñòâó R, òî

g1(0, β̃) = g1(1, β̃) = f(1, β̃) = 0, f(0, β̃) = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî, g1(0, β̃) < f(0, β̃), g1(1, β̃) = f(1, β̃).
Åñëè β̃ /∈ R, òî ôóíêöèÿ f(x1, β̃) ìîíîòîííà ïî ñâîåé ïåðåìåííîé x1

è âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà

g1(α, β̃) = f(f(α, β̃), β̃) = f(α, β̃).

Ñïðàâåäëèâîñòü ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà ñëåäóåò èç ñëåäóþùèõ ñîîáðàæå-
íèé: åñëè f(α, β̃) = 0, òî

f(f(α, β̃), β̃) = f(0, β̃) ≤ f(α, β̃)) = 0;

åñëè f(α, β̃) = 1, òî

f(f(α, β̃), β̃) = f(1, β̃) ≥ f(α, β̃)) = 1.

Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî g1 < f . Ñëåäîâàòåëüíî, âåðíî íåðàâåíñòâî |Ng1
| <

|Nf |. Ïîýòîìó ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè íàéäåòñÿ ìîíîòîííàÿ ôóíê-
öèÿ g, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: g ≤ g1, g ∈ [{1, x ∨ y, g1}]. Â ñèëó
ñîîòíîøåíèé g1 ≤ f è g1 ∈ [{1, x∨ y, f}] ôóíêöèÿ g óäîâëåòâîðÿåò òðåáî-
âàíèÿì ëåììû.

Òåîðåìà 3. Ïóñòü F ⊆ P2, F = [F ], 0 /∈ F , 1 ∈ F . Òîãäà íàéäåòñÿ

ñèñòåìà ôóíêöèé A, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: [A] = F , |A| <∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî F ⊆ T1. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ýòî íå òàê,
òî â êëàññå F íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ, ïðèíèìàþùàÿ íà åäèíè÷íîì íàáîðå
çíà÷åíèå 0. Íî òîãäà âåðíî âêëþ÷åíèå 0 ∈ F � ïðîòèâîðå÷èå.

Îòäåëüíî ðàññìîòðèì íåñêîëüêî ñëó÷àåâ.
Ñëó÷àé 1◦: F ⊆M .
Ïðèìåíÿåì òåîðåìó 2.
Ñëó÷àé 2◦: F 6⊆M .
Ñëó÷àé 2.1◦: F 6⊆ L.

Òîãäà â êëàññå F íàéäóòñÿ ôóíêöèè fM /∈ M è fL /∈ L. Ïî ëåììå î
ïîðîæäåíèè èìïëèêàöèè èìååì: x→ y ∈ [{1, fM , fL}].

Ñëó÷àé 2.1.1◦: F ⊆ O∞.
Òîãäà F = O∞ = [{x→ y}] = [{1, fM , fL}].

Ñëó÷àé 2.1.2◦: F 6⊆ O∞.
Åñëè f ∈ O∞, òî f ∈ [{x → y}]. Åñëè f ∈ F \ O∞, òî äëÿ ôóíêöèè f

ïðèìåíÿåì ëåììó î ìîíîòîííîé ôóíêöèè: ñóùåñòâóåò ìîíîòîííàÿ ôóíê-
öèÿ gf , òàêàÿ ÷òî gf ≤ f , gf ∈ [{1, x ∨ y, f}]. Êðîìå òîãî, ñïðàâåäëèâî
ñîîòíîøåíèå gf /∈ O∞, òàê êàê èíà÷å áû ôóíêöèÿ f áûëà áû íå ìåíüøå
íåêîòîðîé ñâîåé ïåðåìåííîé.

Ïîëîæèì
GF =

⋃
f∈F\O∞

gf .

Î÷åâèäíî, ÷òî GF ⊆M \O∞. Ïîëîæèì

p(GF ) = min
g∈GF

p(g).

Ïî ëåììå 3 ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå GF ⊆ [{1, ω, dp(GF )}]. Îáîçíà÷èì
÷åðåç ĝ íåêîòîðóþ ôóíêöèþ, óäîâëåòâîðÿþùóþ óñëîâèÿì ĝ ∈ GF è
p(ĝ) = p(GF ). Îáîçíà÷èì ÷åðåç f̂ òàêóþ ôóíêöèþ èç êëàññà F , ÷òî gf̂ = ĝ.
Òîãäà

GF ⊆ [{1, ω, dp(ĝ)}] ⊆ [{x→ y, dp(ĝ)}] ⊆ [{x→ y, ĝ}] ⊆ [{x→ y, f̂}].

Ïðèìåíÿÿ ëåììó Z, èìååì:

F ⊆ [{x→ y} ∪GF ] ⊆ [{x→ y, dp(ĝ)}] ⊆
⊆ [{x→ y, f̂}] ⊆ [{1, fM , fL, f̂}] ⊆ F.

Ñëó÷àé 2.2◦: F ⊆ L.
Òàê êàê íåìîíîòîííàÿ ôóíêöèÿ, ëåæàùàÿ â êëàññå F , íå ìîæåò áûòü

îòðèöàíèåì (â ñèëó ñîîòíîøåíèÿ x /∈ T1), òî â êëàññå F åñòü ôóíêöèÿ,
ñóùåñòâåííî çàâèñÿùàÿ íå ìåíåå ÷åì îò äâóõ ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó F =
[{x⊕ y ⊕ 1}].

20



Ñëåäñòâèå 3. Ñïèñîê âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ ôóíêöèé, íå ñîäåðæà-

ùèõ 0, ñîäåðæàùèõ 1 è íå ëåæàùèõ â êëàññå M :

[{x⊕ y ⊕ 1}], [{x→ y}], [{x→ y, dp}] (p = 2, 3, . . .).

Ñëåäñòâèå 4. Ñïèñîê âñåõ çàìêíóòûõ êëàññîâ ôóíêöèé, íå ñîäåðæà-

ùèõ 0, ñîäåðæàùèõ 1 è íå ëåæàùèõ â êëàññå M :

L ∩ T1, O∞, T1, Oµ (µ = 2, 3, . . .).

Ëåêöèÿ � 4

1.1.4 Êëàññû ôóíêöèé, íå ñîäåðæàùèå êîíñòàíò

Ïðèâåäåì ïðèìåð òàêîãî êëàññà � êëàññ S ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé.
Ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) ÿâëÿåòñÿ ñàìîäâîéñòâåííîé (ò. å. f ∈ S) òî-

ãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ôóíêöèÿ f ñîâïàäàåò ñ äâîéñòâåííîé ê íåé
ôóíêöèåé f ∗: f(x1, . . . , xn) ≡ f(x1, . . . , xn).

Ñâîéñòâà êëàññà S:

1. x, x, x⊕ y ⊕ z, d3 ∈ S; 0, 1, xy, x ∨ y /∈ S.
2. [S] = S.
3. Åñëè f(x, y) ∈ S, òî f(x, y) ∈ {x, x, y, y}.
4. Ñàìîäâîéñòâåííàÿ ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ îáðàùàåòñÿ â åäèíè-

öó íà 2n−1 íàáîðå.
5. (Ëåììà î íåñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè.) Åñëè fS /∈ S, òî {0, 1} ⊆

[{fS, x}] (ò. å. èç íåñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè è îòðèöàíèÿ ìîæíî ïîëó-
÷èòü îáå êîíñòàíòû).
B Äëÿ íåñàìîäâîéñòâåííîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) íàéäåòñÿ íàáîð

(α1, . . . , αn), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ f(α1, . . . , αn) = f(α1, . . . , αn). Òå-
ïåðü äëÿ i = 1, . . . , n, ïîäñòàâèâ â ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) âìåñòî ïåðåìåí-
íîé xi ïåðåìåííóþ x, åñëè αi = 0, è ôóíêöèþ x, åñëè αi = 1, ïîëó÷èì
êîíñòàíòó. Èìåÿ îòðèöàíèå, ïîëó÷èì è âòîðóþ êîíñòàíòó. �

Ïðåæäå ÷åì ïåðåéòè ê òåîðåìå î êîíå÷íîïîðîæäåííîñòè çàìêíóòûõ
êëàññîâ, íå ñîäåðæàùèõ êîíñòàíò, ñôîðìóëèðóåì î÷åíü ïðîñòîé, íî ïî-
ëåçíûé ôàêò.

Ëåììà 7. Ïóñòü [A] = F , |A| < ∞, [B] = F . Òîãäà íàéäåòñÿ ñèñòåìà
ôóíêöèé B0, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì B0 ⊆ B, [B0] = F è |B0| <∞.

Òåîðåìà 4. Ïóñòü F ⊆ P2, 0 /∈ F , 1 /∈ F . Òîãäà íàéäåòñÿ ñèñòåìà

ôóíêöèé A, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèÿì: [A] = F , |A| <∞.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Îòäåëüíî ðàññìîòðèì äâà ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1◦: F ⊆ S.
Ïîëîæèì F1 = [F ∪ {1}]. Ïðèìåíÿÿ ëèáî òåîðåìó 1, ëèáî òåîðåìó 3,

ïîëó÷àåì, ÷òî íàéäåòñÿ ñèñòåìà ôóíêöèé A1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâè-
ÿì: [A1] = F1, |A1| <∞.

Ïî ëåììå 7 èç ñèñòåìû F ∪ {1} ìîæíî èçâëå÷ü êîíå÷íóþ ïîëíóþ
â F1 ïîäñèñòåìó (îáÿçàòåëüíî ñîäåðæàùóþ êîíñòàíòó 1, òàê êàê èíà÷å
ïîäñèñòåìà ïîðîæäàëà áû ïîäêëàññ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé) A∪{1}.
Äîêàæåì, ÷òî [A] = F .

Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ F è ôîðìóëà Φ(x1, . . . , xn) ðåàëèçóåò ôóíê-
öèþ f íàä ñèñòåìîé A ∪ {1}. Çàìåíèì âñå âõîæäåíèÿ êîíñòàíòû 1 â
ôîðìóëå Φ íà íîâóþ ïåðåìåííóþ xn+1. Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ôîð-
ìóëà H(x1, . . . , xn, xn+1) íàä ñèñòåìîé A ðåàëèçóåò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ
h(x1, . . . , xn, xn+1). Ïîêàæåì, ÷òî h(x1, . . . , xn, xn+1) = f(x1, . . . , xn).

Äåéñòâèòåëüíî, ïðè xn+1 = 1 ðàâåíñòâî î÷åâèäíî, à ïðè xn+1 = 0 â
ñèëó ñàìîäâîéñòâåííîñòè ôóíêöèé f è h èìååì:

h(x1, . . . , xn, 0) = h(x1, . . . , xn, 1) = f(x1, . . . , xn) = f(x1, . . . , xn).

Ñëó÷àé 2◦: F 6⊆ S.
Òîãäà ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå F ⊆ T0 ∩ T1. Äåéñòâèòåëüíî, èíà÷å

íàøëàñü áû ôóíêöèÿ f ∈ F , óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ f(x, . . . , x) ∈
{0, 1, x}. Òàêèì îáðàçîì, ó÷èòûâàÿ ëåììó î íåñàìîäâîéñòâåííîé ôóíê-
öèè, ïîëó÷àåì, ÷òî êëàññ F ñîäåðæèò êîíñòàíòó, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò óñëî-
âèþ òåîðåìû.

Äîêàæåì òàêæå, ÷òî õîòÿ áû îäíà èç ôóíêöèé xy è x ∨ y ñîäåðæèò-
ñÿ â êëàññå F . Äëÿ ýòîãî ðàññìîòðèì ôóíêöèþ fS(x1, . . . , xn) ∈ F \ S.
Íàéäåòñÿ íàáîð (α1, . . . , αn), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ fS(α1, . . . , αn) =
fS(α1, . . . , αn). Ýòîò íàáîð íå ìîæåò ñîñòîÿòü òîëüêî èç íóëåé èëè òîëü-
êî èç åäèíèö, òàê êàê ñïðàâåäëèâî âêëþ÷åíèå fS ∈ T0 ∩ T1. Òåïåðü äëÿ
i = 1, . . . , n, ïîäñòàâèâ â ôóíêöèþ fS(x1, . . . , xn) âìåñòî ïåðåìåííîé xi
ïåðåìåííóþ x, åñëè αi = 0, è ïåðåìåííóþ y, åñëè αi = 1, ïîëó÷èì îäíó
èç èñêîìûõ ôóíêöèé.

Ââèäó äâîéñòâåííîñòè ñëó÷àåâ áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷è-
òàòü, ÷òî x ∨ y ∈ F .

Ïîëîæèì F1 = [F ∪ {1}]. Ïðèìåíÿÿ ëèáî òåîðåìó 1, ëèáî òåîðåìó 3,
ïîëó÷àåì, ÷òî íàéäåòñÿ ñèñòåìà ôóíêöèé A1, óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâè-
ÿì: [A1] = F1, |A1| <∞.

Ïî ëåììå 7 èç ñèñòåìû F ∪ {1} ìîæíî èçâëå÷ü êîíå÷íóþ ïîëíóþ
â F1 ïîäñèñòåìó (îáÿçàòåëüíî ñîäåðæàùóþ êîíñòàíòó 1, òàê êàê èíà÷å
ïîäñèñòåìà ïîðîæäàëà áû ïîäêëàññ êëàññà T0) B ∪ {1}. Äîêàæåì, ÷òî
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êîíå÷íàÿ ñèñòåìà A = B ∪ {x ∨ y} îáëàäàåò íóæíûì ñâîéñòâîì, ò. å.
[A] = F .

Ïóñòü f(x1, . . . , xn) ∈ F è ôîðìóëà Φ(x1, . . . , xn) ðåàëèçóåò ôóíêöèþ
f íàä ñèñòåìîé B ∪ {1}. Çàìåíèì âñå âõîæäåíèÿ êîíñòàíòû 1 â ôîðìóëå
Φ íà ïåðåìåííóþ y. Ïîëó÷åííàÿ òàêèì îáðàçîì ôîðìóëà H(x1, . . . , xn, y)
íàä ñèñòåìîé B ðåàëèçóåò íåêîòîðóþ ôóíêöèþ h(x1, . . . , xn, y). Ïîêàæåì,
÷òî h(x1, . . . , xn, x1 ∨ . . . ∨ xn) = f(x1, . . . , xn).

Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ íåíóëåâîãî íàáîðà çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ
x1, . . . , xn ðàâåíñòâî î÷åâèäíî, à íà íóëåâîì íàáîðå è ëåâàÿ, è ïðàâàÿ
÷àñòè äîêàçûâàåìîãî ðàâåíñòâà îáðàùàþòñÿ â 0, òàê êàê f, h ∈ T0.

1.1.5 Çàêëþ÷èòåëüíûå óòâåðæäåíèÿ

Òåîðåìà 5 (Ý. Ïîñò). Êàæäûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé êî-

íå÷íîïîðîæäåí.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóåò èç òåîðåì 1, 3, 4 ñ ïðèìåíåíèåì ïðèíöèïà
äâîéñòâåííîñòè.

Ñëåäñòâèå 5. Ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé ñ÷åòíî.

Íàêîíåö, ñôîðìóëèðóåì óñëîâèÿ, ïðè êîòîðûõ êîíñòàíòû ïðèíàäëå-
æàò èëè íå ïðèíàäëåæàò çàìêíóòîìó êëàññó.

Óòâåðæäåíèå 1. Ïóñòü A ⊆ P2. Òîãäà:

1. Êîíñòàíòû 0 è 1 ñîäåðæàòñÿ â êëàññå [A] òîãäà è òîëüêî òîãäà,
êîãäà ñóùåñòâóþò ôóíêöèè fT0, fT1 è fS, òàêèå ÷òî fT0 ∈ A \ T0, fT1 ∈
A \ T1, fS ∈ A \ S.

2. Êîíñòàíòà 0 íå ñîäåðæèòñÿ, à êîíñòàíòà 1 ñîäåðæèòñÿ â êëàññå

[A] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå A ⊆ T1 è ñóùå-

ñòâóåò ôóíêöèÿ fT0, òàêàÿ ÷òî fT0 ∈ A \ T0.
3. Êîíñòàíòà 0 ñîäåðæèòñÿ, à êîíñòàíòà 1 íå ñîäåðæèòñÿ â êëàññå

[A] òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå A ⊆ T0 è ñóùå-

ñòâóåò ôóíêöèÿ fT1, òàêàÿ ÷òî fT1 ∈ A \ T1.
4. Êîíñòàíòû 0 è 1 íå ñîäåðæàòñÿ â êëàññå [A] òîãäà è òîëüêî

òîãäà, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ õîòÿ áû îäíî èç óñëîâèé A ⊆ S èëè A ⊆
T0 ∩ T1.

Óïðàæíåíèå 8. Äîêàçàòü óòâåðæäåíèå 1.
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� 1.2 Ïðèìåð Ìó÷íèêà

Òåîðåìà Ïîñòà è ñëåäñòâèå ê íåé îïèñûâàþò âàæíåéøèå ñâîéñòâà áó-
ëåâûõ ôóíêöèé: êàæäûé çàìêíóòûé êëàññ áóëåâûõ ôóíêöèé êîíå÷íîïî-
ðîæäåí è ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé ñ÷åòíî. Âåðíû
ëè àíàëîãè÷íûå óòâåðæäåíèÿ äëÿ ñåìåéñòâà çàìêíóòûõ êëàññîâ ôóíê-
öèé k-çíà÷íîé ëîãèêè3)? Îòðèöàòåëüíûé îòâåò íà ýòè âîïðîñû ïðè k ≥ 3
áûë ïîëó÷åí â 1959 ãîäó â ðàáîòå Þ.È.ßíîâà è À.À.Ìó÷íèêà.

Òåîðåìà 6 (À.À.Ìó÷íèê). Ïðè k ≥ 3 ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ êëàññîâ

ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè êîíòèíóàëüíî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîëè÷åñòâî çàìêíóòûõ êëàññîâ íå áîëåå ÷èñëà ðàç-
ëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, ò. å. ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ
êëàññîâ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè íå áîëåå ÷åì êîíòèíóàëüíî.

Ïîñòðîèì êîíòèíóàëüíîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ êëàññîâ. Äëÿ s =
2, 3, . . . îïðåäåëèì (ñèììåòðè÷åñêóþ) ôóíêöèþ fs(x1, . . . , xs) ñëåäóþùèì
îáðàçîì. Ôóíêöèÿ fs ïðèíèìàåò çíà÷åíèå 1 íà íàáîðàõ, ñîñòîÿùèõ èç
s− 1 äâîéêè è îäíîé åäèíèöû, è çíà÷åíèå 0 íà âñåõ îñòàëüíûõ íàáîðàõ.
Ïîëîæèì

F =
∞⋃
i=2

{fi}.

Ïîêàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî s ≥ 2 âåðíî ñîîòíîøåíèå fs /∈ [F \ {fs}].
Ïóñòü ýòî íå òàê, ò. å. íàéäåòñÿ ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ fs ôîðìóëà:

fs(x1, . . . , xs) = fn(A1, . . . , An).

Ðàññìîòðèì òðè ñëó÷àÿ.
Ñëó÷àé 1◦: ñðåäè ïîäôîðìóë A1, . . . , An íå ìåíåå äâóõ íåòðèâèàëüíûõ

ïîäôîðìóë. Òîãäà â ôîðìóëå fn(A1, . . . , An) íå ìåíåå äâóõ àðãóìåíòîâ
âñåãäà îòëè÷íû îò 2, ïîýòîìó âñÿ ôîðìóëà îáðàùàåòñÿ â 0 íà ëþáîì
íàáîðå ïåðåìåííûõ � ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé 2◦: ñðåäè ïîäôîðìóë A1, . . . , An â òî÷íîñòè îäíà ÿâëÿåòñÿ
íåòðèâèàëüíîé ïîäôîðìóëîé. Òîãäà â ôîðìóëå fn(A1, . . . , An) â ñèëó
íåðàâåíñòâà n ≥ 2 ñðåäè ïîäôîðìóë A1, . . . , An åñòü õîòÿ áû îäíà òðè-
âèàëüíàÿ ïîäôîðìóëà. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî
ýòî ïåðåìåííàÿ x1. Íî â ýòîì ñëó÷àå íà íàáîðå (1, 2, . . . , 2) ôîðìóëà
fn(A1, . . . , An) îáðàùàåòñÿ â 0 � ïðîòèâîðå÷èå.

3) Âñå ïåðåìåííûå ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè, à òàêæå ñàìè ôóíêöèè, ïðèíèìàþò
çíà÷åíèå èç ìíîæåñòâà {0, 1, . . . , k− 1}. Äëÿ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè òî÷íî òàê æå
êàê è äëÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ìîæíî ââåñòè ïîíÿòèÿ ôîðìóëû, ñóïåðïîçèöèè, çàìûêà-
íèÿ, çàìêíóòîãî êëàññà è ò. ä., ïîäðîáíåå íà ýòîì îñòàíàëèâàòüñÿ íå èìååò ñìûñëà.

24



Ñëó÷àé 3◦: âñå ïîäôîðìóëû A1, . . . , An ÿâëÿþòñÿ òðèâèàëüíûìè ïîä-
ôîðìóëàìè, ò. å. ïåðåìåííûìè. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî n > s
è ïîýòîìó íàéäåòñÿ ïåðåìåííàÿ, ñêàæåì x1, êîòîðàÿ âñòðå÷àåòñÿ ñðå-
äè ïîäôîðìóë A1, . . . , An íå ìåíåå äâóõ ðàç. Ñëåäîâàòåëüíî íà íàáîðå
(1, 2, . . . , 2) ôîðìóëà fn(A1, . . . , An) îáðàùàåòñÿ â 0 � ïðîòèâîðå÷èå.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ íåíóëåâûõ äâîè÷íûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé ÷åðåç R. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α̃ =
(α1, . . . , αs, . . .) ïîëîæèì

Fα̃ =
⋃

i : αi=1

{fi+1}.

Åñëè α̃, β̃ ∈ R, α̃ 6= β̃, òî [Fα̃] 6= [Fβ̃]. Ïîýòîìó ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ
êëàññîâ {[Fα̃] | α̃ ∈ R} êîíòèíóàëüíî.

Ñëåäñòâèå 6. Ïðè k≥3 ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ êëàññîâ ôóíêöèé k-çíà÷-
íîé ëîãèêè ñîäåðæèò êëàññû, íå ÿâëÿþùèåñÿ êîíå÷íîïîðîæäåííûìè.

� 1.3 Èíâàðèàíòíûå êëàññû ßáëîíñêîãî

Èòàê, äîêàçàíî, ÷òî ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé
ñ÷åòíî, à ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ êëàññîâ ôóíêöèé k-çíà÷íîé ëîãèêè ïðè
k ≥ 3 êîíòèíóàëüíî. Îäíàêî, åñëè èçìåíèòü îïðåäåëåíèÿ çàìûêàíèÿ è
çàìêíóòîãî êëàññà, òî ìîæíî ïîëó÷èòü è â ñëó÷àå áóëåâûõ ôóíêöèé êîí-
òèíóàëüíîå ñåìåéñòâî çàìêíóòûõ (â íîâîì ñìûñëå) êëàññîâ.

Âñïîìíèì îáùåìàòåìàòè÷åñêîå (àëãåáðàè÷åñêîå) îïðåäåëåíèå îïåðà-
òîðà çàìûêàíèÿ.

Ïóñòü (P,≤) � ÷àñòè÷íî óïîðÿäî÷åííîå ìíîæåñòâî. Îïåðàòîð
Z : P → P íàçûâàåòñÿ îïåðàòîðîì çàìûêàíèÿ, åñëè âûïîëíÿþòñÿ òðè
óñëîâèÿ (àêñèîìû):

1) äëÿ ëþáîãî x ∈ P âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå x ≤ Z(x) (ýêñòåíñèâ-
íîñòü);

2) äëÿ ëþáûõ x, y ∈ P èç ñîîòíîøåíèÿ x ≤ y âûòåêàåò ñîîòíîøåíèå
Z(x) ≤ Z(y) (ìîíîòîííîñòü);

3) äëÿ ëþáîãî x ∈ P ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Z(Z(x)) = Z(x) (èäåì-
ïîòåíòíîñòü).

Î÷åâèäíî, ÷òî ðàññìàòðèâàåìûé âûøå îïåðàòîð A → [A] (îïåðàòîð
çàìûêàíèÿ îòíîñèòåëüíî îïåðàöèé ñóïåðïîçèöèè è äîáàâëåíèÿ ôèêòèâ-
íîé ïåðåìåííîé, äåéñòâóþùèé èç 2P2 â 2P2) äåéñòâèòåëüíî ÿâëÿåòñÿ îïå-
ðàòîðîì çàìûêàíèÿ.
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Òåïåðü ðàññìîòðèì ñëåäóþùèé íàáîð îïåðàöèé íàä áóëåâûìè ôóíê-
öèÿìè:

1) äîáàâëåíèå è èçúÿòèå ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ;
2) ïåðåèìåíîâàíèå ïåðåìåííûõ áåç îòîæäåñòâëåíèÿ;
3) ïîäñòàíîâêà âìåñòî ïåðåìåííûõ êîíñòàíò.
Íåòðóäíî ïîíÿòü, ÷òî îïåðàòîð, äåéñòâóþùèé èç 2P2 â 2P2 è äîáàâëÿ-

þùèé ê èñõîäíîìó ìíîæåñòâó áóëåâûõ ôóíêöèé âñå ôóíêöèè, êîòîðûå
ïîëó÷àþòñÿ èç íèõ ïðèìåíåíèåì òðåõ îïèñàííûõ îïåðàöèé, óäîâëåòâîðÿ-
åò âñåì óñëîâèÿì îïåðàòîðà çàìûêàíèÿ. Èçó÷èì êëàññû áóëåâûõ ôóíê-
öèé, çàìêíóòûå (èíâàðèàíòíûå) îòíîñèòåëüíî ýòîãî îïåðàòîðà.

Íàïîìíèì, ÷òî áóëåâû ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ ðàâíûìè, åñëè ó íèõ
ñîâïàäàþò ìíîæåñòâà ïåðåìåííûõ, îò êîòîðûõ îíè çàâèñÿò ñóùåñòâåííî,
è íà êàæäîì íàáîðå ýòèõ ïåðåìåííûõ ôóíêöèè ïðèíèìàþò îäèíàêîâûå
çíà÷åíèÿ. Òàêèì îáðàçîì, ðàâíûå ôóíêöèè ïîëó÷àþòñÿ äðóã èç äðóãà
ïóòåì äîáàâëåíèÿ èëè èçúÿòèÿ ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ.

Áóëåâû ôóíêöèè íàçûâàþòñÿ êîíãðóýíòíûìè (èëè ïîäîáíûìè), åñëè
îíè ïîëó÷àþòñÿ îäíà èç äðóãîé ïåðåèìåíîâàíèåì ïåðåìåííûõ áåç îòîæ-
äåñòâëåíèÿ.

Ïîäôóíêöèåé áóëåâîé ôóíêöèè íàçûâàåòñÿ ëþáàÿ ôóíêöèÿ, ïîëó÷à-
þùàÿñÿ èç èñõîäíîé ôóíêöèè ïîäñòàíîâêîé âìåñòî êàêèõ-ëèáî ïåðåìåí-
íûõ ïðîèçâîëüíûõ êîíñòàíò.

Ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé Q íàçûâàåòñÿ èíâàðèàíòíûì êëàññîì

ßáëîíñêîãî, åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè èç êëàññà Q êëàññó Q òàêæå ïðè-
íàäëåæàò:

1) âñå ðàâíûå åé ôóíêöèè;
2) âñå êîíãðóýíòíûå (ïîäîáíûå) åé ôóíêöèè;
3) âñå åå ïîäôóíêöèè.

Ïðèìåðû èíâàðèàíòíûõ êëàññîâ: L,M ,KSym (êëàññ êâàçèñèììåòðè-
÷åñêèõ, ò. å. ñèììåòðè÷åñêèõ ïî âñåì ñâîèì ñóùåñòâåííûì ïåðåìåííûì,
áóëåâûõ ôóíêöèé), P n (êëàññ âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé, ñóùåñòâåííî çàâè-
ñÿùèõ íå áîëåå ÷åì îò n ïåðåìåííûõ). Îòìåòèì, ÷òî ïóñòîé êëàññ òàêæå
ôîðìàëüíî ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì êëàññîì. Â äàëüíåéøåì áóäåì ðàñ-
ñìàòðèâàòü òîëüêî íåïóñòûå èíâàðèàíòíûå êëàññû, íå âñåãäà îãîâàðèâàÿ
ýòî îòäåëüíî.

Ñâîéñòâà èíâàðèàíòíûõ êëàññîâ ßáëîíñêîãî:

1. Ïóñòü Q � èíâàðèàíòíûé êëàññ è êëàññ Q ñîäåðæèò ôóíêöèþ,
îòëè÷íóþ îò êîíñòàíòû. Òîãäà {0, 1} ⊆ Q.

2. Ïóñòü Q = [Q], Q 6= ∅, {0}, {1}. Òîãäà êëàññ Q ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíò-
íûì â òîì è òîëüêî òîì ñëó÷àå, êîãäà âûïîëíÿåòñÿ âêëþ÷åíèå {0, 1} ⊆ Q.
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3. Çàìêíóòûé êëàññ íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì (ïðèìåðû:
S, T1, O

∞).
4. Èíâàðèàíòíûé êëàññ íå âñåãäà ÿâëÿåòñÿ çàìêíóòûì (ïðèìåð:

êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèè x ∨ y è ôóíêöèé, ïîëó÷àþùèéñÿ èç íåå
äîáàâëåíèåì è èçúÿòèåì ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ, ïåðåèìåíîâàíèåì ïå-
ðåìåííûõ áåç îòîæäåñòâëåíèÿ è ïîäñòàíîâêîé âìåñòî ïåðåìåííûõ êîí-
ñòàíò).

Òåîðåìà 7. Ñåìåéñòâî èíâàðèàíòíûõ êëàññîâ ßáëîíñêîãî êîíòèíóàëü-

íî.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîëè÷åñòâî èíâàðèàíòíûõ êëàññîâ íå áîëåå ÷èñëà ðàç-
ëè÷íûõ ïîäìíîæåñòâ ñ÷åòíîãî ìíîæåñòâà, ò. å. ñåìåéñòâî èíâàðèàíòíûõ
êëàññîâ áóëåâûõ ôóíêöèé íå áîëåå ÷åì êîíòèíóàëüíî.

Ïîñòðîèì êîíòèíóàëüíîå ñåìåéñòâî èíâàðèàíòíûõ êëàññîâ. Äëÿ k =
2, 3, . . . ïîëîæèì

fk(x1, . . . , xk) = x1 . . . xk ∨ x1 . . . xk.

Îáîçíà÷èì ìíîæåñòâî áåñêîíå÷íûõ íåíóëåâûõ äâîè÷íûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé ÷åðåç R. Äëÿ ïðîèçâîëüíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè α̃ =
(α1, . . . , αs, . . .) ïîëîæèì

Fα̃ =
⋃

i : αi=1

{fi+1}.

×åðåç Qα̃ îáîçíà÷èì èíâàðèàíòíûé êëàññ, êîòîðûé ïîëó÷àåòñÿ èç ôóíê-
öèé ìíîæåñòâà Fα̃ äîáàâëåíèåì è èçúÿòèåì ôèêòèâíûõ ïåðåìåííûõ, ïå-
ðåèìåíîâàíèåì ïåðåìåííûõ áåç îòîæäåñòâëåíèÿ è ïîäñòàíîâêîé âìåñòî
ïåðåìåííûõ êîíñòàíò.

Â êëàññå Qα̃ íàéäåòñÿ ôóíêöèÿ, ñóùåñòâåííî çàâèñÿùàÿ îò âñåõ ñâîèõ
k+1 ïåðåìåííîé è ïðèíèìàþùàÿ çíà÷åíèå 1 ðîâíî íà äâóõ íàáîðàõ ýòèõ
ïåðåìåííûõ, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà αk = 1. Ïîýòîìó åñëè α̃, β̃ ∈ R,
α̃ 6= β̃, òî Qα̃ 6= Qβ̃. Ñëåäîâàòåëüíî ñåìåéñòâî èíâàðèàíòíûõ êëàññîâ
{Qα̃ | α̃ ∈ R} êîíòèíóàëüíî.

Ïîëîæèì Q(n) = Q ∩ P2(n).

Ëåììà 8. Ïóñòü Q � íåïóñòîé èíâàðèàíòíûé êëàññ ßáëîíñêîãî. Òîãäà

ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

2n
√
|Q(n)|, n = 1, 2, . . .

íå âîçðàñòàåò è äëÿ ëþáîãî n âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

1 ≤ 2n
√
|Q(n)| ≤ 2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn, xn+1) èç êëàññà Q ñïðàâåä-
ëèâî ðàçëîæåíèå

f(x1, . . . , xn, xn+1) = f(x1, . . . , xn, 0)xn+1 ∨ f(x1, . . . , xn, 1)xn+1,

ãäå ôóíêöèè f(x1, . . . , xn, 0) è f(x1, . . . , xn, 1) òàêæå ïðèíàäëåæàò êëàñ-
ñó Q. Ïîýòîìó |Q(n+ 1)| ≤ |Q(n)|2. Ñëåäîâàòåëüíî,

2n+1
√
|Q(n+ 1)| ≤ 2n+1

√
|Q(n)|2 = 2n

√
|Q(n)|,

ò. å. ïîñëåäîâàòåëüíîñòü 2n
√
|Q(n)| íå âîçðàñòàåò.

Ñïðàâåäëèâîñòü íåðàâåíñòâ 1 ≤ 2n
√
|Q(n)| ≤ 2 ñëåäóåò èç î÷åâèäíûõ

ñîîòíîøåíèé 1 ≤ |Q(n)| ≤ 22n .

Â ñèëó ëåììû 8 ó ïîñëåäîâàòåëüíîñòè 2n
√
|Q(n)| ñóùåñòâóåò ïðåäåë,

íå ïðåâîñõîäÿùèé íèêàêîãî ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. ×èñëî

σQ = log2

(
lim
n→∞

2n
√
|Q(n)|

)
íàçûâàåòñÿ ïàðàìåòðîì èíâàðèàíòíîãî êëàññà Q.

Ñâîéñòâà ïàðàìåòðà σQ:

1. Âåðíî ðàâåíñòâî

σQ = lim
n→∞

log2 |Q(n)|
2n

.

2. Äëÿ ëþáîãî èíâàðèàíòíîãî êëàññà Q ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà 0 ≤
σQ ≤ 1.

3. Åñëè σQ 6= 0, òî

|Q(n)| = 2σQ2n(1+εQ(n)),

ãäå εQ(n)→ 0 ïðè n→∞; åñëè σQ = 0, òî

|Q(n)| = 22nδQ(n),

ãäå δQ(n)→ 0 ïðè n→∞
4. Ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé èíâàðèàíòíûé êëàññ Q ñ ïàðàìåòðîì

σQ = 1 � ýòî êëàññ P2.
B Ïóñòü èíâàðèàíòíûé êëàññ Q îòëè÷åí îò êëàññà P2. Òîãäà íàé-

äåòñÿ f(x1, . . . , xn) /∈ Q è ñëåäîâàòåëüíî âûïîëíÿþòñÿ ñîîòíîøåíèÿ
2σQ ≤ 2n

√
|Q(n)| < 2n

√
22n = 2. �
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Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî èíâàðèàíòíûå êëàññû L, M , KSym � íóëåâûå
(ò. å. èìåþò ïàðàìåòð, ðàâíûé íóëþ). Äåéñòâèòåëüíî, ñ èñïîëüçîâàíèåì
ñâîéñòâà 9 ìîíîòîííûõ ôóíêöèé ïðè n→∞ èìååì:

log2 |L(n)| = n+ 1 = o (2n) ,

log2 |M(n)| ≤ log2

(
nC
bn/2c
n

)
=

n! log2 n

dn/2e!bn/2c!
= O

(
2n log2 n

n1/2

)
= o (2n) ,

log2 |KSym(n)| ≤ log2

(
n∑
k=0

2k+1Ck
n

)
= log2 (2(1 + 2)n) = o (2n) .

Ëåêöèÿ � 5

Ïîñòðîèì èíâàðèàíòíûé êëàññ ßáëîíñêîãî, ó êîòîðîãî çíà÷åíèå ïà-
ðàìåòðà ðàâíî 1/2.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Q1/2 êëàññ, ñîñòîÿùèé èç ôóíêöèé f(x1, . . . , xn), n =
1, 2, . . . , ïðåäñòàâèìûõ â âèäå

f(x1, . . . , xn) = f1(xi1 , . . . , xik)f2(xi1 , . . . , xik),

ãäå f1(xi1 , . . . , xik) = xi1⊕. . .⊕xik⊕c, à f2(xi1 , . . . , xik) � ïðîèçâîëüíàÿ áó-
ëåâà ôóíêöèÿ, âñå ñóùåñòâåííûå ïåðåìåííûå êîòîðîé ñîäåðæàòñÿ ñðåäè
ïåðåìåííûõ xi1 , . . . , xik .

Î÷åâèäíî, ÷òî Q1/2 � èíâàðèàíòíûé êëàññ. Îöåíèì âåëè÷èíó
|Q1/2(n)|.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, â êëàññå Q1/2 ñîäåðæàòñÿ âñå ôóíêöèè âèäà (x1 ⊕
. . .⊕xn)g(x1, . . . , xn), ÷èñëî êîòîðûõ 22n−1

, òàê êàê ôóíêöèþ g(x1, . . . , xn)
ìîæíî çàäàâàòü ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì íà âñåõ íàáîðàõ, íà êîòîðûõ
ôóíêöèÿ (x1 ⊕ . . .⊕ xn) îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó, ò. å. íà 2n−1 íàáîðàõ. Ïî-
ýòîìó

|Q1/2(n)| ≥ 22n−1

.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|Q1/2(n)| ≤ 2n+122n−1

,

òàê êàê êîëè÷åñòâî âîçìîæíûõ âàðèàíòîâ äëÿ âûáîðà ôóíêöèè f1, ò. å.
÷èñëî ëèíåéíûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ, ðàâíî 2n+1, à ÷èñëî âîçìîæ-
íûõ âàðèàíòîâ äëÿ âûáîðà ôóíêöèè f2 ïðè ôèêñèðîâàííîé ôóíêöèè f1
ðàâíî 22k−1

, ãäå k � ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ó ôóíêöèè f1, è
k ≤ n.
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Èñïîëüçóÿ ñâîéñòâî 1, èìååì:

1

2
= lim

n→∞

log2

(
22n−1

)
2n

≤ σQ1/2
≤ lim

n→∞

log2

(
2n+122n−1

)
2n

=
1

2
.

Â çàêëþ÷åíèå îòìåòèì, ÷òî äëÿ ëþáîãî σ, 0 ≤ σ < 1, ñåìåéñòâî
èíâàðèàíòíûõ êëàññîâ ßáëîíñêîãî ñ ïàðàìåòðîì σ êîíòèíóàëüíî. Äî-
êàçàòåëüñòâî ýòîãî íåòðèâèàëüíîãî ôàêòà ñîäåðæèòñÿ, íàïðèìåð, â ðà-
áîòå Ñ.Â.ßáëîíñêîãî ¾Îá àëãîðèòìè÷åñêèõ òðóäíîñòÿõ ñèíòåçà ìèíè-
ìàëüíûõ êîíòàêòíûõ ñõåì¿ (ñá. ¾Ïðîáëåìû êèáåðíåòèêè¿, 1959, âûï. 2,
ñ. 75�121).
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Ãëàâà 2

Ýëåìåíòû êîìáèíàòîðèêè

� 2.1 Îïðåäåëåíèÿ è ïðîñòåéøèå ñâîéñòâà îñ-

íîâíûõ êîìáèíàòîðíûõ îáúåêòîâ

Ñ ÷åãî íà÷èíàåòñÿ êîìáèíàòîðèêà? Â êàêîì-òî ñìûñëå îíà íà÷èíàåò-
ñÿ ñ îòâåòà íà âîïðîñ: ñêîëüêèìè ñïîñîáàìè ìîæíî ñðåäè n ýëåìåíòîâ
âûáðàòü k ýëåìåíòîâ? Íà ñàìîì äåëå ýòî íå îäèí âîïðîñ, à ÷åòûðå � âû-
áîðêà ìîæåò áûòü óïîðÿäî÷åííîé è íåóïîðÿäî÷åííîé, ïîâòîðíûé âûáîð
îäíîãî è òîãî æå ýëåìåíòà ìîæåò äîïóñêàòüñÿ, à ìîæåò íå äîïóñêàòü-
ñÿ. Óïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè íàçûâàþòñÿ ðàçìåùåíèÿìè èëè íàáîðàìè,
à íåóïîðÿäî÷åííûå � ñî÷åòàíèÿìè. Êàê ïðàâèëî, ïî óìîë÷àíèþ ïîä âû-
áîðêîé ïîíèìàåòñÿ âûáîðêà áåç ïîâòîðåíèé, à åñëè ðå÷ü èäåò î âûáîðêå
ñ ïîâòîðåíèÿìè, òî ýòî îãîâàðèâàåòñÿ ÿâíûì îáðàçîì.

Èòàê, ïóñòü åñòü n-ýëåìåíòíîå ìíîæåñòâî, íàïðèìåð, Mn =
{1, 2, . . . , n}. Äàäèì îòâåò íà âîïðîñ î ÷èñëå âûáîðîê k ýëåìåíòîâ èç
ýòîãî ìíîæåñòâà.

1. Óïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè ñ ïîâòîðåíèÿìè (ðàçìåùåíèÿ ñ ïîâòîðå-
íèÿìè).

Â ýòîì ñëó÷àå ÷èñëî âûáîðîê ðàâíî ÷èñëó k-çíà÷íûõ ÷èñåë â ñèñòåìå
ñ÷èñëåíèÿ ïî îñíîâàíèþ n, ò. å. ðàâíî

nk.

2. Óïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè áåç ïîâòîðåíèé (ðàçìåùåíèÿ).
Ïåðâûé ýëåìåíò ìîæíî âûáðàòü n ñïîñîáàìè, âòîðîé ýëåìåíò � n−1

ñïîñîáàìè, . . . , k-é ýëåìåíò � n− k+ 1 ñïîñîáàìè. Òàêèì îáðàçîì îáùåå
÷èñëî ñïîñîáîâ âûáîðà ðàâíî

n(n− 1) . . . (n− k + 1) =
n!

(n− k)!
.
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3. Íåóïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè áåç ïîâòîðåíèé (ñî÷åòàíèÿ).
Òàê êàê îäíîé íåóïîðÿäî÷åííîé âûáîðêå k ýëåìåíòîâ áåç ïîâòîðåíèé

ñîîòâåòñòâóåò k! óïîðÿäî÷åííûõ âûáîðîê áåç ïîâòîðåíèé, òî ÷èñëî ñî÷å-
òàíèé èç n ýëåìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ, îáîçíà÷àåìîå Ck

n, ïðè n ≥ k ≥ 0
ðàâíî

n!

(n− k)! k!
.

4. Íåóïîðÿäî÷åííûå âûáîðêè c ïîâòîðåíèÿìè (ñî÷åòàíèÿ ñ ïîâòîðå-
íèÿìè).

Ìåæäó ìíîæåñòâîì âñåõ ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ
ïî k ýëåìåíòîâ è ìíîæåñòâîì âñåõ äâîè÷íûõ íàáîðîâ äëèíû n + k − 1
c k íóëÿìè ñëåäóþùèì îáðàçîì ìîæíî óñòàíîâèòü âçàèìíî îäíîçíà÷íîå
ñîîòâåòñòâèå: âûáîðêå, â êîòîðîé k1 åäèíèö, k2 äâîåê, . . . , kn ÷èñåë n,
ki ≥ 0 (i = 1, . . . , n), k1 + . . . + kn = k, ñîîòâåòñòâóåò íàáîð, â êîòîðîì
ñíà÷àëà ðàñïîëîæåíû k1 íóëåé, à çàòåì ïîñëåäîâàòåëüíî äëÿ i = 2, . . . , n
ðàñïîëîæåíû íàáîðû, ñîñòîÿùèå èç åäèíèöû è ñòîÿùèõ âñëåä çà íåé ki
íóëåé:

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k1

1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
k2

1 . . . 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
kn

.

Òàêèì îáðàçîì, ÷èñëî èñêîìûõ âûáîðîê ðàâíî ÷èñëó Ck
n+k−1 ñî÷åòàíèé

èç n+ k − 1 ýëåìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ, ò. å. ÷èñëó

(n+ k − 1)!

(n− 1)! k!
.

Ñâîéñòâà ñî÷åòàíèé:

1. Åñëè k > n, òî Ck
n = 0.

2. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî k, 0 ≤ k ≤ n, ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî Ck
n = Cn−k

n .
3. Ôóíêöèÿ f(k) = Ck

n öåëî÷èñëåííîé ïåðåìåííîé k âîçðàñòàåò íà
ìíîæåñòâå {0, . . . , bn/2c} è óáûâàåò íà ìíîæåñòâå {dn/2e, . . . , n}.

4. Âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Ck
n = Ck−1

n−1 + Ck
n−1.

5. Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî x è ïðîèçâîëüíîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî
n ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (áèíîì Íüþòîíà):

(1 + x)n =
n∑
k=0

Ck
nx

k.
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6. Âåðíû ðàâåíñòâà

n∑
k=0

Ck
n = 2n,

n∑
k=0

(−1)kCk
n =

{
1, åñëè n = 0;

0, åñëè n ≥ 1,
,

t∑
k=0

(−1)kCk
n = (−1)tCt

n−1 (n ≥ 1, t ≥ 0).

Ñâîéñòâà ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿì:

1. ×èñëî íåîòðèöàòåëüíûõ öåëî÷èñëåííûõ ðåøåíèé óðàâíåíèÿ

z1 + z2 + . . .+ zn = k

ðàâíî ÷èñëó ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî k ýëåìåíòîâ,
ò. å. ðàâíî Ck

n+k−1.
2. ×èñëî ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé1) èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , k} â ìíî-

æåñòâî {1, 2, . . . , n} ðàâíî ÷èñëó ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ýëåìåí-
òîâ ïî k ýëåìåíòîâ, ò. å. ðàâíî Ck

n+k−1.
B Ìåæäó ìíîæåñòâîì èç âñåõ Ck

n+k−1 äâîè÷íûõ íàáîðîâ äëèíû
n+k− 1 c k åäèíèöàìè è ìíîæåñòâîì ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé èç ìíî-
æåñòâà {1, 2, . . . , k} â ìíîæåñòâî {1, 2, . . . , n} ñëåäóþùèì îáðàçîì óñòàíî-
âèì âçàèìíî îäíîçíà÷íîå ñîîòâåòñòâèå. Ïóñòü â íàáîðå äëèíû n+k−1 c
k åäèíèöàìè ÷èñëî íóëåé äî ïåðâîé åäèíèöû ðàâíî r1, ÷èñëî íóëåé, ðàñ-
ïîëîæåííûõ ìåæäó åäèíèöàìè ñ íîìåðàìè i−1 è i, i = 2, . . . , k, ðàâíî ri:

0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
r1

1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
r2

1 . . . 1 0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
rk

10 . . . 0.

Ñîîòâåòñòâóþùåå ýòîìó íàáîðó ìîíîòîííîå îòîáðàæåíèå f èç ìíîæåñòâà
{1, 2, . . . , k} â ìíîæåñòâî {1, 2, . . . , n} çàäàåòñÿ òàêèì îáðàçîì:

f(s) = 1 +
s∑
i=1

ri, s = 1, 2, . . . , k.

Ëåãêî ïîíÿòü, ÷òî è ïî ìîíîòîííîìó îòîáðàæåíèþ èñõîäíûé íàáîð âîñ-
ñòàíàâëèâàåòñÿ îäíîçíà÷íî. �

1) Îòîáðàæåíèå f íàçûâàåòñÿ ìîíîòîííûì, åñëè äëÿ ëþáûõ a è b èç îáëàñòè
îïðåäåëåíèÿ îòîáðàæåíèÿ f èç íåðàâåíñòâà a ≤ b ñëåäóåò íåðàâåíñòâî f(a) ≤ f(b).
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3. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ïðè 0 < |x| < 1 ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

(1− x)−n =
∞∑
k=0

Ck
n+k−1x

k.

B Óñòàíîâèì êîýôôèöèåíò ïðè ñëàãàåìîì xk ïîñëå ðàñêðûâàíèÿ ñêî-
áîê è ïðèâåäåíèÿ ïîäîáíûõ ñëàãàåìûõ â âûðàæåíèè

(1 + x+ x2 + . . .) . . . (1 + x+ x2 + . . .)︸ ︷︷ ︸
n ðàç

.

Åñëè êàêîå-ëèáî âûðàæåíèå â ñêîáêàõ íå äàåò ¾âêëàä¿ â êîíêðåòíîå
ñëàãàåìîå xk, òî ñ÷èòàåì, ÷òî ýòî âûðàæåíèå íå âõîäèò â âûáîðêó, à åñëè
äàåò âêëàä xs, 1 ≤ s ≤ k, òî � âõîäèò ñ êðàòíîñòüþ s. Òîãäà êîýôôèöèåíò
ïðè xk ñîâïàäàåò ñ ÷èñëîì ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè èç n ýëåìåíòîâ ïî
k ýëåìåíòîâ. �

Òåïåðü ïðåîáðàçóåì âûðàæåíèå èç ñâîéñòâà 3 ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíè-
ÿìè ñëåäóþùèì îáðàçîì:

(1− x)−n = 1 +
∞∑
k=1

(n+ k − 1)(n+ k − 2) . . . n

k!
xk =

= 1 +
∞∑
k=1

(−n)(−n− 1) . . . (−n− k + 1)

k!
(−x)k.

Òàêèì îáðàçîì, ôîðìóëû èç ñâîéñòâà 5 ñî÷åòàíèé è èç ñâîéñòâà 3
ñî÷åòàíèé ñ ïîâòîðåíèÿìè ÿâëÿþòñÿ ÷àñòíûìè ñëó÷àÿìè èçâåñòíîãî èç
êóðñà ìàòåìàòè÷åñêîãî àíàëèçà è ñïðàâåäëèâîãî äëÿ ëþáîãî äåéñòâè-
òåëüíîãî α ïðè 0 < |x| < 1 ðàçëîæåíèÿ

(1 + x)α =
∞∑
k=0

(
α

k

)
xk,

ãäå (
α

0

)
= 1;

(
α

k

)
=
α(α− 1) . . . (α− k + 1)

k!
(k = 1, 2, . . .).

Î÷åâèäíî, ÷òî äëÿ âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ n è k âåðíî ðàâåíñòâî

Ck
n =

(
n

k

)
.
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� 2.2 Ôîðìóëà âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé

Ïóñòü åñòü N ïðåäìåòîâ è ñâîéñòâà p1, . . . , pn. Êàæäûé ïðåäìåò ìîæåò
îäíèìè ñâîéñòâàìè îáëàäàòü, à äðóãèìè íå îáëàäàòü. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
Ni1,...,ik êîëè÷åñòâî ïðåäìåòîâ, êîòîðûå îáëàäàþò ñâîéñòâàìè pi1 , . . . , pik
(îáëàäàíèå îñòàëüíûìè ñâîéñòâàìè � ïðîèçâîëüíîå).

×åðåç N(r) îáîçíà÷èì ÷èñëî ïðåäìåòîâ, îáëàäàþùèõ ðîâíî r ñâîé-
ñòâàìè. Ïîëîæèì

S0 = N, Sk =
∑

1≤i1<...<ik≤n

Ni1,...,ik (k = 1, . . . , n).

Çäåñü îñîáî îòìåòèì, ÷òî Sk � ïðîñòî óäîáíûå îáîçíà÷åíèÿ, ñïîñîáñòâó-
þùèå óìåíüøåíèþ ãðîìîçäêîñòè âûêëàäîê, íå ñòîèò çà íèìè óñìàòðè-
âàòü êàêîé-òî ñàêðàìåíòàëüíûé ñìûñë.

Òåîðåìà 8. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

N(0) =
n∑
k=0

(−1)kSk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîêàæåì, ÷òî êàæäûé ïðåäìåò äàåò îäèíàêîâûé
âêëàä ïðè ïîäñ÷åòå ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé óñòàíàâëèâàåìîãî ðàâåíñòâà.

Ïóñòü ïðåäìåò íå îáëàäàåò íè îäíèì ñâîéñòâîì. Òîãäà âêëàä â ëåâóþ
÷àñòü áóäåò ðàâåí 1, âêëàä â ïðàâóþ ÷àñòü áóäåò íåíóëåâûì òîëüêî â ñëà-
ãàåìîå S0 = N , ñîîòâåòñòâóþùåå ìîùíîñòè ìíîæåñòâà âñåõ ïðåäìåòîâ,
è ýòîò âêëàä òîæå ðàâåí 1.

Ïóñòü ïðåäìåò îáëàäàåò s ñâîéñòâàìè, 1 ≤ s ≤ n, è ýòî ñâîéñòâà
pj1 , . . . , pjs . Òîãäà äàííûé ïðåäìåò äàåò íåíóëåâîé (åäèíè÷íûé) âêëàä â
ñëàãàåìîå Ni1,...,it òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà âåðíî âêëþ÷åíèå

{i1, . . . , it} ⊆ {j1, . . . js}.

Âêëàä ýòîãî ïðåäìåòà â ëåâóþ ÷àñòü ðàâåí íóëþ, à â ïðàâóþ �

s∑
t=1

(−1)tCt
s,

ò. å. âêëàä òîæå íóëåâîé.
Ñóììèðóÿ ïî âñåì ïðåäìåòàì äîêàçàííûå ðàâåíñòâà âêëàäîâ â ëåâóþ

è ïðàâóþ ÷àñòü, ïîëó÷àåì ñïðàâåäëèâîñòü èñõîäíîãî ðàâåíñòâà.

Ïåðåôîðìóëèðóåì ôîðìóëó âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé â òåðìèíàõ ìíî-
æåñòâ.

35



Ñëåäñòâèå 7. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

|A1 ∪ . . . ∪ An| =
n∑
i=1

|Ai| −
∑

1≤i1<i2≤n

|Ai1 ∩ Ai2|+ . . .

. . .+ (−1)k+1
∑

1≤i1<...<ik≤n

|Ai1 ∩ . . . ∩ Aik |+ . . .+ (−1)n+1|Ai1 ∩ . . . ∩ Ain|.

Óïðàæíåíèå 9 (çàäà÷à î áåñïîðÿäêàõ). Íàéòè òî÷íîå çíà÷åíèå ÷èñëà
ïîäñòàíîâîê σ ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ
σ(i) 6= i äëÿ âñåõ i, 1 ≤ i ≤ n.

×òî ïðîèçîéäåò, åñëè ñóììó èç ïðàâîé ÷àñòè ôîðìóëû âêëþ÷åíèé-
èñêëþ÷åíèé îáîðâàòü íà êàêîì-ëèáî ñëàãàåìîì? Îêàçûâàåòñÿ, ÷òî åñëè
ïîñëåäíåå âûïèñàííîå ñëàãàåìîå ïîëîæèòåëüíîå (òî÷íåå, îíî ñîîòâåò-
ñòâóåò ÷åòíîìó ÷èñëó ñâîéñòâ), òî ïîëó÷àåòñÿ îöåíêà âåëè÷èíû N(0)
ñâåðõó, à â ïðîòèâíîì ñëó÷àå � ñíèçó.

Òåîðåìà 9 (Íåðàâåíñòâà Áîíôåððîíè). Äëÿ ëþáîãî l, 0 ≤ l ≤ b(n−1)/2c
2l+1∑
k=0

(−1)kSk ≤ N(0) ≤
2l∑
k=0

(−1)kSk.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äëÿ êàæäîãî èç íåðàâåíñòâ ïîäîáíî äîêàçàòåëüñòâó
ôîðìóëû âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ñîîòâåòñòâóþ-
ùåå íåðàâåíñòâî äëÿ âêëàäîâ â ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü äîêàçûâàåìîãî
ñîîòíîøåíèÿ êàæäîãî èç ïðåäìåòîâ. Íóæíîå íåðàâåíñòâî ëåãêî ñëåäóåò
èç ðàâåíñòâà

t∑
k=0

(−1)kCk
n = (−1)tCt

n−1

(òðåòüå ðàâåíñòâî ñâîéñòâà 6 ñî÷åòàíèé).

Òàêæå àíàëîãè÷íî ôîðìóëå âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé ìîæíî óñòàíî-
âèòü ñïðàâåäëèâîñòü ñëåäóþùèõ óòâåðæäåíèé.

Òåîðåìà 10. Ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

N(r) =
n∑
k=r

(−1)k−r
(
k

r

)
Sk,

N≥r =
n∑
k=r

(−1)k−r
(
k − 1

r − 1

)
Sk,

ãäå N≥r � êîëè÷åñòâî ïðåäìåòîâ, îáëàäàþùèõ íå ìåíåå ÷åì r ñâîéñòâà-
ìè.
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Óïðàæíåíèå 10. Äîêàçàòü òåîðåìó 10.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç ϕ(m) ôóíêöèþ Ýéëåðà, ÷èñëåííî ðàâíóþ êîëè÷å-
ñòâó íàòóðàëüíûõ ÷èñåë, íå ïðåâîñõîäÿùèõ m è âçàèìíîïðîñòûõ ñ m.

Òåîðåìà 11. Ïóñòü m = pk11 . . . pknn � ðàçëîæåíèå ÷èñëà m íà ïðîñòûå

ìíîæèòåëè. Òîãäà

ϕ(m) = m

(
1− 1

p1

)
. . .

(
1− 1

pn

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðèìåíèì ôîðìóëó âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé, ïîëîæèâ
N = m è ñ÷èòàÿ i-ì ñâîéñòâîì äåëèìîñòü íà pi, i = 1, . . . , n. Òîãäà èìååì:

ϕ(m) = N(0) = m−
∑

1≤i≤n

m

pi
+ . . .+ (−1)k

∑
1≤i1<...ik≤n

m

pi1 . . . pik
+ . . .

. . .+ (−1)n
m

p1 . . . pn
= m

(
1− 1

p1

)
. . .

(
1− 1

pn

)
.

� 2.3 ×èñëà Ñòèðëèíãà

Ïðîèçâåäåíèå
x(x− 1) . . . (x− k + 1), k ≥ 1,

áóäåì íàçûâàòü k-é íèæíåé ôàêòîðèàëüíîé ñòåïåíüþ ÷èñëà x è áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç xk.

Ïðîèçâåäåíèå

x(x+ 1) . . . (x+ k − 1), k ≥ 1,

áóäåì íàçûâàòü k-é âåðõíåé ôàêòîðèàëüíîé ñòåïåíüþ ÷èñëà x è áóäåì
îáîçíà÷àòü ÷åðåç xk.

Ïðè k = 0 ïîëàãàåì x0 = x0 = 1. Îòìåòèì, ÷òî òàêîå îïðåäåëåíèå
çíà÷åíèÿ x0 ñîãëàñóåòñÿ ñ òåì, ÷òî

(
α
0

)
= 1.

Êîýôôèöèåíòû c(n, k) è s(n, k) â ïðåäñòàâëåíèÿõ

xn =
n∑
k=0

c(n, k)xk, xn =
n∑
k=0

s(n, k)xk

íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Ñòèðëèíãà ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà ñîîòâåòñòâåííî.
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Ñâîéñòâà ÷èñåë Ñòèðëèíãà:

1. Âåðíû ïðåäñòàâëåíèÿ

(x)n =
n∑
k=0

(−1)n−kc(n, k)xk, (x)n =
n∑
k=0

(−1)n−ks(n, k)xk.

B Â ñèëó î÷åâèäíûõ ðàâåíñòâ (−x)n = (−1)nxn è (−1)m = (−1)−m

èìååì:

(x)n = (−1)n(−x)n = (−1)n
n∑
k=0

c(n, k)(−1)kxk =
n∑
k=0

(−1)n−kc(n, k)xk,

(x)n = (−1)n(−x)n = (−1)n
n∑
k=0

s(n, k)(−x)k =
n∑
k=0

(−1)n−ks(n, k)xk.

Ñâîéñòâî 1 äîêàçàíî. �
Êîýôôèöèåíòû (−1)n−kc(n, k) â ïåðâîì ïðåäñòàâëåíèè èç ñâîéñòâà 1

åùå èíîãäà íàçûâàþòñÿ ÷èñëàìè Ñòèðëèíãà ïåðâîãî ðîäà ñî çíàêîì.
2. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî n âåðíû ðàâåíñòâà

c(n, n) = s(n, n) = 1.

3. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âåðíû ðàâåíñòâà

c(n, 0) = s(n, 0) = 0.

4. Ïðè n < k âåðíû ðàâåíñòâà

c(n, k) = s(n, k) = 0.

5. Ïðè n ≥ k ≥ 1 ñïðàâåäëèâû ðåêóððåíòíûå ñîîòíîøåíèÿ

c(n, k) = c(n− 1, k − 1) + (n− 1)c(n− 1, k),

s(n, k) = s(n− 1, k − 1) + k s(n− 1, k).

B Äåéñòâèòåëüíî, ïðè n ≥ 1 èìååì:

n∑
k=1

c(n, k)xk =
n∑
k=0

c(n, k)xk = xn = xn−1(x+ n− 1) =

= x
n−1∑
k=0

c(n− 1, k)xk + (n− 1)
n−1∑
k=0

c(n− 1, k)xk =

=
n∑
k=1

c(n− 1, k − 1)xk + (n− 1)
n∑
k=1

c(n− 1, k)xk =

=
n∑
k=1

(
c(n− 1, k − 1) + (n− 1)c(n− 1, k)

)
xk;

38



n∑
k=1

s(n, k)xk =
n∑
k=0

s(n, k)xk = xn = xn−1x =

= x

n−1∑
k=0

s(n− 1, k)xk =
n−1∑
k=0

s(n− 1, k)xk
(
(x− k) + k

)
=

=
n∑
k=1

s(n− 1, k − 1)xk +
n−1∑
k=0

k s(n− 1, k)xk =

=
n∑
k=1

s(n− 1, k − 1)xk +
n∑
k=1

k s(n− 1, k)xk =

=
n∑
k=1

(
s(n− 1, k − 1) + k s(n− 1, k)

)
xk.

Ñâîéñòâî 5 äîêàçàíî. �
6. ×èñëà Ñòèðëèíãà c(n, k) è s(n, k) ïðè ìàëûõ çíà÷åíèÿõ k è n óêà-

çàíû â äâóõ ñëåäóþùèõ òàáëèöàõ.

Ëåêöèÿ � 6

Òåïåðü ïîêàæåì, ÷òî ó ÷èñåë Ñòèðëèíãà ïåðâîãî è âòîðîãî ðîäà åñòü
ýêâèâàëåíòíûå êîìáèíàòîðíûå îïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 12. ×èñëî Ñòèðëèíãà ïåðâîãî ðîäà c(n, k) ðàâíî êîëè÷åñòâó
ïîäñòàíîâîê ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn, ðàñêëàäûâàþùèõñÿ â ïðîèçâå-
äåíèå ðîâíî k öèêëîâ (âêëþ÷àÿ öèêëû äëèíû 1).

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç c′(n, k) ÷èñëî ïîäñòàíîâîê ñèììåò-
ðè÷åñêîé ãðóïïû Sn, ðàñêëàäûâàþùèõñÿ â ïðîèçâåäåíèå ðîâíî k öèê-
ëîâ (ïðè ýòîì ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì c′(0, 0) = 1). Î÷åâèäíî, ÷òî
c′(n, n) = 1, c′(n, 0) = 0 ïðè n 6= 0, c′(n, k) = 0 ïðè n < k. Êðîìå òî-
ãî, ïðè n ≥ k ≥ 1 ñïðàâåäëèâî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

c′(n, k) = c′(n− 1, k − 1) + (n− 1)c′(n− 1, k).

Ïîýòîìó c′(n, k) = c(n, k).
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Ñëåäñòâèå 8. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

n∑
k=0

c(n, k) = n!

Óïðàæíåíèå 11. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà

c(n, 1) = (n− 1)!, c(n, n− 1) = C2
n.

Òåîðåìà 13. ×èñëî Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà s(n, k) ðàâíî êîëè÷åñòâó
ñïîñîáîâ ðàçáèåíèÿ n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà íà k íåïóñòûõ íåïåðåñå-
êàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç s′(n, k) ÷èñëî ñïîñîáîâ ðàçáèåíèÿ n-
ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà íà k íåïóñòûõ íåïåðåñåêàþùèõñÿ ïîäìíîæåñòâ
(ïðè ýòîì ïî îïðåäåëåíèþ ïîëîæèì s′(0, 0) = 1). Î÷åâèäíî, ÷òî s′(n, n) =
1, s′(n, 0) = 0 ïðè n 6= 0, s′(n, k) = 0 ïðè n < k. Êðîìå òîãî, ïðè n ≥ k ≥ 1
ñïðàâåäëèâî ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå

s′(n, k) = s′(n− 1, k − 1) + k s′(n− 1, k).

Ïîýòîìó s′(n, k) = s(n, k).

Óïðàæíåíèå 12. Äîêàçàòü ðàâåíñòâà

s(n, 1) = 1, s(n, 2) = 2n−1 − 1,

s(n, 3) =
1

2

(
3n−1 − 2n + 1

)
, s(n, n− 1) = C2

n.

Äëÿ âñåõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ n ïîëîæèì

Bn =
n∑
k=0

s(n, k).

×èñëî Bn áóäåì íàçûâàòü n-ì ÷èñëîì Áåëëà. Î÷åâèäíî, ÷òî Bn ðàâíî
÷èñëó ðàçáèåíèé n-ýëåìåíòíîãî ìíîæåñòâà. Äëÿ ÷èñåë Áåëëà åñòü ïðî-
ñòàÿ ðåêóððåíòíàÿ ôîðìóëà.

Òåîðåìà 14. Äëÿ ëþáîãî öåëîãî íåîòðèöàòåëüíîãî n ñïðàâåäëèâî ðà-

âåíñòâî

Bn+1 =
n∑
k=0

(
n

k

)
Bk.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ñóùåñòâóåò ðîâíî
(
n
k

)
Bk ðàçáèåíèé (n+ 1)-ýëåìåíòíî-

ãî ìíîæåñòâà, â êîòîðûõ (n+1)-é ýëåìåíò âõîäèò â ìíîæåñòâî ìîùíîñòè
n − k + 1, òàê êàê â ýòî ìíîæåñòâî ìîùíîñòè n − k + 1 íå âõîäÿò ðîâ-
íî k ýëåìåíòîâ è ýòè k ýëåìåíòîâ íóæíî âûáðàòü, à çàòåì ðàçáèòü ýòî
ìíîæåñòâî ìîùíîñòè k.

Òåïåðü íàéäåì ÿâíóþ ôîðìóëó äëÿ ÷èñåë Ñòèðëèíãà âòîðîãî ðîäà.

Òåîðåìà 15. Äëÿ ëþáûõ öåëûõ íåîòðèöàòåëüíûõ n è k ñïðàâåäëèâî

ðàâåíñòâî

s(n, k) =
1

k!

k∑
t=0

(−1)k−t
(
k

t

)
tn.

Äîêàçàòåëüñòâî. Cíà÷àëà ðåøèì âñïîìîãàòåëüíóþ çàäà÷ó � íàéäåì êî-
ëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçëîæèòü n ðàçíûõ ïðåäìåòîâ â k ïðîíóìåðîâàííûõ
ÿùèêîâ, ÷òîáû ïðè ýòîì âñå ÿùèêè áûëè íåïóñòûìè.

Áóäåì ðåøàòü ýòó çàäà÷ó ïî ôîðìóëå âêëþ÷åíèé-èñêëþ÷åíèé. Ïîëî-
æèì N = kn. Ïîä i-ì ñâîéñòâîì, i = 1, . . . , k, áóäåì ïîíèìàòü ñâîéñòâî
¾i-é ÿùèê ïóñò¿. Òîãäà

N(0) =
k∑
s=0

(−1)s
(
k

s

)
(k − s)n =

k∑
t=0

(−1)k−t
(
k

t

)
tn.

Èñïîëüçîâàíèå î÷åâèäíîãî ñîîòíîøåíèÿ

s(n, k) =
N(0)

k!

äàåò íóæíîå ðàâåíñòâî.

� 2.4 Ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé

Ñîïîñòàâèì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} èëè áåñêîíå÷íîìó âåêòîðó

(a0, a1, . . . , an . . .)

ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä

A(x) =
∞∑
n=0

anx
n,

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}.
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Èíîãäà äëÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} òàêæå èñïîëüçóåòñÿ ïîíÿòèå
ýêñïîíåíöèàëüíîé ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè, êîòîðàÿ îïðåäåëÿåòñÿ êàê òà-
êîé ôîðìàëüíûé ñòåïåííîé ðÿä:

Ae(x) =
∞∑
n=0

an
n!
xn.

Â îáùèõ ÷åðòàõ ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé çàêëþ÷àåòñÿ â ïåðåõî-
äå îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ê ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè, ee èçó÷åíèå ñ äàëü-
íåéøèì èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè äëÿ ïîëó÷åíèÿ
èíôîðìàöèè îá èñõîäíîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Íàèáîëåå òèïè÷íàÿ ñèòó-
àöèÿ äëÿ ìåòîäà ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé òàêàÿ. Èìååòñÿ ðåêóððåíòíîå
ñîîòíîøåíèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò èñêîìàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü. Ïî
ýòîìó ñîîòíîøåíèþ íà ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè íàõîäèòñÿ óðàâíå-
íèå, êîòîðîìó óäîâëåòâîðÿåò ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè. Ðåøàÿ óðàâíåíèå (çäåñü, âîîáùå ãîâîðÿ, äîëæíà áûòü íåìàëàÿ äîëÿ
âåçåíèÿ), íàõîäèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ, à ñëåäîâàòåëüíî, òàê èëè
èíà÷å, íàõîäèì ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Ê èñïîëüçîâàíèþ ìåòîäà ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé ìîæíî óñëîâíî âû-
äåëèòü òðè ïîäõîäà.

1. Ðàçâèòèå è èñïîëüçîâàíèå òåîðèè ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ,
îáîáùàþùèõ òåîðèþ îáû÷íûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ.

2. Ïåðåõîä ê ôóíêöèÿì, ê êîòîðûì ñõîäÿòñÿ (àáñîëþòíî) â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè íóëÿ ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû; èñïîëüçîâàíèå âîçìîæ-
íîñòåé êëàññè÷åñêîãî àíàëèçà.

3. Ðàáîòà ñ ôîðìàëüíûìè ñòåïåííûìè ðÿäàìè êàê ñ îáû÷íûìè ôóíê-
öèÿìè (áåç óòî÷íåíèÿ âîïðîñîâ ñõîäèìîñòè è äðóãèõ âîïðîñîâ êîððåêò-
íîñòè) ñ ïîñëåäóþùåé ïðîâåðêîé îòâåòà.

Îòìåòèì, ÷òî òðåòèé ïîäõîä, äàæå åñëè åãî ðàññìàòðèâàòü òîëüêî
êàê ñïîñîá ¾óãàäûâàíèÿ¿ îòâåòà, çà÷àñòóþ áûâàåò äîñòàòî÷íî ýôôåêòè-
âåí. Íàïðèìåð, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ ñóììû êóáîâ ïåðâûõ n íàòóðàëüíûõ
÷èñåë òðóäíåå çàäà÷è ïðîâåðèòü ðàâåíñòâî

n∑
k=1

k3 =
n2(n+ 1)2

4
,

êîòîðîå î÷åíü ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ ïî èíäóêöèè: áàçà èíäóêöèè î÷å-
âèäíà, à ïåðåõîä ñëåäóåò èç ñîîòíîøåíèÿ

n2(n+ 1)2

4
− (n− 1)2n2

4
= n3.
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Âîîáùå, ïðîâåðèòü, óäîâëåòâîðÿåò ëè èñõîäíîìó ðåêóððåíòíîìó ñîîò-
íîøåíèþ âèäà an = f(n, an−1, an−2, . . . , an−k) íàéäåííàÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü � çàäà÷à ñóùåñòâåííî áîëåå ïðîñòàÿ íåæåëè çàäà÷à íàéòè ýòó ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü.

Îäíàêî, ìû áóäåì, â îñíîâíîì, ïðèäåðæèâàòüñÿ âòîðîãî ïîäõîäà. Â
îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ, ñâÿçàííûõ, êàê ïðàâèëî, ñ ïðîèçâîäÿùèìè ôóíêöè-
ÿìè äëÿ íå÷èñëîâûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, áóäåì èñïîëüçîâàòü ýëåìåíòû
òåîðèè ôîðìàëüíûõ ðÿäîâ. Äëÿ ýòîãî äàäèì íåêîòîðûå îïðåäåëåíèÿ.

Ïóñòü íåïóñòîå ìíîæåñòâî K çàìêíóòî îòíîñèòåëüíî îïåðàöèè ¾+¿
(ñëîæåíèå) è ¾×¿ (óìíîæåíèå), ÿâëÿåòñÿ àáåëåâîé ãðóïïîé ïî ñëîæåíèþ
è äëÿ ëþáûõ ýëåìåíòîâ a, b, c ∈ K âûïîëíÿþòñÿ çàêîíû äèñòðèáóòèâíî-
ñòè a(b+ c) = ab+ac è (a+ b)c = ac+ bc. Òîãäà ìíîæåñòâî K (èëè òðîéêà
(K,+,×)) íàçûâàåòñÿ êîëüöîì.

Ïóñòü K � êîëüöî. Îáîçíà÷èì ÷åðåç K[[x]] ìíîæåñòâî ôîðìàëüíûõ
ñòåïåííûõ ðÿäîâ ñ êîýôôèöèåíòàìè èç êîëüöà K. Íà ìíîæåñòâå K[[x]]
ââåäåì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ. Ïóñòü

A(x) =
∞∑
n=0

anx
n, B(x) =

∞∑
n=0

bnx
n.

Äëÿ ýëåìåíòîâ A(x) è B(x) ìíîæåñòâà K[[x]] ïîëîæèì:

A(x) +B(x) =
∞∑
n=0

(an + bn)xn,

A(x)×B(x) =
∞∑
n=0

cnx
n, ãäå cn =

n∑
k=0

akbn−k.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {cn}, çàäàâàåìàÿ ðàâåíñòâàìè

cn =
n∑
k=0

akbn−k, n = 0, 1, . . . ,

íàçûâàåòñÿ ñâåðòêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {an} è {bn}. Ïðîèçâîäÿùàÿ
ôóíêöèÿ ñâåðòêè äâóõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ðàâíà ïðîèçâåäåíèþ ïðîèç-
âîäÿùèõ ôóíêöèé ýòèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Ñâîéñòâà ìíîæåñòâà K[[x]] ñ ââåäåííûìè îïåðàöèÿìè:

1. K[[x]] = (K[[x]],+,×) � êîëüöî.
2. Íóëåì (íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ïî ñëîæåíèþ) êîëüöà K[[x]] ÿâëÿ-

åòñÿ ýëåìåíò
∞∑
n=0

0× xn,
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ãäå 0 � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ïî ñëîæåíèþ êîëüöà K.
3. Åñëè êîëüöî K àññîöèàòèâíî, òî êîëüöî K[[x]] òîæå àññîöèàòèâíî.
4. Åñëè êîëüöîK êîììóòàòèâíî, òî êîëüöîK[[x]] òîæå êîììóòàòèâíî.
5. Åñëè êîëüöî K ñ åäèíèöåé (íåéòðàëüíûì ýëåìåíòîì ïî óìíîæå-

íèþ), òî êîëüöî K[[x]] òîæå ñ åäèíèöåé. Â ýòîì ñëó÷àå åäèíèöåé êîëüöà
K[[x]] ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíò

1× x0 +
∞∑
n=1

0× xn,

ãäå 0 � íåéòðàëüíûé ýëåìåíò ïî ñëîæåíèþ êîëüöà K, 1 � íåéòðàëüíûé
ýëåìåíò ïî óìíîæåíèþ êîëüöà K.

6. Åñëè êîëüöî K ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè (îòñóòñòâóþò äåëè-
òåëè íóëÿ), òî êîëüöî K[[x]] òîæå ÿâëÿåòñÿ îáëàñòüþ öåëîñòíîñòè.

7. Êîëüöî K[[x]] íå ÿâëÿåòñÿ ïîëåì, äàæå åñëè K � ïîëå. À èìåííî,
ýëåìåíò A(x) ∈ K[[x]] îáðàòèì òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà ýëåìåíò a0 =
A(0) ∈ K îáðàòèì (çäåñü ê çàïèñè A(0) ôîðìàëüíî íóæíî îòíîñèòüñÿ
òîëüêî êàê ê îáîçíà÷åíèþ äëÿ a0).
B Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ äëÿ ýëåìåíòà A(x) =

∑∞
n=0 anx

n

îáðàòíîãî ýëåìåíòà B(x) =
∑∞

n=0 bnx
n íåîáõîäèìûì è äîñòàòî÷íûì óñëî-

âèåì ÿâëÿåòñÿ ñïðàâåäëèâîñòü ðàâåíñòâ

1 = a0b0, 0 =
n∑
k=0

akbn−k, n = 1, 2, . . .

Îòñþäà íåîáõîäèìîñòü îáðàòèìîñòè ýëåìåíòà a0 î÷åâèäíà. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, åñëè ýëåìåíò a0 îáðàòèì, òî ðàâåíñòâà

b0 = a−10 , bn = −a−10

n∑
k=1

akbn−k, n = 1, 2, . . .

ïîñëåäîâàòåëüíî îïðåäåëÿþò êîýôôèöèåíòû îáðàòíîãî ê A(x) ýëåìåíòà
B(x) ∈ K[[x]]. �

Òåïåðü âðåìåííî îñòàâèì ôîðìàëüíûé ïîäõîä ê èçó÷åíèþ ïðîèçâî-
äÿùèõ ôóíêöèé. Ðàññìîòðèì ïðèìåðû, êîãäà ôîðìàëüíûì ñòåïåíûì ðÿ-
äàì ñîîòâåòñòâóþò ôóíêöèè, ê êîòîðûì â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ
ñõîäÿòñÿ ýòè ñòåïåííûå ðÿäû.

1. Åñëè an =
(
m
n

)
, n = 1, 2, . . . , òî

A(x) =
∞∑
n=0

(
m

n

)
xn = (1 + x)m.
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2. Åñëè an =
(
m+n−1

n

)
λn, n = 1, 2, . . . , òî

A(x) =
∞∑
n=0

(
m+ n− 1

n

)
λnxn = (1− λx)−m.

Ïóñòü ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ A(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an} àáñî-
ëþòíî ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íóëÿ (ê ôóíêöèè, êîòîðóþ åñòå-
ñòâåííî òàêæå îáîçíà÷àòü A(x)), à ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {bn} òåñíî ñâÿçà-
íà ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ {an}. Âûðàçèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ B(x)
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {bn} ÷åðåç ôóíêöèþ A(x).

Åñëè

bn =

{
0, åñëè 0 ≤ n ≤ k − 1;

an−k, åñëè n ≥ k,

òî
B(x) = xkA(x).

Åñëè
bn = an+k, n = 0, 1, . . . ,

òî

B(x) =

A(x)−
k−1∑
i=0

aix
i

xk
=

A(x)−
k−1∑
i=0

A(i)(0)
i!

xi

xk
.

Åñëè
bn = nan, n = 0, 1, . . . ,

òî
B(x) = xA′(x).

Òåïåðü ïðèìåíèì ìåòîä ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé äëÿ ðåøåíèÿ îäíîé
èçâåñòíîé çàäà÷è.

Îïðåäåëèì ïðàâèëüíóþ ñêîáî÷íóþ ñòðóêòóðó êàê ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòü ëåâûõ è ïðàâûõ ñêîáîê, êîòîðóþ ìîæíî ïîëó÷èòü çà êîíå÷íîå
÷èñëî ïðèìåíåíèé ñëåäóþùèõ ïðàâèë:

� ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ( ) ÿâëÿåòñÿ ïðàâèëüíîé ñêîáî÷íîé ñòðóêòó-
ðîé;

� åñëè Π � ïðàâèëüíàÿ ñêîáî÷íàÿ ñòðóêòóðà, òî (Π) � òîæå ïðàâèëü-
íàÿ ñêîáî÷íàÿ ñòðóêòóðà;

� åñëè Π1 è Π2 � ïðàâèëüíûå ñêîáî÷íûå ñòðóêòóðû, òî Π1Π2 � òîæå
ïðàâèëüíàÿ ñêîáî÷íàÿ ñòðóêòóðà.

Çàäà÷à çàêëþ÷àåòñÿ â íàõîæäåíèè ÷èñëà ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ
ñòðóêòóð, ñîäåðæàùèõ ðîâíî ïî n ëåâûõ è ïðàâûõ ñêîáîê. Îáîçíà÷èì
ýòî ÷èñëî ÷åðåç an.
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Î÷åâèäíî, ÷òî â êàæäîì íà÷àëüíîì îòðåçêå ëþáîé ïðàâèëüíîé ñêî-
áî÷íîé ñòðóêòóðû ÷èñëî ëåâûõ ñêîáîê íå ìåíåå ÷èñëà ïðàâûõ ñêîáîê.
Ðàçîáüåì ìíîæåñòâî An+1 âñåõ ïðàâèëüíûõ ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð, ñî-
äåðæàùèõ ðîâíî ïî n + 1 ëåâûõ è ïðàâûõ ñêîáîê, íà ïîäìíîæåñòâà
A(1)
n+1, . . . ,A

(n+1)
n+1 , ãäå A(i)

n+1, i = 1, . . . , n + 1, � ïîäìíîæåñòâî ïðàâèëü-
íûõ ñêîáî÷íûõ ñòðóêòóð èç ìíîæåñòâà An+1, îáëàäàþùèõ ñëåäóþùèì
ñâîéñòâîì: âïåðâûå ðàâåíñòâî ÷èñëà ëåâûõ è ïðàâûõ ñêîáîê äîñòèãàåòñÿ
íà ýëåìåíòå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñêîáîê ñ íîìåðîì 2i. Òîãäà ñïðàâåäëèâû
ðàâåíñòâà

an+1 = |An+1| =
∣∣∣A(1)

n+1

∣∣∣+ . . .+
∣∣∣A(n+1)

n+1

∣∣∣ = an + a1an−1 + . . .+ an−1a1 + an.

Òåïåðü, ïîëàãàÿ a0 = 1, ïîëó÷àåì ðåêóððåíòíóþ ôîðìóëó

an+1 =
n∑
k=0

akan−k.

Ïåðåõîäÿ ê ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè A(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an},
çàìåòèì, ÷òî äëÿ âñåõ n âåðíî íåðàâåíñòâî an ≤ 4n. Ïîýòîìó â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè íóëÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñòåïåííîé
ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ.

Ââåäåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {bn} è {cn} ðàâåíñòâàìè

bn = an+1, cn =
n∑
k=0

akan−k, n = 0, 1, . . .

Äëÿ ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé B(x) è C(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {bn} è
{cn} ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà:

B(x) = C(x), B(x) =
A(x)− a0

x
, C(x) = A2(x).

Ñëåäîâàòåëüíî,
A(x)− 1

x
= A2(x).

Òàêèì îáðàçîì, èìååì êâàäðàòíîå óðàâíåíèå

xA2(x)− A(x) + 1 = 0

îòíîñèòåëüíî A(x). Ðåøàÿ åãî, ïîëó÷àåì:

A(x) =
1±
√

1− 4x

2x
.
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Ïîäõîäèò òîëüêî îäèí êîðåíü:

A(x) =
1−
√

1− 4x

2x
.

Ðàçëîæèì â ðÿä Ìàêëîðåíà ôóíêöèþ 1−
√

1− 4x:

1−
√

1− 4x = 1−
∞∑
k=0

(
1/2

k

)
(−4x)k =

= −
∞∑
k=1

1
2

(
1
2
− 1
)
. . .
(
1
2
− k + 1

)
k!

(−4x)k =

=
∞∑
k=1

(−1)(1− 2)(1− 4) . . . (1− 2(k − 1))

2kk!
(−4x)k =

=
∞∑
k=1

(2k − 3)!!

2kk!
4kxk =

∞∑
k=1

(2k − 2)!!(2k − 3)!!

2k−1(k − 1)!2kk!
4kxk =

=
∞∑
k=1

(2k − 2)!

(k − 1)!k!
2xk =

∞∑
k=1

2

k

(
2k − 2

k − 1

)
xk.

Òàêèì îáðàçîì,

A(x) =
1

2x

∞∑
k=1

2

k

(
2k − 2

k − 1

)
xk =

∞∑
n=0

1

n+ 1

(
2n

n

)
xn.

Ñëåäîâàòåëüíî,

an =
1

n+ 1

(
2n

n

)
, n = 0, 1, . . .

×èñëî 1
n+1

(
2n
n

)
íàçûâàåòñÿ n-ì ÷èñëîì Êàòàëàíà. ×èñëà Êàòàëàíà

âîçíèêàþò âî ìíîãèõ êîìáèíàòîðíûõ çàäà÷àõ, â ÷àñòíîñòè, n-ìó ÷èñëó
Êàòàëàíà ðàâíû:

à) êîëè÷åñòâî íàáîðîâ, ñîñòîÿùèõ èç n íóëåé è n åäèíèö, â êîòîðûõ
â ëþáîì íà÷àëüíîì îòðåçêå ÷èñëî åäèíèö íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà íóëåé;

á) êîëè÷åñòâî ñïîñîáîâ ðàçáèåíèÿ (ïóòåì ïðîâåäåíèÿ íåïåðåñåêàþ-
ùèõñÿ äèàãîíàëåé) âûïóêëîãî (n+ 2)-óãîëüíèêà íà òðåóãîëüíèêè;

â) êîëè÷åñòâî ìîíîòîííûõ îòîáðàæåíèé f èç ìíîæåñòâà {1, 2, . . . , n}
â ìíîæåñòâî {1, 2, . . . , n}, óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëîâèþ f(i) ≤ i äëÿ âñåõ i,
1 ≤ i ≤ n;

ã) êîëè÷åñòâî âñåõ (2×n) ìàòðèö, ìíîæåñòâî ýëåìåíòîâ êîòîðûõ ñîâ-
ïàäàåò ñî ìíîæñòâîì {1, 2, . . . , 2n}, ïðè÷åì â êàæäîé ñòðîêå è â êàæäîì
ñòîëáöå ýëåìåíòû ðàñïîëîæåíû â âîçðàñòàþùåì ïîðÿäêå.
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Óïðàæíåíèå 13. Íàéòè ýêñïîíåíöèàëüíóþ ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòè {an}, ãäå an � êîëè÷åñòâî âîçðàñòàþùå-óáûâàþùèõ
ïîäñòàíîâîê ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn (ïîäñòàíîâêà σ ∈ Sn âîçðàñòà-
þùå-óáûâàþùàÿ, åñëè â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè σ(1), σ(2), . . . , σ(n) âñå ýëå-
ìåíòû, ñòîÿùèå íà ÷åòíûõ ìåñòàõ, áîëüøå ñâîèõ ñîñåäåé).

Îòâåò: Ae(x) = 1+sinx
cosx

(ôóíêöèÿ Ae(x) óäîâëåòâîðÿåò óðàâíåíèþ

2A
′
e(x)− A2

e(x)− 1 = 0).

Çäåñü âñòàâèòü ìåòîä òðàåêòîðèé è çàìå÷àíèå ïðî
âàæíîñòü ìåòîäà ïðîèçâîäÿùèõ ôóíêöèé íåñìîòðÿ
íà íàëè÷èå ó çàäà÷ áîëåå ïðîñòûõ è ýëåãàíòíûõ ðå-
øåíèé

Ëåêöèÿ � 7

� 2.5 Ëèíåéíûå ðåêóððåíòíûå ïîñëåäîâà-

òåëüíîñòè

Ðàññìîòðèì ñëåäóþùóþ çàäà÷ó. Íóæíî íàéòè ÷èñëî fn íàáîðîâ èç íóëåé
è åäèíèö äëèíû n, îáëàäàþùèå ñâîéñòâàìè:

1) ïåðâûé ðàçðÿä íàáîðà ðàâåí åäèíèöå;
2) ïîñëåäíèé ðàçðÿä íàáîðà ðàâåí åäèíèöå;
3) â íàáîðå íåò äâóõ ñòîÿùèõ ðÿäîì íóëåé.
Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn} óäîâëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøå-

íèþ fn+2 = fn+1 + fn è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì f1 = f2 = 1. Òàêàÿ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòü íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ Ôèáîíà÷÷è (â èñõîäíîé
çàäà÷å ñïåöèàëüíî äîáàâëåíû ïåðâûå äâà óñëîâèÿ, ÷òîáû ïîëó÷èëîñü
èìåííî ýòà ïîñëåäîâàòåëüíîñòü, à íå ¾ñäâèíóòàÿ¿). Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
Ôèáîíà÷÷è âîçíèêàåò î÷åíü ÷àñòî â ñàìûõ ðàçíûõ îáëàñòÿõ ìàòåìàòèêè.
Â ÷àñòíîñòè, fn ðàâíî êîëè÷åñòâó òàêèõ ïîäñòàíîâîê σ ñèììåòðè÷åñêîé
ãðóïïû Sn−1, ÷òî äëÿ ëþáîãî i, 1 ≤ i ≤ n− 1, âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà
|i− σ(i)| ≤ 1.

Ïîñëåäîâàòåëüíîñòü Ôèáîíà÷÷è ÿâëÿåòñÿ ÷àñòíûì ñëó÷àåì âîçâðàò-
íûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé, çàäàâàåìûõ ëèíåéíûìè îäíîðîäíûìè ñîîòíî-
øåíèìè ñ ïîñòîÿííûìè êîýôôèöèåíòàìè. Íàéäåì îáùåå ðåøåíèå òàêîãî
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ñîîòíîøåíèÿ.

Òåîðåìà 16. Ïóñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {an} ñ ýëåìåíòàìè èç C óäî-

âëåòâîðÿåò ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ

an+k = u1an+k−1 + . . .+ uk−1an+1 + ukan,

ãäå ui ∈ C, i = 1, . . . , k, uk 6= 0. Òîãäà

an =
s∑
i=1

λni Pi(n), (∗)

ãäå λi � êîðåíü êðàòíîñòè ri õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

xk − u1xk−1 − . . .− uk−1x− uk,

Pi(n) � ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííîé n ñòåïåíè ri − 1, i = 1, . . . , s. Êîýô-
ôèöèåíòû ìíîãî÷ëåíîâ Pi â êîëè÷åñòâå r1 + . . .+rs = k øòóê îïðåäåëÿ-
þòñÿ èç ñïðàâåäëèâîñòè ôîðìóëû (∗), íàïðèìåð, äëÿ ïåðâûõ k ÷ëåíîâ

ïîñëåäîâàòåëüíîñòè.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íàéäåòñÿ òàêàÿ êîíñòàíòà c, ÷òî äëÿ ëþáîãî n, n ≥ 1,
ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

|an+1| ≤ c max
0≤i≤n

|ai|.

Ïîýòîìó ðîñò ýëåìåíòîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ïî àáñîëþòíîé âåëè÷èíå
íå áîëåå ÷åì ýêñïîíåíöèàëüíûé. Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîäÿ îò ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè {an} ê ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè A(x) ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè,
ïîëó÷àåì ñòåïåííîé ðÿä, àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíî-
ñòè íóëÿ.

Ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ B(x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {bn}, çàäàâàåìîé
ïðè âñåõ n ðàâåíñòâîì bn = an+i, èìååò òàêîé âèä:

B(x) = x−i(A(x)−Qi−1(x)),

ãäå Qi−1(x) � ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè i−1, îïðåäåëÿåìûé ïåðâûìè i ÷ëåíàìè
ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {an}.

Ïîýòîìó èñõîäíîå ðåêóððåíòíîå ñîîòíîøåíèå äàåò ñëåäóþùåå óðàâ-
íåíèå îòíîñèòåëüíî ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè A(x):

x−k(A(x)−Qk−1(x)) =
k−1∑
i=1

uix
−(k−i)(A(x)−Qk−i−1(x)) + ukA(x).
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Äîìíîæèì ëåâóþ è ïðàâóþ ÷àñòü ýòîãî ðàâåíñòâà íà xk è ñîáåðåì ñëà-
ãàåìûå, ñîäåðæàùèå ôóíêöèþ A(x) â ëåâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà:

A(x)

(
1−

k∑
i=1

uix
i

)
= Q̃k−1(x),

ãäå Q̃k−1(x) � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè k − 1.
Ïóñòü λ1, . . . , λs � êîðíè õàðàêòåðèñòè÷åñêîãî ìíîãî÷ëåíà

xk − u1xk−1 − . . .− uk−1x− uk,

êðàòíîñòè r1, . . . , rs, ñîîòâåòñòâåííî. Òàê êàê uk 6= 0, òî λi 6= 0, i =
1, . . . , s. Òîãäà, äåëàÿ çàìåíó x→ 1

y
, ïîëó÷àåì, ÷òî ìíîãî÷ëåí

1− u1x− . . .− uk−1xk−1 − ukxk

èìååò êîðíè 1
λ1
, . . . , 1

λs
êðàòíîñòè r1, . . . , rs, ñîîòâåòñòâåííî. Ñëåäîâàòåëü-

íî,

A(x) =
Q̃k−1(x)

(−uk)
(
x− 1

λ1

)r1
. . .
(
x− 1

λs

)rs =
(−λ1)r1 . . . (−λs)rsQ̃k−1(x)

(−uk)(1− λ1x)r1 . . . (1− λsx)rs
.

Èñïîëüçóÿ ðàçëîæåíèå ðàöèîíàëüíîé ôóíêöèè â ñóììó ïðîñòåéøèõ äðî-
áåé, ïîëó÷àåì:

A(x) =
s∑
i=1

ri∑
j=1

αij
(1− λix)j

,

ãäå αij, i = 1, . . . , s, j = 1, . . . , ri, � íåêîòîðûå êîíñòàíòû (âîîáùå ãîâîðÿ,
êîìïëåêñíûå). Äàëåå, äëÿ i = 1, . . . , s èìååì:

ri∑
j=1

αij
(1− λix)j

=

ri∑
j=1

αij

∞∑
n=0

(
n+ j − 1

n

)
λni x

n =

=
∞∑
n=0

λni x
n

ri∑
j=1

αij

(
n+ j − 1

j − 1

)
=
∞∑
n=0

λni Pi(n)xn,

ãäå Pi(n) � íåêîòîðûé ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííîé n ñòåïåíè ri − 1.
Òàêèì îáðàçîì,

A(x) =
s∑
i=1

∞∑
n=0

λni Pi(n)xn =
∞∑
n=0

(
s∑
i=1

λni Pi(n)

)
xn.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè ñòåïåíÿõ ïåðåìåííîé x, ïîëó÷àåì
óòâåðæäåíèå òåîðåìû.
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Çàìå÷àíèå 2. Ëèíåéíîå íåîäíîðîäíîå ñîîòíîøåíèå ñ ïîñòîÿííûìè êî-
ýôôèöèåíòàìè âèäà

an+k − u1an+k−1 − . . .− uk−1an+1 − ukan = f(n),

â ñëó÷àå, êîãäà ôóíêöèÿ f(n) ÿâëÿåòñÿ êâàçèìíîãî÷ëåíîì (ò. å. f(n) =
λnP (n), ãäå P (n) � ìíîãî÷ëåí îò ïåðåìåííîé n), ðåøàåòñÿ ìåòîäîì ïðî-
èçâîäÿùèõ ôóíêöèé ïðàêòè÷åñêè òàê æå, êàê è îäíîðîäíîå.

Âîçâðàùàÿñü ê ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è {fn}, óäîâëåòâîðÿþ-
ùåé ðåêóððåíòíîìó ñîîòíîøåíèþ fn+2 = fn+1+fn è íà÷àëüíûì óñëîâèÿì
f1 = f2 = 1 (èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, íà÷àëüíûì óñëîâèÿì f0 = 0, f1 = 1),
îòìåòèì, ÷òî õàðàêòåðèñòè÷åñêèé ìíîãî÷ëåí x2 − x − 1 = 0 ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è èìååò êîðíè

λ1,2 =
1±
√

5

2
.

Ïîýòîìó, â ñèëó äîêàçàííîé òåîðåìû, îáùèì ðåøåíèåì ñîîòíîøåíèÿ
fn+2 = fn+1 + fn áóäåò òàêàÿ ñîâîêóïíîñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé:

an = c1

(
1 +
√

5

2

)n

+ c2

(
1−
√

5

2

)n

.

Èç íà÷àëüíûõ óñëîâèé íàõîäèì, ÷òî c1 = 1/
√

5, c2 = −1/
√

5. Òàêèì
îáðàçîì,

fn =
1√
5

((
1 +
√

5

2

)n

−

(
1−
√

5

2

)n)
.

Ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è:

1. Ïóñòü ϕ � ¾çîëîòîå ñå÷åíèå¿, ò. å. ϕ = (1 +
√

5)/2. Òîãäà äëÿ n-ãî
÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è ñïðàâåäëèâû ôîðìóëû:

a) fn = 1√
5

(ϕn − (−ϕ)−n) (ôîðìóëà Áèíå);

á) fn =
⌊
ϕn√
5

⌉
.

2. Ýëåìåíòû ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è óäîâëåòâîðÿþò ñëåäóþ-
ùèì ñîîòíîøåíèÿì:

à) f1 + f2 + . . .+ fn = fn+2 − 1;

á) f1 + f3 + . . .+ f2n−1 = f2n;

â) f2 + f4 + . . .+ f2n = f2n+1 − 1;

ã) f 2
1 + f 2

2 + . . .+ f 2
n = fnfn+1;
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ä) f 2
n + f 2

n+1 = f2n+1;

å) fn+m = fn−1fm + fnfm+1 = fn+1fm+1 − fn−1fm−1;
æ) f3n = f 3

n+1 + f 3
n − f 3

n−1;

ç)

(
1 1
1 0

)n
=

(
fn+1 fn
fn fn−1

)
.

3. Ëþáûå äâà ñîñåäíèõ ÷ëåíà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è âçàèì-
íîïðîñòû. Áîëåå òîãî,

(fn, fm) = f(n,m),

ãäå (a, b) � íàèáîëüøèé îáùèé äåëèòåëü ÷èñåë a è b.
4. Ëþáîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî n ìîæåò áûòü ïðåäñòàâëåíî, ïðè÷åì

åäèíñòâåííûì îáðàçîì, â âèäå

n =
∞∑
k=2

αkfk,

ãäå αi ∈ {0, 1}, αi + αi+1 ≤ 1, i = 2, 3, . . .
5. Äëÿ ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè F (x) ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è

ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

F (x) =
x

1− x− x2

(òàê êàê ñòåïåííîé ðÿä àáñîëþòíî ñõîäèòñÿ â íåêîòîðîé îêðåñòíîñòè íó-
ëÿ, òî ïîä ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèåé ìîæíî ïîíèìàòü ôóíêöèþ, ê êîòîðîé
ñõîäèòñÿ ñîîòâåòñòâóþùèé ñòåïåííîé ðÿä).

Óïðàæíåíèå 14. Äîêàçàòü ñâîéñòâà ïîñëåäîâàòåëüíîñòè Ôèáîíà÷÷è.

� 2.6 Ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ìåáèóñà

Ïóñòü pm1
1 . . . pmkk � ðàçëîæåíèå ÷èñëà n íà ïðîñòûå ìíîæèòåëè. Ââåäåì

ôóíêöèþ Ìåáèóñà µ(n) íàòóðàëüíîãî àðãóìåíòà n ðàâåíñòâîì

µ(n) =


1, åñëè n = 1;

(−1)k, åñëè m1 = . . . = mk = 1;

0, èíà÷å.

Ëåììà 9. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî∑
d : d|n

µ(d) =

{
1, åñëè n = 1;

0, åñëè n ≥ 2.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 1 ðàâåíñòâî î÷åâèäíî.
Ïðè n ≥ 2 ðàññìîòðèì ðàçëîæåíèå n = pm1

1 . . . pmkk íà ïðîñòûå ìíî-
æèòåëè. Ïîëîæèì ñ = p1 . . . pk. Òîãäà∑

d : d|n

µ(d) =
∑
d : d|ñ

µ(d) +
∑

d : d|n, d-ñ

µ(d) =

=
∑
d : d|ñ

µ(d) = 1− C1
k + C2

k − . . .+ (−1)kCk
k = 0.

Òåì ñàìûì ðàâåíñòâî äîêàçàíî â îáîèõ ñëó÷àÿõ.

Òåîðåìà 17 (ôîðìóëà îáðàùåíèÿ Ìåáèóñà). Ïóñòü f : N → R, g : N →
R è äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n âåðíî ðàâåíñòâî

f(n) =
∑
d : d|n

g(d).

Òîãäà äëÿ âñåõ íàòóðàëüíûõ n ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

g(n) =
∑
d : d|n

µ(d)f
(n
d

)
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Âåðíà ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ∑
d : d|n

µ(d)f
(n
d

)
=
∑
d : d|n

µ(d)
∑
b : b|n

d

g(b) =
∑
d : d|n

∑
b : b|n

d

µ(d)g(b) =

=
∑

(d,b) : d|n, b|n
d

µ(d)g(b) =
∑

(d,b) : db|n

µ(d)g(b) =

=
∑

(d,b) : b|n, d|n
b

g(b)µ(d) =
∑
b : b|n

g(b)
∑
d : d|n

b

µ(d) = g(n),

ãäå ïîñëåäíåå ðàâåíñòâî ñëåäóåò èç òîãî, ÷òî ñóììà∑
d : d|n

b

µ(d)

ïî ëåììå 9 ïðè b = n ðàâíà 1, à â îñòàëüíûõ ñëó÷àÿõ ðàâíà 0.

Òåïåðü ïðèìåíèì ôîðìóëó îáðàùåíèÿ Ìåáèóñà äëÿ ïåðå÷èñëåíèÿ
öèêëè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé.

Öèêëè÷åñêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

(. . . , a1, a2, . . . , an, a1, a2, . . . , an, a1, a2, . . .)
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äëèíû (ïåðèîäà) n ïîðîæäàåòñÿ ëèíåéíûìè ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿìè

(a1, a2, . . . , an), (a2, . . . , an, a1), . . . , (an, a1, . . . , an−1)

äëèíû n è, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîðîæäàåò ýòè n ëèíåéíûõ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòåé, ñðåäè êîòîðûõ, âîîáùå ãîâîðÿ, ìîãóò áûòü ñîâïàäàþùèå.

Äëÿ öèêëè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ïîðîæäàåìîé ëèíåéíîé ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòüþ (a1, a2, . . . , an), íàèìåíüøåå ÷èñëî d, óäîâëåòâîðÿþùåå
óñëîâèþ

(a1, a2, . . . , an) = (ad+1, . . . , an, a1, . . . , ad),

íàçûâàåòñÿ íàèìåíüøèì ïåðèîäîì ýòîé öèêëè÷åñêîé ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè. Î÷åâèäíî, ÷òî âñåãäà d äåëèò n.

Ïóñòü |A| = r. Òîãäà ÷èñëî ëèíåéíûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé äëèíû n
ñ ýëåìåíòàìè èç ìíîæåñòâà A ðàâíî rn. Îáîçíà÷èì ÷åðåç M(d) ÷èñëî
öèêëè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íàèìåíüøåãî ïåðèîäà d. Òîãäà∑

d : d|n

dM(d) = rn.

Ïðèìåíÿÿ ôîðìóëó îáðàùåíèÿ Ìåáèóñà äëÿ ôóíêöèé f(n) = rn è g(n) =
nM(n), èìååì:

nM(n) =
∑
d : d|n

µ(d)rn/d,

è ñëåäîâàòåëüíî,

M(n) =
1

n

∑
d : d|n

µ(d)rn/d.

Òàêèì îáðàçîì, ìû íàøëè ÷èñëî öèêëè÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé
ñ ìèíèìàëüíûì ïåðèîäîì n. Äëÿ íàõîæäåíèÿ ÷èñëà T (n) âñåõ öèêëè-
÷åñêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ïåðèîäà n äîñòàòî÷íî èñïîëüçîâàòü ïðîñòîå
ðàâåíñòâî

T (n) =
∑
d : d|n

M(d).

Ëåêöèÿ � 8

� 2.7 Êîëè÷åñòâî íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëå-

íîâ íàä Zp
Ðàññìîòðèì ïîëå Zp è êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ Zp[x] íàä ýòèì ïîëåì. Áóäåì
ðàññìàòðèâàòü òîëüêî ìíîãî÷ëåíû, ó êîòîðûõ êîýôôèöèåíò ïðè ñòàð-
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øåì ÷ëåíå ðàâåí 1. Òàêèå ìíîãî÷ëåíû áóäåì íàçûâàòü íîðìèðîâàííû-
ìè2. Îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâåäåíèå íîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ òàêæå ÿâ-
ëÿåòñÿ íîðìèðîâàííûì ìíîãî÷ëåíîì.

Êîëè÷åñòâî íîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n íàä ïîëåì Zp ðàâ-
íî pn (âñåãî ó ìíîãî÷ëåíà n+1 êîýôôèöèåíòîâ, îäèí èç êîòîðûõ ôèêñè-
ðîâàí, à îñòàëüíûå n êîýôôèöèåíòîâ ìîãóò ïðèíèìàòü ëþáûå èç p çíà-
÷åíèé). Ñëåäîâàòåëüíî, ïåðåõîäÿ îò ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ÷èñëà íîðìèðî-
âàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n ê ïðîèçâîäÿùåé ôóíêöèè ýòîé ïîñëåäîâà-
òåëüíîñòè, ïîëó÷àåì ñòåïåííîé ðÿä, àáñîëþòíî ñõîäÿùèéñÿ â íåêîòîðîé
îêðåñòíîñòè íóëÿ.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ÷èñëà íîðìèðîâàííûõ ìíî-
ãî÷ëåíîâ èìååò âèä

∞∑
n=0

pnxn =
1

1− px
.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, îáîçíà÷èâ ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ íîðìèðîâàííûõ
ìíîãî÷ëåíîâ íàä ïîëåì Zp ñòåïåíè m ÷åðåç Im, èìååì:

∞∑
n=0

pnxn =
∞∏
m=1

(
1 + xm + x2m + . . .

)
. . .
(
1 + xm + x2m + . . .

)︸ ︷︷ ︸
Im ðàç

.

Ïîÿñíèì ýòî ðàâåíñòâî. Äëÿ êàæäîãî m, m ≥ 1, çàíóìåðóåì Im ñîîòâåò-
ñòâóþùèõ ñêîáîê èç ïðàâîé ÷àñòè ðàâåíñòâà íåïðèâîäèìûìè íîðìèðî-
âàííûìè ìíîãî÷ëåíàìè gm,1, . . . , gm,Im ñòåïåíè m. Òåïåðü ïðîèçâîëüíîìó
íîðìèðîâàííîìó ìíîãî÷ëåíó f ñòåïåíè n, ïðåäñòàâëåííîìó êàê ïðîèç-
âåäåíèå íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ

f = (gs1,i1)
t1 . . . (gsk,ik)

tk

(çäåñü t1s1 + . . . + tksk = n), ñîïîñòàâèì ñëåäóþùåå ïðîèçâåäåíèå, ïîëó-
÷àþùååñÿ â ïðàâîé ÷àñòè ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê. Äëÿ j = 1, . . . , k èç
ñêîáêè, êîòîðîé ñîïîñòàâëåí íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí gsj ,ij , áåðåì ñëà-
ãàåìîå xtjsj , à èç îñòàëüíûõ ñêîáîê áåðåì ñëàãàåìîå 1. Òåì ñàìûì ìíîãî-
÷ëåíó f áóäåò ñîïîñòàâëåíî ïðîèçâåäåíèå xt1s1 . . . xtksk , ðàâíîå xn. Âåðíî
è îáðàòíîå � ëþáîìó ïîëó÷àþùåìóñÿ ïîñëå ðàñêðûòèÿ ñêîáîê â ïðàâîé
÷àñòè ïðîèçâåäåíèþ, ðàâíîìó xn ñîïîñòàâëÿåòñÿ ïðîèçâåäåíèå ñòåïåíåé
íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ, äàþùåå íîðìèðîâàííûé ìíîãî÷ëåí ñòåïå-
íè n. Ïîýòîìó ïðè ðàñêðûòèè ñêîáîê â ïðàâîé ÷àñòè ïðè xn áóäåò êî-
ýôôèöèåíò, ðàâíûé ÷èñëó âñåõ íîðìèðîâàííûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñòåïåíè n,
ò. å. ðàâíûé pn.

2) Îáû÷íî òàêèå ìíîãî÷ëåíû íàçûâàþò ïðèâåäåííûìè, íî òàê êàê òåêóùàÿ öåëü �
ïîäñ÷èòàòü ÷èñëî íåïðèâîäèìûõ ìíîãî÷ëåíîâ, òî âî èçáåæàíèå ñëîâîñî÷åòàíèÿ ¾ïðè-
âåäåííûå íåïðèâîäèìûå ìíîãî÷ëåíû¿, áóäåì èñïîëüçîâàòü òåðìèí ¾íîðìèðîâàííûå¿.
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Îáúåäèíÿÿ äâà ðàâåíñòâà, ïîëó÷àåì, ÷òî

1− px =
∞∏
m=1

(1− xm)Im .

Ïðèðàâíèâàåì ëîãàðèôìè÷åñêèå ïðîèçâîäíûå (ïðîèçâîäíûå ëîãà-
ðèôìà) ëåâîé è ïðàâîé ÷àñòåé ïðåäûäóùåãî ðàâåíñòâà:

−p
1− px

=
∞∑
m=1

mIm
−xm−1

1− xm
.

Óìíîæàåì îáå ÷àñòè ïîñëåäíåãî ðàâåíñòâà íà x, à òàêæå äîáàâëÿåì
è âû÷èòàåì åäèíèöó â ÷èñëèòåëÿõ âñåõ äðîáåé:

1− 1

1− px
=

∞∑
m=1

mIm

(
1− 1

1− xm

)
.

Ðàñêëàäûâàÿ â ðÿä, ïîëó÷àåì:

∞∑
n=1

pnxn =
∞∑
m=1

mIm
(
xm + x2m + x3m + . . .

)
.

Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû ïðè xn, ïîëó÷àåì, ÷òî

pn =
∑
d : d|n

dId.

Ñâîéñòâà ÷èñåë In:

1. Âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî I1 = p.
2. Åñëè n � ïðîñòîå, òî

In =
pn − p
n

.

Òåì ñàìûì, ïîëó÷åíû òî÷íûå çíà÷åíèÿ In äëÿ n = 1, 2, 3.
3. Ïðè n ≥ 4 ñïðàâåäëèâû íåðàâåíñòâà

In ≤
pn − p
n

<
pn

n
.

B Â ñóììå äëÿ ïðåäñòàâëåíèÿ pn âûäåëèì ïåðâîå è ïîñëåäíåå ñëàãà-
åìîå: pn ≥ nIn + I1 = nIn + p. �
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4. Ïðè n ≥ 4 âåðíà ñëåäóþùàÿ îöåíêà ñíèçó íà In:

In >
pn − pn/2+1

n
.

B Äåéñòâèòåëüíî, ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâà 3 ïîëó÷àåì ñîîòíîøå-
íèÿ

pn =
∑
d : d|n

dId ≤ nIn +

bn/2c∑
d=1

dId ≤ nIn +

bn/2c∑
d=1

d
pd

d
< nIn + pn/2+1,

èç êîòîðûõ ñëåäóåò íóæíîå íåðàâåíñòâî. �
5. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n íàä ïîëåì Zp ñóùåñòâóåò íîðìèðîâàí-

íûé íåïðèâîäèìûé ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n.
B Íåðàâåíñòâî In > 0, à ñëåäîâàòåëüíî è íåðàâåíñòâî In ≥ 1, íåïî-

ñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç ñâîéñòâ 1, 2 è 4. �
6. Ïðè n→∞ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

In ∼
pn

n
.

B Àñèìïòîòèêà ðîñòà âåëè÷èíû In ñ ðîñòîì n ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ
ñ èñïîëüçîâàíèåì ñâîéñòâ 3 è 4. �

7. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

In =
1

n

∑
d : d|n

µ(d)pn/d.

B Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ðàâåíñòâà äîñòàòî÷íî ïðèìåíèòü ôîð-
ìóëó îáðàùåíèÿ Ìåáèóñà, ïîëîæèâ f(n) = pn, g(n) = nIn äëÿ âñåõ íàòó-
ðàëüíûõ n. �

� 2.8 Òîæäåñòâà Íüþòîíà

Çäåñü íàì ïîòðåáóåòñÿ îäèí ôðàãìåíò òåîðèè ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ
ðÿäîâ.

Ïóñòü K � êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ åäèíèöåé. Òîãäà
â êîëüöå K[[x]] ââåäåì îïåðàöèþ D ôîðìàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ,
ïîëîæèâ äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà A(x) =

∑∞
n=0 anx

n êîëüöà K[[x]]

D(A(x)) =
∞∑
n=1

nanx
n−1,
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ãäå äëÿ ïðîèçâîëüíîãî ýëåìåíòà a êîëüöà K ïîä çàïèñüþ na ïîíèìàåòñÿ
ýëåìåíò

a+ . . .+ a︸ ︷︷ ︸
n ñëàãàåìûõ

êîëüöà K. Îòìåòèì, ÷òî D(A(x)) ∈ K[[x]].

Ñâîéñòâà îïåðàöèè ôîðìàëüíîãî äèôôåðåíöèðîâàíèÿ:

1. Ïóñòü A(x), B(x) ∈ K[[x]]. Òîãäà

D(A(x) +B(x)) = D(A(x)) +D(B(x)).

2. Ïóñòü A(x), B(x) ∈ K[[x]]. Òîãäà

D(A(x)B(x)) = D(A(x))B(x) + A(x)D(B(x)).

3. Ïóñòü A(x) ∈ K[[x]]. Òîãäà

D(AN(x)) = NAN−1(x)D(A(x)).

4. Ïóñòü A(x) è B(x) � îáðàòèìûå ýëåìåíòû êîëüöà K[[x]]. Òîãäà

D(A(x)B(x))

A(x)B(x)
=
D(A(x))

A(x)
+
D(B(x))

B(x)
.

Òåïåðü ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê òîæäåñòâàì Íüþòîíà.
Ïóñòü F � íåêîòîðîå ïîëå, F [α1, . . . , αn] � êîëüöî ìíîãî÷ëåíîâ îò

ïåðåìåííûõ α1, . . . , αn ñ êîýôôèöèåíòàìè èç ïîëÿ F , à F [α1, . . . , αn][[x]] �
êîëüöî ôîðìàëüíûõ ñòåïåííûõ ðÿäîâ íàä êîëüöîì F [α1, . . . , αn].

Âûäåëèì â êîëüöå F [α1, . . . , αn] ìíîæåñòâî ýëåìåíòàðíûõ ñèììåò-

ðè÷åñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ :

σ0 = 1,

σ1 = −(α1 + . . .+ αn),

σ2 = α1α2 + α1α3 + . . .+ αn−1αn,

. . . . . . . . .

σk = (−1)k
∑

1≤i1<...<ik≤n

αi1αi2 . . . αik ,

. . . . . . . . .

σn = (−1)nα1 . . . αn,

à òàêæå ìíîæåñòâî ñòåïåííûõ ñóìì :

S0 = 0,

Sk = αk1 + αk2 + . . .+ αkn, k = 1, 2, . . .
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Ïîñëåäîâàòåëüíîñòÿì {σk} (ñ÷èòàåì, ÷òî σk = 0 ïðè k > n) è {Sk}
ñîïîñòàâèì ôîðìàëüíûå ñòåïåííûå ðÿäû (ïðîèçâîäÿùèå ôóíêöèè) èç
êîëüöà F [α1, . . . , αn][[x]]:

S(x) =
∞∑
k=0

Skx
k,

σ(x) =
∞∑
k=0

σkx
k =

n∑
k=0

σkx
k = (1− α1x)(1− α2x) . . . (1− αnx).

Ñëåäóþùàÿ öåïî÷êà ðàâåíñòâ óñòàíàâëèâàåò ñâÿçü ìåæäó ââåäåííû-
ìè ôîðìàëüíûìè ñòåïåííûìè ðÿäàìè:

x
D(σ(x))

σ(x)
= x

n∑
k=1

D((1− αkx))

1− αkx
= x

n∑
k=1

−αk
1− αkx

=

=
n∑
k=1

(
1− 1

1− αkx

)
= −

n∑
k=1

(
αkx+ α2

kx
2 + . . .

)
=

= −
∞∑
i=1

Six
i = −S(x).

Òàêèì îáðàçîì,
xD(σ(x)) + S(x)σ(x) = 0.

Ñ äðóãîé ñòîðîíû,

xD(σ(x)) =
n∑
k=1

kσkx
k,

à S(x)σ(x) � ïðîèçâîäÿùàÿ ôóíêöèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè, ÿâëÿþùåéñÿ
ñâåðòêîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé {σk} è {Sk}. Ïðèðàâíèâàÿ êîýôôèöèåíòû
ïðè ñòåïåíÿõ ôîðìàëüíîé ïåðåìåííîé x, ïîëó÷àåì:

σ1 + S1 = 0,

2σ2 + S2 + S1σ1 = 0,

. . . . . . . . .

kσk + Sk + Sk−1σ1 + . . .+ S1σk−1 = 0,

. . . . . . . . .

nσn + Sn + Sn−1σ1 + . . .+ S1σn−1 = 0,


ôîðìóëû Íüþòîíà
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Sn+1 + Snσ1 + . . .+ S1σn = 0,

. . . . . . . . .

Sn+k + Sn+k−1σ1 + . . .+ Skσn = 0,

. . . . . . . . .


îáîáùåííûå
ôîðìóëû
Íüþòîíà

Òàêèì îáðàçîì, ñòåïåííûå ñóììû îäíîçíà÷íî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ýëå-
ìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû. Êðîìå òîãî, åñëè èñõîäíîå ïî-
ëå F èìååò íóëåâóþ õàðàêòåðèñòèêó, òî è ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå
ìíîãî÷ëåíû îäíîçíà÷íî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç ñòåïåííûå ñóììû.

Â çàêëþ÷åíèå ïåðâûå n ðàâåíñòâ, âõîäÿùèõ â îáîáùåííûå ôîðìóëû
Íüþòîíà, çàïèøåì â óäîáíîì äëÿ ïîñëåäóþùåãî èñïîëüçîâàíèÿ ìàòðè÷-
íîì âèäå: 

Sn Sn−1 . . . S1

Sn+1 Sn . . . S2

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .
S2n−1 S2n−2 . . . Sn




σ1
σ2
·
·
·
σn

 = −


Sn+1

Sn+2

·
·
·
S2n

 .
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Ãëàâà 3

Êîäèðîâàíèå

Âîïðîñû êîäèðîâàíèÿ â ìàòåìàòèêå âîçíèêàëè äàâíî. Èçíà÷àëüíî îíè
èìåëè âàæíîå, íî âñïîìîãàòåëüíîå çíà÷åíèå � íàïðèìåð, èçîáðàæåíèå
÷èñåë â äåñÿòè÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ, ââåäåíèå êîîðäèíàò êàê àëãåáðàè-
÷åñêèõ îáðàçîâ ãåîìåòðè÷åñêèõ îáúåêòîâ. Òîë÷êîì ê ôîðìèðîâàíèþ òåî-
ðèè êîäèðîâàíèÿ êàê ñàìîñòîÿòåëüíîãî ðàçäåëà äèñêðåòíîé ìàòåìàòèêè
ñòàëî ñòðåìèòåëüíîå ðàçâèòèå òàêèõ íàïðàâëåíèé êàê ñâÿçü è êðèïòîëî-
ãèÿ, à òàêæå óïðàâëÿþùèõ ñèñòåì (ïðîñòåéøèå ïðèìåðû � äèàãíîñòèêà
äâèãàòåëÿ èëè ïðîãðàììèðîâàíèå ñèãíàëèçàöèè).

Ïðîöåññû, òàê èëè èíà÷å ñâÿçàííûå ñ êîäèðîâàíèåì, ñõåìàòè÷íî èçîá-
ðàæåíû íà ðèñ. 1.

ñîîáùåíèå −−−−−−−−−−−→
êîäèðîâàíèå

êîä

ñîîáùåíèÿ
−−−−−−→ êàíàë

ñâÿçè
−−−−−−→

êîä

ñîîáùåíèÿ

íà âûõîäå

−−−−−−−−−−−−→
êîððåêöèÿ,

äåêîäèðîâàíèå

ñîîáùåíèå

íà âûõîäå

x
èñòî÷íèê

ïîìåõ

Ðèñ. 1.

Ââåäåì íåêîòîðûå îáîçíà÷åíèÿ.
Ïóñòü A = {a1, . . . , ar} � èñõîäíûé àëôàâèò, r ≥ 2. Òîãäà α =

ai1ai2 . . . aik , ãäå aij ∈ A, � ñëîâî íàä àëôàâèòîì A, äëèíà l(α) ñëîâà
α ðàâíà k.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Λ ïóñòîå ñëîâî. Îòìåòèì, ÷òî äëÿ ïðîèçâîëüíîãî
ñëîâà α ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà Λα = αΛ = α; êðîìå òîãî, l(Λ) = 0,
{Λ} 6= ∅.

Ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ äëèíû k íàä àëôàâèòîì A îáîçíà÷èì ÷åðåç Ak.
Ïîëîæèì

A+ =
⋃
k≥1

Ak, A∗ =
⋃
k≥0

Ak.
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Ïóñòü B = {b1, . . . , bq} � âòîðîé àëôàâèò, S ⊂ A∗. Îòîáðàæåíèå

F : S → B∗

íàçûâàåòñÿ êîäèðîâàíèåì, ìíîæåñòâî S � ìíîæåñòâîì ñîîáùåíèé, ïðî-
èçâîëüíîå ñëîâî α èç ìíîæåñòâà S � ñîîáùåíèåì, ñëîâî F (α) èç ìíîæå-
ñòâà B∗ � êîäîì ñîîáùåíèÿ α, à ìíîæåñòâî F (S) � êîäîì.

Êîäèðîâàíèå îáëàäàåò ñâîéñòâîì âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè, åñëè äëÿ
ëþáûõ äâóõ ðàçëè÷íûõ ñîîáùåíèé α1 è α2 èç ìíîæåñòâà ñîîáùåíèé S
âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå F (α1) 6= F (α2).

Ïðèìåð 1. Ðàâíîìåðíîå êîäèðîâàíèå.
Ïóñòü {α1, . . . , αm} ⊂ A∗. Îïðåäåëèì ìíîæåñòâî ñîîáùåíèé S, S ⊂

A∗, êàê ìíîæåñòâî âñåõ ñëîâ {α1, . . . , αm}∗, ðàññìàòðèâàåìîå êàê ïîäìíî-
æåñòâî ìíîæåñòâà A∗, ò. å êàê ìíîæåñòâî ñëîâ íàä àëôàâèòîì A. Çàäàäèì
ñõåìó êîäèðîâàíèÿ Σ ñëåäóþùèì îáðàçîì:

αi → βi, l(βi) = n; i = 1, . . . ,m.

Òîãäà ñõåìà Σ îïðåäåëÿåò êîäèðîâàíèå F , çàäàííîå íà ìíîæåñòâå ñîîá-
ùåíèé S:

αi1 . . . αik
F−→ βi1 . . . βik .

Äðóãèì ïðèìåðîì êîäèðîâàíèÿ ÿâëÿåòñÿ àëôàâèòíîå (ïîáóêâåííîå)
êîäèðîâàíèå, ê áîëåå ïîäðîáíîìó èçó÷åíèþ êîòîðîãî è ïåðåõîäèì.

� 3.1 Àëôàâèòíîå êîäèðîâàíèå

Ïóñòü A = {a1, . . . , ar}, B = {b1, . . . , bq}. Ñõåìà Σ, îïðåäåëÿåìàÿ ñëåäóþ-
ùèì îáðàçîì:

a1 → v1 = b11b12 . . . b1l1 ,

...

ar → vr = br1br2 . . . brlr ,

(3.1)

ïîðîæäàåò àëôàâèòíîå (ïîáóêâåííîå) êîäèðîâàíèå F :

ai1 . . . aik
F−→ vi1 . . . vik .

Ñëîâà v1, . . . , vr íàçûâàþòñÿ êîäîâûìè ñëîâàìè, ìíîæåñòâî êîäîâûõ
ñëîâ V = {v1, . . . , vr} � êîäîì àëôàâèòà A. Äëÿ ìíîæåñòâà ñëîâ V áó-
äåì äîïóñêàòü òàêæå íàçâàíèå àëôàâèòíûé êîä è äàæå ïðîñòî êîä, õî-
òÿ, ôîðìàëüíî ãîâîðÿ, â äàííîé ñèòóàöèè êîäîì áóäåò ìíîæåñòâî ñëîâ
F (A∗).
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Àëôàâèòíûé êîä V íàçûâàåòñÿ ðàçäåëèìûì, åñëè èç ñïðàâåäëèâîñòè
ðàâåíñòâà

vi1vi2 . . . vis = vj1vj2 . . . vjt

äâóõ ñëîâ èç ìíîæåñòâà V ∗ ñëåäóþò ðàâåíñòâà:
1) s = t;
2) i1 = j1, i2 = j2, . . . , is = js.

Ñâîéñòâà ðàçäåëèìûõ êîäîâ:

1. vi 6= vj ïðè i 6= j.
2. vi 6= Λ, i = 1, . . . , r.
3. Êîäèðîâàíèå, îñóùåñòâëÿåìîå ñ ïîìîùüþ ðàçäåëèìîãî êîäà, îáëà-

äàåò ñâîéñòâîì âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè.

Ïðèìåðû ðàçäåëèìûõ êîäîâ:

1. Àçáóêà Ìîðçå.
2. Êîäèðîâàíèå, çàäàâàåìîå ñõåìîé:

a1 → 010,

a2 → 0.

3. Êîäèðîâàíèå, çàäàâàåìîå ñõåìîé:

a1 → 00,

a2 → 01,

a3 → 10,

a4 → 11.

Åñëè ñëîâî α ∈ A∗ ïðåäñòàâèìî â âèäå α = α1α2, ãäå α1, α2 ∈ A∗, òî
ãîâîðÿò, ÷òî α1 � ïðåôèêñ ñëîâà α, à α2 � ñóôôèêñ ñëîâà α.

Îòìåòèì, ÷òî ñëîâà Λ è α ÿâëÿþòñÿ è ïðåôèêñàìè, è ñóôôèêñàìè
ñëîâà α.

Àëôàâèòíûé êîä V íàçûâàåòñÿ ïðåôèêñíûì, åñëè íèêàêîå êîäîâîå
ñëîâî vi íå ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì äðóãîãî êîäîâîãî ñëîâà vj (i 6= j).

Àëôàâèòíûé êîä V íàçûâàåòñÿ ñóôôèêñíûì, åñëè íèêàêîå êîäîâîå
ñëîâî vi íå ÿâëÿåòñÿ ñóôôèêñîì äðóãîãî êîäîâîãî ñëîâà vj (i 6= j).

Àëôàâèòíîå êîäèðîâàíèå èç ïðèìåðà 3 ÿâëÿåòñÿ è ïðåôèêñíûì, è
ñóôôèêñíûì, à êîäèðîâàíèå èç ïðèìåðà 2 íå ÿâëÿåòñÿ íè ïðåôèêñíûì,
íè ñóôôèêñíûì.

Î÷åâèäíî, ÷òî è ïðåôèêñíîñòü, è ñóôôèêñíîñòü àëôàâèòíîãî êîäè-
ðîâàíèÿ ÿâëÿþòñÿ äîñòàòî÷íûìè óñëîâèÿìè ðàçäåëèìîñòè, íî êàê ïîêà-
çûâàåò òîò æå ïðèìåð 2, íå ÿâëÿþòñÿ íåîáõîäèìûìè óñëîâèÿìè ðàçäå-
ëèìîñòè.
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Ïðåôèêñíûé êîä óäîáíî ïðåäñòàâëÿòü â âèäå êîðíåâîãî ïîìå÷åííîãî
äåðåâà. Ïóñòü A = {a1, . . . , ar}, B = {b1, . . . , bq} è ïðåôèêñíûé êîä èç
àëôàâèòà A â àëôàâèò B çàäàåòñÿ ñõåìîé

ai → bi1bi2 . . . bili , i = 1, . . . , r.

Òàêîìó êîäó åñòåñòâåííûì îáðàçîì ñîïîñòàâëÿåòñÿ äåðåâî ñ êîðíåì: èç
êàæäîé âåðøèíû èñõîäèò íå áîëåå q ðåáåð, êîòîðûì ïðèïèñûâàþòñÿ áóê-
âû èç àëôàâèòà B, êîíöåâûì âåðøèíàì (ò. å. âåðøèíàì ñòåïåíè 1) ñîîò-
âåòñòâóþò áóêâû àëôàâèòà A, ïðè÷åì åñëè êîíöåâîé âåðøèíå ïðèïèñàíà
áóêâà ai, òî ðåáðàì íà ïóòè îò êîðíÿ äî ýòîé êîíöåâîé âåðøèíû ïîñëåäî-
âàòåëüíî ïðèïèñàíû áóêâû bi1, bi2, . . . , bili (ðåáðó, èíöèäåíòíîìó êîðíþ,
ïðèïèñàíà áóêâà bi1).

Ïîñòðîåííîå òàêèì îáðàçîì êîðíåâîå ïîìå÷åííîå äåðåâî áóäåì íàçû-
âàòü êîäîâûì äåðåâîì.

Ðèñ. 3.1:

Ïðèìåð 2. Íà ðèñ. 3.1 ïðåäñòàâëåíî êîäîâîå äåðåâî äëÿ ïðåôèêñíî-
ãî êîäà èç àëôàâèòà A = {a1, a2, a3, a4, a5, a6, a7, a8, a9} â àëôàâèò B =
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{0, 1, 2, 3}, çàäàâàåìîãî ñõåìîé

a1 → 30,

a2 → 00,

a3 → 1,

a4 → 02,

a5 → 03,

a6 → 01,

a7 → 320,

a8 → 322,

a9 → 323.

Êîðåíü äåðåâà ïîìå÷åí çâåçäî÷êîé.

Ëåêöèÿ � 9

Êàê ïðîâåðèòü àëôàâèòíûé êîä íà ðàçäåëèìîñòü? Ïðîáëåìà â òîì,
÷òî íóæíî ïðîâåðèòü íà îäíîçíà÷íîñòü äåêîäèðîâàíèÿ áåñêîíå÷íîå ìíî-
æåñòâî ñëîâ.

Ïî ñõåìå Σ, çàäàâàåìîé ñîîòíîøåíèÿìè (3.1), îïðåäåëèì ñëåäóþùèå
ïàðàìåòðû

r = r(Σ) = |A|,

L = L(Σ) = l1 + l2 + . . .+ lr,

W = W (Σ) = max{w | vi = β0vi1vi2 . . . viwβ1, i = 1, . . . , r},

ïðè ýòîì â ïîñëåäíåé ôîðìóëå òðèâèàëüíûå ðàçëîæåíèÿ vi = vi íå ó÷è-
òûâàþòñÿ.

Òåîðåìà 18 (Àë. À. Ìàðêîâ). Äëÿ ëþáîãî àëôàâèòíîãî êîäèðîâàíèÿ,

çàäàâàåìîãî ñõåìîé Σ, ñóùåñòâóåò òàêîå ÷èñëî

N ≤
⌊

(W + 1)(L− r + 2)

2

⌋
,

÷òî ïðîáëåìà âçàèìíîé îäíîçíà÷íîñòè êîäèðîâàíèÿ âñåõ ñëîâ ñâîäèòñÿ

ê àíàëîãè÷íîé ïðîáëåìå äëÿ ñëîâ èç ìíîæåñòâà
N⋃
i=0

Ai.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü v � ñëîâî èç B∗ ìèíèìàëüíîé äëèíû, äîïóñêà-
þùåå íå ìåíåå äâóõ ñïîñîáîâ ðàñøèôðîâêè (äåêîäèðîâàíèÿ).
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Áåðåì äâà ðàçáèåíèÿ ñëîâà v íà êîäîâûå ñëîâà (äâå ðàñøèôðîâêè)
è ìíîæåñòâî òî÷åê ðàçáèåíèÿ äâóõ ðàçáèåíèé îáúåäèíÿåì â îäíî ìíî-
æåñòâî. Ýòî íîâîå ðàçáèåíèå ïîðîæäàåò ìíîæåñòâî îòðåçêîâ (ñëîâ) äâóõ
òèïîâ: ïåðâûé òèï � îòðåçêè, ñîòâåòñòâóþùèå êîäîâûì ñëîâàì, âòîðîé
òèï � âñå îñòàëüíûå îòðåçêè (íà ðèñ. 3.2 îäíî ðàçáèåíèå ñëîâà v ñõåìà-
òè÷íî èçîáðàæåíî ñâåðõó, äðóãîå � ñíèçó, à îòðåçêè âòîðîãî ðîäà âûäå-
ëåíû æèðíûì).

Ðèñ. 3.2:

Â ñèëó ìèíèìàëüíîñòè èñõîäíîãî ñëîâà v âñå îòðåçêè âòîðîãî òèïà
ðàçëè÷íû. Êðîìå òîãî, ëþáîé îòðåçîê âòîðîãî òèïà ÿâëÿåòñÿ íåòðèâè-
àëüíûì ïðåôèêñîì íåêîòîðîãî êîäîâîãî ñëîâà vi (ò. å. îòëè÷íûì îò Λ è
vi). Ïîýòîìó âñåãî îòðåçêîâ âòîðîãî òèïà íå áîëåå (l1−1)+(l2−1)+ . . .+
(lr − 1) = L− r.

Îòðåçêè âòîðîãî òèïà ðàçáèâàþò ñëîâî v íå áîëåå, ÷åì íà L − r + 1
êóñêîâ. Ìåæäó îòðåçêàìè âòîðîãî òèïà ñ íîìåðàìè i − 1 è i è ìåæäó
îòðåçêàìè âòîðîãî òèïà ñ íîìåðàìè i è i+ 1 â îäíîì è òîì æå ðàçáèåíèè
íàõîäèòñÿ îäèí ðàç ðîâíî îäíî êîäîâîå ñëîâî (âêëþ÷àþùåå è ãðàíè÷íûå
îòðåçêè âòîðîãî òèïà) è îäèí ðàç íå áîëåå W êîäîâûõ ñëîâ. Ïîýòîìó â
êàæäîì èç èçíà÷àëüíûõ ðàçáèåíèé (ðàñøèôðîâîê) íå áîëåå⌈

L− r + 1

2

⌉
+W

⌈
L− r + 1

2

⌉
≤

≤ (W + 1)

⌊
L− r + 2

2

⌋
≤
⌊

(W + 1)(L− r + 2)

2

⌋
êîäîâûõ ñëîâ.

Òåîðåìà 19 (íåðàâåíñòâî Êðàôòà�ÌàêÌèëëàíà). Ïóñòü ðàçäåëèìûé
êîä çàäàåòñÿ ñõåìîé ai → vi, vi ∈ B∗, i = 1, . . . , r. Òîãäà

r∑
i=1

1

ql(vi)
≤ 1,

ãäå q = |B|.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Çàôèêñèðóåì n ∈ N. Îáîçíà÷èì ÷åðåç l ìàêñèìàëüíóþ
äëèíó êîäîâîãî ñëîâà, ò. å. l = max l(vi). Ïîëîæèì

U = {u ∈ B∗ | u = vi1vi2 . . . vin}, Uk = {u ∈ U | l(u) = k}.

Ðàññìîòðèì ïðîèçâîäÿùóþ ôóíêöèþ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè {|Uk|}. Ñ
îäíîé ñòîðîíû,

∞∑
k=0

|Uk|xk =
nl∑
k=0

|Uk|xk,

ñ äðóãîé ñòîðîíû,

∞∑
k=0

|Uk|xk =
(
xl(v1) + xl(v2) + . . .+ xl(vr)

)n
.

Ïîýòîìó, ïîëàãàÿ x = 1
q
, èìååì:(

r∑
i=1

1

ql(vi)

)n

=
nl∑
k=0

|Uk|
qk
≤ nl.

Òàêèì îáðàçîì äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

r∑
i=1

1

ql(vi)
≤ n
√
nl.

Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà äîñòàòî÷íî â ïîñëåäíåì íåðàâåíñòâå ïå-
ðåéòè ê ïðåäåëó ïðè n→∞.

Òåîðåìà 20 (î ïîñòðîåíèè ïðåôèêñíîãî êîäà ñ çàäàííûì íàáîðîì äëèí).
Ïóñòü íàòóðàëüíûå l1, l2, . . . , lr óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâó

r∑
i=1

1

qli
≤ 1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïðåôèêñíûé êîä, çàäàâàåìûé ñõåìîé ai → vi, vi ∈
{0, 1, . . . , q − 1}∗, i = 1, . . . , r, òàêîé ÷òî l(vi) = li, i = 1, . . . , r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî

l1 ≤ l2 ≤ . . . ≤ lr.

Ïîëîæèì

n1 = 0, nk =
k−1∑
i=1

q−li , k = 2, . . . , r.
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Òîãäà 0 = n1 < n2 < . . . < nr < 1. Ïðè ýòîì êàæäîå ÷èñëî nk (k =
1, 2, . . . , r) ÿâëÿåòñÿ ñóììîé ÷èñåë, ó êîòîðûõ â çàïèñè ïî îñíîâàíèþ q
íå áîëåå lk ðàçðÿäîâ ïîñëå çàïÿòîé. Êðîìå òîãî âñå ÷èñëà nk ìåíüøå
åäèíèöû. Ïîýòîìó ÷èñëî nk â q-è÷íîé ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ìîæåò áûòü
çàïèñàíî ñëåäóþùèì îáðàçîì:

nk = 0, b1kb2k . . . blkk, k = 1, 2, . . . , r,

ãäå bij ∈ {0, 1, . . . , q − 1}.
Òåïåðü ðàññìîòðèì êîä èç àëôàâèòà {a1, . . . , ar} â àëôàâèò

{0, 1, . . . , q − 1}, çàäàâàåìûé ñõåìîé:

ak → b1kb2k . . . blkk = vk, k = 1, 2, . . . , r.

Óñëîâèå l(vk) = lk âûïîëíÿåòñÿ. Ïîêàæåì ÷òî óêàçàííàÿ ñõåìà çàäàåò
ïðåôèêñíûé êîä. Ïóñòü ýòî íå òàê, ò. å. ñóùåñòâóþò òàêèå s è k, ÷òî

vs = vkblk+1,s . . . blss.

Íî òîãäà s > k (òàê êàê ls > lk) è ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ

ns = nk + 0, 00 . . . 00︸ ︷︷ ︸
lk ðàçðÿäîâ

blk+1,s . . . blss ≤ nk + 0, 00 . . . 00︸ ︷︷ ︸
lk ðàçðÿäîâ

(q − 1) . . . (q − 1)︸ ︷︷ ︸
ls−lk ðàçðÿäîâ

<

< nk + 0, 00 . . . 01︸ ︷︷ ︸
lk ðàçðÿäîâ

= nk + q−lk = nk+1 ≤ ns.

Ïîëó÷èëè ïðîòèâîðå÷èå (ns < ns), êîòîðîå çàâåðøàåò äîêàçàòåëü-
ñòâî.

Ñëåäñòâèå 9. Äëÿ ëþáîãî ðàçäåëèìîãî êîäà ñóùåñòâóåò ïðåôèêñíûé

êîä ñ òàêèì æå íàáîðîì äëèí êîäîâûõ ñëîâ.

Ñëåäñòâèå 10. Äëÿ ñóùåñòâîâàíèÿ ðàçäåëèìîãî êîäà ñ çàäàííûì íàáî-

ðîì l1, l2, . . . , lr äëèí êîäîâûõ ñëîâ íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî âûïîëíåíèå
íåðàâåíñòâà

r∑
i=1

1

qli
≤ 1.

3.1.1 Ïîëíûå êîäû

Âñïîìíèì äâà ïðèìåðà ðàçäåëèìûõ êîäîâ ñî ñòð. 63, çàäàâàåìûõ äâóìÿ
ðàçíûìè ñõåìàìè. Â îäíîì ñëó÷àå åñòü ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóêâ âòîðîãî
àëôàâèòà, êîòîðûå íèêîãäà íå ìîãóò âñòðåòèòüñÿ (â ïðèìåðå 2 òàêîé
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ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ, â ÷àñòíîñòè, ÿâëÿåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü èç äâóõ
åäèíèö), à â äðóãîì ñëó÷àå (ïðèìåð 3) òàêèõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé íåò.

Ðàçäåëèìûé àëôàâèòíûé êîä, çàäàâàåìûé ñõåìîé

ai → vi, vi ∈ B∗, i = 1, . . . , r,

íàçûâàåòñÿ ïîëíûì, åñëè ëþáîå ñëîâî v ∈ B∗ ïðåäñòàâèìî â âèäå

v = vi1 . . . visβ,

ãäå vij , j = 1, . . . , s, � êîäîâûå ñëîâà, β � ïðåôèêñ íåêîòîðîãî êîäîâîãî
ñëîâà.

Ñâîéñòâî ïîëíûõ êîäîâ:

Äëÿ ëþáîãî ñëîâà v ∈ B∗ ëèáî v � ïðåôèêñ íåêîòîðîãî êîäîâîãî
ñëîâà (ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ s = 0 â îïðåäåëåíèè ïîëíîãî êîäà), ëèáî
íåêîòîðîå êîäîâîå ñëîâî � ïðåôèêñ ñëîâà v (ñîîòâåòñòâóåò ñëó÷àþ s > 0).

Òåîðåìà 21 (êðèòåðèé ïîëíîòû ðàçäåëèìîãî êîäà). Ïóñòü àëôàâèòíûé
êîä V , çàäàâàåìûé ñõåìîé

ai → vi, vi ∈ B∗, i = 1, . . . , r,

ÿâëÿåòñÿ ðàçäåëèìûì. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû êîä V áûë ïîëíûì, íåîá-

õîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû âûïîëíÿëîñü ñëåäóþùåå óñëîâèå: äëÿ ëþ-

áîãî ñëîâà u ∈ B∗, óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó l(u) ≥ max l(vi), íàé-
äåòñÿ êîäîâîå ñëîâî vj, ÿâëÿþùååñÿ ïðåôèêñîì ñëîâà u.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü ñëåäóåò íåïîñðåäñòâåííî èç îïðåäåëå-
íèÿ ïîëíîãî êîäà.

Äîñòàòî÷íîñòü. Óñòàíîâèì ñóùåñòâîâàíèå òðåáóåìîãî îïðåäåëåíè-
åì ïîëíîãî êîäà ïðåäñòàâëåíèÿ ïðîèçâîëüíîãî ñëîâà u ∈ B∗.

Áóäåì ¾îòðåçàòü¿ îò ñëîâà u ñëåâà êîäîâîå ñëîâî, ïîêà ýòî ñäåëàòü
ìîæíî (ýòî äåëàòü òî÷íî ìîæíî ïîêà äëèíà ñëîâà íå ìåíåå ÷åì max l(vi)).
Â êàêîé-òî ìîìåíò ïîëó÷àåì ñëîâî u′ ∈ B∗, íèêàêîé ïðåôèêñ êîòîðîãî
íå ÿâëÿåòñÿ êîäîâûì ñëîâîì. Î÷åâèäíî, ÷òî l(u′) < max l(vi).

Åñëè u′ = Λ, òî èñêîìîå ïðåäñòàâëåíèå ïîëó÷åíî.
Åñëè u′ 6= Λ, òî ê ñëîâó u′ äîïèøåì ñïðàâà ïðîèçâîëüíûì îáðàçîì

max l(vi) − l(u′) ñèìâîëîâ èç ìíîæåñòâà B. Ïîëó÷åííîå ñëîâî u′′ èìååò
äëèíó max l(vi) è, ñëåäîâàòåëüíî, ïî óñëîâèþ èìååò â êà÷åñòâå ïðåôèêñà
íåêîòîðîå êîäîâîå ñëîâî vj. Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïî ïîñòðîåíèþ ñëîâî u′′

èìååò ïðåôèêñ u′. Òàêèì îáðàçîì ñëîâà vj è u′ ÿâëÿþòñÿ ïðåôèêñàìè
îäíîãî è òîãî æå ñëîâà è ñëåäîâàòåëüíî îäíî èç íèõ ÿâëÿåòñÿ ïðåôèêñîì
äðóãîãî. Íî ñëîâî u′ ïî ïîñòðîåíèþ íå èìååò ïðåôèêñà â âèäå êîäîâîãî
ñëîâà. Ïîýòîìó u′ � ïðåôèêñ êîäîâîãî ñëîâà vj. Ñëåäîâàòåëüíî èñêîìîå
ïðåäñòàâëåíèå ïîëó÷åíî.
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Òåîðåìà 22 (êðèòåðèé ïîëíîòû êîäà). Ïóñòü àëôàâèòíûé êîä V , çàäàí
ñõåìîé

ai → vi, vi ∈ B∗, i = 1, . . . , r.

Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû êîä V áûë ïîëíûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî,

÷òîáû êîä V áûë ïðåôèêñíûì è âûïîëíÿëîñü óñëîâèå

r∑
i=1

1

ql(vi)
= 1,

ãäå q = |B|.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü. Êîä V ïîëíûé, è ñëåäîâàòåëüíî ðàç-
äåëèìûé. Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî Êðàôòà�ÌàêÌèëëàíà

r∑
i=1

1

ql(vi)
≤ 1.

Ïóñòü l = max l(vi). Îáîçíà÷èì ÷åðåç Ui ìíîæåñòâî ñëîâ èç B
l (äëè-

íû l) ñ ïðåôèêñîì vi:

Ui = {u ∈ Bl | u = viv, v ∈ B∗}, i = 1, . . . , r.

Â ñèëó ïîëíîòû êîäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî Bl =
r⋃
i=1

Ui. Ïîýòîìó

ql = |Bl| =

∣∣∣∣∣
r⋃
i=1

Ui

∣∣∣∣∣ ≤
r∑
i=1

|Ui| =
r∑
i=1

ql−l(vi) = ql
r∑
i=1

q−l(vi) ≤ ql.

Ñëåäîâàòåëüíî, ñîäåðæàùèåñÿ â ýòîé öåïî÷êå äâà íåñòðîãèõ íåðàâåíñòâà
íà ñàìîì äåëå ÿâëÿþòñÿ ðàâåíñòâàìè. Âòîðîå èç íèõ óñòàíàâëèâàåò ðà-
âåíñòâî â íåðàâåíñòâå Êðàôòà�ÌàêÌèëëàíà. À ðàâåíñòâî∣∣∣∣∣

r⋃
i=1

Ui

∣∣∣∣∣ =
r∑
i=1

|Ui|

îçíà÷àåò, ÷òî ìíîæåñòâà Ui, i = 1, . . . , r, íå ïåðåñåêàþòñÿ. Ñëåäîâàòåëüíî,
àëôàâèòíûé êîä V � ïðåôèêñíûé.

Äîñòàòî÷íîñòü. Êîä V ïðåôèêñíûé è ïîýòîìó ðàçäåëèìûé. Ïî-
êàæåì, ÷òî äëÿ ëþáîãî ñëîâà u ∈ B∗, óäîâëåòâîðÿþùåãî íåðàâåíñòâó
l(u) ≥ l, íàéäåòñÿ êîäîâîå ñëîâî vj, ÿâëÿþùååñÿ ïðåôèêñîì ñëîâà u.

Ïóñòü l(u) = n. Ïîëîæèì

Ui = {u ∈ Bn | u = viv, v ∈ B∗}, i = 1, . . . , r.
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Êîä V � ïðåôèêñíûé, ïîýòîìó Ui ∩ Uj = ïðè i 6= j. Òîãäà∣∣∣∣∣
r⋃
i=1

Ui

∣∣∣∣∣ =
r∑
i=1

|Ui| =
r∑
i=1

qn−l(vi) = qn
r∑
i=1

q−l(vi) = qn = |Bn|.

Ñëåäîâàòåëüíî ñóùåñòâóåò òàêîå i, ÷òî u ∈ Ui. Ïî ïðåäûäóùåé òåîðåìå
êîä V � ïîëíûé.

Òåîðåìà 23. Ïóñòü íàòóðàëüíûå l1, . . . , lr óäîâëåòâîðÿþò óñëîâèþ

r∑
i=1

2−li ≤ 1.

Òîãäà ñóùåñòâóåò ïîëíûé êîä ñî ñõåìîé

ai → vi, vi ∈ {0, 1}∗, i = 1, . . . , r,

òàêîé ÷òî âûïîëíÿþòñÿ íåðàâåíñòâà l(vi) ≤ li, i = 1, . . . , r.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñòðîèì ïðåôèêñíûé äâîè÷íûé êîä ñ äëèíàìè êîäî-
âûõ ñëîâ l1, . . . , lr � ñîãëàñíî òåîðåìå 20 òàêîé êîä ñóùåñòâóåò. Òåïåðü
áóäåì ïåðåäåëûâàòü ýòîò êîä ñîõðàíÿÿ ñâîéñòâî ïðåôèêñíîñòè.

Åñëè
r∑
i=1

2−li = 1, òî ïî òåîðåìå 22 êîä ïîëíûé.

Ïóñòü
r∑
i=1

2−li < 1. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî l1 ≤

l2 ≤ . . . ≤ lr. Òîãäà
r∑
i=1

2−li + 2−lr ≤ 1.

Òåïåðü, ïîëàãàÿ l′1 = l1, . . . , l
′
r−1 = lr−1, l

′
r = lr − 1, ïîëó÷àåì:

r∑
i=1

2−l
′
i =

r−1∑
i=1

2−li + 2−l
′
r =

r−1∑
i=1

2−li + 2−lr + 2−lr =
r∑
i=1

2−li + 2−lr ≤ 1.

Ïîñëåäîâàòåëüíî óìåíüøàÿ â íàáîðå äëèí íàèáîëüøåå çíà÷åíèå íà åäè-
íèöó, çà êîíå÷íîå ÷èñëî øàãîâ ïîëó÷èì íàáîð, äëÿ êîòîðîãî ñîîòâåòñòâó-
þùàÿ ñóììà îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó.
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Ëåêöèÿ � 10

3.1.2 Îïòèìàëüíîå êîäèðîâàíèå

Ïóñòü A = {a1, . . . , ar}, B = {b1, . . . , bq} � àëôàâèòû, àëôàâèòíîå êîäè-
ðîâàíèå çàäàíî ñõåìîé Σ:

a1 → v1, . . . , ar → vr; vi ∈ B∗, i = 1, . . . , r.

Ïóñòü V = {v1, . . . , vr} � àëôàâèòíûé êîä, çàäàííûé ñõåìîé Σ.
Áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çàäàíû ÷àñòîòû ïîÿâëåíèÿ ñèìâîëîâ èç àëôàâè-

òà A è êàê ñëåäñòâèå � èõ âåðîÿòíîñòè pi = p(ai), óäîâëåòâîðÿþùèå
óñëîâèÿì pi > 0, i = 1, . . . , r, p1 + . . .+ pr = 1.

Íàáîð P = (p1, . . . , pr) áóäåì íàçûâàòü ðàñïðåäåëåíèåì.
Äàëåå âåçäå ñ÷èòàåì, ÷òî àëôàâèòíûé êîä V � ðàçäåëèìûé.
Îïðåäåëèì ñòîèìîñòü LV (P ) àëôàâèòíîãî êîäà V ïðè ðàñïðåäåëå-

íèè P ðàâåíñòâîì

LV (P ) =
r∑
i=1

pil(vi).

Ïîëîæèì
L(P ) = inf LV (P ),

ãäå èíôèíóì áåðåòñÿ ïî âñåì ðàçäåëèìûì êîäàì V . Åñëè ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî LP (V ) = L(P ), òî êîä V íàçûâàåòñÿ îïòèìàëüíûì êîäîì (èëè
êîäîì ñ ìèíèìàëüíîé èçáûòî÷íîñòüþ).

Ñâîéñòâà îïòèìàëüíûõ êîäîâ:

1. Äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé êîä.
B Ïîñòðîèì ðàâíîìåðíûé êîä V = {v1, . . . , vr}. Òîãäà l(vi) = dlogq re,

i = 1, . . . , r. Îáîçíà÷èì pmin = min{p1, . . . , pr}. Ëþáîé êîä V ′ =
{v′1, . . . , v′r}, â êîòîðîì íàéäåòñÿ êîäîâîå ñëîâî v′i, óäîâëåòâîðÿþùåå íåðà-
âåíñòâó

l(v′i) >
dlogq re
pmin

,

íå ÿâëÿåòñÿ îïòèìàëüíûì:

LV ′(P ) > pi
dlogq re
pmin

≥ dlogq re =
r∑
i=1

pil(vi) = LV (P ).

Òàêèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî âçÿòü èíôèíóì ïî êîíå÷íîìó ìíîæåñòâó êî-
äîâ. �
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2. Äëÿ ëþáîãî ðàñïðåäåëåíèÿ ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé ïðåôèêñíûé
êîä.

3. Â îïòèìàëüíîì êîäå:
à) åñëè pi < pj, òî l(vi) ≥ l(vj);
á) åñëè l(vi) < l(vj), òî pi ≥ pj.
B Ïóñòü ýòî íå òàê, ò. å. pi < pj è l(vi) < l(vj). Òîãäà ââèäó íåðàâåíñòâà

(pj − pi)(l(vj)− l(vi)) > 0

âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

pil(vi) + pjl(vj) > pil(vj) + pjl(vi).

Ïîýòîìó, ïîìåíÿâ ìåñòàìè êîäîâûå ñëîâà vi è vj, ïîëó÷èì êîä ìåíüøåé
ñòîèìîñòè � ïðîòèâîðå÷èå. �

4. Ñïðàâåäëèâà ñëåäóþùàÿ íèæíÿÿ îöåíêà ñòîèìîñòè îïòèìàëüíîãî
êîäà:

L(P ) ≥
r∑
i=1

pi logq
1

pi
.

B Äåéñòâèòåëüíî,

− L(P ) +
r∑
i=1

pi logq
1

pi
=

r∑
i=1

(
−l(vi)pi + pi logq

1

pi

)
=

=
r∑
i=1

pi logq
q−l(vi)

pi
=

r∑
i=1

pi
1

ln q
ln
q−l(vi)

pi
≤

≤
r∑
i=1

pi
1

ln q

(
q−l(vi)

pi
− 1

)
=

1

ln q

(
r∑
i=1

q−l(vi) −
r∑
i=1

pi

)
≤ 0. �

5. Ïîñòðîåíèå êîäà, áëèçêîãî ê îïòèìàëüíîìó, ìåòîäîì Øåííîíà.
Ïóñòü P = (p1, . . . , pr), pi > 0, p1 + . . . + pr = 1, q ≥ 2. Ïîëàãàåì

li = dlogq
1
pi
e. Òîãäà −li ≤ logq pi è ñëåäîâàòåëüíî q

−li ≤ pi. Çíà÷èò,

r∑
i=1

q−li ≤
r∑
i=1

pi = 1.

Ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 20 ïðåäúÿâëåí àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ
ïðåôèêñíîãî êîäà V ñ äëèíàìè êîäîâûõ ñëîâ, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðà-
âåíñòâó Êðàôòà�ÌàêÌèëëàíà. Ïðè ýòîì

LV (P ) =
r∑
i=1

pi

⌈
logq

1

pi

⌉
≤

r∑
i=1

pi logq
1

pi
+

r∑
i=1

pi =
r∑
i=1

pi logq
1

pi
+ 1.
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6. Âåëè÷èíó L(P ) ìîæíî óñòàíîâèòü ñ òî÷íîñòüþ äî åäèíèöû:

r∑
i=1

pi logq
1

pi
≤ L(P ) ≤

r∑
i=1

pi logq
1

pi
+ 1.

7. Åñëè âñå ÷èñëà logq
1
pi
� íàòóðàëüíûå, òî êîä, ïîñòðîåííûé ìåòîäîì

Øåííîíà, � îïòèìàëüíûé.
8. Ïóñòü V = {v1, . . . , vr} � ïîëíûé êîä. Òîãäà íàéäåòñÿ ðàñïðåäåëå-

íèå P = {p1, . . . , pr}, äëÿ êîòîðîãî âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî LV (P ) = L(P ),
ò. å. ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèè êîä V � îïòèìàëüíûé.
B Ïîëîæèì pi = q−l(vi), i = 1, . . . , r. Òîãäà p1 + . . . + pr = 1. Êðîìå

òîãî,

LV (P ) =
r∑
i=1

pil(vi) =
r∑
i=1

pi logq q
l(vi) =

r∑
i=1

pi logq
1

pi
≤(ïî ñâîéñòâó 4) L(P ).

Ñëåäîâàòåëüíî, êîä V îïòèìàëüíûé. �

Óïðàæíåíèå 15. Äîêàçàòü, ÷òî äâîè÷íûé (q = 2) ïðåôèêñíûé îïòèìàëü-
íûé (äëÿ íåêîòîðîãî ðàñïðåäåëåíèÿ) êîä ÿâëÿåòñÿ ïîëíûì.
Óêàçàíèå. Åñëè â íåðàâåíñòâå Êðàôòà�ÌàêÌèëëàíà ñòðîãîå íåðàâåí-
ñòâî, òî ìîæíî ïîñòðîèòü êîä ñ ìåíüøèì íàáîðîì äëèí � ïðîòèâîðå÷èå
ñ îïòèìàëüíîñòüþ.

3.1.3 Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî êîäà

1. Ìîæíî èñêàòü îïòèìàëüíûé êîä â êëàññå ïðåôèêñíûõ êîäîâ.
2. Ïðåôèêñíûé êîä çàäàåòñÿ êîäîâûì äåðåâîì � êîðíåâûì ïîìå÷åí-

íûì äåðåâîì, ðåáðàì êîòîðîãî ïðèïèñàíû áóêâû èç àëôàâèòà B, à êîíöå-
âûì âåðøèíàì ñîîòâåòñòâóþò áóêâû àëôàâèòà A. Ïðèïèøåì êîíöåâûì
âåðøèíàì âåðîÿòíîñòè ñîîòâåòñòâóþùèõ èì áóêâ àëôàâèòà A.

3. Îñòàëüíûì âåðøèíàì òàêæå ïðèïèøåì âåðîÿòíîñòè êàê ñóììû
âåðîÿòíîñòåé âñåõ êîíöåâûõ âåðøèí ïîääåðåâà ñ êîðíåì â ýòîé âåðøèíå.

4. Âñå âåðøèíû ðàçîáúåì íà ÿðóñû, â çàâèñèìîñòè îò ðàññòîÿíèÿ äî
êîðíÿ. Êîðåíü � âåðøèíà íóëåâîãî óðîâíÿ.

Ñâîéñòâà êîäîâûõ äåðåâüåâ îïòèìàëüíûõ ïðåôèêñíûõ êîäîâ:

1. Åñëè âåðîÿòíîñòü, ïðèïèñàííàÿ âåðøèíå w1, ìåíüøå âåðîÿòíîñòè,
ïðèïèñàííîé âåðøèíå w2, òî íîìåð ÿðóñà âåðøèíû w1 íå ìåíüøå íîìåðà
ÿðóñà âåðøèíû w2.

2. Âñå ¾ïó÷êè¿ ðåáåð, èñõîäÿùèå íå èç ïðåäïîñëåäíåãî ÿðóñà, ëèáî
¾íàñûùåííûå¿ (ò. å. ñîñòîÿò èç q ðåáåð), ëèáî ïóñòûå.
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Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè ìîæíî ðàññìàòðèâàòü ïðèâåäåííîå êîäî-
âîå äåðåâî � òàêîå äåðåâî, â êîòîðîì âñå ¾ïó÷êè¿ ðåáåð, êðîìå, áûòü
ìîæåò, îäíîãî (èñõîäÿùåãî èç íåêîòîðîé âåðøèíû ïðåäïîñëåäíåãî ÿðó-
ñà), � íàñûùåííûå, ïðè ýòîì ÷èñëî q0 ðåáåð â ýòîì îñîáîì ïó÷êå îïðå-
äåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

q0 =


2, åñëè q = 2;

q − 1, åñëè r ≡ 0 (mod q − 1);

q, åñëè r ≡ 1 (mod q − 1);

r − (q − 1)b r
q−1c, èíà÷å,

è ýòè ðåáðà âåäóò â êîíöåâûå âåðøèíû, êîòîðûì ïðèïèñàíû q0 ñàìûõ
ìàëåíüêèõ âåðîÿòíîñòåé èç èñõîäíîãî ðàñïðåäåëåíèÿ.

Òåîðåìà 24 (î ðåäóêöèè). Ïóñòü åñòü äâà êîäîâûõ äåðåâà, ïðè÷åì âòî-

ðîå äåðåâî ïîëó÷àåòñÿ èç ïåðâîãî ïóòåì çàìåíû êîíöåâîé âåðøèíû íà

ïó÷îê èç s ðåáåð (ïðè ýòîì ðàñïðåäåëåíèå P2 ïîëó÷àåòñÿ èç ðàñïðåäåëå-

íèÿ P1 ñîîòâåòñòâóþùåé çàìåíîé p íà pi1 , . . . , pis). Òîãäà:
1. Åñëè âòîðîé êîä � îïòèìàëüíûé, òî ïåðâûé � òîæå îïòèìàëü-

íûé.

2. Åñëè âûïîëíÿþòñÿ ñëåäóþùèå óñëîâèÿ: à) ïåðâûé êîä � îïòè-

ìàëüíûé; á) âåðîÿòíîñòè pi1 , . . . , pis � ýòî s ñàìûõ ìàëåíüêèõ âåðîÿò-
íîñòåé â ðàñïðåäåëåíèè P2; â) s = q0; òî âòîðîé êîä � òîæå îïòè-

ìàëüíûé.

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî LV1(P1) + p =
LV2(P2).

1. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïåðâûé êîä íå áóäåò îïòèìàëüíûì. Â ýòîì ñëó-
÷àå íàéäåòñÿ òàêîé êîä V ′1 , ÷òî LV ′1 (P1) < LV1(P1). Äåëàÿ àíàëîãè÷íóþ
çàìåíó âåðøèíû íà ïó÷îê ðåáåð â êîäîâîì äåðåâå êîäà V ′1 , ïîëó÷àåì
êîäîâîå äåðåâî íåêîòîðîãî êîäà V ′2 , äëÿ êîòîðîãî

LV ′2 (P2) = LV ′1 (P1) + p < LV1(P1) + p = LV2(P2),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïòèìàëüíîñòè êîäà V2.
2. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî âòîðîé êîä íå áóäåò îïòèìàëüíûì. Òîãäà ñóùå-

ñòâóåò îïòèìàëüíûé êîä V ′′2 ñ ïðèâåäåííûì êîäîâûì äåðåâîì, â êîòîðîì
åñòü ñîîòâåòñòâóþùèé ïó÷îê èç s ðåáåð. Çàìåíÿÿ ýòîò ïó÷îê íà êîíöåâóþ
âåðøèíó, ïîëó÷àåì êîäîâîå äåðåâî íåêîòîðîãî êîäà V ′′1 , äëÿ êîòîðîãî

LV ′′1 (P1) = LV ′′2 (P2)− p < LV2(P2)− p = LV1(P1),

÷òî ïðîòèâîðå÷èò îïòèìàëüíîñòè êîäà V1.
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Íà èñïîëüçîâàíèè òåîðåìû î ðåäóêöèè îñíîâàí ìåòîä Õàôôìàíà

ïîñòðîåíèÿ îïòèìàëüíîãî ïðåôèêñíîãî êîäà, çàêëþ÷àþùåãîñÿ â ïîñëå-
äîâàòåëüíîé çàìåíå q (íà ïåðâîì øàãå q0) áóêâ, èìåþùèõ íàèìåíüøèå
âåðîÿòíîñòè, íà îäíó íîâóþ, èìåþùóþ âåðîÿòíîñòü, ðàâíóþ ñóììå âåðî-
ÿòíîñòåé çàìåíÿåìûõ áóêâ.

Ïðèìåð 3. Ïîñòðîåíèå îïòèìàëüíîãî êîäà ìåòîäîì Õàôôìàíà â ñëó-
÷àå, êîãäà |A| = 11, |B| = 4,

P = (0, 25; 0, 24; 0, 15; 0, 08; 0, 07; 0, 06; 0, 05; 0, 04; 0, 03; 0, 02; 0, 01).

Ñíà÷àëà îïðåäåëÿåì, ÷òî q0 = 2. Çàòåì ÷åòûðåæäû ïðîäåëûâàåì ñëå-
äóþùèå ïðîöåäóðû: âûïèñûâàåì âñå âåðîÿòíîñòè â ïîðÿäêå óáûâàíèÿ,
çàìåíÿåì 4 (â ïåðâûé ðàç 2) ñàìûå ìàëåíüêèå âåðîÿòíîñòè íà èõ ñóììó
è ïåðåõîäèì ê íîâîìó ðàñïðåäåëåíèþ. Ïðîäåëàâ ýòî, ïîñëåäîâàòåëüíî â
îáðàòíîì ïîðÿäêå ñòðîèì êîðíåâîå äåðåâî, çàìåíÿÿ âåðøèíó íà ïó÷îê
èç 4 ðåáåð (â ïîñëåäíèé ðàç � íà ïó÷îê èç 2 ðåáåð), êàê ïîêàçàíî íà
ðèñ. 3.3.

Ðèñ. 3.3:

Ïóñòü p(a1) = 0, 25, p(a2) = 0, 24, p(a3) = 0, 15, p(a4) = 0, 08, p(a5) =
0, 07, p(a6) = 0, 06, p(a7) = 0, 05, p(a8) = 0, 04, p(a9) = 0, 03, p(a10) = 0, 02,
p(a11) = 0, 01. Òîãäà ïîñòðîåííîå êîäîâîå äåðåâî îïðåäåëÿåò òàêóþ ñõåìó
êîäèðîâàíèÿ:

a1 → 1, a2 → 2, a3 → 00, a4 → 01,

a5 → 02, a6 → 03, a7 → 30, a8 → 31,

a9 → 32, a10 → 330, a11 → 331.

76



Îòìåòèì, ÷òî åñëè ïðè òðåòüåì óïîðÿäî÷èâàíèè âåðîÿòíîñòåé ïîìå-
íÿòü ìåñòàìè äâå îäèíàêîâûå âåðîÿòíîñòè, ðàâíûå 0,15, òî ìû ïîcòðîèì
îïòèìàëüíûé êîä, â êîòîðîì áóäåò òðè êîäîâûõ ñëîâà äëèíû 1 è äâà
êîäîâûõ ñëîâà äëèíû 4.

Óïðàæíåíèå 16. Ïðè àëôàâèòíîì êîäèðîâàíèè ÷åòûðåõáóêâåííîãî àë-
ôàâèòà ñ ðàñïðåäåëåíèåì P = (p1, p2, p3, p4), p1 ≥ p2 ≥ p3 ≥ p4 > 0, â
äâóõáóêâåííûé ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé êîä, ñîäåðæàùèé êîäîâîå ñëî-
âî äëèíû 3, è ñóùåñòâóåò îïòèìàëüíûé êîä, â êîòîðîì íåò êîäîâûõ ñëîâ
äëèíû 3. Íàéòè âñå âîçìîæíûå çíà÷åíèÿ, êîòîðûå ìîæåò ïðèíèìàòü âå-
ëè÷èíà

à) p1,
á) p2,
â) p3,
ã) p4.

Äëÿ êàæäîãî òàêîãî çíà÷åíèÿ ïðèâåñòè ïðèìåð íàáîðà âåðîÿòíîñòåé, íà
êîòîðîì ýòî çíà÷åíèå äîñòèãàåòñÿ.

Ëåêöèÿ � 11

� 3.2 Êîäû, èñïðàâëÿþùèå îøèáêè

Ïóñòü òðåáóåòñÿ ïî çàøóìëåííîìó êàíàëó ñâÿçè ïåðåäàòü íåêîòîðîå ñî-
îáùåíèå, ò. å. êîíå÷íûé íàáîð ñèìâîëîâ ôèêñèðîâàííîãî àëôàâèòà (íà
ñàìîì äåëå, êàê ïðàâèëî, ïåðåäàåòñÿ íå ñàìî ñîîáùåíèå, à êîä ýòîãî ñî-
îáùåíèÿ, ÷òî ñîîòâåòñòâóåò ñõåìå íà ðèñ. 1). Çàøóìëåííîñòü ïîäðàçóìå-
âàåò âîçìîæíîñòü èñêàæåíèÿ ïåðåäàâàåìîé èíôîðìàöèè:

x1 . . . xn → ÊÀÍÀË ÑÂßÇÈ → y1 . . . ym.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç R(α̃) ìíîæåñòâî ñëîâ, â êîòîðîå ìîæåò ïåðåéòè ñî-
îáùåíèå α̃ ïîä âîçäåéñòâèåì ¾øóìà¿.

Åñëè äëÿ ëþáûõ ñîîáùåíèé α̃ è β̃ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå R(α̃) ∩
R(β̃) = ∅, òî êîä íàçûâàåòñÿ ñàìîêîððåêòèðóþùèìñÿ îòíîñèòåëüíî çà-
äàííîãî èñòî÷íèêà îøèáîê.

Äàëåå áóäåì ïðåäïîëàãàòü, ÷òî âîçìîæíû òîëüêî îøèáêè òèïà çà-
ìåùåíèÿ, à îøèáêè òèïà âñòàâêè èëè âûïàäåíèÿ ñèìâîëà îòñóòñâóþò.
Îòìåòèì, ÷òî îøèáêè òèïà çàìåùåíèÿ ÿâëÿþòñÿ íàèáîëåå õàðàêòåðíûìè
îøèáêàìè, îñîáåííî ïðè õðàíåíèè (¾ïåðåäà÷å âî âðåìåíè¿) èíôîðìàöèè.

Òåïåðü ïîä êîäîì áóäåì ïîíèìàòü ìíîæåñòâî ñëîâ îäèíàêîâîé äëèíû.

77



Ïóñòü: p � ïðîñòîå, B = Zp � ïîëå âû÷åòîâ ïî ìîäóëþ p, Bn =
{(α1, . . . , αn) | αi ∈ B}.

Ââåäåì îáîçíà÷åíèÿ: ρ(α̃, β̃) � ðàññòîÿíèå Õýììèíãà ìåæäó íàáî-

ðàìè α̃ è β̃, ò. å. ÷èñëî íåñîâïàäàþùèõ ðàçðÿäîâ; Stn(α̃) = {β̃ ∈ Bn |
ρ(α̃, β̃) ≤ t} � n-ìåðíûé øàð ðàäèóñà t ñ öåíòðîì â α̃.

Åñëè â êàíàëå ïðîèñõîäèò íå áîëåå t îøèáîê, òî R(α̃) = Stn(α̃).
Êîä V = {α̃1, . . . , α̃N} èñïðàâëÿåò t îøèáîê òèïà çàìåùåíèÿ, åñëè

äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ i è j âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ρ(α̃i, α̃j) ≥ 2t+ 1.
Êîä V = {α̃1, . . . , α̃N} îáíàðóæèâàåò t îøèáîê òèïà çàìåùåíèÿ, åñëè

äëÿ ëþáûõ ðàçëè÷íûõ i è j âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî ρ(α̃i, α̃j) ≥ t+ 1.
Ïîëîæèì d(V ) = min ρ(α̃, β̃), ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ïàðàì

(α̃, β̃) ðàçëè÷íûõ íàáîðîâ èç êîäà V . Âåëè÷èíà d(V ) íàçûâàåòñÿ êîäîâûì

ðàññòîÿíèåì êîäà V .
Êîä V îáíàðóæèâàåò d(V ) − 1 îøèáêó è èñïðàâëÿåò b(d(V ) − 1)/2c

îøèáîê.
Ïîëîæèì N t

n = |Stn(α̃)|.

Òåîðåìà 25 (Ãðàíèöà Õýììèíãà èëè ãðàíèöà ñôåðè÷åñêîé óïàêîâêè).
Ïóñòü V t

n � êîä èç Bn, èñïðàâëÿþùèé t îøèáîê (òèïà çàìåùåíèÿ). Òî-
ãäà

|V t
n | ≤

pn

N t
n

.

Äîêàçàòåëüñòâî. Èç íåðàâåíñòâà

|V t
n | N t

n ≤ pn

íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò óòâåðæäåíèå òåîðåìû.

Åñëè â ãðàíèöå Õýììèíãà ðàâåíñòâî, òî òàêîé êîä íàçûâàåòñÿ ñîâåð-
øåííûì.

Ïðèìåð 4. p = 2, n = 2k + 1, t = k, V = {(0, . . . , 0), (1, . . . , 1)}.

Ìåòîä ïîñòðîåíèÿ êîäà, èñïðàâëÿþùåãî t îøèáîê

Â êà÷åñòâå íàáîðà α̃1 áåðåì ïðîèçâîëüíûé íàáîð, íàïðèìåð, 0̃.
Åñëè íàáîðû α̃1, . . . , α̃k−1 óæå ïîñòðîåíû, òî íàáîð α̃k îïðåäåëÿåì èç

óñëîâèÿ

α̃k /∈
k−1⋃
i=1

S2t
n (α̃i)

ïîêà ýòî ìîæíî ñäåëàòü.
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Ïîëó÷àåì êîä V , èñïðàâëÿþùèé t îøèáîê. Ïî ïîñòðîåíèþ

Bn ⊆
|V |⋃
i=1

S2t
n (α̃i).

Ïîýòîìó

|V | ≥ pn

N2t
n

.

Ïîëîæèì M t
n(p) = max |V t

n |, ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì êîäàì V t
n ,

V t
n ⊂ Bn, èñïðàâëÿþùèì t îøèáîê. Òîãäà

pn

N2t
n

≤M t
n(p) ≤ pn

N t
n

.

Îöåíèì ÷èñëî íàáîðîâ â øàðå ðàäèóñà t:

N t
n =

t∑
k=0

Ck
n(p− 1)k,

nk
1

kk
≤ Ck

n =
n(n− 1) . . . (n− k + 1)

k(k − 1) . . . (k − k + 1)
≤ nk

k!
≤ nk

3k

kk
.

Òàêèì îáðàçîì,
c′(t)nt ≤ N t

n ≤ c′′(t)nt,

è ñëåäîâàòåëüíî

c1(t)
pn

n2t
≤M t

n(p) ≤ c2(t)
pn

nt
.

Ñîäåðæàòåëüíî ýòî îçíà÷àåò, ÷òî íà èñïðàâëåíèå îäíîé îøèáêè òðåáóåò-
ñÿ ¾çàëîæèòü¿ ïîðÿäêà log n ðàçðÿäîâ.

Îòìåòèì, ÷òî

M1
n(p) ≤ pn

1 + (p− 1)n
, M1

n(2) ≤ 2n

1 + n
.

� 3.3 Ëèíåéíûå êîäû

Ïóñòü n ∈ N, V ⊂ Bn. Ìíîæåñòâî V áóäåì íàçûâàòü ëèíåéíûì (èëè
ãðóïïîâûì) êîäîì, åñëè äëÿ ëþáûõ íàáîðîâ α̃ è β̃ èç V íàáîð α̃ + β̃
(ñëîæåíèå ïîðàçðÿäíîå ïî ìîäóëþ p) òîæå ëåæèò â V .

Òàêèì îáðàçîì, V � ïîäïðîñòðàíñòâî ïðîñòðàíñòâà Bn.
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Ïóñòü âåêòîðà α̃1, . . . , α̃k � áàçèñ ïðîñòðàíñòâà V . Âûïèñûâàÿ èõ â
âèäå ñòðîê ìàòðèöû, ïîëó÷àåì ïîðîæäàþùóþ ìàòðèöó:

G =

α1
1 . . . α1

n

. . . . . . . . .
αk1 . . . αkn


k×n

Òîãäà
V = {x ∈ Bn | x = (u1, . . . , uk)G, u1, . . . , uk ∈ B}.

Ïàðàìåòð n � äëèíà êîäà V , ïàðàìåòð k � ðàçìåðíîñòü êîäà V .

Ïóñòü x, y ∈ Bn. Ïîëîæèì

(x, y) = x1y1 + . . .+ xnyn (mod p).

Åñëè ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî (x, y) = 0, òî âåêòîðû x è y äóàëüíû. Èíî-
ãäà òàêèå âåêòîðû íàçûâàþò îðòîãîíàëüíûìè, îäíàêî óïîòðåáëåíèå ýòî-
ãî òåðìèíà íå ñîâñåì êîððåêòíî, òàê êàê ââåäåíàÿ îïåðàöèÿ (x, y) íàä
âåêòîðàìè x è y, âîîáùå ãîâîðÿ, íå ÿâëÿåòñÿ ñêàëÿðíûì ïðîèçâåäåíèåì,
òàê êàê èç ðàâåíñòâà (x, x) = 0 íå âñåãäà ñëåäóåò ðàâåíñòâî x = 0 �
íàïðèìåð, ïðè p = 2 èìååì: ((1, 1), (1, 1)) = 1 + 1 = 0.

Ïîëîæèì

V ⊥ = {y ∈ Bn | ∀x (x ∈ V )⇒ ((x, y) = 0)};

V ⊥ � êîä, äâîéñòâåííûé èëè äóàëüíûé ê êîäó V .
Äëÿ äâîéñòâåííîãî êîäà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

dimV ⊥ = n− dimV.

Äåéñòâèòåëüíî, ðàçìåðíîñòü äâîéñòâåííîãî êîäà ðàâíà ðàçìåðíîñòè ïðî-
ñòðàíñòâà ðåøåíèé ìàòðè÷íîãî óðàâíåíèÿ GyT = (0, . . . , 0)T (èëè óðàâ-
íåíèÿ yGT = (0, . . . , 0)) è, ñëåäîâàòåëüíî,

dimV ⊥ = n− rankG = n− dimV = n− k.

Îòìåòèì, ÷òî óòâåðæäåíèå V ∩ V ⊥ = ∅, âîîáùå ãîâîðÿ, íåâåðío �
íàïðèìåð, ïðè p = 2 èìååì: V = {(0, 0), (1, 1)} = V ⊥.

Î÷åâèäíî, ÷òî êîä, äâîéñòâåííûé ê äâîéñòâåííîìó, ñîâïàäàåò ñ èñ-
õîäíûì êîäîì:

(V ⊥)⊥ = V.
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Âîçüìåì n − k ëèíåéíî íåçàâèñèìûõ âåêòîðîâ β̃1, . . . , β̃n−k èç V ⊥ è
çàïèøåì èõ â âèäå ìàòðèöû:

H =

 β1
1 . . . β1

n

. . . . . . . . .
βn−k1 . . . βn−kn


(n−k)×n

.

Òîãäà

V = (V ⊥)⊥ = {y ∈ Bn | yHT = (0, . . . , 0)} = {y ∈ Bn | HyT = (0, . . . , 0)T}.

Ìàòðèöà H, ÿâëÿþùàÿñÿ ïîðîæäàþùåé äëÿ êîäà V ⊥, íàçûâàåòñÿ ïðîâå-
ðî÷íîé ìàòðèöåé äëÿ êîäà V .

Äëÿ ëèíåéíîãî êîäà V îïðåäåëèì åùå îäèí ïàðàìåòð � êîäîâîå ðàñ-
ñòîÿíèå d(V ):

d(V ) = min
x,y∈V, x 6=y

ρ(x, y) = min
x∈V, x 6=0

‖x‖,

ãäå ‖x‖ � ÷èñëî íåíóëåâûõ ðàçðÿäîâ âåêòîðà x.
Êîä ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d èñïðàâëÿåò

⌊
d−1
2

⌋
îøèáîê.

Ëèíåéíûé êîä äëèíû n, ðàçìåðíîñòè k ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì d íà-
çûâàåòñÿ [n, k, d]-êîäîì.

Åñëè êîäû V è V ′ îòëè÷àþòñÿ òîëüêî â ïîðÿäêå ðàçðÿäîâ, òî òàêèå
êîäû íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè.

Ñðåäè êîäîâ, ýêâèâàëåíòíûõ êîäó V , íàéäåòñÿ êîä, ïîðîæäàþùóþ
ìàòðèöó êîòîðîãî ýëåìåíòàðíûìè îïåðàöèÿìè íàä ñòðîêàìè ìîæíî ïðè-
âåñòè (ñ ñîõðàíåíèåì ñâîéñòâà ¾ïîðîæäàåìîñòè¿) ê âèäó

Gk×n =
(
Ik Ak×(n−k)

)
,

ãäå Ik � åäèíè÷íàÿ ìàòðèöà ïîðÿäêà k. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè
ïóñòü òàêèì êîäîì ÿâëÿåòñÿ ñàì êîä V . Òîãäà ïðè ïîðîæäåíèè ýëå-
ìåíòà (x1, . . . , xn) êîäà V ïðîèçâîëüíûì íàáîðîì (u1, . . . , uk) ïî ïðàâèëó
(x1, . . . , xn) = (u1, . . . , uk)G âûïîëíÿþòñÿ ðàâåíñòâà x1 = u1, . . . , xk = uk.
Â ýòîì ñëó÷àå ýòè ïåðâûå k ðàçðÿäîâ âåêòîðà x íàçûâàþòñÿ èíôîðìàöè-
îííûìè, à îñòàëüíûå n− k ðàçðÿäîâ � ïðîâåðî÷íûìè.

Ìàòðèöà H, îïðåäåëÿåìàÿ ðàâåíñòâîì

H(n−k)×n =
(
−AT In−k

)
,

áóäåò ïðîâåðî÷íîé äëÿ êîäà V , òàê êàê ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà GHT =
0k×(n−k) è HG

T = 0(n−k)×k.
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Ïîä ñëîâàìè ¾ïðîâåðî÷íàÿ ìàòðèöà¿ èíîãäà áóäåì ïîíèìàòü ëþáóþ
ìàòðèöó, ñòðîêàìè êîòîðîé ÿâëÿþòñÿ âåêòîðà ñèñòåìû (íå îáÿçàòåëüíî
ëèíåéíî íåçàâèñèìîé), ïîðîæäàþùåé ïðîñòðàíñòâî V ⊥.

Ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå ñïðàâåäëèâî äëÿ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöû â
òàêîì áîëåå øèðîêîì ñìûñëå.

Òåîðåìà 26. Ïóñòü H � ìàòðèöà íàä B, V � ëèíåéíûé êîä ñ ïðî-

âåðî÷íîé ìàòðèöåé H. Òîãäà äëÿ òîãî, ÷òîáû êîäîâîå ðàññòîÿíèå êîäà

V áûëî ðàâíî d, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû â ìàòðèöå H ëþáûå

d − 1 ñòîëáöîâ áûëè ëèíåéíî íåçàâèñèìûìè íàä B è ñóùåñòâîâàëè d
ëèíåéíî çàâèñèìûõ ñòîëöîâ íàä B.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ñëåäóþùèå óòâåðæäåíèÿ ðàâíîñèëüíû.
1. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî d(V ) = d.
2. Äëÿ ëþáîãî íåíóëåâîãî âåêòîðà x ∈ Bn åñëè âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

‖x‖ ≤ d−1, òî x 6∈ V ; ïðè ýòîì íàéäåòñÿ âåêòîð x ∈ V , òàêîé ÷òî ‖x‖ = d.
3. Íèêàêàÿ ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ èç d − 1 ñòîëáöîâ ìàòðèöû H íå

ðàâíà 0; ñóùåñòâóåò ëèíåéíàÿ êîìáèíàöèÿ èç d ñòîëáöîâ, ðàâíàÿ 0.

Ñëåäñòâèå 11. Ïóñòü H � ìàòðèöà íàä B ðàçìåðà (n−k)×n, ïðè÷åì
ëþáûå d− 1 ñòîëáöîâ ìàòðèöû H ëèíåéíî íåçàâèñèìû, V � ëèíåéíûé

êîä ñ ïðîâåðî÷íîé (â øèðîêîì ñìûñëå) ìàòðèöåé H. Òîãäà

n(V ) = n, k(V ) ≥ k, d(V ) ≥ d.

Ñëåäñòâèå 12 (Ãðàíèöà Ñèíãëòîíà äëÿ ëèíåéíûõ êîäîâ). Äëÿ ëþáîãî
ëèíåéíîãî êîäà V ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

k(V ) ≤ n(V )− d(V ) + 1.

Ýòî óòâåðæäåíèå âûòåêàåò èç òîãî ôàêòà, ÷òî ÷èñëî d(V )− 1 ëèíåé-
íî íåçàâèñèìûõ ñòîëáöîâ â ïðîâåðî÷íîé (â óçêîì ñìûñëå) ìàòðèöå íå
ïðåâîñõîäèò ÷èñëà ñòðîê â ýòîé ìàòðèöå, ò. å. âåëè÷èíû n(V )− k(V ).

Ïðèìåð 5. Äâîè÷íûé êîä Õýììèíãà (èñïðàâëÿþùèé îäíó îøèáêó).
Êîä V çàäàåòñÿ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé H ðàçìåðà m × (2m − 1), â

êîòîðîé i-é ñòîëáåö åñòü äâîè÷íàÿ çàïèñü ÷èñëà i:

H =


0 0 0 . . . 1
. . . . . . .
. . . . . . .
. . . . . . .
0 1 1 . . . 1
1 0 1 . . . 1

 .
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Ïàðàìåòðû êîäà V :

n(V ) = 2m − 1, k(V ) = n(V )−m = 2m −m− 1, d(V ) = 3.

Äåêîäèðîâàíèå. Ïóñòü y = x + e, ãäå e � âåêòîð îøèáêè (íóëåâîé,
åñëè íåò îøèáîê, è åäèíè÷íûé ñ åäèíèöåé â i-ì ðàçðÿäå, åñëè ïðîèçîøëà
îäíà îøèáêà â i-ì ðàçðÿäå). Íàéäåì ñèíäðîì, ò. å. âåêòîð HyT .

Åñëè HyT = (0, . . . , 0)T , òî îøèáîê íå áûëî.
Åñëè ïðîèçîøëà îäíà îøèáêà â i-ì ðàçðÿäå, òî

HyT = H
(
xT + eTi

)
= HxT +HeTi = (0, . . . , 0)T + hi,

ãäå hi � i-é ñòîëáåö ìàòðèöû H, êîòîðûé, â ñâîþ î÷åðåäü, ÿâëÿåòñÿ
äâîè÷íîé çàïèñüþ ÷èñëà i � ðàçðÿäà, â êîòîðîì ïðîèçîøëà îøèáêà.

Ïðîâåðèì íà ñîâåðøåííîñòü:

2n(V ) = 22m−1, |V | = 2k(V ) = 22m−m−1, |S1
n| = n+ 1 = 2m.

Ïîýòîìó |V | × |S1
n| = 2n(V ), è, ñëåäîâàòåëüíî, äâîè÷íûé êîä Õýììèíãà

ñîâåðøåííûé.

Ïðèìåð 6. Ðàñøèðåííûé êîä Õýììèíãà.
¾Ðàñøèðåíèå¿ çàêëþ÷àåòñÿ â òîì, ÷òî ê ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöå äâî-

è÷íîãî êîäà Õýììèíãà äîïèñûâàåòñÿ ñëåâà íóëåâîé ñòîëáåö âûñîòû m,
à çàòåì ñâåðõó äîïèñûâàåòñÿ åäèíè÷íàÿ ñòðîêà äëèíû 2m. Âûïèøåì ïà-
ðàìåòðû ðàñøèðåííîãî êîäà Õýììèíãà V , çàäàâàåìîãî îïèñàííîé âûøå
ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé:

n(V ) = 2m, k(V ) = n(V )− (m+ 1) = 2m −m− 1, d(V ) = 4.

Êîäîâîå ðàññòîÿíèå ðàâíî 4, òàê êàê ëþáûå òðè ñòîëáöà ëèíåéíî íåçà-
âèñèìû â ñèëó òîãî, ÷òî â ëèíåéíîé êîìáèíàöèè ïåðâûé ðàçðÿä îòëè÷åí
îò íóëÿ.

Êîä îáíàðóæèâàåò òðè îøèáêè (ñèíäðîì îòëè÷åí îò íóëÿ â ñëó÷àå,
åñëè ïðîèçîøëî 1�3 îøèáêè).

Åñëè ïðîèçîøëà îäèíî÷íàÿ îøèáêà, òî ïåðâûé ðàçðÿä ñèíäðîìà ðà-
âåí åäèíèöå, à îñòàëüíûå m ðàçðÿäîâ óêàçûâàþò íà íîìåð ðàçðÿäà ñ
îøèáêîé (ðàçðÿäû èìåþò íîìåðà 0, 1, . . . , 2m − 1).

Åñëè ïðîèçîøëà äâîéíàÿ îøèáêà, òî ïåðâûé ðàçðÿä ñèíäðîìà ðàâåí
íóëþ, à îñòàëüíûå m ðàçðÿäîâ � íå âñå íóëåâûå.

Ðàñøèðåííûé êîä Õýììèíãà íå ÿâëÿåòñÿ ñîâåðøåííûì, òàê êàê |S1
n| =

n+ 1 = 2m + 1 � íå ñòåïåíü äâîéêè. Íî:
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Óïðàæíåíèå 17. Ðàñøèðåííûé êîä Õýììèíãà ÿâëÿåòñÿ ìàêñèìàëüíûì
êîäîì ñ êîäîâûì ðàññòîÿíèåì 4.

Ëåêöèÿ � 12

Ïðèìåð 7. Îáîáùåííûé êîä Õýììèíãà (èñïðàâëÿþùèé îäíó îøèáêó)
íàä Zp.

Êîä V çàäàåòñÿ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé H, ñîñòîÿùåé èç m ñòðîê.
Ñòîëáöû ìàòðèöû ðàçáèâàþòñÿ íàm ãðóïï. Â i-é ãðóïïå, i = 0, 1, . . . ,m−
1, ïåðâûå m − i − 1 ðàçðÿäîâ � íóëåâûå, â ðàçðÿäå ñ íîìåðîì m − i âî
âñåõ ñòîëáöàõ ãðóïïû ñòîèò åäèíèöà, à â îñòàëüíûõ i ðàçðÿäàõ ñòîëáöîâ
ýòîé ãðóïïû � âñå âîçìîæíûå íàáîðû èç {0, 1, . . . , p− 1}i (òåì ñàìûì, â
i-é ãðóïïå pi ñòîëáöîâ). Òàêèì îáðàçîì, ìàòðèöà H èìååò âèä:

0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 . . . 1 1 . . . 1
0 0 0 . . . 0 0 0 . . . 0 . . . 0 0 . . . p− 1
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .
0 0 0 . . . 0 1 1 . . . 1 . . . 0 0 . . . p− 1
0 1 1 . . . 1 0 0 . . . p− 1 . . . 0 0 . . . p− 1
1 0 1 . . . p− 1 0 1 . . . p− 1 . . . 0 1 . . . p− 1


.

Ïàðàìåòðû êîäà V :

n(V ) = 1 + p+ p2 + . . .+ pm−1 =
pm − 1

p− 1
,

k(V ) = n(V )− rankH = n−m =
pm − 1

p− 1
−m,

d(V ) = 3.

Îöåíèì ñâåðõó ÷èñëî ïðîâåðî÷íûõ ðàçðÿäîâ m = n(V )− k(V ) (÷èñëî
âñåõ ðàçðÿäîâ ìèíóñ ÷èñëî èíôîðìàöèîííûõ ðàçðÿäîâ). Òàê êàê n(V ) =
pm−1
p−1 , òî p

m = n(p− 1) + 1 è, ñëåäîâàòåëüíî, m ≤ logp n+ 1.

Äåêîäèðîâàíèå. Íàõîäèì ñèíäðîì

S = HyT =


s1
s2
...
sm

 .

Åñëè S = (0, . . . , 0)T , òî îøèáîê íåò, íè÷åãî íå äåëàåì.
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Åñëè S 6= (0, . . . , 0)T , òî âûäåëèâ ïåðâûé íåíóëåâîé ðàçðÿä si, i ∈
{1, . . . ,m}, ïîêîîðäèíàòíî ðàçäåëèì ñèíäðîì íà si:

S/si = (0, . . . , 0, 1, si+1/si, . . . , sm/si)
T .

Äàëåå, íàõîäèì â ìàòðèöå H ñòîëáåö (0, . . . , 0, 1, si+1/si, . . . , sm/si)
T .

Ïóñòü ýòîò ñòîëáåö èìååò íîìåð l. Òîãäà x = y − e, ãäå âåêòîð e îïðåäå-
ëÿåòñÿ ñëåäóþùèì îáðàçîì: el = si è ej = 0 ïðè j 6= l.

Ïðîâåðêà êîððåêòíîñòè:

HxT = HyT −HeT = (0, . . . , 0, si, si+1, . . . , sm)T − sihl = (0, . . . , 0)T ,

ñëåäîâàòåëüíî x ∈ V . Êðîìå òîãî, ρ(x, y) = 1.

Ïðîâåðèì îáîáùåííûé êîä Õýììèíãà íà ñîâåðøåííîñòü:

|V | = pk(V ) = pn−m, |S1
n| = (p− 1)n+ 1 =

pm − 1

p− 1
(p− 1) + 1 = pm.

Ïîýòîìó |V | × |S1
n| = pn(V ), è, ñëåäîâàòåëüíî, îáîáùåííûé êîä Õýììèíãà

ñîâåðøåííûé.

3.3.1 Àëãîðèòì ïîñòðîåíèÿ ìàòðèö, â êîòîðûõ ëþ-

áûå d− 1 ñòîëáöîâ ëèíåéíî íåçàâèñèìû

Ñòðîèì íàä B ìàòðèöû èçm ñòðîê, äîáàâëÿÿ íà êàæäîì øàãå î÷åðåäíîé
ñòîëáåö òàê, ÷òîáû â ïîëó÷àþùåéñÿ ìàòðèöå ëþáûå d−1 ñòîëáöîâ áûëè
ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Â êà÷åñòâå ïåðâîãî ñòîëáöà h1 áåðåì ïðîèçâîëüíûé íåíóëåâîé ñòîëáåö
âûñîòû m.

Ïóñòü ñòîëáöû h1, . . . , hi−1 ïîñòðîåíû. Ëþáûå d − 1 èç íèõ ëèíåéíî
íåçàâèñèìû. Íóæíî äîáàâèòü ñòîëáåö hi òàêèì îáðàçîì, ÷òîáû îí âìåñòå
ñ ëþáûìè d−2 ñòîëáöàìè èç ìíîæåñòâà h1, . . . , hi−1 îáðàçîâûâàë ëèíåéíî
íåçàâèñèìóþ ñèñòåìó, ò. å. ÷òîáû îí íå âûðàæàëñÿ íè ÷åðåç êàêèå d−2 èç
íèõ. Ñêîëüêî ëèíåéíûõ êîìáèíàöèé ñòîëáöîâ h1, . . . , hi−1 ñ íå áîëåå ÷åì
d− 2 ñëàãàåìûìè? Îáîçíà÷èì ýòî ÷èñëî ÷åðåç N è îöåíèì åãî ñâåðõó:

N ≤ 1 + C1
i−1(p− 1) + C2

i−1(p− 1)2 + . . .+ Cd−2
i−1 (p− 1)d−2.

Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî 1 + C1
i−1(p − 1) + C2

i−1(p − 1)2 + . . . +
Cd−2
i−1 (p − 1)d−2 < pm, òî N < pm è, ñëåäîâàòåëüíî, íàéäåòñÿ ñòîëáåö hi,

òàêîé ÷òî ëþáûå d− 1 ñòîëáöîâ èç ìíîæåñòâà h1, . . . , hi ëèíåéíî íåçàâè-
ñèìû.

Òàêèì îáðàçîì, ñïðàâåäëèâî ñëåäóþùåå óòâåðæäåíèå.
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Òåîðåìà 27 (Ãðàíèöà Âàðøàìîâà�Ãèëáåðòà). Ïóñòü n ≥ 2, d ≥ 2,
m ≥ 1. Åñëè âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

1 + C1
n−1(p− 1) + C2

n−1(p− 1)2 + . . .+ Cd−2
n−1(p− 1)d−2 < pm,

òî ñóùåñòâóåò ëèíåéíûé êîä ñ ïàðàìåòðàìè

n(V ) = n, k(V ) ≥ n−m, d(V ) ≥ d.

Îòìåòèì, ÷òî â íàñòîÿùåå âðåìÿ íåèçâåñòíî, ëåæàò ëè íà ãðàíèöå
êàêèå-ëèáî êîäû.

3.3.2 Êîäû Ðèäà�Ìàëëåðà

Äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíêöèè f îáîçíà÷èì ÷åðåç πf åå ïîëèíîì
Æåãàëêèíà, à ÷åðåç deg πf � còåïåíü ýòîãî ïîëèíîìà.

Ïóñòü íàòóðàëüíûå m è r óäîâëåòâîðÿþò íåðàâåíñòâàì 0 ≤ r ≤ m.
Çàôèêñèðóåì íåêîòîðûé (íàïðèìåð, ëåêñèêîãðàôè÷åñêèé) ïîðÿäîê íà-
áîðîâ èç ìíîæåñòâà Em.

Êîäîì Ðèäà�Ìàëëåðà R(r,m) äëèíû 2m ïîðÿäêà r íàçûâàåòñÿ ìíî-
æåñòâî âåêòîðîâ çíà÷åíèé âñåõ m-ìåñòíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé, ó êàæäîé
èç êîòîðûõ ñòåïåíü ïîëèíîìà Æåãàëêèíà íå ïðåâîñõîäèò r. Äëÿ êðàòêî-
ñòè áóäåì ãîâîðèòü íå î âåêòîðàõ çíà÷åíèé ôóíêöèé, à ïðîñòî î ôóíê-
öèÿõ. Òîãäà ìîæíî óñëîâíî çàïèñàòü òàê:

R(r,m) = {f(x1, . . . , xm) | deg πf ≤ r} .

Ïðèâåäåì ïðîñòåéøèå ïðèìåðû êîäîâ Ðèäà�Ìàëëåðà:

R(0,m) =
{

(0 . . . 0︸ ︷︷ ︸
2m

), (1 . . . 1︸ ︷︷ ︸
2m

)
}
,

R(1,m) = L(m), R(m,m) = P2(m).

Ñâîéñòâà êîäîâ Ðèäà�Ìàëëåðà:

1. Êîäû Ðèäà�Ìàëëåðà ÿâëÿþòñÿ ëèíåéíûìè êîäàìè.
B Ñëåäóåò èç íåðàâåíñòâà deg(πf+g) ≤ max{deg(πf ), deg(πg)}. �
2. Ïóñòü f ∈ R(r,m), f 6≡ 0. Òîãäà

‖f‖ ≥ 2m−r,

ãäå ‖f‖ � âåñ ôóíêöèè f , ò. å. ÷èñëî íàáîðîâ èç Em, íà êîòîðûõ ôóíêöèÿ
f îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó.
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B Ïðèâåäåì äâà äîêàçàòåëüñòâà ýòîãî ôàêòà.
Ïåðâîå äîêàçàòåëüñòâî ïðîâåäåì èíäóêöèåé ïî r, à ïðè ôèêñèðîâàí-

íîì r � ïî m (m ≥ r).
Áàçà èíäóêöèè.
Ïðè r = 0 åäèíñòâåííîé îòëè÷íîé îò êîíñòàíòû 0 ôóíêöèåé ÿâëÿåòñÿ

êîíñòàíòà 1, äëÿ êîòîðîé òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî âûïîëíÿåòñÿ.
Ïðè m = r äîêàçûâàåìîå íåðàâåíñòâî ïðåâðàùàåòñÿ â ñîîòíîøåíèå

‖f‖ ≥ 1, êîòîðîå ñïðàâåäëèâî äëÿ ëþáîé îòëè÷íîé îò êîíñòàíòû 0 ôóíê-
öèè.

Øàã èíäóêöèè. Ïóñòü äëÿ âñåõ ïàð (r′,m′), óäîâëåòâîðÿþùèõ óñëî-
âèÿì 0 ≤ r′ ≤ m′, r′ ≤ r, m′ ≤ m, r′ +m′ < r+m, òðåáóåìîå íåðàâåíñòâî
óñòàíîâëåíî.

Ïðåäñòàâèì ïðîèçâîëüíóþ îòëè÷íóþ îò êîíñòàíòû 0 ôóíêöèþ f èç
êîäà R(r,m) â ñëåäóþùåì âèäå:

f(x1, x2, . . . , xm) = (x1 ⊕ 1)f(0, x2, . . . , xm)⊕ x1f(1, x2, . . . , xm).

Îáîçíà÷èì f0 = f(0, x2, . . . , xm), f1 = f(1, x2, . . . , xm). Îòäåëüíî ðàññìîò-
ðèì òðè ñëó÷àÿ.

Ñëó÷àé 1◦: f0 6≡ 0, f1 6≡ 0.
Òîãäà â ñèëó âêëþ÷åíèé f0 ∈ R(r,m−1), f1 ∈ R(r,m−1) ê ôóíêöèÿì

f0 è f1 ìîæíî ïðèìåíèòü ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè. Ïîýòîìó

‖f‖ = ‖f0‖+ ‖f1‖ ≥ 2m−1−r + 2m−1−r = 2m−r.

Ñëó÷àé 2◦: f0 ≡ 0.
Â óñëîâèÿõ ýòîãî ñëó÷àÿ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ f1 6≡ 0, f1 ∈ R(r−

1,m− 1). Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî

‖f‖ = ‖f1‖ ≥ 2(m−1)−(r−1) = 2m−r.

Ñëó÷àé 3◦: f1 ≡ 0.
Â óñëîâèÿõ ýòîãî ñëó÷àÿ ñïðàâåäëèâû ñîîòíîøåíèÿ f0 6≡ 0, f0 ∈ R(r−

1,m− 1). Ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðåäïîëîæåíèÿ èíäóêöèè ïîëó÷àåì, ÷òî

‖f‖ = ‖f0‖ ≥ 2(m−1)−(r−1) = 2m−r.

Òàêèì îáðàçîì, âî âñåõ ñëó÷àÿõ âåðíî íåðàâåíñòâî ‖f‖ ≥ 2m−r.
Âòîðîå äîêàçàòåëüñòâî. Âûäåëèì â ïîëèíîìå Æåãàëêèíà πf êàêóþ-

ëèáî êîíúþíêöèþ ìàêñèìàëüíîé äëèíû. Áåç îãðàíè÷åíèÿ îáùíîñòè áó-
äåì ñ÷èòàòü, ÷òî ýòî êîíúþíêöèÿ x1x2 . . . xs, s ≤ r. Ðàçëîæèì ôóíêöèþ
f(x1, . . . , xm) ïî ïîñëåäíèì m− s ïåðåìåííûì:

f(x1, . . . , xm) =
∨

(σs+1,...,σm)

f(x1, . . . , xs, σs+1, . . . , σm)x
σs+1

s+1 . . . x
σm
m .
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Äëÿ ëþáîãî èç 2m−s íàáîðîâ (σs+1, . . . , σm) â ïîëèíîìå Æå-
ãàëêèíà ôóíêöèè f(x1, . . . , xs, σs+1, . . . , σm) áóäåò ïðèñóòñòâîâàòü
êîíúþíêöèÿ x1x2 . . . xs è, ñëåäîâàòåëüíî, ýòà ôóíêöèÿ íå ÿâëÿåòñÿ
êîíñòàíòîé 0. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî èç 2m−s íàáîðîâ (σs+1, . . . , σm)
íàéäåòñÿ íàáîð (α1, . . . , αs, σs+1, . . . , σm), íà êîòîðîì ôóíêöèÿ
f(x1, . . . , xs, σs+1, . . . , σm)x

σs+1

s+1 . . . x
σm
m îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó. Ñëåäî-

âàòåëüíî, ‖f‖ ≥ 2m−s ≥ 2m−r. �
3. Äëÿ ïàðàìåòðîâ (äëèíà, ðàçìåðíîñòü è êîäîâîå ðàññòîÿíèå) êîäà

Ðèäà�Ìàëëåðà R(r,m) ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

n(R(r,m)) = 2m,

k(R(r,m)) = 1 + C1
m + . . .+ Cr

m,

d(R(r,m)) = 2m−r.

4. Ïîðîæäàþùåé ìàòðèöåé ðàçìåðà (1 + C1
m + . . . + Cr

m) × 2m êîäà
Ðèäà�Ìàëëåðà R(r,m) ÿâëÿåòñÿ ìàòðèöà G, ñîñòîÿùàÿ èç åäèíè÷íîé
ñòðîêè è ñòðîê, ÿâëÿþùèõñÿ âåêòîðàìè çíà÷åíèé âñåâîçìîæíûõ ôóíê-
öèé âèäà xi1 . . . xil , 1 ≤ l ≤ r, êàê ôóíêöèé ïåðåìåííûõ x1, . . . , xm.

3.3.3 Äåêîäèðîâàíèå êîäîâ Ðèäà�Ìàëëåðà

Ñíà÷àëà ïîäðîáíî èçëîæèì ðàññóæäåíèÿ, ëåæàùèå â îñíîâå ýôôåêòèâ-
íîãî ìåòîäà äåêîäèðîâàíèÿ êîäîâ Ðèäà�Ìàëëåðà, íå èñïîëüçóþùèé âû-
÷èñëåíèÿ ñèíäðîìà äåêîäèðóåìîãî íàáîðà.

Ïóñòü ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xm) óäîâëåòâîðÿåò óñëîâèþ deg(f) ≤ r. Îïè-
øåì, êàê ìîæíî óñòàíîâèòü, âõîäèò ëè ìîíîì ñòåïåíè r, ñêàæåì ìîíîì
x1 . . . xr, â ïîëèíîì πf , åñëè èçâåñòåí íå âåêòîð çíà÷åíèé ôóíêöèè f , à
âåêòîð, îòëè÷àþùèéñÿ îò íåãî íå áîëåå, ÷åì â 2m−r−1 − 1 ðàçðÿäå.

Äëÿ êàæäîãî íàáîðà σ̃ = (σ1, . . . , σm−r) èç (m−r)-ìåðíîãî åäèíè÷íîãî
êóáà Em−r îïðåäåëèì ñëåäóþùåå ïîäìíîæåñòâî m-ìåðíîãî åäèíè÷íîãî
êóáà Em:

Er
σ̃ = {(α1, . . . , αm) ∈ Em | (αr+1, . . . , αm) = (σ1, . . . , σm−r)} .

Ñâîéñòâà ìíîæåñòâ Er
σ̃:

1. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà σ̃ ∈ Em−r âåðíî ðàâåíñòâî |Er
σ̃| = 2r.

2. Ïóñòü σ̃, τ̃ ∈ Em−r, σ̃ 6= τ̃ . Òîãäà Er
σ̃ ∩ Er

τ̃ = ∅.
3. Ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

En =
⋃

σ̃∈Em−r
Er
σ̃.
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4. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà σ̃ ∈ Em−r äëÿ êîíúþíêöèè K0(x1, . . . , xm) =
x1 . . . xr âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî⊕

(α1,...,αm)∈Erσ̃

K0(α1, . . . , αm) = 1.

5. Äëÿ ëþáîãî íàáîðà σ̃ ∈ Em−r è äëÿ ëþáîé îòëè÷íîé îò x1 . . . xr
êîíúþíêöèè K(x1, . . . , xm) âèäà axi1 . . . xis , ãäå 0 ≤ s ≤ r, a ∈ {0, 1},
âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî ⊕

(α1,...,αm)∈Erσ̃

K(α1, . . . , αm) = 0.

B Ëþáàÿ êîíúþíêöèÿ K(x1, . . . , xm) âèäà axi1 . . . xis , ãäå 0 ≤ s ≤ r,
a ∈ {0, 1}, îòëè÷íàÿ îò êîíúþíêöèè x1 . . . xr, èìååò õîòÿ áû îäíó ôèêòèâ-
íóþ ïåðåìåííóþ èç ìíîæåñòâà {x1, . . . , xr}. Ïîýòîìó äëÿ ëþáîãî íàáîðà
σ̃ ∈ Em−rôóíêöèÿ K(x1, . . . , xm) ïðèíèìàåò åäèíè÷íîå çíà÷åíèå íà ÷åò-
íîì ÷èñëå íàáîðîâ èç ìíîæåñòâà Er

σ̃ . �

Ïåðåõîäÿ íåïîñðåäñòâåííî ê ðåøåíèþ çàäà÷è î âõîæäåíèè ìîíîìà
x1 . . . xr â ïîëèíîì πf , îòìåòèì, ÷òî â ñèëó ñâîéñòâ ìíîæåñòâ Er

σ̃ äëÿ
ëþáîãî íàáîðà σ̃ èç ìíîæåñòâà Em−r ñóììà⊕

(α1,...,αm)∈Erσ̃

f(α1, . . . , αm)

ðàâíà 1, åñëè ìîíîì x1 . . . xr âõîäèò â ïîëèíîì πf , è ðàâíà 0 â ïðîòèâ-
íîì ñëó÷àå. Òåì ñàìûì, â ñëó÷àå, êîãäà èçâåñòåí âåêòîð çíà÷åíèé ôóíê-
öèè f , ïîëó÷àåì 2m−r (òàêîâà ìîùíîñòü ìíîæåñòâà Em−r) íåçàâèñèìûõ
êîíòðîëüíûõ (äëÿ ìîíîìà x1 . . . xr) ñóìì, ÷åòíîñòü êàæäîé èç êîòîðûõ
îïðåäåëÿåò íàëè÷èå èëè îòñóòñòâèå ìîíîìà x1 . . . xr â ïîëèíîìå πf .

Äàëåå, åñëè èçìåíèòü çíà÷åíèå ôóíêöèè f íå áîëåå ÷åì íà 2m−r−1− 1
íàáîðàõ, òî èçìåíèòñÿ çíà÷åíèå íå áîëåå 2m−r−1 − 1 êîíòðîëüíûõ ñóìì,
à çíà÷åíèå íå ìåíåå ÷åì 2m−r−1 + 1 êîíòðîëüíûõ ñóìì íå èçìåíÿòñÿ. Òà-
êèì îáðàçîì, äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü ÷åòíîñòü áîëüøèíñòâà êîíòðîëüíûõ
ñóìì. Åñëè áîëüøèíñòâî êîíòðîëüíûõ ñóìì íå÷åòíî, òî ìîíîì x1 . . . xr
âõîäèò â ïîëèíîì πf , à åñëè ÷åòíî, òî íå âõîäèò.

Ìàæîðèòàðíûé àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ (àëãîðèòì Ðèäà)

Ïóñòü âåêòîð çíà÷åíèé ôóíêöèè f(x1, . . . , xm) ÿâëÿåòñÿ ýëåìåíòîì êî-
äà Ðèäà�Ìàëëåðà R(r,m), à íàì èçâåñòåí âåêòîð, îòëè÷àþùèéñÿ îò
íåãî íå áîëåå ÷åì â 2m−r−1 − 1 ðàçðÿäàõ è, ñîîòâåòñòâåííî, çàäàþùèé
íåêîòîðóþ ôóíêöèþ f(x1, . . . , xm)⊕ g(x1, . . . , xm), ãäå ‖g‖ ≤ 2m−r−1 − 1.
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Òàê êàê âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî deg πf ≤ r, òî â ïîëèíîìå Æåãàë-
êèíà πf îòñóòñòâóþò êîíúþíêöèè äëèíû áîëåå r.

Íà ïåðâîì ýòàïå äëÿ êàæäîé êîíúþíêöèè xi1 . . . xir äëèíû r ïîñëåäî-
âàòåëüíî âûÿñíÿåì âõîäèò ëè ýòà êîíúþíêöèÿ â ïîëèíîì πf .

Íàëè÷èå êîíúþíêöèè x1 . . . xr â ïîëèíîìå πf îïðåäåëÿåòñÿ áîëüøèí-
ñòâîì èç 2m−r çíà÷åíèé (äëÿ âñåõ íàáîðîâ σ̃ èç Em−r) âûðàæåíèé⊕

(α1,...,αm)∈Erσ̃

(
f(α1, . . . , αm)⊕ g(α1, . . . , αm)

)
.

Åñëè áîëüøèíñòâî çíà÷åíèé ðàâíî 1, òî êîíúþíêöèÿ x1 . . . xr âõîäèò â
ïîëèíîì πf , â ïðîòèâíîì ñëó÷àå íå âõîäèò.

Àíàëîãè÷íî ïðîâåðÿåì íàëè÷èå â ïîëèíîìå πf îñòàëüíûõ êîíúþíê-
öèé äëèíû r, åñòåñòâåííûå îòëè÷èÿ ñâÿçàíû òîëüêî ñ èçìåíåíèÿìè
â îïðåäåëåíèè ìíîæåñòâ Em−r

σ̃ . Òåì ñàìûì íà ïåðâîì ýòàïå â ïîëè-
íîìå πf óñòàíàâëèâàþòñÿ âñå ñëàãàåìûå ñòåïåíè r. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
hr(x1, . . . , xm) ôóíêöèþ, ïîëèíîì Æåãàëêèíà êîòîðîé ñîñòîèò èìåííî
èç ýòèõ ñëàãàåìûõ (ïîëîæèì hr = 0 åñëè òàêèõ ñëàãàåìûõ íåò).

Íà âòîðîì ýòàïå âìåñòî ôóíêöèè f(x1, . . . , xm) èññëåäóåòñÿ ôóíêöèÿ
f1(x1, . . . , xm) = f(x1, . . . , xm)⊕hr(x1, . . . , xm), óäîâëåòâîðÿþùàÿ óñëîâèþ
deg(πf1) ≤ r− 1. Âåêòîð çíà÷åíèé ýòîé ôóíêöèè íåèçâåñòåí, íî èçâåñòåí
âåêòîð çíà÷åíèé ôóíêöèè f1 ⊕ g, îòëè÷àþùèéñÿ îò âåêòîðà çíà÷åíèé
ôóíêöèè f1 íå áîëåå ÷åì â 2m−r−1 − 1 ðàçðÿäàõ. Òàê êàê 2m−r−1 − 1 <
2m−(r−1)−1 − 1, òî äëÿ âûÿâëåíèÿ ñëàãàåìûõ ñòåïåíè r − 1 â ïîëèíîìå
πf1 (à ñëåäîâàòåëüíî, è â ïîëèíîìå πf ) äîñòàòî÷íî ïðîäåëàòü òàêèå æå
ïðîöåäóðû, êàê è íà ïðåäûäóùåì ýòàïå.

Ïîñòóïàÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì íà ýòàïàõ ñ íîìåðàìè 3, . . . , r + 1 â
êîíöå êîíöîâ óñòàíîâèì âñå ñëàãàåìûå ïîëèíîìà πf .

Óïðàæíåíèå 18. Äîêàçàòü, ÷òî êîä Ðèäà�Ìàëëåðà R(m − 2,m) ñîâïà-
äàåò ñ ðàñøèðåííûì êîäîì Õýììèíãà.

Ëåêöèÿ � 13

3.3.4 Ïîâòîðåíèå ñâåäåíèé èç àëãåáðû. Êîíå÷íûå ïî-

ëÿ

Ïóñòü F = (F,+,×) � ïîëå, ò. å. êîììóòàòèâíîå àññîöèàòèâíîå êîëüöî ñ
åäèíèöåé, â êîòîðîì êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò îáðàòèì.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç |F | ïîðÿäîê ïîëÿ, ò. å. ÷èñëî ýëåìåíòîâ ïîëÿ. Åñëè
|F | <∞, òî ïîëå F íàçûâàåòñÿ êîíå÷íûì. Ïðèìåð: Zp.
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Õàðàêòåðèñòèêîé ïîëÿ íàçûâàåòñÿ ìèíèìàëüíîå çíà÷åíèå p, òàêîå
÷òî ñóììà p êîïèé åäèíèöû äàåò íîëü. Åñëè òàêîãî ÷èñëà íå ñóùåñòâóåò,
òî ïîëàãàþò, ÷òî õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ ðàâíà 0.

Óïðàæíåíèå 19. Ïðèâåñòè ïðèìåð áåñêîíå÷íîãî ïîëÿ íåíóëåâîé õàðàê-
òåðèñòèêè.

Ñâîéñòâà êîíå÷íûõ ïîëåé

1. Õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ � ïðîñòîå ÷èñëî (èíà÷å åñòü äåëèòåëè íóëÿ).
2. Ïóñòü |F | = q. Òîãäà ñóùåñòâóåò n, òàêîå ÷òî q = pn, ãäå p �

õàðàêòåðèñòèêà ïîëÿ F .
B Ïîëîæèì F1 = {0, 1, . . . , p − 1}. Òîãäà F1 � ïîäïîëå (äîñòàòî÷íî

ïðîâåðèòü çàìêíóòîñòü).
Ñëó÷àé 1◦. F1 = F . Òîãäà q = p1, F ∼= Zp.
Ñëó÷àé 2◦. F1 6= F . Òîãäà âîçüìåì ýëåìåíò α ∈ F \ F1. Ïîëîæèì

F2 = {x1α + x2 | x1, x2 ∈ F1}.

Â ìíîæåñòâå F2 (óæå íå ÿâëÿþùèìñÿ, âîîáùå ãîâîðÿ, ïîäïîëåì) âñå ýëå-
ìåíòû ðàçíûå. Ïóñòü ýòî íå òàê, ò. å. (x1, x2) 6= (y1, y2), íî (x1 − y1)α +
(x2−y2) = 0. Òîãäà åñëè x1 = y1, òî x2 = y2 � ïðîòèâîðå÷èå; åñëè x1 6= y1,
òî α = y2−x2

x1−y1 ∈ F1 � ïðîòèâîðå÷èå.

Ñëó÷àé 2.1◦. F2 = F . Òîãäà q = p2.
Ñëó÷àé 2.2◦. F2 6= F . Òîãäà âîçüìåì ýëåìåíò β ∈ F \ F2. Ïîëîæèì

F3 = {x1β + x2 | x1 ∈ F1, x2 ∈ F2}.

Â ìíîæåñòâå F3 âñå ýëåìåíòû ðàçíûå (êàê ñëåäñòâèå, |F3| = p3). Ïóñòü
ýòî íå òàê, ò. å. (x1, x2) 6= (y1, y2), íî (x1− y1)β+ (x2− y2) = 0. Òîãäà åñëè
x1 = y1, òî x2 = y2 � ïðîòèâîðå÷èå; åñëè x1 6= y1, òî β = y2−x2

x1−y1 ∈ F2 (òàê

êàê y2 − x2 ∈ F2,
1

x1−y1 ∈ F1) � ïðîòèâîðå÷èå.
Ïðîäîëæàÿ ðàññóæäåíèÿ àíàëîãè÷íûì îáðàçîì, çà êîíå÷íîå ÷èñëî

øàãîâ óñòàíîâèì, ÷òî ñóùåñòâóåò n, òàêîå ÷òî q = pn. �
3. Â êàæäîì êîíå÷íîì ïîëå åñòü ïðèìèòèâíûé ýëåìåíò (ýëåìåíò α ïî-

ëÿ íàçûâàåòñÿ ïðèìèòèâíûì, åñëè äëÿ âñÿêèé íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ
åñòü íåêîòîðàÿ ñòåïåíü ýëåìåíòà α). Èëè èíûìè ñëîâàìè � ìóëüòèïëè-
êàòèâíàÿ ãðóïïà êîíå÷íîãî ïîëÿ öèêëè÷åñêàÿ.
B Ñíà÷àëà äîêàæåì ñëåäóþùèé ôàêò.
Ïóñòü m � ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê ýëåìåíòà â êîíå÷íîé àáåëåâîé

ãðóïïå G. Òîãäà ïîðÿäîê ëþáîãî ýëåìåíòà ãðóïïû G äåëèò m.
Ðàçëîæèì ãðóïïó G â ïðÿìîå ïðîèçâåäåíèå ïðèìàðíûõ öèêëè÷åñêèõ

ïîäãðóïï. Äëÿ êàæäîãî ïðîñòîãî p, ÿâëÿþùåãîñÿ äåëèòåëåì |G|, áåðåì
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ïðèìàðíóþ êîìïîíåíòó ìàêñèìàëüíîãî ïîðÿäêà, ñîîòâåòñòâóþùåãî ýòî-
ìó p. Ïóñòü M � ïðîèçâåäåíèå (ïî âñåì ïðîñòûì äåëèòåëÿì |G|) ïîðÿä-
êîâ òàêèõ ïðèìàðíûõ êîìïîíåíò. Òîãäà äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà g ãðóïïû
G ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî gM = e è, ñëåäîâàòåëüíî, ïîðÿäîê ýëåìåíòà
g äåëèò M . Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ïðîèçâåäåíèå ïîðîæäàþùèõ ýëåìåíòîâ
âûáðàííûõ ïðèìàðíûõ êîìïîíåíò èìååò ïîðÿäîê M , ïîýòîìó m = M .

Ðàññìîòðèì â èñõîäíîì êîíå÷íîì ïîëå F óðàâíåíèå xm = 1, ãäå m �
ìàêñèìàëüíûé ïîðÿäîê ýëåìåíòîâ ìóëüòèïëèêàòèâíîé ãðóïïû ïîëÿ. Ñ
îäíîé ñòîðîíû, êàæäûé íåíóëåâîé ýëåìåíò ïîëÿ F ÿâëÿåòñÿ êîðíåì ýòî-
ãî óðàâíåíèÿ, à ñ äðóãîé ñòîðîíû, ó ìíîãî÷ëåíà ñòåïåíè m êîðíåé íå
áîëåå m. Ñëåäîâàòåëüíî, m = |F | − 1, ò. å. ìóëüòèïëèêàòèâíàÿ ãðóïïà
êîíå÷íîãî ïîëÿ öèêëè÷åñêàÿ. �

4. Åñëè d äåëèò |F | − 1, òî â ïîëå F åñòü ýëåìåíò ïîðÿäêà d (ñëåäóåò
èç öèêëè÷íîñòè).

5. Äëÿ ëþáîãî ýëåìåíòà α ∈ F âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî pα = 0 (òàê
êàê p = 1 + . . .+ 1︸ ︷︷ ︸

p

).

6. (x+ y)p = xp + yp, òàê êàê Ck
p äåëèòñÿ íà p ïðè k 6= 0, p.

7. (x1 + . . .+ xm)p = xp1 + . . .+ xpm.
8. (x1 + . . .+ xm)p

u
= xp

u

1 + . . .+ xp
u

m .
9. Äëÿ ëþáîãî n ≥ 1 ñóùåñòâóåò ïîëå èç pn = q ýëåìåíòîâ.
B Ïðè n = 1 èñêîìîå ïîëå Fp = Zp � ïîëå âû÷åòîâ ïî ïðîñòîìó ìî-

äóëþ p. Ïóñòü n ≥ 1 (ñëó÷àé n = 1 òîæå âêëàäûâàåòñÿ â îáùèé ñëó÷àé).
Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñóùåñòâóåò íåïðèâîäèìûé íîðìèðîâàííûé
ìíîãî÷ëåí ñòåïåíè n íàä Zp. Âûáåðåì êàêîé-ëèáî íåïðèâîäèìûé íîðìè-
ðîâàííûé ìíîãî÷ëåí π(x) ñòåïåíè n. Íà ìíîæåñòâå M ìíîãî÷ëåíîâ èç
Zp[x] ñòåïåíè íå âûøå n − 1 ââåäåì îïåðàöèè ñëîæåíèÿ è óìíîæåíèÿ
ñëåäóþùèì îáðàçîì.

Ñëîæåíèå: ïóñòü a(x), b(x) ∈M , òîãäà a(x) + b(x) ∈M .
Óìíîæåíèå: ïóñòü a(x), b(x) ∈ M , òîãäà a(x) ∗ b(x) = c(x), ãäå c(x) �

îñòàòîê îò äåëåíèÿ a(x)b(x) íà π(x), c(x) ∈M .
Äîêàæåì îáðàòèìîñòü âñåõ íåíóëåâûõ ýëåìåíòîâ (î÷åâèäíî, ÷òî

îñòàëüíûå àêñèîìû ïîëÿ âûïîëíÿþòñÿ). Äëÿ ýòîãî ñíà÷àëà óñòàíîâèì
îòñóòñòâèå äåëèòåëåé íóëÿ.

Ïóñòü a(x) ∗ b(x) = 0. Òîãäà a(x)b(x) = π(x)f(x) (çäåñü èìååòñÿ ââèäó
îáû÷íîå óìíîæåíèå ìíîãî÷ëåíîâ íàä Zp), ãäå ñòåïåíè ìíîãî÷ëåíîâ a(x),
b(x) è f(x) íå ïðåâîñõîäÿò n− 1, à ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà π(x) ðàâíà n, íî
ýòî ïðîòèâîðå÷èò íåïðèâîäèìîñòè ìíîãî÷ëåíà π(x).

Óñòàíîâèì òåïåðü ñóùåñòâîâàíèå îáðàòíîãî ýëåìåíòà äëÿ ëþáîãî
íåíóëåâîãî ìíîãî÷ëåíà a(x) èç M . Î÷åâèäíî, ÷òî |M | = q. Ïóñòü
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b1(x), . . . , bq−1(x) � âñå íåíóëåâûå ìíîãî÷ëåíû èç M . Òîãäà âñå ìíîãî-
÷ëåíû a(x) ∗ b1(x), . . . , a(x) ∗ bq−1(x) � íåíóëåâûå è ðàçëè÷íûå (â ñèëó
îòñóòñòâèÿ äåëèòåëåé íóëÿ). Çíà÷èò, ñðåäè íèõ åñòü è åäèíè÷íûé ìíîãî-
÷ëåí. �

Ïîñòðîåííîå ïîëå áóäåì îáîçíà÷àòü GF (pn). Êîððåêòíîñòü òàêîãî
îáîçíà÷åíèÿ äîñòàâëÿåò ñëåäóþùåå ñâîéñòâî.

10. Ëþáûå äâà êîíå÷íûõ ïîëÿ, ñîñòîÿùèõ èç ðàâíîãî ÷èñëà ýëåìåíòîâ,
èçîìîðôíû (áåç äîêàçàòåëüñòâà).

3.3.5 Êîä Áîóçà�×îóäõóðè�Õîêâèíãåìà

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü äâîè÷íûé ñëó÷àé: F = GF (2m) (õîòÿ ïîñòðîåíèÿ
ìîæíî âåñòè íàä ïðîèçâîëüíûì êîíå÷íûì ïîëåì). Ïîëàãàåì, ÷òî ïîëå
GF (2m) ïîñòðîåíî ïî íåêîòîðîìó íåïðèâîäèìîìó ìíîãî÷ëåíó π(x) ñòå-
ïåíè m â ñîîòâåòñòâèè ñ òåì, êàê ýòî ñäåëàíî â ï. 9 ñâîéñòâ êîíå÷íûõ
ïîëåé.

Ýëåìåíòàìè ïîëÿ GF (2m) ñ÷èòàåì ìíîãî÷ëåíû a0 + a1x + . . . +
am−1x

m−1, ãäå ai ∈ GF (2), i = 0, 1, . . . ,m − 1. Òåì ñàìûì ýëåìåíòó
α ∈ GF (2m) åñòåñòâåííûì îáðàçîì ìîæíî ïîñòàâèòü â ñîîòâåòñòâèå ñòîë-
áåö êîýôôèöèåíòîâ γ:

α ←→ γ =


a0
a1
...

am−1

 .

×òîáû ïîä÷åðêíóòü òîò ôàêò, ÷òî ýëåìåíò ïîëÿ GF (2m) ïðåäñòàâëåí â
âèäå ñòîëáöà èç m ýëåìåíòîâ ïîëÿ GF (2), áóäåì ïðè îáîçíà÷åíèè äîáàâ-
ëÿòü ñâåðõó ñèìâîë ¾̂¿: òàê, íàïðèìåð, α̂ = γ.

Ïóñòü n = 2m− 1, α1, . . . , αn � âñå íåíóëåâûå ýëåìåíòû ïîëÿ GF (2m),
âûïèñàííûå â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå. Ïóñòü òàêæå ïàðàìåòð t óäîâëå-
òâîðÿåò óñëîâèþ t < 2m/m. Ââåäåì ìàòðèöó A ðàçìåðà t× n íàä ïîëåì
GF (2m) ñëåäóþùèì îáðàçîì:

A =


α1 α2 . . . αn
α3
1 α3

2 . . . α3
n

. . . . . .
α2t−1
1 α2t−1

2 . . . α2t−1
n

 .
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Ìàòðèöà A çàäàåò ìàòðèöó H ðàçìåðà tm× n íàä ïîëåì GF (2):

H =


α̂1 α̂2 . . . α̂n

α̂3
1 α̂3

2 . . . α̂3
n

. . . . . .

α̂2t−1
1 α̂2t−1

2 . . . α̂2t−1
n

 , ãäå α̂i =


a0i
a1i
...

am−1,i

 , i = 1, . . . , n.

Îòìåòèì, ÷òî ìàòðèöû A è H ïîñòðîåíû íàä ðàçíûìè ïîëÿìè, íî
îáà ýòè ïîëÿ èìåþò õàðàêòåðèñòèêó 2.

Ëèíåéíûé êîä ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé H íàçûâàåòñÿ êîäîì Áîóçà�

×îóäõóðè�Õîêâèíãåìà (êîäîì Á×Õ).

Òåîðåìà 28. Ïóñòü tm < 2m. Òîãäà ëþáûå 2t ñòîëáöîâ â ìàòðèöå H
ëèíåéíî íåçàâèñèìû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýòî íå òàê, ò. å. ïðè íåêîòîðîì k, 1 ≤ k ≤ 2t,
èìååòñÿ k ñòîëáöîâ hi1 , . . . , hik , óäîâëåòâîðÿþùèõ ðàâåíñòâó

hi1 + . . .+ hik =

0
...
0

 .

Òîãäà äëÿ ïîëîñû âûñîòû m ìàòðèöû H ñ íîìåðîì j, j = 1, . . . , t, âû-
ïîëíÿåòñÿ ñîîòíîøåíèå

α̂2j−1
i1

+ . . .+ α̂2j−1
ik

= 0̂,

èç êîòîðîãî â ñèëó ñïðàâåäëèâîñòè ðàâåíñòâà α̂+ β̂ = α̂ + β ñëåäóåò, ÷òî

α2j−1
i1

+ . . .+ α2j−1
ik

= 0,

ò. å. ñòåïåííàÿ ñóììà S2j−1 = S2j−1(αi1 , . . . , αik) ðàâíà íóëþ (íóëåâîìó
ýëåìåíòó ïîëÿ GF (2m)). Òàêèì îáðàçîì,

S1 = S3 = . . . = S2t−1 = 0.

Ïîêàæåì, ÷òî è ïðè ÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ r, 2 ≤ r ≤ 2t, ñòåïåííàÿ ñóììà
Sr òàêæå ðàâíà íóëþ. Ïðåäñòàâèì ÷èñëî r â âèäå: r = 2uv, u ≥ 1, 1 ≤
v ≤ t, v � íå÷åòíîå. Òîãäà ñïðàâåäëèâû ðàâåíñòâà

Sr = S2uv = (αi1)
2uv + . . .+ (αi1)

2uv = ((αi1)
v)2

u

+ . . .+ ((αik)
v)2

u

=

= (αvi1 + . . .+ αvik)
2u = S2u

v = 0.
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Èòàê, âñå ñòåïåííûå ñóììû S1, S2, . . . , S2t îò ïåðåìåííûõ αi1 , . . . , αik
ðàâíû íóëþ. Òîãäà â ìàòðèöå

αi1 αi2 . . . αik
α2
i1

α2
i2

. . . α2
ik

. . . . . .
αki1 αki2 . . . αkik


ñòîëáöû ëèíåéíî çàâèñèìû, è, ñëåäîâàòåëüíî, detM = 0. Ñ äðóãîé ñòî-
ðîíû, â ñèëó ïðàâèëà âû÷èñëåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ Âàíäåðìîíäà íàä ïîëåì
õàðàêòåðèñòèêè 2 ïîëó÷àåì:

detM = αi1 . . . αik
∏

1≤s<t≤k

(αis + αit) 6= 0,

÷òî ïðîòèâîðå÷èò ïðåäûäóùåìó ðàâåíñòâó.

Ñëåäñòâèå 13. Ïóñòü V � êîä Á×Õ ñ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé (â øè-
ðîêîì ñìûñëå) H ðàçìåðà mt× n. Òîãäà

n(V ) = 2m − 1, k(V ) ≥ n−mt = 2m −mt− 1, d(V ) ≥ 2t+ 1.

Âåëè÷èíà 2t + 1 íàçûâàåòñÿ êîíñòðóêòèâíûì ðàññòîÿíèåì êîäà
Á×Õ V .

3.3.6 Àëãîðèòì äåêîäèðîâàíèÿ êîäà Á×Õ ïðè t = 2

Â ñëó÷àå, êîãäà t = 2, ìàòðèöû A è H èìåþò ñëåäóþùèé âèä:

A =

(
α1 α2 . . . αn
α3
1 α3

2 . . . α3
n

)
, H =

(
α̂1 α̂2 . . . α̂n

α̂3
1 α̂3

2 . . . α̂3
n

)
.

Ïóñòü ïðîèçîøëî äâå îøèáêè â ðàçðÿäàõ ñ íîìåðàìè i è j:

x = (x1, . . . , xn) −→ y = (y1, . . . , yn) = (x1, . . . , xn) + (e1, . . . , en),

ãäå ei = ej = 1, er = 0 ïðè r 6= i, j.
Âû÷èñëèì ñèíäðîì S:

S = HyT = HxT +HeT = 0 +HeT = hi + hj.

Â ñèëó òîãî, ÷òî

hi =

(
α̂i

α̂3
i

)
, hj =

(
α̂j

α̂3
j

)
, S =

(
Ŝ1

Ŝ3

)
,
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âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà ðàâåíñòâ{
αi + αj = S1

α3
i + α3

j = S3.

Òåïåðü îòìåòèì, ÷òî àíàëîãè÷íàÿ ñèñòåìà ðàâåíñòâ ñïðàâåäëèâà è â
ñëó÷àå, êîãäà ïðîèçîøëà îäíà îøèáêà èëè îøèáîê íå áûëî âîâñå � â
ýòèõ ñëó÷àÿõ îäíî èëè îáà çíà÷åíèÿ αi è αj ðàâíû íóëþ. Â ÷àñòíîñòè,
åñëè S1 = 0, òî ïðè S3 = 0 ìîæíî ñäåëàòü âûâîä, ÷òî îøèáîê íåò, à ïðè
S3 6= 0 � ÷òî âñå æå ïðîèçîøëî áîëåå äâóõ îøèáîê.

Âîçâðàùàÿñü ê ðåøåíèþ ñèñòåìû, èìååì:

α3
i + α3

j = (αi + αj)(α
2
i + αiαj + α2

j ) = S1(S
2
1 + αiαj).

Ïîýòîìó 
αi + αj = S1

αiαj =
S3

S1

+ S2
1 ,

ò. å. èçâåñòíû ñóììà è ïðîèçâåäåíèå êîðíåé. Ïîýòîìó αi è αj � êîðíè
êâàäðàòíîãî òðåõ÷ëåíà

x2 + S1x+
S3

S1

+ S2
1

èëè óðàâíåíèÿ
S1x

2 + S2
1x+ S3 + S3

1 = 0. (∗)

Òåïåðü îïèøåì ïîðÿäîê äåéñòâèé.
1. Âû÷èñëÿåì S, íàõîäèì Ŝ1 è Ŝ3, çàòåì S1 è S3.
2. Åñëè S1 = S3 = 0, òî îøèáîê íåò è íè÷åãî èñïðàâëÿòü íå íóæíî.
3. Åñëè S1 6= 0, S3 = S3

1 , òî ó óðàâíåíèÿ (∗) ðîâíî îäíî íåíóëåâîå
ðåøåíèå α = S1. Â ýòîì ñëó÷àå ïðîèçîøëà îøèáêà â òîì ðàçðÿäå, â
êîòîðîì â ïåðâûõ m ñòðîêàõ ìàòðèöû H íàõîäèòñÿ ñòîëáåö Ŝ1.

4. Åñëè S1 6= 0, S3 6= S3
1 , òî ñîñòàâëÿåì óðàâíåíèå (∗) è èùåì åãî

êîðíè:
à) åñëè åñòü äâà êîðíÿ αi è αj, òî îïðåäåëÿåì, â êàêèõ ñòîëáöàõ i

′ è j′

ìàòðèöûH â ïåðâûõm ñòðîêàõ ñòîÿò íàáîðû α̂i è α̂j, à çàòåì èñïðàâëÿåì
çíà÷åíèÿ yi′ è yj′ ;

á) åñëè íåò äâóõ êîðíåé, òî ïðîèçîøëî áîëåå äâóõ îøèáîê.
5. Åñëè S1 = 0, S3 6= 0, ïðîèçîøëî áîëåå äâóõ îøèáîê.
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3.3.7 Îáùàÿ ñõåìà äåêîäèðîâàíèÿ êîäà Á×Õ

Ïóñòü âûïîëíÿåòñÿ óñëîâèå

t <
2m

m

è êîä Á×Õ, èñïðàâëÿþùèé t îøèáîê, çàäàåòñÿ ïðîâåðî÷íîé ìàòðèöåé

H =


α̂1 α̂2 . . . α̂n

α̂3
1 α̂3

2 . . . α̂3
n

. . . . . .

α̂2t−1
1 α̂2t−1

2 . . . α̂2t−1
n


ðàçìåðà tm× n ñ ýëåìåíòàìè èç ïîëÿ GF (2).

Ïóñòü ïðîèçîøëî τ , τ ≤ t, îøèáîê â ðàçðÿäàõ ñ íîìåðàìè i1, . . . , iτ :

x = (x1, . . . , xn) −→ y = (y1, . . . , yn) = (x1, . . . , xn) + (e1, . . . , en),

ãäå ei1 = . . . = eiτ = 1, à îñòàëüíûå êîîðäèíàòû ej ðàâíû íóëþ.
Âû÷èñëèì ñèíäðîì S:

S = HyT = HxT +HeT = 0 +HeT = hi1 + . . .+ hiτ .

Â ñèëó òîãî, ÷òî

hir =


α̂ir
α̂3
ir
...

α̂2t−1
ir

 , r = 1, . . . , τ ; S =


Ŝ1

Ŝ3
...

Ŝ2t−1

 ,

âûïîëíÿåòñÿ ñèñòåìà ðàâåíñòâ
αi1 + . . .+ αiτ = S1

α3
i1

+ . . .+ α3
iτ = S3

. . .

α2t−1
i1

+ . . .+ α2t−1
iτ

= S2t−1.

Ðåøèâ ýòó ñèñòåìó (íàä ïîëåì GF (2m)), íàéäåì αi1 , . . . , αiτ . Äàëåå,
îïðåäåëèì íîìåðà ñòîëáöîâ i′1, . . . , i

′
τ ìàòðèöû H, â êîòîðûõ ïåðâûå m

ñòðîê ñîâïàäàþò ñî ñòîëáöàìè α̂i1 , . . . , α̂iτ . Èçìåíÿÿ â âåêòîðå y íà ïðî-
òèâîïîëîæíûå çíà÷åíèÿ yi′1 , . . . , yi′τ , ïîëó÷àåì èñõîäíûé âåêòîð x.

Òåì ñàìûì çàäà÷à ðåøåíà, íî åñòü äâå ïðîáëåìû:
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1. Ðåøåíèå ñèñòåìû. Ïðè ðåøåíèè ìåòîäîì ïåðåáîðà (÷òî ñàìî ïî
ñåáå ïðè ðàáîòå â êîíå÷íîì ïîëå íîðìàëüíî) ïðè âïîëíå ¾ðàáî÷èõ¿ ïà-
ðàìåòðàõ m = 15, t = 100 áóäåò ïîðÿäêà C100

215 ðàçëè÷íûõ âàðèàíòîâ, ÷òî
ÿâëÿåòñÿ ñëèøêîì áîëüøîé äëÿ ïåðåáîðà âåëè÷èíîé.

2. Íàì íåèçâåñòíî çíà÷åíèå τ .
Âòîðóþ ïðîáëåìó ôîðìàëüíî ìîæíî ðåøàòü òàê: çíà÷åíèå τ íåèç-

âåñòíî, íî èçâåñòíî çíà÷åíèå t. Áóäåì ðåøàòü òàêóþ ñèñòåìó:
αi1 + . . .+ αit = S1

α3
i1

+ . . .+ α3
it = S3

. . .

α2t−1
i1

+ . . .+ α2t−1
it

= S2t−1.

Ñðåäè ðåøåíèé (αi1 , . . . , αit) åñòü è ðåøåíèÿ âèäà (αi1 , . . . , αiτ , 0, . . . , 0).

Îáùèé àëãîðèòì

1. Âû÷èñëÿåì S, íàõîäèì Ŝ1, . . . , Ŝ2t−1, çàòåì S1, . . . , S2t−1. Äëÿ âû-
÷èñëåíèÿ ñòåïåííîé ñóììû Sr ïðè ÷åòíûõ çíà÷åíèÿõ r, 2 ≤ r ≤ 2t ïðåä-
ñòàâèì ÷èñëî r â âèäå: r = 2uv, ãäå u ≥ 1, 1 ≤ v ≤ t, v � íå÷åòíîå, è
âîñïîëüçóåìñÿ ñïðàâåäëèâîñòüþ ðàâåíñòâ

Sr = S2uv = (αi1)
2uv + . . .+ (αit)

2uv = ((αi1)
v)2

u

+ . . .+ ((αit)
v)2

u

=

= (αvi1 + . . .+ αvit)
2u = S2u

v .

Òåì ñàìûì âû÷èñëåíû âñå ñòåïåííûå ñóììû Sj(αi1 , . . . , αit), j = 1, . . . , 2t.
2. Ïî ñòåïåííûì ñóììàì Sj(αi1 , . . . , αit), j = 1, . . . , 2t, íàõîäèì ýëå-

ìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû σj(αi1 , . . . , αit), j = 1, . . . , 2t.
3. Ñîñòàâëÿåì ìíîãî÷ëåí Λ(x):

Λ(x) = (x− αi1) . . . (x− αit) = xt + σ1x
t−1 + . . .+ σt−1x+ σt,

êîòîðûé íàçûâàåòñÿ ëîêàòîðîì îøèáîê. Èùåì ïåðåáîðîì êîðíè óðàâíå-
íèÿ Λ(x) = 0, ïðè ýòîì ïåðåáîð óæå ïîðÿäêà 2m.

4. Íàõîäèì íîìåðà ñòîëáöîâ ìàòðèöû A, ó êîòîðûõ ïåðâûå ýëåìåíòû
ñîâïàäàþò ñ íåíóëåâûìè ðåøåíèÿìè αi1 , . . . , αiτ .

5. Èñïðàâëÿåì ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçðÿäû â âåêòîðå y ïóòåì èíâåðòè-
ðîâàíèÿ (ïóòåì ïðèáàâëåíèÿ åäèíèöû).

Îñòàëàñü îäíà ïðîáëåìà � ïî ñòåïåííûì ñóììàì S1, . . . , S2t íàéòè
ýëåìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû σ1, . . . , σt.

Ðàññìîòðèì äâà ñïîñîáà åå ðåøåíèÿ, ïðè÷åì îáà èñïîëüçóþò òîæ-
äåñòâà Íüþòîíà äëÿ ñòåïåííûõ ñóìì è ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷åñêèõ
ìíîãî÷ëåíîâ èç êîëüöà F [α1, . . . , αt], ãäå F � ïðîèçâîëüíîå ïîëå (ïðàâäà
â ïåðâîì ñëó÷àå èñïîëüçóþòñÿ òîëüêî îáîáùåííûå ôîðìóëû Íüþòîíà, à
âî âòîðîì � è ïðîñòî ôîðìóëû Íüþòîíà, è îáîáùåííûå).
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3.3.8 Àëãîðèòì Ïèòåðñîíà�Ãîðåíñòåéíà�Öèðëåðà

Èòàê, ïóñòü

S(x) =
∞∑
k=0

Skx
k, ãäå S0 = 0, Sk = αk1 + . . .+ αkt , k ≥ 1;

σ(x) =
t∑

k=0

σkx
k, ãäå σ0 = 1, σk = (−1)k

∑
1≤i1<...<ik≤t

α1 . . . αk, 1 ≤ k ≤ t.

Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî D(σ(x))x+ S(x)σ(x) = 0 è, ñëåäîâàòåëüíî,

t∑
k=0

kσkx
k +

∞∑
k=0

(
k∑
i=0

Sk−iσi

)
xk.

Ïîýòîìó

σ1 + S1 = 0,

2σ2 + S2 + S1σ1 = 0,

. . . . . . . . .

kσk + Sk + Sk−1σ1 + . . .+ S1σk−1 = 0,

. . . . . . . . .

tσt + St + St−1σ1 + . . .+ S1σt−1 = 0,


ôîðìóëû Íüþòîíà

St+1 + Stσ1 + . . .+ S1σt = 0,

. . . . . . . . .

St+i + St+i−1σ1 + . . .+ Siσt = 0,

. . . . . . . . .


îáîáùåííûå
ôîðìóëû
Íüþòîíà

Òåïåðü ðàññìîòðèì ñïîñîá íàõîæäåíèÿ ýëåìåíòàðíûõ ñèììåòðè÷å-
ñêèõ ìíîãî÷ëåíîâ ÷åðåç ñòåïåííûå ñóììû, èñïîëüçóþùèé ïåðâûå t îáîá-
ùåííûõ ôîðìóë Íüþòîíà è ëåæàùèé â îñíîâå àëãîðèòìà Ïèòåðñîíà�
Ãîðåíñòåéíà�Öèðëåðà.

Çàïèøåì ïåðâûå t îáîáùåííûõ ôîðìóë Íüþòîíà â ìàòðè÷íîì âèäå:
St St−1 . . . S1

St+1 St . . . S2

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .
S2t−1 S2t−2 . . . St




σ1
σ2
·
·
·
σt

 = −


St+1

St+2

·
·
·
S2t

 .
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Ïîëîæèì

St =


St St−1 . . . S1

St+1 St . . . S2

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .
S2t−1 S2t−2 . . . St

 .

Î÷åâèäíî, ÷òî St = At ×Bt, ãäå

At =


α1 α2 . . . αt
α2
1 α2

2 . . . α2
t

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .

. . . . . . . . . . . .
αt1 αt2 . . . αtt

 , Bt =


αt−11 αt−21 . . . 1
αt−12 αt−22 . . . 1
. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . .
. . . . . . . . . . . .
αt−1t αt−2t . . . 1

 .

Îïðåäåëèòåëè ìàòðèö At è Bt ëåãêî âûðàæàþòñÿ ÷åðåç îïðåäåëèòåëü
Âàíäåðìîíäà:

detAt = (α1 . . . αt)
∏

1≤i<j≤t

(αi − αj),

detBt = (−1)C
2
t

∏
1≤i<j≤t

(αi − αj).

Òàêèì îáðàçîì, åñëè ïðîèçîøëî ðîâíî t îøèáîê, òî âñå âåëè÷èíû
α1, . . . , αt íåíóëåâûå è ïîïàðíî ðàçëè÷íûå. Òîãäà ìàòðèöû At è Bt íåâû-
ðîæäåíû, à ñëåäîâàòåëüíî, íåâûðîæäåíà è ìàòðèöà St. Ïîýòîìó, ýëå-
ìåíòàðíûå ñèììåòðè÷åñêèå ìíîãî÷ëåíû σ1, . . . , σt íàõîäÿòñÿ êàê ðåøå-
íèå ñèñòåìû ëèíåéíûõ óðàâíåíèé ñ íåâûðîæäåííîé ìàòðèöåé.

Åñëè ïðîèçîøëî ìåíåå t îøèáîê, òî ñðåäè âåëè÷èí α1, . . . , αt õîòÿ
áû îäíà ðàâíà íóëþ. Ïîýòîìó detAt = 0, è ñëåäîâàòåëüíî, ìàòðèöà St
âûðîæäåíà.

Àëãîðèòì Ïèòåðñîíà�Ãîðåíñòåéíà�Öèðëåðà

1. Âû÷èñëÿåì ñèíäðîì S, íàõîäèì Ŝ1, . . . , Ŝ2t−1, çàòåì S1, . . . , S2t−1,
ïîñëå ÷åãî âû÷èñëÿåì S2, S4, . . . , S2t.

2. Ñîñòàâëÿåì ìàòðèöó St, íàõîäèì detSt.
Åñëè ìàòðèöà St âûðîæäåíà, òî óìåíüøàåì çíà÷åíèå t íà åäèíèöó è

çàíîâî ñîñòàâëÿåì ìàòðèöó St è íàõîäèì åå îïðåäåëèòåëü. Åñëè äëÿ âñåõ
k = t, t− 1, . . . , 1 âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî detSt = 0, òî îøèáîê íå áûëî.

3. Åñëè íà íåêîòîðîì øàãå âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî detSt 6= 0, òî
äåëàåì âûâîä, ÷òî ïðîèçîøëî ðîâíî t îøèáîê è ðåøàåì ñèñòåìó ëèíåé-
íûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî σ1, . . . , σt (ýòî ìîæíî ñäåëàòü â ñèëó òîãî,
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÷òî îïðåäåëèòåëü îñíîâíîé ìàòðèöû ñèñòåìû îòëè÷åí îò íóëÿ). Äàëåå
ñîñòàâëÿåì ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ îøèáîê è ïîäáîðîì èùåì åãî êîðíè.
Äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ t êîðíåé (åñëè íå òàê, òî íà ñàìîì äåëå ïðîèçîøëî
áîëåå t îøèáîê). Ñìîòðèì, â êàêèõ ñòîëáöàõ ìàòðèöû H íàõîäÿòñÿ ýòè
ýëåìåíòû è èñïðàâëÿåì ñîîòâåòñòâóþùèå ðàçðÿäû.

∗ Ëåêöèÿ � 13′

3.3.9 Àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà òåîðåìå Ïèòåðñîíà

Ðàññìîòðèì áîëåå ýêîíîìíóþ (ïî êîëè÷åñòâó âû÷èñëåíèé) ìîäèôèêàöèþ
ïðåäûäóùåãî àëãîðèòìà, îñíîâàííóþ íà òåîðåìå Ïèòåðñîíà.

Áîëüøèíñòâî ðàññóæäåíèé, íà êîòîðûõ îñíîâàí àëãîðèòì Ïèòåðñî-
íà�Ãîðåíñòåéíà�Öèðëåðà, ñ íåçíà÷èòåëüíûìè èçìåíåíèÿìè ñïðàâåä-
ëèâû äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ïîëÿ. Îïèñûâàåìûé íèæå âàðèàíò
èçëîæåííîãî àëãîðèòìà äåêîäèðîâàíèÿ êîäà Á×Õ ñóùåñòâåííî èñïîëü-
çóåò ñïåöèôèêó ïîëåé õàðàêòåðèñòèêè 2.

Îñòàâèâ òîëüêî ïåðâûå 2t−1 ðàâåíñòâ â ôîðìóëàõ Íüþòîíà (ïðîñòûõ
è îáîáùåííûõ) è âû÷åðêíóâ ÷åòíûå, ïîëó÷àåì ñëåäóþùóþ ñèñòåìó èç t
ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî σ1, . . . , σt:

σ1 = S1

S2σ1 + S1σ2 + σ3 = S3

S4σ1 + S3σ2 + S2σ3 + S1σ4 + σ5 = S5

· · ·
S2t−2σ1 + S2t−3σ2 + . . .+ St−1σt = S2t−1.

Îñíîâíóþ ìàòðèöó ýòîé ñèñòåìû îáîçíà÷èì ÷åðåç Mt:

Mt =


1 0 0 0 0 0 · · · 0
S2 S1 1 0 0 0 · · · 0
S4 S3 S2 S1 1 0 · · · 0
. . . . . . · · · .

S2t−2 S2t−3 S2t−4 S2t−5 S2t−6 S2t−7 · · · St−1

 .

Òåîðåìà 29 (Ïèòåðñîíà). Ìàòðèöà Mt ðàçìåðà t× t íåâûðîæäåíà, åñëè

ñòåïåííûå ñèììåòðè÷åñêèå ñóììû Sj çàâèñÿò îò t èëè t − 1 ðàçëè÷-

íûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ (õàðàêòåðèñòèêè 2), è âûðîæäåíà, åñëè ñóììû Sj
çàâèñÿò îò ìåíüøåãî ÷åì t− 1 ÷èñëà ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ.

Äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû îïèðàåòñÿ íà äâå ëåììû.
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Ëåììà 10. Åñëè ñòåïåííûå ñèììåòðè÷åñêèå ñóììû Sj ÿâëÿþòñÿ ñóì-
ìàìè ìåíüøåãî ÷åì t − 1 ÷èñëà ñòåïåíåé ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ

õàðàêòåðèñòèêè 2, òî ìàòðèöà Mt âûðîæäåíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñîîòâåòñòâèè ñ òîæäåñòâàìè Íüþòîíà ñïðàâåäëèâî
ðàâåíñòâî

1 0 0 0 0 0 · · · 0
S2 S1 1 0 0 0 · · · 0
S4 S3 S2 S1 1 0 · · · 0
. . . . . . · · · .

S2t−2 S2t−3 S2t−4 S2t−5 S2t−6 S2t−7 · · · St−1




0
1
σ1
...

σt−2

 =


0
0
0
...
0

 ,

ïðè ýòîì óñëîâèå ëåììû (èç êîòîðîãî, â ÷àñòíîñòè, ñëåäóþò ðàâåíñòâà
σt−1 = σt = 0) èñïîëüçóåòñÿ òîëüêî äëÿ óìíîæåíèÿ ïîñëåäíèõ bn/2c
ñòðîê ìàòðèöûMt. Íàïðèìåð ïðè óìíîæåíèè ïîñëåäíåé ñòðîêè âûêëàä-
êè áóäóò òàêèìè:

S2t−3 + S2t−4σ1 + S2t−5σ2 + . . .+ St−1σt−2 =

= S2t−3 + S2t−4σ1 + S2t−5σ2 + . . .+ St−1σt−2 + St−2σt−1 + St−3σt = 0.

Òàêèì îáðàçîì, ñòîëáöû ìàòðèöû Mt ëèíåéíî çàâèñèìû.

Ëåììà 11. Åñëè Sj � ñòåïåííûå ñóììû t ïåðåìåííûõ x1, . . . , xt (íàä
ïîëåì õàðàêòåðèñòèêè 2), òî ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî:

detMt =
∏

1≤i<j≤t

(xi + xj).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ðàññóæäåíèÿ áóäåì ïðîâîäèòü â òðè ýòàïà.
1. Â ñèëó ïðåäûäóùåé ëåììû åñëè xi = xj, òî ñòåïåííûå ñóììû Sj

çàâèñÿò îò t− 2 ïåðåìåííûõ è ïîýòîìó detMt = 0. Ñëåäîâàòåëüíî âûðà-
æåíèå xi + xj äåëèò detMt ïðè ëþáûõ ðàçëè÷íûõ i è j.

2. Îöåíèì ñâåðõó ñòåïåíü ìíîãî÷ëåíà detMt îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xt.
Äîìíîæèì ñòîëáöû ìàòðèöû Mt ñîîòâåòñòâåííî íà 1, S1, S2, . . . , St−1, à
ñòðîêè � ñîîòâåòñòâåííî íà S2t−2, S2t−4, . . . , S2, 1:

1 0 0 0 0 0 · · · 0
S2 S1 1 0 0 0 · · · 0
S4 S3 S2 S1 1 0 · · · 0
. . . . . . · · · .

S2t−2 S2t−3 S2t−4 S2t−5 S2t−6 S2t−7 · · · St−1


S2t−2
S2t−4
S2t−6
.
1
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1 S1 S2 S3 S4 S5 . . . St−1

Â ïîëó÷åííîé ìàòðèöå êàæäûé ýëåìåíò áóäåò ëèáî íóëåì, ëèáî ìíîãî-
÷ëåíîì ñòåïåíè 2t− 2. Òàêèì îáðàçîì,

deg (detMt(1 · S1 . . . St−1)(S2t−2S2t−4 . . . S2 · 1)) ≤ 2t(t− 1),

ïðè ýòîì

deg (1 · S1 . . . St−1) = 0 + 1 + . . .+ (t− 1) =
t(t− 1)

2
;

deg (S2t−2S2t−4 . . . S2 · 1) = (2t− 2) + (2t− 4) + . . .+ 2 + 0 = t(t− 1).

Ïîýòîìó

degMt ≤
t(t− 1)

2
.

Òàê êàê

deg
∏

1≤i<j≤t

(xi + xj) ≤
t(t− 1)

2
,

òî ëèáî detMt ≡ 0, ëèáî

detMt =
∏

1≤i<j≤t

(xi + xj).

3. Çíà÷åíèå detMt íå çàâèñèò îò òîãî, êàêîå èìåííî ïîëå õàðàêòå-
ðèñòèêè 2 ðàññìàòðèâàåòñÿ. Ïîäáåðåì òàêîå ïîëå, â êîòîðîì ëåãêî ïîêà-
çàòü, ÷òî ìíîãî÷ëåí detMt íå ÿâëÿåòñÿ òîæäåñòâåííî íóëåâûì. Îòäåëüíî
ðàçáåðåì ñëó÷àè, êîãäà t íå÷åòíî è ÷åòíî.

Ïóñòü t íå÷åòíîå. Òîãäà íàéäåòñÿ òàêîå m0, ÷òî m0 < t è t äåëèò
2m0 − 1. Äåéñòâèòåëüíî, ñðåäè îñòàòêîâ îò äåëåíèÿ ÷èñåë 20, 21, . . . , 2t−1

íàéäóòñÿ äâà îäèíàêîâûõ, òàê êàê èõ t øòóê è âñå îíè íåíóëåâûå. Ñëå-
äîâàòåëüíî, íàéäóòñÿ òàêèå i è j, ÷òî j < i ≤ t − 1 è 2i − 2j äåëèòñÿ íà
t. Òîãäà 2j(2i−j − 1) äåëèòñÿ íà t, è â ñèëó íå÷åòíîñòè t 2i−j − 1 äåëèòñÿ
íà t. Ïîëàãàåì m0 = i− j.

Â ïîëå GF (2m0) íàéäåòñÿ ýëåìåíò α ïîðÿäêà t. Òîãäà ýëåìåíòû

α1 = 1, α2 = α, α3 = α2, . . . , αt = αt−1

ÿâëÿþòñÿ ïîïàðíî ðàçëè÷íûìè êîðíÿìè óðàâíåíèÿ xt = 1. Ñëåäîâàòåëü-
íî

xt − 1 = (x− α1) . . . (x− αt) = xt + σ1x
t−1 + . . .+ σt−1x+ σt.
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Ïîýòîìó
σ1 = σ2 = . . . = σt−1 = 0, σt = 1.

Òîãäà â ñèëó òîæäåñòâ Íüþòîíà èìååì:

S1 = S2 = . . . = St−1 = 0, St = 1, St+1 = St+2 = . . . = S2t−2 = 0.

Ó÷èòûâàÿ íå÷åòíîñòü t, ïîëó÷àåì:

Mt(α1, . . . , αt) =



1 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 1 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . .
0 0 0 0 0 . . . 0 1
0 1 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 1 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . .
0 0 0 0 0 . . . 1 0


.

Â ýòîé ìàòðèöå â êàæäîì ñòîëáöå è â êàæäîé ñòðîêå ðîâíî ïî îäíîé
åäèíèöå è ïîýòîìó detMt(α1, . . . , αt) 6= 0.

Ïóñòü t ÷åòíîå. Òîãäà t′ = t− 1 � íå÷åòíîå. Äëÿ ýòîãî t′ íàõîäèì m0.
Â ïîëå GF (2m0) íàéäåòñÿ ýëåìåíò α ïîðÿäêà t′ = t− 1. Òîãäà ýëåìåíòû

α1 = 1, α2 = α, α3 = α2, . . . , αt−1 = αt−2, αt = 0

ÿâëÿþòñÿ êîðíÿìè óðàâíåíèÿ xt − x = 0. Ñëåäîâàòåëüíî

xt − x = (x− α1) . . . (x− αt) = xt + σ1x
t−1 + . . .+ σt−1x+ σt.

Ïîýòîìó
σ1 = σ2 = . . . = σt−2 = 0, σt−1 = 1, σt = 0.

Òîãäà â ñèëó òîæäåñòâ Íüþòîíà èìååì:

S1 = S2 = . . . = St−2 = 0, St−1 = 1, St = St+1 = . . . = S2t−1 = 0, S2t−2 = 1.

Ñëåäîâàòåëüíî,

Mt(α1, . . . , αt) =



1 0 0 0 0 . . . 0 0
0 0 1 0 0 . . . 0 0
0 0 0 0 1 . . . 0 0
. . . . . . . . . .
0 0 0 0 0 . . . 1 0
0 1 0 0 0 . . . 0 0
0 0 0 1 0 . . . 0 0
. . . . . . . . . .
1 0 0 0 0 . . . 0 1


.
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Ïîñëå ðàçëîæåíèÿ îïðåäåëèòåëÿ ýòîé ìàòðèöû ïî ïîñëåäíåìó ñòîëáöó
ïîëó÷àåì ìàòðèöó, â êàæäîì ñòîëáöå è â êàæäîé ñòðîêå êîòîðîé ðîâíî
ïî îäíîé åäèíèöå, è ïîýòîìó detMt(α1, . . . , αt) 6= 0.

Òåì ñàìûì óñòàíîâëåíî, ÷òî

detMt =
∏

1≤i<j≤t

(xi + xj).

Òåïåðü ïåðåéäåì íåïîñðåäñòâåííî ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû Ïèòåð-
ñîíà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè detMt 6= 0, òî ïî ëåììå 10 ñòåïåííûå ñóììû Sj
çàâèñÿò íå ìåíåå, ÷åì îò t− 1 ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ.

Åñëè detMt = 0, òî ïî ëåììå 11 íàéäóòñÿ òàêèå i è j, i 6= j, ÷òî
xi + xj = 0. Òîãäà xi = xj, x

k
i + xkj = 0 è ñëåäîâàòåëüíî ñòåïåííûå ñóììû

Sj çàâèñÿò íå áîëåå, ÷åì îò t− 2 ðàçëè÷íûõ ýëåìåíòîâ ïîëÿ.

Àëãîðèòì, îñíîâàííûé íà òåîðåìå Ïèòåðñîíà

1. Âû÷èñëÿåì ñèíäðîì S, íàõîäèì Ŝ1, . . . , Ŝ2t−1, çàòåì S1, . . . , S2t−1,
ïîñëå ÷åãî âû÷èñëÿåì S2, S4, . . . , S2t−2.

2. Ñîñòàâëÿåì ìàòðèöó Mt, íàõîäèì detMt.
Åñëè detMt 6= 0, òî äåëàåì âûâîä, ÷òî ïðîèçîøëî ëèáî t − 1, ëèáî t

îøèáîê, è ðåøàåì ñèñòåìó ëèíåéíûõ óðàâíåíèé îòíîñèòåëüíî σ1, . . . , σt
(ýòî ìîæíî ñäåëàòü â ñèëó òîãî, ÷òî îïðåäåëèòåëü îñíîâíîé ìàòðèöû ñè-
ñòåìû îòëè÷åí îò íóëÿ). Äàëåå ñîñòàâëÿåì ìíîãî÷ëåí ëîêàòîðîâ îøèáîê
è ïîäáîðîì èùåì åãî êîðíè. Äîëæíî ïîëó÷èòüñÿ t èëè t−1 êîðíåé (åñëè
íå òàê, òî íà ñàìîì äåëå ïðîèçîøëî áîëåå t îøèáîê). Ñìîòðèì, â êàêèõ
ñòîëáöàõ ìàòðèöû H íàõîäÿòñÿ ýòè ýëåìåíòû è èñïðàâëÿåì ñîîòâåòñòâó-
þùèå ðàçðÿäû.

Åñëè detMt = 0, òî äåëàåì âûâîä, ÷òî ïðîèçîøëî íå áîëåå t − 2
îøèáîê. Â êà÷åñòâå íîâîãî çíà÷åíèÿ t áåðåì t− 2 è íà÷èíàåì ñíîâà.

Òåì ñàìûì çà êîíå÷íîå ÷èñëî èòåðàöèé ëèáî ðåøèì çàäà÷ó, ëèáî ïðè-
äåì ê ñëó÷àÿì t = 1 èëè t = 2, à îíè óæå ðàçîáðàíû.
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Ãëàâà 4

Ñëîæíîñòü ñõåìíûõ âû÷èñëåíèé

Ëåêöèÿ � 14

Âû÷èñëåíèå� ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ýëåìåíòàðíûõ äåéñòâèé (èç çàäàí-
íîãî íàáîðà) íàä èñõîäíûìè (âõîäíûìè) äàííûìè è âåëè÷èíàìè, ïîëó-
÷åííûìè â ïðîöåññå âû÷èñëåíèÿ. Ïðè ýòîì ïîñëåäîâàòåëüíîñòü äåéñòâèé
ìîæåò áûòü ôèêñèðîâàííà, à ìîæåò çàâèñåòü îò ðåçóëüòàòîâ ïðîìåæó-
òî÷íûõ âû÷èñëåíèé. Â ïåðâîì ñëó÷àå âû÷èñëåíèå íàçûâàåòñÿ íåâåòâÿ-
ùèìñÿ, à âî âòîðîì � âåòâÿùèìñÿ. Òàêèì îáðàçîì, íåâåòâÿùèåñÿ âû-
÷èñëåíèÿ � ýòî ôèêñèðîâàííûå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ýëåìåíòàðíûõ âû-
÷èñëèòåëüíûõ êîìàíä. Âàæíåéøèì ìîäåëüíûì êëàññîì íåâåòâÿùèõñÿ
âû÷èñëåíèé ÿâëÿþòñÿ ñõåìû èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ1 (ÑÔÝ).

Â ñëó÷àå âû÷èñëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé ÑÔÝ ÿâëÿþòñÿ äîâîëüíî òî÷-
íîé ìàòåìàòè÷åñêîé ìîäåëüþ ýëåêòðîííûõ ëîãè÷åñêèõ ñõåì áåç îáðàòíîé
ñâÿçè.

×òîáû èçáåæàòü èçëèøíåé ãðîìîçäêîñòè è íåîïðàâäàííîãî ôîðìà-
ëèçìà, äàäèì îäíî èç íåñêîëüêèõ ýêâèâàëåíòíûõ îïðåäåëåíèé äëÿ ñëó-
÷àÿ âû÷èñëåíèÿ áóëåâûõ ôóíêöèé â êîíêðåòíîì áàçèñå2 B0 = {x ∨
y, x&y, x}. Â îáùåì ñëó÷àå îïðåäåëåíèå äàåòñÿ àíàëîãè÷íî.

Èòàê, ïóñòü åñòü:
1) ìíîæåñòâî ¾èñõîäíûõ äàííûõ¿ X (êàê ïðàâèëî ýòî ïåðåìåííûå è,

1Â çàðóáåæíîé (äà è íå òîëüêî çàðóáåæíîé) ëèòåðàòóðå èñïîëüçóþòñÿ òàêæå äðó-
ãèå íàçâàíèÿ � ¾ïðÿìîëèíåéíûé àëãîðèòì¿, ¾êîìáèíàöèîííàÿ ìàøèíà¿, ¾ëîãè÷åñêàÿ
ñõåìà¿, ¾áóëåâà ñõåìà¿, ¾ñõåìà¿ è äð.

2Ñòðîãî ãîâîðÿ, ôðàçà ¾áàçèñ {x∨y, x&y, x}¿ ìàòåìàòè÷åñêè áåçãðàìîòíà � ìíî-
æåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé {x ∨ y, x&y, x} íå ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé ïî âêëþ÷åíèþ
ïîëíîé ñèñòåìîé, ò. å. áàçèñîì. Îäíàêî â äàííîì êîíòåêñòå òàêîå ñëîâîñî÷åòàíèå ñòà-
ëî óñòîé÷èâûì è ýòî ñâÿçàíî ñ òåì, ÷òî ñëîâî ¾áàçèñ¿ çäåñü íåñåò äðóãîé ñìûñëîâîé
îòòåíîê � ýòî íàáîð ýëåìåíòàðíûõ ñðåäñòâ, ¾êèðïè÷èêîâ¿, èç êîòîðûõ ñòðîèòñÿ ÑÔÝ.
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áûòü ìîæåò, êîíñòàíòû; â íàøåì ñëó÷àå X = {x1, . . . , xn});
2) ìíîæåñòâî ¾áàçèñíûõ îïåðàöèé¿ B (â íàøåì ñëó÷àå B0 = {x ∨

y, x&y, x}).
Ñõåìîé èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ â áàçèñå B0 íàçûâàåòñÿ îðè-

åíòèðîâàííûé ãðàô (êðàòíûå ðåáðà äîïóñêàþòñÿ) áåç îðèåíòèðîâàííûõ
öèêëîâ, â êîòîðîì âõîäíûå ñòåïåíè âåðøèí ìîãóò áûòü ðàâíû òîëüêî 0,
1 èëè 2, ïðè ýòîì åñëè âõîäíàÿ ñòåïåíü âåðøèíû ðàâíà 0, òî âåðøèíå
ïðèïèñûâàåòñÿ ñèìâîë ïåðåìåííîé èç ìíîæåñòâà X (òàêèå âåðøèíû íà-
çûâàþòñÿ âõîäàìè), åñëè âõîäíàÿ ñòåïåíü âåðøèíû ðàâíà 1, òî âåðøèíå
ïðèïèñûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë, ñîîòâåòñòâóþùèé îïåðàöèè îò-
ðèöàíèÿ, à åñëè âõîäíàÿ ñòåïåíü âåðøèíû ðàâíà 2, òî âåðøèíå ïðèïè-
ñûâàåòñÿ ôóíêöèîíàëüíûé ñèìâîë, ñîîòâåòñòâóþùèé ëèáî äâóõìåñòíîé
êîíúþíêöèè, ëèáî äâóõìåñòíîé äèçúþíêöèè. Âåðøèíû ñ íåíóëåâîé âõîä-
íîé ñòåïåíüþ (ò. å. âåðøèíû, êîòîðûì ïðèïèñàíû ñèìâîëû îïåðàöèé),
áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèîíàëüíûìè ýëåìåíòàìè. Êðîìå òîãî, îäíà èëè
íåñêîëüêî âåðøèí ïîìå÷åíû äîïîëíèòåëüíî ¾çâåçäî÷êîé¿ � ýòè âåðøè-
íû íàçûâàþòñÿ âûõîäàìè (ñ íèõ ñ÷èòûâàåòñÿ èíôîðìàöèÿ).

Íà ðèñ. 4.1 ñëåâà ïðèâåäåí ïðèìåð ÑÔÝ â áàçèñå B0 ñ äâóìÿ âõîäàìè
è îäíèì âûõîäîì. Ñïðàâà ïðèâåäåíà òà æå ñõåìà, íî â ýòîé ñõåìå ôóíê-
öèîíàëüíûå ýëåìåíòû èçîáðàæåíû â âèäå òðåóãîëüíèêîâ, âíóòðè êîòî-
ðûõ èçîáðàæåí ïðèïèñàííûé äàííîé âåðøèíå-ýëåìåíòó ôóíêöèîíàëü-
íûé ñèìâîë. Òàêîé ïîäõîä ïîçâîëÿåò èçáàâèòüñÿ îò îðèåíòàöèè ðåáåð â
ÑÔÝ � ðåáðà âûõîäÿò èç âåðøèí òðåóãîëüíèêîâ è âõîäÿò â îñíîâàíèÿ.
Êðîìå òîãî, ôóíêöèîíàëüíûå ýëåìåíòû íà ñõåìå ñïðàâà ñïåöèàëüíûì
îáðàçîì ïðîíóìåðîâàíû.

×òîáû êîððåêòíî îïðåäåëèòü ôóíêöèîíèðîâàíèå ÑÔÝ, ñôîðìóëèðó-
åì äâå ëåììû, êàñàþùèåñÿ òàêîé íóìåðàöèè.

Ëåììà 12. Â ëþáîì êîíå÷íîì îðèåíòèðîâàííîì ãðàôå áåç îðèåíòè-

ðîâàííûõ öèêëîâ íàéäåòñÿ âåðøèíà, èç êîòîðîé íå âûõîäèò íè îäíî

ðåáðî.

Íóìåðàöèÿ ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ÑÔÝ, ñîäåðæàùåé n íåâõî-
äîâûõ âåðøèí, ÷èñëàìè 1, 2, . . . , n íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíîé (èëè ìîíîòîí-
íîé), åñëè êàæäîå ðåáðî ÑÔÝ ëèáî èñõîäèò èç âõîäà, ëèáî íàïðàâëåíî îò
ôóíêöèîíàëüíîãî ýëåìåíòà, èìåþùåãî ìåíüøèé íîìåð, ê ôóíêöèîíàëü-
íîìó ýëåìåíòó, èìåþùåìó á�îëüøèé íîìåð.

Ëåììà 13. Ó ëþáîé ÑÔÝ ñóùåñòâóåò ïðàâèëüíàÿ íóìåðàöèÿ íåâõîäî-

âûõ âåðøèí (ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ).

Ïðàâèëüíàÿ íóìåðàöèÿ âåðøèí ÑÔÝ, âîîáùå ãîâîðÿ, íå åäèíñòâåí-
íà � â ñõåìå ñïðàâà íà ðèñ. 4.1 ñâîéñòâî ïðàâèëüíîñòè íóìåðàöèè ñî-
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Ðèñ. 4.1:

õðàíèòñÿ, åñëè ïîìåíÿòü íîìåðà ó ïåðâîãî è âòîðîãî ôóíêöèîíàëüíûõ
ýëåìåíòîâ.

Òåïåðü çàôèêñèðóåì êàêóþ-ëèáî ïðàâèëüíóþ íóìåðàöèþ âåðøèí ñõå-
ìû. Äàëåå â ïîðÿäêå óâåëè÷åíèÿ íîìåðà åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðè-
ïèñûâàåì âåðøèíå âû÷èñëÿåìóþ ôóíêöèþ. Òåì ñàìûì êàæäîé âåð-
øèíå áóäåò ïðèïèñàíà ñâîÿ ôóíêöèÿ. Áóäåì ãîâîðèòü, ÷òî ÑÔÝ ðåà-

ëèçóåò (âû÷èñëÿåò) áóëåâó ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) (ñèñòåìó ôóíêöèé
f1(x1, . . . , xn), . . . , fm(x1, . . . , xn)), åñëè âûõîäó (âûõîäàì) ïðèïèñàíà ýòà
ôóíêöèÿ (ýòà ñèñòåìà ôóíêöèé). Óäîáíî ñ÷èòàòü, ÷òî âûõîäû ÑÔÝ ïðî-
íóìåðîâàíû (óïîðÿäî÷åíû), è òåì ñàìûì ÑÔÝ âû÷èñëÿåò áóëåâó (n,m)-
ôóíêöèþ � âåêòîð (íàáîð) èç m áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ.

Ôóíêöèþ, âû÷èñëÿåìóþ i-ì ôóíêöèîíàëüíûì ýëåìåíòîì ñõåìû,
ïðåäñòàâëåííîé íà ðèñ. 4.1, îáîçíà÷èì ÷åðåç hi. Òîãäà

h1 = x1x2;

h2 = x1 ∨ x2;
h3 = h1 = x1 ∨ x2;
h4 = h3h2 = (x1 ∨ x2)(x1 ∨ x2) = x1 ⊕ x2.

Òàêèì îáðàçîì, ðåçóëüòàòîì ðàáîòû ýòîé ñõåìû áóäåò ëèíåéíàÿ ôóíêöèÿ
x1 ⊕ x2.

Â êà÷åñòâå åùå îäíîãî ïðèìåðà ÑÔÝ îòìåòèì, ÷òî ïðè âñåì ôîðìàëü-
íîì ðàçëè÷èè â îïðåäåëåíèÿõ ÑÔÝ è ôîðìóëû, ëþáóþ ôîðìóëó ìîæíî
èíòåðïðåòèðîâàòü êàê ÑÔÝ, â êîòîðîé âûõîäû ôóíêöèîíàëüíûõ ýëå-
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ìåíòîâ íå âåòâÿòñÿ, ò. å. ïîëóñòåïåíü èñõîäà ëþáîé âåðøèíû, îòëè÷íîé
îò âõîäîâ è âûõîäà, ðàâíà åäèíèöå.

Òåïåðü ïåðåéäåì ê ïîíÿòèþ ñõåìû âû÷èñëåíèé. Ïóñòü, ïî-ïðåæíåìó,
åñòü ìíîæåñòâî ¾èñõîäíûõ äàííûõ¿ X è ìíîæåñòâî ¾áàçèñíûõ îïåðà-
öèé¿ B. Ñõåìà âû÷èñëåíèé (íàä X) â áàçèñå B � ýòî ïîñëåäîâàòåëüíîñòü
ðàâåíñòâ

z1 = ϕ1(y11, . . . , y1r1);

. . . . . . . . .

zi = ϕi(yi1, . . . , yiri);

. . . . . . . . .

zl = ϕl(yl1, . . . , ylrl),

ãäå êàæäàÿ ïåðåìåííàÿ yij (i = 1, . . . , l; j = 1, . . . , ri) � ýòî ëèáî îä-
íà èç âõîäíûõ íåçàâèñèìûõ ïåðåìåííûõ èç ìíîæåñòâà X, ëèáî îäíà èç
âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ z1, . . . , zi−1, âû÷èñëåííûõ íà ïðåäûäóùèõ øàãàõ;
ϕ1, . . . , ϕl ∈ B. Êðîìå òîãî, îäíà èëè íåñêîëüêî âíóòðåííèõ ïåðåìåííûõ
èç ìíîæåñòâà z1, . . . , zl äîïîëíèòåëüíî ïîìå÷åíû ¾çâåçäî÷êîé¿ � ýòè ïå-
ðåìåííûå íàçûâàþòñÿ âûõîäíûìè (ñ íèõ ñ÷èòûâàåòñÿ èíôîðìàöèÿ).

Îòìåòèì, ÷òî èíîãäà ïîä ñõåìîé âû÷èñëåíèé ïîíèìàþò ïðîñòî ïîñëå-
äîâàòåëüíîñòü

z1, . . . , zl,

óäîâëåòâîðÿþùóþ òàêîìó óñëîâèþ: äëÿ êàæäîãî i, 1 ≤ i ≤ l, íàéäåòñÿ
òàêàÿ ôóíêöèÿ ϕi ∈ B, ÷òî zi = ϕi(yi1, . . . , yiri), ãäå yij ∈ X∪{z1, . . . , zi−1},
j = 1, . . . , ri.

Ïîíÿòèÿ ÑÔÝ è ñõåìû âû÷èñëåíèé ýêâèâàëåíòíû � åñëè â ñõåìå
âû÷èñëåíèé èñõîäèòü èç òîãî, ÷òî ëþáàÿ ôóíêöèÿ ϕi èç B ðåàëèçóåò-
ñÿ ôóíêöèîíàëüíûì ýëåìåíòîì, òî åñòåñòâåííûì îáðàçîì ïðèõîäèì ê
ïîíÿòèþ ÑÔÝ. Â äàëüíåéøåì, êàê ïðàâèëî, áóäåì ãîâîðèòü ïðîñòî ¾ñõå-
ìà¿.

Ñëîæíîñòüþ ñõåìû S íàçûâàåòñÿ ÷èñëî ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ
(èëè, ÷òî òî æå ñàìîå, ÷èñëî ðàâåíñòâ â ïîñëåäîâàòåëüíîñòè) ñõåìû S.
Ñëîæíîñòü ñõåìû S áóäåì îáîçíà÷àòü ÷åðåç L(S).

Åñëè ôóíêöèÿ f (ïðîèçâîëüíîé ïðèðîäû) ðåàëèçóåòñÿ êàêîé-ëèáî ñõå-
ìîé S â áàçèñå B, òî, î÷åâèäíî, íàéäóòñÿ åùå ñõåìû, ðåàëèçóþùèå ôóíê-
öèþ f â áàçèñå B. Îïðåäåëèì âåëè÷èíó LB(f) � ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè

ôóíêöèè f ñõåìàìè â áàçèñå B � ðàâåíñòâîì

LB(f) = minL(S),

ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ñõåìàì S, ðåàëèçóþùèì ôóíêöèþ f â áà-
çèñå B.
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Àíàëîãè÷íî îïðåäåëÿåòñÿ ñëîæíîñòü LB({f1, . . . , fm}) ðåàëèçàöèè

ñèñòåìû ôóíêöèé {f1, . . . , fm} ñõåìàìè â áàçèñå B:

LB({f1, . . . , fm}) = minL(S),

ãäå ìèíèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ñõåìàì S, ðåàëèçóþùèì ñèñòåìó ôóíêöèé
{f1, . . . , fm} â áàçèñå B.

Ìèíèìàëüíîé ñõåìîé íàçûâàåòñÿ òàêàÿ ñõåìà, ÷òî íå ñóùåñòâóåò äðó-
ãîé ñõåìû â òîì æå áàçèñå, ðåàëèçóþùåé òó æå ñàìóþ ôóíêöèþ èëè ñè-
ñòåìó ôóíêöèé, è èìåþùóþ ìåíüøóþ ñëîæíîñòü. Òàêèì îáðàçîì, åñëè
ñõåìà S, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f â áàçèñå B, ìèíèìàëüíàÿ, òî âûïîë-
íÿåòñÿ ðàâåíñòâî L(S) = LB(f).

Ê ñîæàëåíèþ, çàäà÷à íàõîæäåíèÿ òî÷íîãî çíà÷åíèÿ ñëîæíîñòè ôóíê-
öèè èëè ñèñòåìû ôóíêöèé (è ïîñòðîåíèÿ ìèíèìàëüíîé ñõåìû), êàê ïðà-
âèëî, î÷åíü òðóäíà è ìîæåò áûòü ðåøåíà òîëüêî â îòäåëüíûõ ïðîñòûõ
ñëó÷àÿõ. Ýòî ñâÿçàíî ñ ïðîáëåìàìè â äîêàçàòåëüñòâå îöåíîê ñëîæíîñòè
ñíèçó. Äåéñòâèòåëüíî, äëÿ ïîëó÷åíèÿ âåðõíåé îöåíêè ñëîæíîñòè ôóíê-
öèè äîñòàòî÷íî ïðåäúÿâèòü êîíêðåòíóþ ñõåìó, âû÷èñëÿþùóþ ýòó ôóíê-
öèþ, à âîò äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíåé îöåíêè íóæíî äîêàçàòü, ÷òî íèêàêàÿ
ñõåìà ìåíüøåé ñëîæíîñòè íå ðåàëèçóåò ýòó ôóíêöèþ, à ýòî, âîîáùå ãî-
âîðÿ, ïåðåáîðíàÿ çàäà÷à îãðîìíîãî ðàçìåðà. Ïîýòîìó ÷àñòî èññëåäóþò
ñëåäóþùóþ óïðîùåííóþ çàäà÷ó.

Ïóñòü F � êëàññ (ìíîæåñòâî) ôóíêöèé, à F (n) (n = 1, 2, . . .) � íåêî-
òîðîå ïîäìíîæåñòâî ýòîãî êëàññà, íàïðèìåð, ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé
îò n ôèêñèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ èç êëàññà F . Ôóíêöèåé Øåííîíà äëÿ

êëàññà F , èëè áîëåå òî÷íî � ôóíêöèåé Øåííîíà ñëîæíîñòè ðåàëèçà-
öèè ôóíêöèé èç êëàññà F ñõåìàìè â áàçèñå B, áóäåì íàçûâàòü ôóíêöèþ
LFB(n), îïðåäåëÿåìóþ ðàâåíñòâîì

LFB(n) = maxLB(f),

ãäå ìàêñèìóì áåðåòñÿ ïî âñåì ôóíêöèÿì f èç ìíîæåñòâà F (n).
Íàñ áóäåò èíòåðåñîâàòü àñèìïòîòè÷åñêîå ïîâåäåíèå ôóíêöèè Øåííî-

íà â ïåðâóþ î÷åðåäü äëÿ êëàññè÷åñêîé çàäà÷è, êîãäà F = P2. Â ýòîì ñëó-
÷àå âìåñòî îáîçíà÷åíèÿ LP2

B (n) áóäåì èñïîëüçîâàòü áîëåå ïðîñòîå LB(n).
Êðîìå òîãî, èíîãäà áóäåì ó ôóíêöîíàëîâ ñëîæíîñòè îïóñêàòü èíôîðìà-
öèþ î áàçèñå (íèæíèé èíäåêñ), åñëè ýòà èíôîðìàöèÿ îäíîçíà÷íî îïðå-
äåëÿåòñÿ èç êîíòåêñòà.

Îäíàêî, ñíà÷àëà îñòàíîâèìñÿ íà äâóõ çàäà÷àõ, íå îòíîñÿùèõñÿ ê
ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé.
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� 4.1 Âû÷èñëåíèå ñòåïåíåé

Èòàê, ïóñòü ìíîæåñòâî ¾èñõîäíûõ äàííûõ¿ X ñîñòîèò èç îäíîé ïåðåìåí-
íîé x, à ìíîæåñòâî ¾áàçèñíûõ îïåðàöèé¿ B ñîñòîèò òîëüêî èç àññîöè-
àòèâíîé3 îïåðàöèè óìíîæåíèÿ, ïðèìåíèìîé ê ñòåïåíÿì ïåðåìåííîé x.
Ôóíêöèÿìè, ðåàëèçóåìûìè ñõåìàìè â ðàìêàõ òàêîé ìîäåëè, ÿâëÿþòñÿ
ñòåïåíè ïåðåìåííîé x.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ââåäåííûìè îïðåäåëåíèÿìè ñëîæíîñòü L(xn) âû÷èñ-
ëåíèÿ ñòåïåíè xn ÷èñëåííî ðàâíà ìèíèìàëüíî âîçìîæíîìó ÷èñëó îïåðà-
öèé óìíîæåíèÿ, äîñòàòî÷íîìó äëÿ âû÷èñëåíèÿ xn.

Òðèâèàëüíûé ñïîñîá ïîñëåäîâàòåëüíîãî óìíîæåíèÿ íà x äàåò ãðóáóþ
îöåíêó L(xn) ≤ n− 1.

Ñóùåñòâåííî áîëåå ýêîíîìíûé ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ xn, îñíîâàí íà
ïðåäñòàâëåíèè ÷èñëà n â äâîè÷íîé çàïèñè è çàêëþ÷àåòñÿ4 â blog nc ïî-
ñëåäîâàòåëüíûõ âîçâåäåíèÿõ â êâàäðàò ñ ïîñëåäóþùèì ïåðåìíîæåíèåì
òåõ ñòåïåíåé, êîòîðûå ñîîòâåòñòâóþò åäèíèöàì â äâîè÷íîì ðàçëîæåíèè
÷èñëà n. Ïóñòü s � êîëè÷åñòâî åäèíèö â äâîè÷íîì ðàçëîæåíèè ÷èñëà n,
òîãäà ïðåäëîæåííàÿ ñõåìà äàåò òàêóþ îöåíêó ñëîæíîñòè:

L(xn) ≤ blog nc+ s ≤ 2blog nc.

Îäíàêî, âîîáùå ãîâîðÿ, è ýòà îöåíêà ìîæåò áûòü óëó÷øåíà.

Ïðèìåð 8. Ñõåìà

z1 = x× x = x2;

z2 = z1 × z1 = x4;

z3 = z2 × z2 = x8;

z4 = z3 × z2 = x12;

z5 = z4 × z1 = x14;

∗ z6 = z5 × x = x15,

âû÷èñëÿþùàÿ x15 â ñîîòâåòñòâèè ñ äâîè÷íûì ðàçëîæåíèåì, íå ÿâëÿåòñÿ
ìèíèìàëüíîé. Äåéñòâèòåëüíî, ñëîæíîñòü ýòîé ñõåìû ðàâíà 6, â òî âðåìÿ

3Òðåáîâàíèå àññîöèàòèâíîñòè îïåðàöèè óìíîæåíèÿ íóæíî äëÿ êîððåêòíîãî îïðå-
äåëåíèÿ ñòåïåíè: äåéñòâèòåëüíî, åñëè äâóõìåñòíóþ îïåðàöèþ "∗" îïðåäåëèòü ðàâåí-
ñòâîì x ∗ y = x, òî, ñ îäíîé ñòîðîíû, (x ∗ x) ∗ x = x ∗ x = x, à ñ äðóãîé ñòîðîíû,
x ∗ (x ∗ x) = x ∗ x = x.

4Çäåñü è äàëåå, åñëè íå îãîâîðåíî ïðîòèâíîå, ïîä çàïèñüþ log x ïîíèìàåòñÿ log2 x.
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êàê ñëîæíîñòü ñëåäóþùåé ñõåìû

z1 = x× x = x2;

z2 = z1 × z1 = x4;

z3 = z2 × x = x5;

z4 = z3 × z3 = x10;

∗ z5 = z4 × z3 = x15,

âû÷èñëÿþùåé x15, ðàâíà 5.

Òåïåðü óñòàíîâèì íèæíþþ îöåíêó âåëè÷èíû L(xn), êîòîðàÿ îñíîâàíà
íà ñëåäóþùåì ïðîñòîì óòâåðæäåíèè.

Ëåììà 14. Ïóñòü ñõåìà S âû÷èñëÿåò xn. Òîãäà âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî

n ≤ 2L(S).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðîâåäåì èíäóêöèþ ïî âåëè÷èíå L(S).
Ïðè L(S) = 0 ñõåìà âû÷èñëÿåò ñàìó ïåðåìåííóþ x è íåðàâåíñòâî

1 ≤ 20 âûïîëíÿåòñÿ.
Òåïåðü â ñõåìå S ðàññìîòðèì ïîñëåäíèé ýëåìåíò. Ýòîò ýëåìåíò âû-

÷èñëÿåò xn, ïåðåìíîæàÿ êàêèå-òî ñòåïåíè xa è xb, âû÷èñëÿåìûå â ñâîþ
î÷åðåäü êàêèìè-òî ñõåìàìè ñëîæíîñòè íå áîëåå L(S) − 1. Äâàæäû ïðè-
ìåíÿÿ ïðåäïîëîæåíèå èíäóêöèè, ïîëó÷àåì

n = a+ b ≤ 2L(S)−1 + 2L(S)−1 = 2L(S).

Îôîðìèì â âèäå òåîðåìû ñëåäóþùóþ íèæíþþ îöåíêó, íåïîñðåä-
ñòâåííî âûòåêàþùóþ èç ëåììû.

Òåîðåìà 30. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî

L(xn) ≥ log n.

Òàêèì îáðàçîì, óñòàíîâëåíû âåðõíÿÿ è íèæíÿÿ îöåíêè âåëè÷èíû
L(xn), îòëè÷àþùèåñÿ àñèìïòîòè÷åñêè âäâîå.

Òåïåðü óñòàíîâèì àñèìïòîòè÷åñêè íåóëó÷øàåìóþ âåðõíþþ îöåíêó.

Òåîðåìà 31. Ïðè n→∞ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

L(xn) ≤ log n+
log n

log log n

(
1 +O

(
log log log n

log log n

))
.
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Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü d � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð, çíà÷åíèå êîòîðîãî
âûáåðåì ïîçæå. Ïðåäñòàâèì n â ñèñòåìå ñ÷èñëåíèÿ ïî îñíîâàíèþ 2d:

n = a0
(
2d
)0

+ a1
(
2d
)1

+ . . .+ as
(
2d
)s
,

ãäå 0 ≤ ai ≤ 2d − 1, i = 0, 1, . . . s; as 6= 0. Îòìåòèì ñïðàâåäëèâîñòü
íåðàâåíñòâ

2sd ≤ n < 2(s+1)d.

Íà ïåðâîì ýòàïå, èñïîëüçîâàâ sd îïåðàöèé óìíîæåíèÿ, ïóòåì ïîñëå-
äîâàòåëüíîãî âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò âû÷èñëÿåì ñòåïåíè

x2, x4, . . . , x2
d

, . . . , x2
2d

, . . . , x2
sd

.

Ïîëîæèì
u0 = x2

0d

= x, u1 = x2
d

, . . . , us = x2
sd

.

Îòìåòèì, ÷òî âñå ñòåïåíè ui, i = 0, 1, . . . , s, âû÷èñëåíû íà ïåðâîì ýòàïå.
Äëÿ k = 1, . . . , 2d − 1 ïîëîæèì

Ik = {i | ai = k}, Jk = {j | aj ≥ k}.

Ñïðàâåäëèâû òàêèå ïðåäñòàâëåíèÿ âû÷èñëÿåìîé ñòåïåíè:

xn = ua00 u
a1
1 . . . uass =

=

 ∏
i∈I

2d−1

ui

2d−1 ∏
i∈I

2d−2

ui

2d−2

. . .

(∏
i∈I1

ui

)1

=

=

 ∏
i∈J

2d−1

ui

 ∏
i∈J

2d−2

ui

 . . .

(∏
i∈J1

ui

)
.

Ïî óæå âû÷èñëåííûì ñòåïåíÿì u0, u1, . . . , us ââèäó âëîæåíèé

J2d−1 ⊆ J2d−2 ⊆ . . . ⊆ J1

ïðîèçâåäåíèÿ ∏
i∈J

2d−1

ui,
∏

i∈J
2d−2

ui, . . . ,
∏
i∈J1

ui

ìîæíî ïîñëåäîâàòåëüíî âû÷èñëèòü, èñïîëüçóÿ íå áîëåå s îïåðàöèé óìíî-
æåíèÿ (ïî îäíîé îïåðàöèè äëÿ ¾ïðèñîåäèíåíèÿ¿ êàæäîé íîâîé ïåðåìåí-
íîé ui). Äëÿ ïåðåìíîæåíèÿ ýòèõ ïðîèçâåäåíèé òðåáóåòñÿ íå áîëåå 2d − 2
îïåðàöèé óìíîæåíèÿ.
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Òàêèì îáðàçîì, îêîí÷àòåëüíî èìååì:

L(xn) ≤ sd+ s+ 2d − 2 ≤ log n+
log n

d
+ 2d.

Òåïåðü, ïîëàãàÿ
d = blog log n− 2 log log log nc,

èç ïðåäûäóùåãî íåðàâåíñòâà ïðè n→∞ ïîëó÷àåì

L(xn) ≤ log n+
log n

log log n
(

1− 2 log log logn+1
log logn

) +
log n

(log log n)2
=

= log n+
log n

log log n

(
1 +

2 log log log n

log log n
+

2

log log n
+ o

(
1

log log n

))
.

Òðåáóåìàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà óñòàíîâëåíà.

Ñëåäñòâèå 14. Ïðè n→∞ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå5

L(xn) ∼ log n.

Óïðàæíåíèå 20. Äîêàçàòü, ÷òî

L({xn1 , xn2}) ∼ log max(n1, n2)

ïðè n1 + n2 →∞.

Óïðàæíåíèå 21. Ïóñòü âûïîëíÿþòñÿ óñëîâèÿ ni ≤ m2

logm
, i = 1, . . . ,m.

Äîêàçàòü, ÷òî ïðè m→∞ ñïðàâåäëèâî ñîîòíîøåíèå

L({xn1 , . . . , xnm}) ∼ m.

Óïðàæíåíèå 22. Äîêàçàòü, ÷òî

max
k : k≤n

L(xk)− log n→∞

ïðè n→∞.

5Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé {an} è {bn} çàïèñü an ∼ bn ïðè n→∞ îçíà÷àåò, ÷òî lim

n→∞
an

bn
= 1.
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� 4.2 Ðåàëèçàöèÿ äâîè÷íûõ íàáîðîâ ñõåìàìè

êîíêàòåíàöèè

Ïóñòü E = {0, 1}. Íà ìíîæåñòâå E+ =
∞⋃
k=1

Ek âñåõ äâîè÷íûõ íàáîðîâ

(ñëîâ) îïðåäåëèì îïåðàöèþ êîíêàòåíàöèè ñëåäóþùèì îáðàçîì. Äëÿ íà-
áîðîâ α̃ ∈ En è β̃ ∈ Em ðåçóëüòàòîì α̃ ◦ β̃ ïðèìåíåíèÿ îïåðàöèè êîíêàòå-
íàöèè ê ýòèì íàáîðàì áóäåò íàáîð èç ìíîæåñòâà En+m, ïîëó÷àþùèéñÿ
â ðåçóëüòàòå ïðèïèñûâàíèÿ ê íàáîðó α̃ ñïðàâà íàáîðà β̃:

(α1, . . . , αn) ◦ (β1, . . . , βm) = (α1, . . . , αn, β1, . . . , βm).

Áóäåì ðàññìàòðèâàòü ñõåìû, ó êîòîðûõ ìíîæåñòâî ¾èñõîäíûõ äàí-
íûõ¿ X ñîñòîèò íå èç ïåðåìåííûõ, à èç ñèìâîëîâ ¾0¿ è ¾1¿, à ìíîæåñòâî
¾áàçèñíûõ îïåðàöèé¿ B ñîñòîèò èç îïåðàöèè êîíêàòåíàöèè, ïðèìåíèìîé
ê ëþáîé ïàðå äâîè÷íûõ íàáîðîâ. Ôóíêöèÿìè, ðåàëèçóåìûìè ñõåìàìè â
ðàìêàõ òàêîé ìîäåëè, ÿâëÿþòñÿ íàáîðû èç ìíîæåñòâà E+. Òàêèå ñõåìû
áóäåì íàçûâàòü ñõåìàìè êîíêàòåíàöèè.

Óïðàæíåíèå 23. Äîêàçàòü, ÷òî ñõåìà êîíêàòåíàöèè

z1 = 0 ◦ 0 = 00;

z2 = 0 ◦ 1 = 01;

z3 = z1 ◦ z1 = 0000;

z4 = z2 ◦ z2 = 0101;

z5 = z1 ◦ z4 = 000101;

∗ z6 = z5 ◦ z3 = 0001010000

ÿâëÿåòñÿ ìèíèìàëüíîé.

Â ñîîòâåòñòâèè ñ èçíà÷àëüíûìè îïðåäåëåíèÿìè äëÿ ëþáîãî íàáîðà
α̃ ∈ E+ ñëîæíîñòü Lc(α̃) ÷èñëåííî ðàâíà ìèíèìàëüíîìó ÷èñëó îïåðàöèé
êîíêàòåíàöèè, äîñòàòî÷íîìó äëÿ ïîëó÷åíèÿ íàáîðà α̃ èñõîäÿ òîëüêî èç
íóëÿ è åäèíèöû (ó ôóíêöèîíàëà ñëîæíîñòè íèæíèé èíäåêñ ¾c¿ îçíà÷àåò,
÷òî áàçèñíàÿ îïåðàöèÿ � êîíêàòåíàöèÿ; ¾c¿ � îò àíãë. ¾concatenation¿).
Òàêæå ñòàíäàðòíûì îáðàçîì ââîäèòñÿ ôóíêöèÿ Øåííîíà:

Lc(n) = LE
+

c (n) = max
α̃ : α̃∈En

Lc(α̃).

Òðèâèàëüíûé ñïîñîá ïîñëåäîâàòåëüíîãî ïðèïèñûâàíèÿ î÷åðåäíîãî
ñèìâîëà äàåò òàêóþ âåðõíþþ îöåíêó ôóíêöèè Øåííîíà: Lc(n) ≤ n− 1.
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Äîáàâëåíèå ê ïðîèçâîëüíîé ñõåìå êîíêàòåíàöèè åùå îäíîé îïåðàöèè
êîíêàòåíàöèè ìîæåò óâåëè÷èòü ìàêñèìóì äëèí âû÷èñëÿåìûõ íàáîðîâ
íå áîëåå ÷åì â äâà ðàçà. Ïîýòîìó Lc(n) ≥ log n.

Ïåðåéäåì ê óòî÷íåíèþ è âåðõíåé è íèæíåé îöåíîê ôóíêöèè Øåííî-
íà.

Òåîðåìà 32. Ïðè n→∞ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå íåðàâåíñòâî6

Lc(n) .
n

log n
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü t � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð, çíà÷åíèå êîòîðîãî
âûáåðåì ïîçæå, à α̃� íàáîð èç ìíîæåñòâà En, óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèþ
Lc(α̃) = Lc(n).

Îïèøåì íåêîòîðóþ ñõåìó êîíêàòåíàöèè, ðåàëèçóþùóþ íàáîð α̃. Ýòà
ñõåìà ñíà÷àëà òðèâèàëüíûì îáðàçîì âû÷èñëÿåò âñå íàáîðû äëèíû t. Äëÿ
ýòîãî òðåáóåòñÿ (t − 1)2t îïåðàöèé êîíêàòåíàöèè. Ïîñëå ýòîãî íàáîð α̃
ñîáèðàåòñÿ èç bn/tc êóñêîâ äëèíû t è, áûòü ìîæåò, êóñêà äëèíû t′ < t.
Äëÿ ýòîãî òðåáóåòñÿ ìåíåå n/t+ t îïåðàöèé. Ñëåäîâàòåëüíî,

Lc(n) = Lc(α̃) < (t− 1)2t +
n

t
+ t ≤ t2t +

n

t
.

Ïîëàãàÿ
t = blog n− 3 log log nc,

ïîëó÷àåì, ÷òî

Lc(n) ≤ n

log n
+O

(
n log log n

(log n)2

)
.

Òðåáóåìàÿ îöåíêà ïîëó÷åíà.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè ñè-
ñòåìû âñåõ íàáîðîâ çàäàííîé äëèíû îöåíèâàëàñü î÷åíü ãðóáî, ïðè÷åì
ýòî íå ïîìåøàëî ïîëó÷èòü îöåíêó ôóíêöèè Øåííîíà, êîòîðàÿ, êàê áó-
äåò ïîêàçàíî íèæå, ÿâëÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêè íåóëó÷øàåìîé. Íà ñàìîì
äåëå ìîæíî ïîñòðîèòü òàêóþ ñõåìó êîíêàòåíàöèè, ðåàëèçóþùóþ ìíîæå-
ñòâî âñåõ íàáîðîâ çàäàííîé äëèíû, â êîòîðîé íà êàæäûé íàáîð áóäåò
òðàòèòüñÿ àñèìïòîòè÷åñêè âñåãî îäíà (!) îïåðàöèÿ êîíêàòåíàöèè. Àêêó-
ðàòíî ñôîðìóëèðóåì ýòîò ôàêò â âèäå çàäà÷è.

Óïðàæíåíèå 24. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n→∞ âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

Lc(E
n) ∼ 2n.

6Äëÿ ïîëîæèòåëüíûõ ïðè âñåõ äîñòàòî÷íî áîëüøèõ çíà÷åíèÿõ n ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòåé {an} è {bn} çàïèñü an . bn ïðè n→∞ îçíà÷àåò, ÷òî lim

n→∞
an

bn
≤ 1.
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Äëÿ ïîëó÷åíèÿ íèæíåé îöåíêè áóäåì èñïîëüçîâàòü êîìáèíàòîðíî-
ãðàôîâûé àïïàðàò.

Ðàññìîòðèì êëàññ êîíå÷íûõ îðèåíòèðîâàííûõ ãðàôîâ (äîïóñêàþùèõ
ïåòëè). Òàêîé ãðàô íàçîâåì ýéëåðîâûì, åñëè â ýòîì ãðàôå ñóùåñòâóåò
îðèåíòèðîâàííûé ýéëåðîâ öèêë, ò. å. îðèåíòèðîâàííûé öèêë, ñîäåðæà-
ùèé ïî îäíîìó ðàçó âñå ðåáðà (äóãè) ãðàôà.

Ëåììà 15. Äëÿ òîãî, ÷òîáû êîíå÷íûé îðèåíòèðîâàííûé ñâÿçíûé7 ãðàô

áûë ýéëåðîâûì, íåîáõîäèìî è äîñòàòî÷íî, ÷òîáû äëÿ ëþáîé âåðøèíû

ãðàôà ïîëóñòåïåíü çàõîäà ñîâïàäàëà ñ ïîëóñòåïåíüþ èñõîäà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íåîáõîäèìîñòü î÷åâèäíà. Äîêàæåì äîñòàòî÷íîñòü èí-
äóêöèåé ïî ÷èñëó ðåáåð â ãðàôå. Áàçà èíäóêöèè ïðîâåðÿþòñÿ íåïîñðåä-
ñòâåííî.

Òåïåðü â êîíå÷íîì îðèåíòèðîâàííîì ñâÿçíîì ãðàôå G, â êîòîðîì
äëÿ ëþáîé âåðøèíû ïîëóñòåïåíü çàõîäà ñîâïàäàåò ñ ïîëóñòåïåíüþ èñ-
õîäà, âûáåðåì ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó. Îíà íåèçîëèðîâàííàÿ, ïîýòîìó
åå ïîëóñòåïåíè çàõîäà è èñõîäà íåíóëåâûå. Ñëåäîâàòåëüíî, ñóùåñòâóåò
âûõîäÿùåå èç ýòîé âåðøèíû ðåáðî. Ïåðåõîäÿ ïî ýòîìó ðåáðó, ïîïàäàåì
â âåðøèíó, èç êîòîðîé âûõîäèò õîòÿ áû îäíî ðåáðî. Â ñèëó êîíå÷íîñòè
ãðàôà ÷åðåç íåêîòîðîå ÷èñëî òàêèõ ïåðåõîäîâ ïîïàäåì â âåðøèíó, â êî-
òîðîé óæå áûëè. Îáîçíà÷èì ïîëó÷èâøèéñÿ îðèåíòèðîâàííûé öèêë ÷åðåç
C. Âûäåëèì íà ýòîì öèêëå ïðîèçâîëüíóþ âåðøèíó v1. Â îðèåíòèðîâàí-
íîì ãðàôå G′, ïîëó÷àþùåìñÿ èç ãðàôà G ïóòåì óäàëåíèÿ âñåõ ðåáåð,
âõîäÿùèõ â öèêë C, òàêæå ïîëóñòåïåíè çàõîäà âñåõ âåðøèí ñîâïàäàþò ñ
ïîëóñòåïåíÿìè èñõîäà.

Ïîñòðîèì ýéëåðîâ öèêë CE â ãðàôå G ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â êîì-
ïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà G′, â êîòîðîé ëåæèò âåðøèíà v1, ïî ïðåäïîëî-
æåíèþ èíäóêöèè åñòü îðèåíòèðîâàííûé ýéëåðîâ öèêë. Âñå ðåáðà ýòîãî
öèêëà, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ðåáðà, èñõîäÿùåãî èç âåðøèíû v1, ïîñëåäî-
âàòåëüíî âêëþ÷èì â ñòðîÿùèéñÿ öèêë CE. Äàëåå èäåì ïî ðåáðàì öèêëà
C, äîáàâëÿÿ èõ â öèêë CE, ïîêà íå ïîïàäåì â âåðøèíó, ëåæàùóþþ â
äðóãîé îòíîñèòåëüíî âåðøèíû v1 êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà G′. Îáî-
çíà÷èì ýòó âåðøèíó v2. Â êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà G′, â êîòîðîé
ëåæèò âåðøèíà v2, ïî ïðåäïîëîæåíèþ èíäóêöèè åñòü îðèåíòèðîâàííûé
ýéëåðîâ öèêë. Âñå ðåáðà ýòîãî öèêëà, íà÷èíàÿ ñ íåêîòîðîãî ðåáðà, èñõî-
äÿùåãî èç âåðøèíû v2, òàêæå ïîñëåäîâàòåëüíî âêëþ÷èì â ñòðîÿùèéñÿ
öèêë CE. Äàëåå èäåì ïî ðåáðàì öèêëà C, äîáàâëÿÿ èõ â öèêë CE, ïîêà íå
ïîïàäåì â âåðøèíó, ëåæàùóþ êîìïîíåíòå ñâÿçíîñòè ãðàôà G′, îòëè÷íîé

7äëÿ äàííîãî óòâåðæäåíèÿ íå èìååò çíà÷åíèÿ, êàêàÿ ñâÿçíîñòü èìååòñÿ ââèäó �
îáû÷íàÿ èëè ñèëüíàÿ.
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îò êîìïîíåíò, â êîòîðûõ ëåæàò âåðøèíû v1 è v2. Òàê ïîñòóïàåì ïîêà
íå âåðíåìñÿ â âåðøèíó v1. Òåì ñàìûì áóäåò ïîñòðîåí îðèåíòèðîâàííûé
öèêë CE, ñîäåðæàùèé âñå ðåáðà ãðàôà G ðîâíî ïî îäíîìó ðàçó.

Óïðàæíåíèå 25. Ñôîðìóëèðîâàòü è äîêàçàòü àíàëîãè÷íûé êðèòåðèé ýé-
ëåðîâîñòè äëÿ íåîðèåíòèðîâàííûõ ñâÿçíûõ ãðàôîâ.

Ïîñòðîèì íà 2k−1 âåðøèíàõ, êàæäîé èç êîòîðûõ ïðèïèñàí óíèêàëü-
íûé äâîè÷íûé íàáîð äëèíû k − 1, îðèåíòèðîâàííûé ãðàô, ïðîâåäÿ äëÿ
êàæäîãî äâîè÷íîãî íàáîðà (α1, . . . , αk) ïîìå÷åííîå ýòèì íàáîðîì îðèåí-
òèðîâàííîå ðåáðî èç âåðøèíû, êîòîðîé ïðèïèñàí íàáîð (α1, . . . , αk−1), â
âåðøèíó, êîòîðîé ïðèïèñàí íàáîð (α2, . . . , αk). Íàçîâåì ýòîò ãðàô ãðà-

ôîì äå Áð�åéíà ïîðÿäêà k. Íà ðèñóíêå 4.2 èçîáðàæåí ãðàô äå Áð�åéíà
ïîðÿäêà 3.

000

001

100

010 101

011

110

1110000

0001

0011

0010

1001

1000

0101

0100 1010

0100

0110

0111

1100

1101

1111

1110

Ðèñ. 4.2:

Ñâîéñòâà ãðàôa äå Áð�åéíà ïîðÿäêà k :

1. ×èñëî âåðøèí ðàâíî 2k−1, êàæäàÿ èç íèõ ïîìå÷åíà óíèêàëüíûì
äâîè÷íûì íàáîðîì äëèíû k − 1.

2. ×èñëî ðåáåð (âêëþ÷àÿ äâå ïåòëè) ðàâíî 2k, êàæäîå èç íèõ ïîìå÷åíî
óíèêàëüíûì äâîè÷íûì íàáîðîì äëèíû k.

3. Â êàæäóþ âåðøèíó âõîäèò ðîâíî äâà ðåáðà.
4. Èç êàæäîé âåðøèíû èñõîäèò ðîâíî äâà ðåáðà.
5. Ïîñëåäíèå k−1 ðàçðÿäîâ íàáîðà, ïîìå÷àþùåãî âõîäÿùåå â âåðøè-

íó ðåáðî, ñîâïàäàþò ñ ïåðâûìè k − 1 ðàçðÿäàìè íàáîðà, ïîìå÷àþùåãî
èñõîäÿùåå èç ýòîé âåðøèíû ðåáðî.

Â ñèëó ëåììû 15 ãðàô äå Áð�åéíà ÿâëÿåòñÿ ýéëåðîâûì. Ýéëåðîâ öèêë
ãðàôa äå Áð�åéíà ïîðÿäêà k åñòåñòâåííûì îáðàçîì çàäàåò äâîè÷íóþ ïî-
ñëåäîâàòåëüíîñòü äëèíû 2k + k − 1: ïîìåòêà ïåðâîãî ðåáðà öèêëà îïðå-
äåëÿåò ïåðâûå k ñèìâîëîâ, à êàæäîå èç îñòàëüíûõ 2k − 1 ðåáåð â ñèëó
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ñâîéñòâà 5 îïðåäåëÿåò ðîâíî îäèí ñèìâîë. Îïðåäåëåííûé òàêèì îáðàçîì
äâîè÷íûé íàáîð äëèíû 2k + k − 1 íàçûâàåòñÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ äå

Áð�åéíà ïîðÿäêà k.
Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî íàáîðà íàçîâåì ïîäñëîâîì ëþáóþ ïîñëåäîâàòåëü-

íîñòü èäóùèõ ïîäðÿä ðàçðÿäîâ ýòîãî íàáîðà.
Ñôîðìóëèðóåì âûòåêàþùåå èç ïîñòðîåíèÿ îñíîâíîå ñâîéñòâî ïîñëå-

äîâàòåëüíîñòè äå Áð�åéíà.

Ëåììà 16. Âñå 2k ïîäñëîâ äëèíû k ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äå Áð�åéíà ïî-
ðÿäêà k ðàçëè÷íû.

Òåïåðü ìîæíî ïåðåõîäèòü ê äîêàçàòåëüñòâó àñèìïòîòè÷åñêè ñîâïàäà-
þùåé ñ âåðõíåé îöåíêîé èç òåîðåìû 32 íèæíåé îöåíêè ôóíêöèè Øåí-
íîíà.

Ëåêöèÿ � 15

Òåîðåìà 33. Äëÿ ëþáîãî n ≥ 3 âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

Lc(n) ≥ n

log n
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðè n = 3, 4, 5 óòâåðæäåíèå òåîðåìû ïðîâåðÿåòñÿ
íåïîñðåäñòâåííî.

Ïóñòü n ≥ 6. Îïðåäåëèì k êàê ìèíèìàëüíîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî r,
óäîâëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ

n ≤ 2r + r − 1.

Îòìåòèì, ÷òî ïðè n ≥ 6 âåðíî íåðàâåíñòâî k ≥ 3. Êðîìå òîãî, èç ìèíè-
ìàëüíîñòè k ñëåäóåò, ÷òî 2k−1 + k− 2 < n, è ñëåäîâàòåëüíî, k− 1 < log n.
Îáîçíà÷èì ÷åðåç β̃n ïåðâûå n ýëåìåíòîâ íåêîòîðîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè
äå Áð�åéíà ïîðÿäêà k.

Ðàññìîòðèì êàê ñõåìó èç ôóíêöèîíàëüíûõ ýëåìåíòîâ ìèíèìàëüíóþ
ñõåìó êîíêàòåíàöèè S, ðåàëèçóþùóþ íàáîð β̃n. Ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí
ñõåìû S ðàçîáüåì íà äâà ïîäìíîæåñòâà â çàâèñèìîñòè îò äëèíû âû÷èñ-
ëÿåìîãî â ýòîé âåðøèíå íàáîðà: åñëè äëèíà âû÷èñëÿåìîãî â âåðøèíå
íàáîðà íå ïðåâîñõîäèò k − 1, òî âåðøèíó îòíîñèì ê ïåðâîìó ìíîæåñòâó,
à åñëè äëèíà âû÷èñëÿåìîãî íàáîðà k èëè áîëüøå, òî � êî âòîðîìó.

Âåðøèíû âòîðîãî ìíîæåñòâà îáðàçóþò äåðåâî, ëèñòüÿ êîòîðîãî (âîç-
ìîæíî, ñêëååííûå) íàõîäÿòñÿ â ïåðâîì ìíîæåñòâå. Ïóñòü âî âòîðîì ìíî-
æåñòâå t âåðøèí. Òîãäà

(t+ 1)(k − 1) ≥ n.
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Îòñþäà, ó÷èòûâàÿ, ÷òî â ïåðâîì ìíîæåñòâå ïðè k ≥ 3 åñòü õîòÿ áû îäíà
íåâõîäîâàÿ âåðøèíà, ïîëó÷àåì

Lc(n) ≥ Lc

(
β̃n

)
≥ t+ 1 ≥ n

k − 1
.

Íàêîíåö, èñïîëüçóÿ íåðàâåíñòâî k−1 < log n, óñòàíàâëèâàåì ñïðàâåäëè-
âîñòü äîêàçûâàåìîé îöåíêè.

Óïðàæíåíèå 26. Ïóñòü α̃mn � ïðîèçâîëüíûé äâîè÷íûé íàáîð äëèíû n ñ
m åäèíèöàìè. Òîãäà åñëè m � ôèêñèðîâàíî, à n íåîãðàíè÷åííî ðàñòåò,
òî

Lc (α̃mn ) ∼ log n.

� 4.3 Òî÷íàÿ ïî ïîðÿäêó âåðõíÿÿ îöåíêà

ñëîæíîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé

Âîçâðàùàåìñÿ ê çàäà÷å îïòèìàëüíîé ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé ñõå-
ìàìè. Â ñëó÷àå, êîãäà íàáîðîì ýëåìåíòàðíûõ îïåðàöèé ÿâëÿåòñÿ êëàññè-
÷åñêèé áàçèñ B0 = {x∨y, x&y, x}, èíäåêñ B0 ó ôóíêöèîíàëîâ ñëîæíîñòè
áóäåì îïóñêàòü.

Ëåììà 17. Äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíîãî n âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

L(n) ≤ n2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Êîíñòàíòû 0 è 1 ìîæíî ðåàëèçîâàòü â ñîîòâåòñòâèè
ñ ôîðìóëàìè x1x1 è x1 ∨ x1 ñõåìàìè ñëîæíîñòè 2. Äëÿ ëþáîé ôóíêöèè
f(x1, . . . , xn), îòëè÷íîé îò êîíñòàíò, ïðîìîäåëèðóåì ñõåìîé ïðåäñòàâëå-
íèå ýòîé ôóíêöèè â âèäå ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîð-
ìû:

f(x1, . . . , xn) =
∨

σ̃ : f(σ̃)=1

xσ11 . . . xσnn .

Äëÿ ýòîãî ïîòðåáóåòñÿ íå áîëåå n îòðèöàíèé, ÷òîáû ðåàëèçîâàòü îòðèöà-
íèÿ ïåðåìåííûõ, ïî n− 1 îïåðàöèé êîíúþíêöèè íà êàæäóþ èç íå áîëåå
÷åì 2n − 1 ýëåìåíòàðíûõ êîíúþíêöèé èç ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé
íîðìàëüíîé ôîðìû, à çàòåì íå áîëåå 2n − 2 îïåðàöèé äèçúþíêöèè äëÿ
ðåàëèçàöèè ôóíêöèè f . Òàêèì îáðàçîì,

L(n) ≤ n+ (n− 1)(2n − 1) + 2n − 2 < n2n.
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Îáîçíà÷èì ÷åðåç Kn(x1, . . . , xn) ìíîæåñòâî âñåõ 2n ýëåìåíòàðíûõ
êîíúþíêöèé îò ïåðåìåííûõ x1, . . . , xn:

Kn(x1, . . . , xn) = {xσ11 . . . xσnn | (σ1, . . . , σn) ∈ En} .

Ëåììà 18. Ïðè n→∞ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

L(Kn) ∼ 2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèì ñõåìó, ðåàëèçóþùóþ ñèñòåìó ôóíêöèé
Kn(x1, . . . , xn), êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.3. Ñõåìà ñîñòîèò èç òðåõ
áëîêîâ (ïîäñõåì). Ïåðâàÿ ïîäñõåìà ïî ïåðåìåííûì x1, . . . , xbn/2c ðå-
àëèçóåò ñèñòåìó êîíúþíêöèé Kbn/2c(x1, . . . , xbn/2c), âòîðàÿ ïîäñõå-
ìà ïî ïåðåìåííûì xbn/2c+1, . . . , xn ðåàëèçóåò ñèñòåìó êîíúþíêöèé
Kdn/2e(xbn/2c+1, . . . , xn), à òðåòüÿ � êàæäóþ ýëåìåíòàðíóþ êîíúþíêöèþ
èç ìíîæåñòâà Kn(x1, . . . , xn) ¾ñîáèðàåò¿ (ñ ïîìîùüþ îäíîé îïåðàöèè
êîíúþíêöèè) èç äâóõ åå ¾ïîëîâèíîê¿, ðåàëèçîâàííûõ íà íåêîòîðûõ âû-
õîäàõ ïåðâîé è âòîðîé ïîäñõåìû ñîîòâåòñòâåííî.

r r r r r r r
f1 f2n

Kbn/2c(x1, . . . , xbn/2c)

x1 xbn/2cr r r

r r r
Kdn/2e(xbn/2c+1, . . . , xn)

xbn/2c+1 xnr r r

r r r

Ðèñ. 4.3:

Èñïîëüçóÿ òðèâèàëüíûå âåðõíèå îöåíêè ñëîæíîñòè ïåðâûõ äâóõ ïîä-
ñõåì, ïîëó÷àåì:

L(Kn) ≤ L(Kbn/2c) + L(Kdn/2e) + 2n ≤

≤
⌊n

2

⌋
+
(⌊n

2

⌋
− 1
)

2bn/2c +
⌈n

2

⌉
+
(⌈n

2

⌉
− 1
)

2dn/2e + 2n ≤

≤ 2n +O
(
n
√

2n
)
.
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Òåîðåìà 34. Ïðè n → ∞ âåðíà ñëåäóþùàÿ âåðõíÿÿ îöåíêà ôóíêöèè

Øåííîíà

L(n) . 6
2n

n
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ñàìàÿ ñëîæíàÿ ôóíêöèÿ îò n
ïåðåìåííûõ. Îïèøåì ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñõåì, ïîçâîëÿþùèé ïîëó÷èòü
óêàçàííóþ îöåíêó ñëîæíîñòè. Ýòîò ìåòîä ïðèíÿòî íàçûâàòü ìåòîäîì
Øåííîíà.

Ââåäåì íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð k = k(n), çíà÷åíèå êîòîðîãî âûáåðåì
ïîçæå. Ïîêà ïîòðåáóåì òîëüêî, ÷òîáû âûïîëíÿëèñü óñëîâèÿ k < n è
n− k →∞ ïðè n→∞.

Ðàçëîæèì ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn) ïî ïåðâûì n− k ïåðåìåííûì:

f(x1, . . . , xn) =
∨

(σ1,...,σn−k)

xσ11 . . . x
σn−k
n−k f(σ1, . . . , σn−k, xn−k+1, . . . , xn).

Ïîñòðîèì ñõåìó, ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ f êàê ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.4.
Ñõåìà ñîñòîèò èç òðåõ áëîêîâ (ïîäñõåì). Ïåðâàÿ ïîäñõåìà ïî ïåðåìåííûì
x1, . . . , xn−k ðåàëèçóåò ñèñòåìó êîíúþíêöèé Kn−k(x1, . . . , xn−k), âòîðàÿ ïî
ïåðåìåííûì xn−k+1, . . . , xn ðåàëèçóåò ñèñòåìó âñåõ 22k ôóíêöèé îò ýòèõ k
ïåðåìåííûõ, à òðåòüÿ â ñîîòâåòñòâèè ñ óêàçàííûì ðàçëîæåíèåì ôóíêöèè
f ðåàëèçóåò ñàìó ôóíêöèþ f .

f

Kn−k(x1, . . . , xn−k)

x1 xn−kr r r

r r r
P2(xn−k+1, . . . , xn)

xn−k+1 xnr r r

r r r

Ðèñ. 4.4:
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Ïðèìåíÿÿ ëåììû 17 è 18, ïîëó÷àåì:

L(n) = L(f) ≤ 2n−k+o
(
2n−k

)
+k2k22k +2 ·2n−k =

3 · 2n

2k
+o

(
2n

2k

)
+k2k22k .

Òåïåðü ïîëîæèì k = blog(n− 3 log n)c. Òîãäà

n− 3 log n

2
< 2k ≤ n− 3 log n.

Ïîýòîìó

L(n) ≤ 6
2n

n
+ o

(
2n

n

)
.

Îòìåòèì, ÷òî îöåíêà ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ñèñòåìû âñåõ áóëåâûõ
ôóíêöèé îò ôèêñèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ, èñïîëüçîâàííàÿ ïðè äîêàçà-
òåëüñòâå òåîðåìû 34, î÷åíü ãðóáà. Íà ñàìîì äåëå íåòðóäíî íàéòè òî÷íîå
çíà÷åíèå ýòîé âåëè÷èíû, ïðè÷åì ïðè ðåàëèçàöèè â ëþáîì ïîëíîì áàçèñå.

Óïðàæíåíèå 27. Ïóñòü [B] = P2. Äîêàçàòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî íàòóðàëüíî-
ãî n âåðíî ðàâåíñòâî

LB(P2(x1, . . . , xn)) = 22n − n.

Òåïåðü ñôîðìóëèðóåì åùå äâà óòâåðæäåíèÿ î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè
áóëåâûõ ôóíêöèé â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå.

Òåîðåìà 35. Ïóñòü B1 è B2 � êîíå÷íûå ìíîæåñòâà áóëåâûõ ôóíê-

öèé, ïðè÷åì [B1] = [B2] = P2. Òîãäà íàéäóòñÿ òàêèå ïîëîæèòåëüíûå

êîíñòàíòû c1 è c2, ÷òî äëÿ ëþáîé áóëåâîé ôóíêöèè f âûïîëíÿþòñÿ

íåðàâåíñòâà

c1LB1(f) ≤ LB2(f) ≤ c2LB1(f).

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

c2 = max
ϕ∈B1

LB2(ϕ).

Òåïåðü, åñëè â êàêîé-ëèáî ìèíèìàëüíîé ñõåìå S, ðåàëèçóþùåé ïðîèç-
âîëüíóþ ôóíêöèþ f â áàçèñå B1, çàìåíèòü âñå ôóíêöèîíàëüíûå ýëåìåí-
òû, ñîîòâåòñòâóþùèå ôóíêöèÿì èç áàçèñà B1, ìèíèìàëüíûìè ñõåìàìè â
áàçèñå B2, ðåàëèçóþùèå òå æå ñàìûå ôóíêöèè, ïîëó÷èì ñõåìó S ′, ðåàëè-
çóþùóþ ôóíêöèþ f â áàçèñå B2 è èìåþùóþ ñëîæíîñòü íå áîëåå c2L(S).
Ñëåäîâàòåëüíî,

LB2(f) ≤ L(S ′) ≤ c2L(S) = c2LB1(f),
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è âòîðîå íåðàâåíñòâî äîêàçàíî.
Ïîëàãàÿ

c1 =

(
max
ϕ∈B2

LB1(ϕ)

)−1
,

ìîæíî àíàëîãè÷íî óñòàíîâèòü ïåðâîå íåðàâåíñòâî.

Òåîðåìû 34 è 35 óñòàíàâëèâàþò âåðõíþþ îöåíêó ñëîæíîñòè ðåàëèçà-
öèè áóëåâûõ ôóíêöèé â ïðîèçâîëüíîì áàçèñå. Ñôîðìóëèðóåì ýòó îöåíêó
êàê îòäåëüíóþ òåîðåìó.

Òåîðåìà 36. Ïóñòü [B] = P2. Òîãäà ïðè n → ∞ âûïîëíÿåòñÿ ñîîòíî-

øåíèå

LB(n) ≤ O

(
2n

n

)
.

Íèæå áóäåò ïîêàçàíî, ÷òî ýòà îöåíêà ïî ïîðÿäêó íåóëó÷øàåìà.

� 4.4 Íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè áóëåâûõ

ôóíêöèé

Ïóñòü B � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé. Îáîçíà÷èì ÷åðåç
r = r(B) ìàêñèìàëüíîå ÷èñëî ñóùåñòâåííûõ ïåðåìåííûõ ó ôóíêöèé èç
ìíîæåñòâà B.

Ñíà÷àëà óñòàíîâèì ïðîñòóþ ëèíåéíóþ íèæíþþ îöåíêó.

Òåîðåìà 37. Ïóñòü B � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé, óäî-

âëåòâîðÿþùåå óñëîâèþ [B] = P2. Òîãäà äëÿ ïðîèçâîëüíîé áóëåâîé ôóíê-

öèè f , ñóùåñòâåííî çàâèñÿùåé îò n ïåðåìåííûõ, âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåí-
ñòâî

LB(f) ≥
⌈

n− 1

r(B)− 1

⌉
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ìèíèìàëüíîé ñõåìå, ðåàëèçóþùåé ôóíêöèþ f â áà-
çèñå B, ðîâíî LB(f) ýëåìåíòîâ. Îöåíèì ÷èñëî ðåáåð â ýòîé ñõåìå. Ñ îäíîé
ñòîðîíû, ÷èñëî ðåáåð, èñõîäÿùèõ èç âåðøèí ñõåìû, íå ìåíåå n+LB(f)−1.
Ñ äðóãîé ñòîðîíû, ÷èñëî ðåáåð, âõîäÿùèõ â âåðøèíû ñõåìû, íå áîëåå
r(B)LB(f). Ïîýòîìó ñïðàâåäëèâî íåðàâåíñòâî n+LB(f)−1 ≤ r(B)LB(f).
Èç ýòîãî íåðàâåíñòâà è öåëî÷èñëåííîñòè âåëè÷èíû LB(f) ñëåäóåò íóæ-
íàÿ îöåíêà.
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Îöåíêó èç òåîðåìû 37 â îòäåëüíûõ ñëó÷àÿõ ìîæíî óñèëèâàòü, íî
äëÿ êîíñòðóêòèâíî çàäàííûõ8 ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé áóëåâûõ ôóíêöèé
èçâåñòíû ëèøü íå áîëåå ÷åì ëèíåéíûå ïî ÷èñëó ïåðåìåííûõ íèæíèå
îöåíêè ñëîæíîñòè.

Îäíàêî, ìû îáåùàëè äîêàçàòü, ÷òî îöåíêà èç òåîðåìû 36 ïî ïîðÿäêó
íåóëó÷øàåìà, à äëÿ ýòîãî íóæíî óìåòü äîêàçûâàòü ýêñïîíåíöèàëüíûå
íèæíèå îöåíêè. Ýòè îöåíêè áóäóò íåêîíñòðóêòèâíûìè è áóäóò ïîëó-
÷àòüñÿ èç ìîùíîñòíûõ ñîîáðàæåíèé, èäåþ êîòîðûõ ïðîèëëþñòðèðóåì
íà ïðèìåðå îäíîé çàäà÷è èç òåîðèè ÷èñåë.

Êàê äîêàçàòü, ÷òî åñòü òðàíñöåíäåíòíûå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà (íå
ÿâëÿþùèåñÿ êîðíÿìè íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëüíûìè êîýôôè-
öèåíòàìè)? Äà, ìîæíî äîêàçàòü, ÷òî e, π, sin 1, 2

√
2, log 3 òðàíñöåíäåíòíû.

Îäíàêî ýòè äîêàçàòåëüñòâà îòíþäü íå ïðîñòû. Â òî æå âðåìÿ ýëåìåí-
òàðíûå ìîùíîñòíûå ðàññóæäåíèÿ � ìíîæåñòâî äåéñòâèòåëüíûõ ÷èñåë
êîíòèíóàëüíî, à ìíîæåñòâî êîðíåé íåíóëåâûõ ìíîãî÷ëåíîâ ñ ðàöèîíàëü-
íûìè êîýôôèöèåíòàìè ñ÷åòíî � äàþò íå òîëüêî ïðîñòåéøåå (ïðàâäà,
íåêîñòðóêòèâíîå) äîêàçàòåëüñòâî ýòîãî ôàêòà, íî è óñòàíàâëèâàþò, ÷òî
ïî÷òè âñå äåéñòâèòåëüíûå ÷èñëà òðàíñöåíäåíòíû.

Àíàëîãè÷íûå ðàññóæäåíèÿ ëåæàò è â îñíîâå âûñîêèõ íèæíèõ îöåíîê
ñëîæíîñòè ôóíêöèé Øåííîíà. Äåéñòâèòåëüíî, åñëè ÷èñëî ìèíèìàëüíûõ
ñõåì â áàçèñå B ñ n âõîäàìè è îäíèì âûõîäîì ñëîæíîñòè, íå ïðåâîñõî-
äÿùåé k, ìåíåå 22n , òî è ÷èñëî áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ôèêñèðîâàííûõ
ïåðåìåííûõ ñëîæíîñòè, íå ïðåâîñõîäÿùåé k, ìåíåå ÷èñëà âñåõ áóëåâûõ
ôóíêöèé îò n ïåðåìåííûõ. Ïîýòîìó âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî LB(n) > k.
Â ñâÿçè ñ ýòèì ïðè äîêàçàòåëüñòâå íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè ôóíêöèé
Øåííîíà íà ïåðâûé ïëàí âûõîäèò çàäà÷à î ïîëó÷åíèè ïðèåìëåìûõ âåðõ-
íèõ îöåíîê ÷èñëà óêàçàííûõ ñõåì, ê êîòîðîé ìû è ïåðåõîäèì.

Ñõåìó áóäåì íàçûâàòü ïðèâåäåííîé, åñëè â íåé íåò äâóõ ðàçíûõ ýëå-
ìåíòîâ, ðåàëèçóþùèõ îäíó è òó æå ôóíêöèþ. Î÷åâèäíî, ÷òî èç ëþáîé
ñõåìû ïóòåì óäàëåíèÿ íåêîòîðûõ ýëåìåíòîâ è ¾ïåðåïîäêëþ÷åíèÿ¿ âû-
õîäÿùèõ èç ýòèõ ýëåìåíòîâ ðåáåð ìîæíî ïîëó÷èòü ïðèâåäåííóþ ñõåìó.
Îòìåòèì òàêæå, ÷òî ëþáàÿ ìèíèìàëüíàÿ ñõåìà ÿâëÿåòñÿ ïðèâåäåííîé.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N=
B (l, n,m) è N6B (l, n,m) ÷èñëî ïðèâåäåííûõ ñõåì â

áàçèñå B ñ n âõîäàìè è m âûõîäàìè ñëîæíîñòè â òî÷íîñòè l è, ñîîòâåò-
ñòâåííî, íå áîëåå l.

Ñíà÷àëà îöåíèì ñâåðõó âåëè÷èíó N=
B (l, n,m).

8Ïîä êîíñòðóêòèâíûì çàäàíèåì ïîñëåäîâàòåëüíîñòè áóëåâûõ ôóíêöèé ìîæíî ïî-
íèìàòü, íàïðèìåð, òàêîå çàäàíèå, ïðè êîòîðîì îòâåò íà âîïðîñ, ðàâíî ëè çíà÷åíèå
ôóíêöèè íà ïîëó÷åííîì íàáîðå åäèíèöå, ìîæåò áûòü ïîëó÷åí çà ïîëèíîìèàëüíîå
âðåìÿ.
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Ïóñòü S � ïðèâåäåííàÿ ñõåìà â áàçèñå B ñëîæíîñòè l ñ n âõîäàìè èm
âûõîäàìè. Çàíóìåðóåì â ïðîèçâîëüíîì ïîðÿäêå ÷èñëàìè 1, 2, . . . , l ýëå-
ìåíòû ñõåìû S. Ñõåìå S ñ âûáðàííîé íóìåðàöèåé ýëåìåíòîâ ñîïîñòàâèì
òàáëèöó T âûñîòû l è øèðèíû r(B)+1 ñëåäóþùèì îáðàçîì. Â i-é ñòðîêå
òàáëèöû T â ïåðâîì ñòîëáöå óêàçûâàåòñÿ ôóíêöèÿ èç áàçèñà B, ïðèïè-
ñàííàÿ ýëåìåíòó E ñ íîìåðîì i â âûáðàííîé íóìåðàöèè, à â îñòàëüíûõ
ñòîëáöàõ ýòîé ñòðîêè � ñèìâîëû èç ìíîæåñòâà {x1, . . . , xn} ∪ {1, . . . , l}:
â (j + 1)-é ñòîëáåö, j = 1, . . . , r, ýòîé ñòðîêè ïîìåùàåòñÿ èíôîðìàöèÿ
î òîì, èç êàêîé âåðøèíû âåäåò ðåáðî, ñîîòâåòñòâóþùåå j-ìó âõîäó ýëå-
ìåíòà E. Åñëè ðåáðî âåäåò èç âõîäà, ïîìå÷åííîãî ïåðåìåííîé xi, òî â
ñîîòâåòñòâóþùóþ êëåòêó ïîìåùàåòñÿ ñèìâîë xi, à åñëè ðåáðî âåäåò èç
ýëåìåíòà ñ íîìåðîì k, òî � ÷èñëî k. Åñëè ó ýëåìåíòà E ìåíåå r âõî-
äîâ, òî âñå îñòàâøèåñÿ ïóñòûìè êëåòêè i-é ñòðîêè çàïîëíèì äëÿ îïðå-
äåëåííîñòè òàê æå, êàê è âòîðóþ êëåòêó ýòîé ñòðîêè. Êðîìå òîãî, åñëè
ýëåìåíò E ÿâëÿåòñÿ âûõîäîì ñõåìû ñ íîìåðîì t, òî i-ÿ ñòðîêà ïîìå÷à-
åòñÿ äîïîëíèòåëüíî ñèìâîëîì ∗t (åñëè âûõîäîì ÿâëÿåòñÿ ïåðåìåííàÿ,
òî ïîìå÷àåòñÿ ýòà ïåðåìåííàÿ). Íà ðèñ. 4.5 ïðåäñòàâëåíà òàáëèöà äëÿ
ñõåìû, èçîáðàæåííîé íà ðèñ. 4.1, ïðè ñëåäóþùåé íóìåðàöèè ýëåìåíòîâ:
ïåðâûé ýëåìåíò � äèçúþíêòîð (ýëåìåíò, êîòîðîìó ïðèïèñàíà îïåðàöèÿ
äèçúþíêöèè), âòîðîé ýëåìåíò � èíâåðòîð (ýëåìåíò, êîòîðîìó ïðèïèñàíà
îïåðàöèÿ îòðèöàíèÿ), òðåòèé ýëåìåíò � êîíúþíêòîð (ýëåìåíò, êîòîðîìó
ïðèïèñàíà îïåðàöèè êîíúþíêöèè), ÿâëÿþùèéñÿ âûõîäîì ñõåìû, ÷åòâåð-
òûé ýëåìåíò � êîíúþíêòîð, íå ÿâëÿþùèéñÿ âûõîäîì ñõåìû.

∨ x1 x2
4 4

& 2 1
& x1 x2

∗1

Ðèñ. 4.5:

Ëåììà 19. Ïðèâåäåííîé ñõåìå ïðè ðàçíûõ íóìåðàöèÿõ ýëåìåíòîâ ñî-

îòâåòñòâóþò ðàçíûå òàáëèöû.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïóñòü ýòî íå òàê: äâóì ðàçíûì íóìåðàöèÿì íåêîòîðîé
ïðèâåäåííîé ñõåìû S ñîîòâåòñòâóþò îäèíàêîâûå òàáëèöû T1 è T2. Áóäåì
ïîñëåäîâàòåëüíî ðàññìàòðèâàòü ýëåìåíòû ñõåìû S â ïîðÿäêå, ñîîòâåò-
ñòâóþùåì íåêîòîðîé ìîíîòîííîé íóìåðàöèè. Â êàêîé-òî ìîìåíò âïåð-
âûå ýëåìåíò áóäåò èìåòü ðàçíûå íîìåðà â äâóõ ðàññìàòðèâàåìûõ íóìå-
ðàöèÿõ, è ñëåäîâàòåëüíî, ýòîìó ýëåìåíòó áóäóò ñîîòâåòñòâîâàòü ðàçíûå

126



ñòðîêè â òàáëèöàõ T1 è T2. Íî ýòè ñòðîêè áóäóò ñîâïàäàòü, òàê êàê äî
ýòîãî âñå ýëåìåíòû ñõåìû èìåëè îäèíàêîâûå íîìåðà â ðàññìàòðèâàåìûõ
íóìåðàöèÿõ. Â ñèëó ñîâïàäåíèÿ òàáëèö T1 è T2 ïîëó÷àåì, ÷òî â ýòîé
òàáëèöå åñòü äâå îäèíàêîâûå ñòðîêè, ÷òî ïðîòèâîðå÷èò íåïðèâîäèìîñòè
ñõåìû S.

Ëåììà 20. Íàéäåòñÿ c0 > 0, òàêîå ÷òî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ n âûïîë-

íÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

N=
B (l, n,m) ≤ cl0(l + n)r(B)l+m

ll
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ëåììû 19 ïðèâåäåííîé ñõåìå ñëîæíîñòè l ñîîò-
âåòñòâóþò l! ðàçëè÷íûõ òàáëèö. Êðîìå òîãî, òàáëèöû, ñîîòâåòñòâóþùèå
ðàçíûì ïðèâåäåííûì ñõåìàì, òîæå ðàçíûå. Îöåíèâàÿ ñâåðõó ÷èñëî òàá-
ëèö, èìååì:

N=
B (l, n,m) ≤ |B|

l(l + n)r(B)l(l + n)m

l!
.

Èñïîëüçóÿ ñîîòíîøåíèå l! ≥ (l/3)l è ïîëàãàÿ c0(B) = 3|B|, ïîëó÷àåì
íóæíîå íåðàâåíñòâî.

Â ñèëó î÷åâèäíîãî ðàâåíñòâà

N6B (l, n,m) =

blc∑
l′=0

N=
B (l′, n,m)

èç ëåììû 20 íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò òàêîå óòâåðæäåíèå.

Ëåììà 21. Íàéäåòñÿ c > 0, òàêîå ÷òî ïðè âñåõ çíà÷åíèÿõ n âûïîëíÿ-
åòñÿ íåðàâåíñòâî

N6B (l, n,m) ≤ cl(l + n)r(B)l+m

ll
.

Ïóñòü Fnm � êëàññ áóëåâûõ (n,m(n))-ôóíêöèé; F = ∪Fnm. Ïîëîæèì

LFB(n,m) = max
{f1,...,fm}∈Fnm

LB({f1, . . . , fm}).

Ïðè m = 1 ïîëó÷àåì ñòàíäàðòíîå îïðåäåëåíèå ôóíêöèè Øåííîíà äëÿ
êëàññà F .

Òåïåðü â äîñòàòî÷íî îáùåé ôîðìå ñôîðìóëèðóåì ìîùíîñòíóþ íèæ-
íþþ îöåíêó.
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Òåîðåìà 38 (ìîùíîñòíàÿ íèæíÿÿ îöåíêà). Ïóñòü ïðè n → ∞ âûïîë-

íÿåòñÿ óñëîâèå

n+m(n) = o

(
log |Fnm|

log log |Fnm|

)
.

Òîãäà äëÿ ëþáîãî ïîëíîãî êîíå÷íîãî áàçèñà B ñïðàâåäëèâà àñèìïòîòè-

÷åñêàÿ îöåíêà

LFB(n,m) &
1

r(B)− 1

log |Fnm|
log log |Fnm|

,

ïðè÷åì äëÿ ëþáîãî ε > 0 äîëÿ ñèñòåì ôóíêöèé {f1, . . . , fm} èç êëàññà
Fnm, óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

LB({f1, . . . , fm}) ≥
1− ε

r(B)− 1

log |Fnm|
log log |Fnm|

,

ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè n→∞.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîëîæèì

lε =
1− ε

r(B)− 1

log |Fnm|
log log |Fnm|

.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç N̂B(l, n,m) ÷èñëî (n,m)-ôóíêöèé, ñëîæíîñòü ðåàëè-
çàöèè êîòîðûõ â áàçèñå B íå ïðåâîñõîäèò l. Äëÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû
äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0 îòíîøåíèå

N̂B(lε, n,m)

|Fnm|

ñòðåìèòñÿ ê 0 ïðè n → ∞. Èñïîëüçóÿ ëåììó 21 è óñëîâèå òåîðåìû,
îöåíèì ñâåðõó ëîãàðèôì ýòîãî îòíîøåíèÿ:

log

(
N̂B(lε, n,m)

|Fnm|

)
≤ log

(
N6B (lε, n,m)

|Fnm|

)
≤

≤ (r(B)lε +m) log(2lε) + lε log c− lε log lε − log |Fnm| =
= (r(B)− 1)lε log lε − log |Fnm|+ (r(B)lε +m+ lε log c) ≤

(r(B)−1)
1− ε

r(B)− 1

log |Fnm|
log log |Fnm|

log log |Fnm|−log |Fnm|+O
(

log |Fnm|
log log |Fnm|

)
=

= −ε log |Fnm|+O

(
log |Fnm|

log log |Fnm|

)
.

Ïîñëåäíåå âûðàæåíèå ñòðåìèòñÿ ê −∞ ïðè n→∞.
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Ñëåäñòâèå 15. Ïðè n → ∞ âûïîëíÿåòñÿ àñèìïòîòè÷åñêîå íåðàâåí-

ñòâî

L(n) &
2n

n
.

Óïðàæíåíèå 28. Óñèëèòü òåîðåìó 38: äîêàçàòü, ÷òî â óñëîâèÿõ òåîðåìû
38 äëÿ ëþáîãî ε > 0 äîëÿ ñèñòåì ôóíêöèé {f1, . . . , fm} èç êëàññà Fnm,
óäîâëåòâîðÿþùèõ íåðàâåíñòâó

LB({f1, . . . , fm}) ≥
1

r(B)− 1

log |Fnm|
log log |Fnm|

(
1 + (1− ε) log log log |Fnm|

log log |Fnm|

)
,

ñòðåìèòñÿ ê 1 ïðè n→∞.
Óêàçàíèå. Ïîäïðàâèòü äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 38, ïîëîæèâ

lε =
1

r(B)− 1

log |Fnm|
log log |Fnm|

(
1 + (1− ε) log log log |Fnm|

log log |Fnm|

)
.

Óïðàæíåíèå 29. Ïóñòü Lnn � ìíîæåñòâî âñåõ áóëåâûõ ëèíåéíûõ (n, n)-
îïåðàòîðîâ (ò. å. íàáîðîâ èç n ëèíåéíûõ áóëåâûõ ôóíêöèé îò n ïåðå-
ìåííûõ). Äëÿ ôóíêöèè Øåííîíà ñëîæíîñòè êëàññà L = ∪Lnn äîêàçàòü
ñîîòíîøåíèÿ:

à) n2

2 logn
. LL{⊕,&, }(n) . n2

logn
;

á)∗ LL{⊕,&, }(n) ∼ n2

2 logn
.

Èòàê, èçâåñòíûå íèæíèå îöåíêè ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè áóëåâûõ
ôóíêöèé ìîæíî ñîäåðæàòåëüíî îòíåñòè ê îäíîìó èç äâóõ òèïîâ � ëèáî
ýòî ëèíåéíûå îòíîñèòåëüíî ÷èñëà ïîëþñîâ (âõîäîâ è âûõîäîâ) îöåíêè
äëÿ êîíêðåòíûõ êîíñòðóêòèâíî çàäàâàåìûõ ïîñëåäîâàòåëüíîñòåé ôóíê-
öèé, ëèáî ìîùíîñòûå (ýíòðîïèéíûå) îöåíêè äëÿ ïî÷òè âñåõ ôóíêöèé
èç íåêîòîðîãî êëàññà, ïðè÷åì äëÿ ¾øèðîêèõ¿ êëàññîâ ïîñëåäíèå îöåíêè
ýêñïîíåíöèàëüíûå.

Ñ ýòîé òî÷êè çðåíèÿ îñîáíÿêîì ñòîèò ðàññìîòðåííàÿ ðàíåå ¾íåêëàñ-
ñè÷åñêàÿ¿ çàäà÷à î ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè äâîè÷íûõ íàáîðîâ ñõåìàìè
êîíêàòåíàöèè. Äëÿ ôóíêöèè Øåííîíà Lc(n) ïîñðåäñòâîì ïðèìåíåíèÿ
îöåíêè èç ëåììû 21 íà ÷èñëî ñõåì ñ äâóìÿ âõîäàìè è îäíèì âûõîäîì è
ñðàâíèâíåíèåì ÷èñëà ñõåì êîíêàòåíàöèè ñëîæíîñòè íå áîëåå (1− ε) n

logn

ñ ÷èñëîì äâîè÷íûõ íàáîðîâ äëèíû n ëåãêî óñòàíàâëèâàåòñÿ ìîùíîñòíàÿ
íèæíÿÿ îöåíêà

Lc(n) &
n

log n
,

ÿâëÿþùàÿñÿ, êàê ìû óæå çíàåì, àñèìïòîòè÷åñêè íåóëó÷øàåìîé. Îäíàêî
òàêóþ æå íèæíþþ îöåíêó ìû ðàíåå ïîëó÷èëè äëÿ êîíñòðóêòèâíî çà-
äàâàåìîãî íàáîðà � ïåðâûõ n ðàçðÿäîâ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè äå Áð�åéíà
ñîîòâåòñòâóþùåãî ïîðÿäêà.
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Ëåêöèÿ � 16

� 4.5 Àñèìïòîòè÷åñêè íàèëó÷øèé ìåòîä

Î.Á.Ëóïàíîâà

Ïðè ðåàëèçàöèè íå ñèñòåìû, à îäíîé áóëåâîé ôóíêöèè òåîðåìû 36
è 38 óñòàíàâëèâàþò ïîðÿäîê ðîñòà ôóíêöèè Øåííîíà LB(n) â ïðîèç-
âîëüíîì áàçèñå B. Ñëåäóþùàÿ òåîðåìà óòâåðæäàåò, ÷òî óñòàíàâëèâàå-
ìàÿ òåîðåìîé 38 íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè îäíîé áóëåâîé
ôóíêöèè àñèìïòîòè÷åñêè íåóëó÷øàåìà. Ýòîò ôàêò ñïðàâåäëèâ äëÿ ïðî-
èçâîëüíîãî ïîëíîãî êîíå÷íîãî áàçèñà B, îäíàêî ââèäó òåõíè÷åñêèõ òðóä-
íîñòåé ïðè äîêàçàòåëüñòâå îáùåãî ñëó÷àÿ, îí áóäåò äîêàçàí òîëüêî äëÿ
áàçèñà B0 = {∨,&, }.
Òåîðåìà 39 (Î.Á.Ëóïàíîâ). Äëÿ ïðîèçâîëüíîãî êîíå÷íîãî ïîëíîãî áà-
çèñà B ïðè n→∞ âåðíî ñîîòíîøåíèå

LB(n) ≤ 1

r(B)− 1

2n

n

(
1 +O

(
log n

n

))
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Óñòàíîâèì óòâåðæäåíèå òåîðåìû äëÿ áàçèñà B0 =
{∨,&, }. Îïèøåì ìåòîä, êîòîðûé ïîçâîëÿåò äëÿ ïðîèçâîëüíîé (â òîì
÷èñëå è äëÿ ñàìîé ñëîæíîé) ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ ïîñòðîèòü ñõåìó,
ñîñòîÿùóþ íå áîëåå ÷åì èç 2n

n

(
1 +O

(
logn
n

))
ýëåìåíòîâ.

Ïóñòü k = k(n) � íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð, óäîâëåòâîðÿþùèé ïðè n→
∞ óñëîâèÿì k → ∞ è n − k → ∞. Òî÷íîå çíà÷åíèå ýòîãî ïàðàìåòðà
óêàæåì ïîçæå.

Òàáëèöó èç 2n çíà÷åíèé ïðîèçâîëüíîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ïðåä-
ñòàâèì â âèäå ïðÿìîóãîëüíîé òàáëèöû âûñîòû 2k è øèðèíû 2n−k êàê
ïîêàçàíî íà ðèñ. 4.6.

Ïóñòü s = s(n) � òàêæå íåêîòîðûé íàòóðàëüíûé ïàðàìåòð, óäîâëå-

òâîðÿþùèé ïðè n → ∞ óñëîâèÿì s → ∞ è 2k

s
→ ∞. Òî÷íîå çíà÷åíèå

ýòîãî ïàðàìåòðà óêàæåì ïîçæå. Òàáëèöó ðàçîáúåì íà ãîðèçîíòàëüíûå

ïîëîñû A1, . . . , Ap âûñîòû s (ïîëîñà Ap èìååò âûñîòó s
′ ≤ s), p =

⌈
2k

s

⌉
.

Äëÿ i = 1, . . . , p ÷åðåç fi(x1, . . . , xn) îáîçíà÷èì ôóíêöèþ, çíà÷åíèÿ êî-
òîðîé ñîâïàäàþò ñî çíà÷åíèÿìè ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) íà ïîëîñå Ai, è
ðàâíû 0 íà îñòàëüíûõ ïîëîñàõ. Òîãäà

f(x1, . . . , xn) =

p∨
i=1

fi(x1, . . . , xn).

130



xn−k+1 xnq q q

σn−k+1 σnq q q
0 0q q q q q

1 1q q q q q
q q q q q q q
q q q q q q q
q q q q q q q
q q q q q q q A1

Ai

Ap

x1

xn−k

σ1

σn−k

0

0

1

1

qq
q

qq
q

qq
q

qq
qq
q

qq
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qq
qq
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qq
qq
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0 1 0 p p p 0 1 0 p p p p p p p p p p p p p p p p p 0 1 1 0 p p p p 0f
(1)
i,τ̃

τ1

τs

ppp τ1

τs

ppp τ1

τs

ppp τ1
τs

ppp

0ppppp
0

0ppp
0

τ1

τs

ppp

f
(2)
i,τ̃

6

?
s

6

?
s

6

?
s

6

?
s

6
?
s′

@
@
@
@
@
@@R

f(σ1, . . . , σn)

Ðèñ. 4.6:

Òåïåðü äëÿ êàæäîé ïàðû (i, τ̃), i = 1, . . . , p, τ̃ ∈ Es (èëè τ̃ ∈ Es′ ïðè
i = p), îáîçíà÷èì ÷åðåç fi,τ̃ (x1, . . . , xn) ôóíêöèþ, òàáëèöà êîòîðîé ïîëó-
÷àåòñÿ èç òàáëèöû ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) ïóòåì îáíóëåíèÿ âñåõ ïîëîñ,
êðîìå ïîëîñû Ai, à òàêæå îáíóëåíèÿ âñåõ ñòîëáöîâ ïîëîñû Ai, çíà÷åíèÿ
â êîòîðûõ íå ñîâïàäàþò ñ íàáîðîì τ̃ . Òîãäà

f(x1, . . . , xn) =

p∨
i=1

∨
τ̃

fi,τ̃ (x1, . . . , xn).

Íàêîíåö, ó êàæäîé ôóíêöèè fi,τ̃ (x1, . . . , xn) ìîæíî ðàçäåëèòü ïåðå-
ìåííûå, òî÷íåå ïðåäñòàâèòü ýòó ôóíêöèþ â âèäå

fi,τ̃ (x1, . . . , xn) = f
(1)
i,τ̃ (x1, . . . , xn−k)f

(2)
i,τ̃ (xn−k+1, . . . , xn),

ãäå ôóíêöèÿ f
(1)
i,τ̃ (x1, . . . , xn−k) îáðàùàåòñÿ â åäèíèöó òîëüêî íà òàêèõ

íàáîðàõ (σ1, . . . , σn−k), ÷òî â ñîîòâåòñòâóþùèì ýòèì íàáîðàì ñòîëá-
öàõ ïîëîñû Ai íàõîäèòñÿ íàáîð τ̃ , à ñòîëáåö çíà÷åíèé ôóíêöèè
f
(2)
i,τ̃ (xn−k+1, . . . , xn) ñîâïàäàåò ñ íàáîðîì τ̃ íà ïîëîñå Ai, à íà íàáîðàõ,

ñîîòâåòñòâóþùèõ îñòàëüíûì ïîëîñàì, ôóíêöèÿ f
(2)
i,τ̃ (xn−k+1, . . . , xn) ðàâ-

íà 0.

131



Âîçâðàùàÿñü ê ïðåäñòàâëåíèþ ôóíêöèè f , îêîí÷àòåëüíî ïîëó÷àåì:

f(x1, . . . , xn) =

p∨
i=1

∨
τ̃

f
(1)
i,τ̃ (x1, . . . , xn−k)f

(2)
i,τ̃ (xn−k+1, . . . , xn).

Ñõåìà S, ðåàëèçóþùàÿ ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn), áóäåò ñîñòîÿòü èç ïîä-
ñõåì Si, i = 1, . . . , 6, � ñì ðèñ. 4.7.

Áëîê èç ýëåìåíòîâ äèçúþíêöèè
S6

f

Ðåàëèçàöèÿ âñåõ ôóíêöèé fi,τ̃
S5 r r r r r r r

Ðåàëèçàöèÿ âñåõ

ôóíêöèé f
(1)
i,τ̃S3

r r r

r r r
Ðåàëèçàöèÿ âñåõ

ôóíêöèé f
(2)
i,τ̃S4

r r r

r r r

Kn−k(x1, . . . , xn−k)
S1

x1 xn−kr r r

r r r
Kk(xn−k+1, . . . , xn)

S2

xn−k+1 xnr r r

r r r

Ðèñ. 4.7:

Ïîäñõåìà S1, íà âõîäû êîòîðîé ïîäàþòñÿ ïåðåìåííûå x1, . . . , xn−k,
ðåàëèçóåò ñèñòåìó ôóíêöèé Kn−k(x1, . . . , xn−k). Â ñèëó ëåììû 18 ìîæíî
ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè n→∞

L(S1) = 2n−k + o
(
2n−k

)
≤ 2× 2n−k.
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Ïîäñõåìà S2, íà âõîäû êîòîðîé ïîäàþòñÿ ïåðåìåííûå xn−k+1, . . . , xn,
ðåàëèçóåò ñèñòåìó ôóíêöèé Kk(xn−k+1, . . . , xn). Òàêæå â ñèëó ëåììû 18
ìîæíî ñ÷èòàòü, ÷òî ïðè n→∞

L(S2) = 2k + o
(
2k
)
≤ 2× 2k.

Ïîäñõåìà S3, íà âõîäû êîòîðîé ïîäàþòñÿ ôóíêöèè ñèñòåìû
Kn−k(x1, . . . , xn−k), ñîñòîèò òîëüêî èç äèçúþíêòîðîâ è ðåàëèçóåò ôóíê-

öèè f
(1)
i,τ̃ (x1, . . . , xn−k) äëÿ âñåõ i è τ̃ â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäñòàâëåíèåì

ýòèõ ôóíêöèé â âèäå ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé ôîðìû.
Ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâî9 ∑

τ̃

∣∣∣N
f
(1)
i,τ̃

∣∣∣ = 2n−k,

ñïðàâåäëèâîå äëÿ âñåõ i = 1, . . . , p, ïîëó÷àåì òàêóþ îöåíêó:

L(S3) ≤ p2n−k.

Ïîäñõåìà S4, íà âõîäû êîòîðîé ïîäàþòñÿ ôóíêöèè ñèñòåìû
Kk(xn−k+1, . . . , xn), ñîñòîèò òîëüêî èç äèçúþíêòîðîâ è ðåàëèçóåò ôóíê-

öèè f
(2)
i,τ̃ (xn−k+1, . . . , xn) äëÿ âñåõ i è τ̃ òàêæå â ñîîòâåòñòâèè ñ ïðåäñòàâ-

ëåíèåì ýòèõ ôóíêöèé â âèäå ñîâåðøåííîé äèçúþíêòèâíîé íîðìàëüíîé
ôîðìû. Èñïîëüçóÿ î÷åâèäíîå ðàâåíñòâî∣∣∣N

f
(2)
i,τ̃

∣∣∣ ≤ s,

âûïîëíÿþùååñÿ äëÿ âñåõ äîïóñòèìûõ çíà÷åíèé i è τ̃ , ïîëó÷àåì:

L(S4) ≤ p2ss.

Ïîäñõåìà S5, íà âõîäû êîòîðîé ïîäàþòñÿ âûõîäû ïîäñõåì S3 è S4,
ñîñòîèò òîëüêî èç êîíúþíêòîðîâ è ðåàëèçóåò ôóíêöèè fi,τ̃ (x1, . . . , xn) äëÿ
âñåõ i è τ̃ . Ñëîæíîñòü ïîäñõåìû S5 ìîæíî îöåíèòü ÷èñëîì ðàçëè÷íûõ ïàð
(i, τ̃):

L(S5) ≤ p2s.

Ïîäñõåìà S6, íà âõîäû êîòîðîé ïîäàþòñÿ âñå ôóíêöèèfi,τ̃ (x1, . . . , xn)
äëÿ âñåõ i è τ̃ , ñîñòîèò òîëüêî èç äèçúþíêòîðîâ è ðåàëèçóåò ôóíêöèþ
f(x1, . . . , xn).Ñëîæíîñòü ïîäñõåìû S6 òàêæå ìîæíî îöåíèòü ÷èñëîì ðàç-
ëè÷íûõ ïàð (i, τ̃):

L(S6) < p2s.

9Çäåñü è äàëåå ÷åðåç Ng îáîçíà÷àåòñÿ ìíîæåñòâî íàáîðîâ ïåðåìåííûõ ôóíêöèè g,
íà êîòîðûõ ýòà ôóíêöèÿ ðàâíà 1.
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Òàêèì îáðàçîì,

L(f) ≤ L(S) =
6∑
i=1

L(Si) ≤

≤ 2× 2n−k + 2× 2k + p2n−k + p2ss+ 2p2s ≤

≤
(

2k

s
+ 1

)
2n−k +

(
2k

s
+ 1

)
2s(s+ 2) + 2n−k+1 + 2k+1 ≤

≤ 2n

s
+ 2s+k + 2s(s+ 2) + 3× 2n−k + 2× 2k.

Òåïåðü ïîëàãàÿ
k = b3 log nc, s = bn− 5 log nc,

óäîñòîâåðÿåìñÿ, ÷òî óñëîâèÿ k → ∞, n − k → ∞, s → ∞, 2k

s
→ ∞

âûïîëíåíû. Ïîäñòàâëÿÿ çíà÷åíèÿ k è s â ïîëó÷åííóþ îöåíêó, èìååì:

L(f) ≤ 2n

n

(
1 +O

(
log n

n

))
.

Óòâåðæäåíèå òåîðåìû â áàçèñå B0 = {∨,&, } ñëåäóåò èç ñïðàâåäëè-
âîñòè ýòîé îöåíêè äëÿ ôóíêöèè f(x1, . . . , xn), óäîâëåòâîðÿþùåé óñëîâèþ
L(f) = L(n).

Óïðàæíåíèå 30. Äîêàçàòü, ÷òî ïðè n→∞ äëÿ ëþáîãî r ≥ 2 ñïðàâåäëèâî
àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

L{x1&...&xr,x}(n) ∼ 1

r − 1

2n

n
.

Îòìåòèì âàæíûé ôàêò, êîòîðûé âûòåêàåò èç òåîðåì 38 è 39 � ïî-
÷òè âñå ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ èìåþò ñëîæíîñòü, àñèìïòîòè÷åñêè
ñîâïàäàþùóþ ñî ñëîæíîñòüþ ñàìîé ñëîæíîé ôóíêöèè. Òàêîé ýôôåêò
íàçûâàåòñÿ ýôôåêòîì Øåííîíà.

� 4.6 Ïðèíöèï ëîêàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ è åãî

ïðèìåíåíèÿ

Ðàçðàáîòàííûé Î.Á. Ëóïàíîâûì ïðèíöèï ëîêàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ èìå-
åò âåñüìà îáùèé õàðàêòåð è çàêëþ÷àåòñÿ â ñâåäåíèè ïóòåì êîäèðîâà-
íèÿ ðåàëèçàöèè ôóíêöèé èç çàäàííîãî êëàññà ê ðåàëèçàöèè ôóíêöèé îò
ìåíüøåãî ÷èñëà ïåðåìåííûõ. Ïðè ýòîì êîäèðîâàíèå äîëæíî îáëàäàòü
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íåêîòîðûìè ñâîéñòâàìè. Âî-ïåðâûõ, îíî äîëæíî áûòü ëîêàëüíûì (ýòî
çíà÷èò, ÷òî äëÿ âû÷èñëåíèÿ çíà÷åíèÿ ôóíêöèè íà êîíêðåòíîì íàáîðå
äîñòàòî÷íî çíàòü òîëüêî ÷àñòü êîäà îòíîñèòåëüíî íåáîëüøîé äëèíû),
âî-âòîðûõ, âû÷èñëåíèå ôóíêöèè ïî êóñêó êîäà îñóùåñòâëÿåòñÿ ñî ñëîæ-
íîñòüþ, ñóùåñòâåííî ìåíüøåé îáùåé ñëîæíîñòè ñõåìû, à â-òðåòüèõ, ñàìî
êîäèðîâàíèå äîëæíî áûòü äîñòàòî÷íî ýêîíîìíûì (íàïðèìåð, àñèìïòî-
òè÷åñêè íàèëó÷øèì). Íå áóäåì äàâàòü òî÷íûõ ôîðìóëèðîâîê, ñâÿçàí-
íûõ ñ èñïîëüçîâàíèåì ïðèíöèïà ëîêàëüíîãî êîäèðîâàíèÿ, à ðàññìîòðèì
îòäåëüíûå ïðîñòûå ïðèìåðû åãî ïðèìåíåíèÿ.

4.6.1 Ðåàëèçàöèÿ ñèììåòðè÷åñêèõ ôóíêöèé

Ïðåæäå ÷åì íåïîñðåäñòâåííî çàíÿòüñÿ ðåàëèçàöèåé ñèììåòðè÷åñêèõ
ôóíêöèé, ðàññìîòðèì äâå çàäà÷è, âñïîìîãàòåëüíûå äëÿ äàííîãî ðàçäåëà,
íî èìåþùèå ñåðüåçíîå ñàìîñòîÿòåëüíîå çíà÷åíèå.

Îáîçíà÷èì ÷åðåç Σn áóëåâ îïåðàòîð ñóììèðîâàíèÿ n-ðàçðÿäíûõ ÷è-
ñåë, ò. å. áóëåâó (2n, n+ 1)-ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïî äâóì n-ðàçðÿäíûì äâî-
è÷íûì ÷èñëàì âû÷èñÿëÿåò (n + 1)-ðàçðÿäîå äâîè÷íîå ïðåäñòàâëåíèå èõ
ñóììû, à ÷åðåç Nn � áóëåâ îïåðàòîð ïîäñ÷åòà ÷èñëà åäèíèö â íàáîðå
äëèíû n, ò. å. áóëåâó (n, dlog(n+1)e)-ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïî n-ðàçðÿäíîìó
äâîè÷íîìó íàáîðó âû÷èñÿëÿåò dlog(n+ 1)e-ðàçðÿäîå äâîè÷íîå ïðåäñòàâ-
ëåíèå êîëè÷åñòâà åäèíèö â ýòîì íàáîðå.

Ëåììà 22. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîëíîãî áàçèñà B ïðè n → ∞ âåðíî

ðàâåíñòâî

LB(Σn) = O(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Óòâåðæäåíèå ëåììû â ñèëó òåîðåìû 35 äîñòàòî÷íî äî-
êàçàòü äëÿ êàêîãî-íèáóäü êîíêðåòíîãî áàçèñà. Ïóñòü áàçèñ B ñîäåðæèò
ôóíêöèè x&y, x ∨ y è x⊕ y.

Ïîñòðîèì ñõåìó S, êîòîðàÿ ïî äâóì ãðóïïàì âõîäîâ � (x1, . . . , xn) è
(y1, . . . , yn), íà êîòîðûå ïîäàþòñÿ äâîè÷íûå n-ðàçðÿäíûå ÷èñëà (ìëàä-
øèå ðàçðÿäû x1 è y1), âû÷èñëÿåò íàáîð (z1, . . . , zn+1), ïðåäñòàâëÿþùèé
äâîè÷íóþ çàïèñü èõ ñóììû. Òîãäà, îáîçíà÷èâ ÷åðåç ui, i = 2, . . . , n + 1,
çíà÷åíèå ïåðåíîñà â i-é ðàçðÿä, ïîëó÷àåì:

z1 = x1 ⊕ y1, u2 = x1y1

zi = xi ⊕ yi ⊕ ui, ui+1 = xiyi ∨ xiui ∨ yiui, i = 2, . . . , n− 1;

zn = xn ⊕ yn ⊕ un, zn+1 = un+1 = xnyn ∨ xnun ∨ ynun.

Ñëåäîâàòåëüíî, LB(Σn) ≤ 7n− 5.
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Ëåììà 23. Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî ïîëíîãî áàçèñà B ïðè n → ∞ âåðíî

ðàâåíñòâî

LB(Nn) = O(n).

Äîêàçàòåëüñòâî. Î÷åâèäíî, ÷òî ðåçóëüòàò ïðèìåíåíèÿ îïåðàòîðà Nn

ðàâåí äâîè÷íîé çàïèñè ñóììû n îäíîðàçðÿäíûõ äâîè÷íûõ ÷èñåë. Îïè-
øåì ñïîñîá âû÷èñëåíèÿ ýòîé ñóììû ñõåìîé ëèíåéíîé ñëîæíîñòè.

Ñíà÷àëà áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî n = 2k äëÿ íåêîòîðîãî k. Ïîñòðîèì ñõåìó
S, èìåþùóþ k ÿðóñîâ. ßðóñ ñ íîìåðîì t, t = 1, . . . , k, áóäåò ñîñòîÿòü èç
2k−t ïîäñõåì, êàæäàÿ èç êîòîðûõ ðåàëèçóåò îïåðàòîð Σt è, ñëåäîâàòåëü-
íî, èìååò äâå ãðóïïû ïî t âõîäîâ, à òàêæå t+ 1 âûõîäîâ. Òàêèì îáðàçîì,
ñ÷èòàÿ â ñèëó ëåììû 22, ÷òî LB(Σt) ≤ ct, â ñëó÷àå, êîãäà n = 2k, èìååì:

LB(Nn) ≤ LB(S) ≤
k∑
t=1

2k−tct = c2k
k∑
t=1

t

2t
< 2c2k = 2cn.

Ïåðåõîäÿ ê îáùåìó ñëó÷àþ, ïîëàãàåì n′ = 2dlogne. Î÷åâèäíî, ÷òî n ≤
n′ < 2n. Ñõåìó, ðåàëèçóþùóþ îïåðàòîð Nn, ìîæíî ïîëó÷èòü èç ñõåìû S ′,
ðåàëèçóþùóþ îïåðàòîð Nn′ , ïîäàâ íà n

′−n âõîäîâ ñõåìû S ′ êîíñòàíòó 0.
Ïîýòîìó

LB(Nn) ≤ LB(0) + LB(Nn′) ≤ LB(0) + 2cn′ ≤ LB(0) + 4cn = O(n).

Òåïåðü ðàññìîòðèì ðåàëèçàöèþ ñèììåòðè÷åñêèõ áóëåâûõ ôóíêöèé.
Íàïîìíèì, ÷òî ôóíêöèÿ f(x1, . . . , xn) íàçûâàåòñÿ ñèììåòðè÷åñêîé, åñëè
äëÿ ëþáîé ïåðåñòàíîâêè σ èç ñèììåòðè÷åñêîé ãðóïïû Sn âûïîëíÿåòñÿ
ðàâåíñòâî f(xσ(1), . . . , xσ(n)) = f(x1, . . . , xn).

Òåîðåìà 40. Äëÿ ïðîèçîëüíîãî êîíå÷íîãî ïîëíîãî áàçèñà B íàéäóòñÿ

òàêèå ïîëîæèòåëüíûå êîíñòàíòû c1 è c2, ÷òî äëÿ ëþáîé ñèììåòðè-

÷åñêîé áóëåâîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn), îòëè÷íîé îò êîíñòàíòû, âûïîë-

íÿþòñÿ íåðàâåíñòâà

c1n ≤ LB(f(x1, . . . , xn)) ≤ c2n.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íèæíÿÿ îöåíêà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðå-
ìû 37 â ñèëó ñóùåñòâåííîé çàâèñèìîñòè îò âñåõ ñâîèõ ïåðåìåííûõ ëþáîé
îòëè÷íîé îò êîíñòàíòû ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè.

Ïåðåõîäÿ ê äîêàçàòåëüñòâó âåðõíåé îöåíêè îòìåòèì, ÷òî ïðîèçâîëü-
íàÿ ñèììåòðè÷åñêàÿ ôóíêöèÿ f îò n ïåðåìåííûõ ìîæåò áûòü çàäàíà äâî-
è÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ π̃(f) = (π0(f), π1(f), . . . , πn(f)), ãäå πk(f) �
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çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà íàáîðàõ, ñîñòîÿùèõ èç k åäèíèö è n − k íóëåé.
Çíà÷åíèå ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) îäíàçíà÷íî îïðåäåëÿ-
åòñÿ ïî ÷èñëó åäèíèö â íàáîðå x1, . . . , xn, à ñëåäîâàòåëüíî, ïî äâîè÷íîé
çàïèñè ýòîãî ÷èñëà. Íà ýòîì è îñíîâàí ìåòîä ïîñòðîåíèÿ ñõåìû S, âû-
÷èñëÿþùåé ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn).

Ñõåìà S ñîñòîèò èç ïîäñõåì S1 è S2. Ïîäñõåìà S1 ðåàëèçóåò îïåðà-
òîð Nn, íà âûõîäàõ ïîäñõåìû S1 âû÷èñëÿåòñÿ äâîè÷íàÿ çàïèñü äëèíû
dlog(n + 1)e ÷èñëà åäèíèö âî âõîäíîì íàáîðå. Ïîäñõåìà S2 ïî äâîè÷íîé
çàïèñè ÷èñëà åäèíèö âî âõîäíîì íàáîðå âû÷èñëÿåò çíà÷åíèå ôóíêöèè f
íà ýòîì íàáîðå. Â ñèëó ëåììû 23 è òåîðåìû 36 ïîëó÷àåì:

LB(f) ≤ LB(Nn) + LB(dlog(n+ 1)e) = O(n) +O

(
n

log n

)
= O(n).

4.6.2 Ðåàëèçàöèÿ ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé

Â ñîîòâåòñòâèè ñ ââåäåííûìè ðàíåå îáîçíà÷åíèÿìè ôóíêöèÿ Øåííîíà
ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè ñàìîäâîéñòâåííûõ ôóíêöèé â áàçèñå B0 îïðåäå-
ëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

LS(n) = max
f(x1,...,xn)∈S

L(f).

Òåîðåìà 41. Ïðè n→∞ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

LS(n) ∼ 2n−1

n
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Â ñèëó ðàâåíñòâà |S(n)| = 22n−1
òåîðåìà 38 äàåò òàêóþ

íèæíþþ îöåíêó:

LS(n) &
2n−1

n− 1
∼ 2n−1

n
.

Ïîñòðîèì ñõåìó â áàçèñå B0 = {∨,&, } äëÿ ïðîèçâîëüíîé ñàìîäâîé-
ñòâåííîé ôóíêöèè f(x1, . . . , xn). Ïîëîæèì

g(x1, . . . , xn−1) = f(x1, . . . , xn−1, 0).

Òîãäà

f(x1, . . . , xn−1, 1) = f(x1, . . . , xn−1, 0) = g(x1, . . . , xn−1).

Òàêèì îáðàçîì, äëÿ ðåàëèçàöèè ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) äîñòàòî÷íî ïðè
xn = 0 ðåàëèçîâàòü ôóíêöèþ g(x1, . . . , xn−1), à ïðè xn = 1 � ôóíêöèþ
g(x1, . . . , xn−1).
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Îáîçíà÷èì ñõåìó, èçîáðàæåííóþ íà ðèñ. 4.1, ÷åðåç S⊕. Ïðåîáðà-
çóåì ìèíèìàëüíóþ ñõåìó Sg, ðåàëèçóþùóþ â áàçèñå B0 ôóíêöèþ
g(x1, . . . , xn−1), â ñõåìó Sf , ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ f(x1, . . . , xn). Äëÿ
ýòîãî ñëåäóþùèì îáðàçîì èñïîëüçóåì n ýêçåìïëÿðîâ ñõåìû S⊕: âî-
ïåðâûõ, íà i-é âõîä, i = 1, . . . , n − 1, ñõåìû Sg âìåñòî ïåðåìåííîé xi
ïîäàäèì âûõîä ñõåìû S⊕, íà âõîäû êîòîðîé, â ñâîþ î÷åðåäü, ïîäàäèì
ïåðåìåííûå xi è xn; âî-âòîðûõ, âûõîä ñõåìû Sg ïîäàäèì íà âõîä åùå
îäíîé ñõåìû S⊕, íà âòîðîé âõîä êîòîðîé ïîäàåòñÿ ïåðåìåííàÿ xn. Âû-
õîä ïîñëåäíåé ïîäñõåìû S⊕ îáúÿâèì âûõîäîì ñõåìû Sf . Òîãäà ñõåìà Sf
ðåàëèçóåò ôóíêöèþ f , ïðè÷åì

L(Sf ) = L(Sg) + nL(S⊕) = L(Sg) + 4n.

Ïðèìåíÿÿ äëÿ îöåíêè ñëîæíîñòè ìèíèìàëüíîé ñõåìû, ðåàëèçóþùåé
ôóíêöèþ g îò n− 1 ïåðåìåííîé, òåîðåìó 39, ïîëó÷àåì òðåáóåìóþ âåðõ-
íþþ îöåíêó.

4.6.3 Ðåàëèçàöèÿ ôóíêöèè íà r ïîñëåäîâàòåëüíûõ

íàáîðàõ.

Óïîðÿäî÷èì âñå äâîè÷íûå íàáîðû äëèíû n ëåêñèêîãðàôè÷åñêè. Êðîìå
òîãî, áóäåì ñ÷èòàòü, ÷òî çà íàáîðîì (1, . . . , 1) ñëåäóåò íàáîð (0, . . . , 0).
Òåì ñàìûì äëÿ ëþáîãî íàáîðà (σ1, . . . , σn) îäíîçíà÷íî îïðåäåëåí íàáîð,
ñëåäóþùèé çà íèì.

Ïóñòü r � ôèêñèðîâàííîå íàòóðàëüíîå ÷èñëî, à f � ïðîèçâîëüíàÿ áó-
ëåâà ôóíêöèÿ îò n ïåðåìåííûõ. Îáîçíà÷èì ÷åðåç f (r)(x1, . . . , xn) áóëåâó
(n, r)-ôóíêöèþ, êîòîðàÿ ïî ïðîèçâîëüíîìó íàáîðó (σ1, . . . , σn) âû÷èñëÿ-
åò çíà÷åíèå f(σ1, . . . , σn), à òàêæå çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà r− 1 íàáîðàõ,
ñëåäóþùèõ çà íàáîðîì (σ1, . . . , σn). Ïîëîæèì

L(r)(n) = max
f∈P2(n)

L
(
f (r)
)
.

Òåîðåìà 42. Ïðè n→∞ ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ðàâåíñòâî

L(r)(n) ∼ 2n

n
.

Äîêàçàòåëüñòâî. Íèæíÿÿ îöåíêà íåïîñðåäñòâåííî ñëåäóåò èç íèæíåé
îöåíêè ôóíêöèè Øåííîíà äëÿ ñëó÷àÿ ðåàëèçàöèè îäíîé ôóíêöèè (ñëåä-
ñòâèå èç òåîðåìû 38).

Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíàÿ áóëåâà ôóíêöèÿ. Äëÿ äîêàçàòåëü-
ñòâà âåðõíåé îöåíêè ïîñòðîèì ñõåìó S â áàçèñå B0 = {∨,&, }, íà r
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âûõîäàõ êîòîðîé ðåàëèçóåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà âõîäíîì íàáîðå
ïåðåìåííûõ, à òàêæå íà r−1 íàáîðàõ, ñëåäóþùèõ çà ýòèì íàáîðîì. Ñõå-
ìà S áóäåò ñîñòîÿòü èç äâóõ ïîäñõåì, êîòîðûå îáîçíà÷èì S1 è S2. Ýòè
ïîäñõåìû áóäóò çàâèñåòü îò íàòóðàëüíîãî ïàðàìåòðà k = k(n), óäîâëå-
òâîðÿþùåãî óñëîâèÿì k →∞ è n− k →∞ ïðè n→∞.

Ïîäñõåìà S1, íà âõîäû êîòîðîé ïîäàþòñÿ ïåðåìåííûå x1, . . . , xn−k,
èìååò 2k+r−1 âûõîäîâ, êîòîðûå íà âõîäíîì íàáîðå (σ1, . . . , σn−k) âû÷èñ-
ëÿþò çíà÷åíèÿ f(σ1, . . . , σn−k, 0, . . . , 0, 0), f(σ1, . . . , σn−k, 0, . . . , 0, 1), . . . ,
f(σ1, . . . , σn−k, 1, . . . , 1), à òàêæå çíà÷åíèÿ ôóíêöèè f íà r − 1 íàáîðàõ,
ñëåäóþùèõ çà íàáîðîì (σ1, . . . , σn−k, 1, . . . , 1).

Ïîäñõåìà S2, íà âõîäû êîòîðîé ïîäàþòñÿ âûõîäû ïîäñõåìû S1, à òàê-
æå ïåðåìåííûå xn−k+1, . . . , xn, ïî êîíêðåòíîìó íàáîðó (σn−k+1, . . . , σn)
çíà÷åíèé ïåðåìåííûõ xn−k+1, . . . , xn âûáèðàåò íóæíûé êóñîê äëèíû r
çíà÷åíèé, ïîñòóïàþùèõ íà ïåðâûå 2k + r − 1 âõîäîâ, ò. å. çíà÷åíèå
f(σ1, . . . , σn), à òàêæå çíà÷åíèå ôóíêöèè f íà r − 1 íàáîðàõ, ñëåäóþùèõ
çà íàáîðîì (σ1, . . . , σn).

Ïîñòðîåíèå ïîäñõåì S1 è S2 ìåòîäîì Ëóïàíîâà (ñì. òåîðåìó 39) îò-
äåëüíî äëÿ êàæäîãî âûõîäà äàåò ñëåäóþùèå îöåíêè:

L
(
f (r)
)
≤ L(S) = L(S1) + L(S2) .

.
(
2k + r − 1

) 2n−k

n− k
+ r

22k+r−1+k

2k + r − 1 + k
=

=
2n

n− k
+O

(
2n−k

n− k

)
+O

(
22k
)
.

Ïîëàãàÿ k(n) = blog nc − 1 (â êà÷åñòâå k(n) ìîæíî âçÿòü ëþáóþ íåîãðà-
íè÷åííî âîçðàñòàþùóþ ôóíêöèþ, íå ïðåâîñõîäÿùóþ óêàçàííóþ), ïîëó-
÷àåì îöåíêó

L
(
f (r)
)
.

2n

n
,

êîòîðàÿ â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî âåðõíåé îöåíêè.

4.6.4 Ñëîæíîñòü èíâàðèàíòíûõ êëàññîâ ßáëîíñêîãî

Íàïîìíèì, ÷òî ìíîæåñòâî áóëåâûõ ôóíêöèé Q ÿâëÿåòñÿ èíâàðèàíòíûì
êëàññîì ßáëîíñêîãî, åñëè äëÿ ëþáîé ôóíêöèè èç êëàññà Q êëàññó Q
òàêæå ïðèíàäëåæàò âñå ðàâíûå åé ôóíêöèè, âñå êîíãðóýíòíûå (ïîäîá-
íûå) åé ôóíêöèè, à òàêæå âñå åå ïîäôóíêöèè. Êîëè÷åñòâî ôóíêöèé îò n
ôèêñèðîâàííûõ ïåðåìåííûõ â èíâàðèàíòíîì êëàññå Q âûðàæàåòñÿ ÷åðåç
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ïàðàìåòð èíâàðèàíòíîãî êëàññà, îïðåäåëÿåìîãî ðàâåíñòâîì

σQ = log2

(
lim
n→∞

2n
√
|Q(n)|

)
,

ñëåäóþùèì îáðàçîì:
|Q(n)| = 2(σQ+ε(n))2n ,

ãäå ε(n)→ 0 ïðè n→∞.
Â ñîîòâåòñòâèè ñ îáùèì îïðåäåëåíèåì ôóíêöèÿ Øåííîíà ñëîæíîñòè

èíâàðèàíòíîãî êëàññà Q â áàçèñå B0 îïðåäåëÿåòñÿ ðàâåíñòâîì

LQ(n) = max
f∈Q(n)

L(f).

Òåîðåìà 43. Ïóñòü Q � èíâàðèàíòíûé êëàññ ßáëîíñêîãî ñ ïàðàìåò-

ðîì σQ. Òîãäà

lim
n→∞

LQ(n)

L(n)
= σQ.

Äîêàçàòåëüñòâî. Äîñòàòî÷íî óñòàíîâèòü, ÷òî ïðè n → ∞ â ñëó÷àå âû-
ïîëíåíèÿ óñëîâèÿ σQ 6= 0 ñïðàâåäëèâî àñèìïòîòè÷åñêîå ñîîòíîøåíèå

LQ(n) ∼ σQ
2n

n
,

à äëÿ ëþáîãî íóëåâîãî èíâàðèàíòíîãî êëàññà âûïîëíÿåòñÿ ðàâåíñòâî

LQ(n) = o

(
2n

n

)
.

Íèæíÿÿ îöåíêà â ñëó÷àå íåíóëåâîãî èíâàðèàíòíîãî êëàññà íåïîñðåä-
ñòâåííî ñëåäóåò èç òåîðåìû 38.

Ïóñòü f(x1, . . . , xn) � ïðîèçâîëüíàÿ ôóíêöèÿ èç Q(n). Ââåäåì íà-
òóðàëüíûé ïàðàìåòð k = k(n), óäîâëåòâîðÿþùèé óñëîâèÿì k → ∞ è
n− k →∞ ïðè n→∞. Ïîëîæèì

l = dlog |Q(k)|e .

Âñå ôóíêöèè èç ìíîæåñòâà Q(k) çàêîäèðóåì äâîè÷íûìè íàáîðàìè äëè-
íû l. Ïîñòðîèì ñõåìó S, ðåàëèçóþùóþ ôóíêöèþ f , êàê ïîêàçàíî íà
ðèñ. 4.8. Ñõåìà S ñîñòîèò èç òðåõ ïîäñõåì, êîòîðûå îáîçíà÷èì S1, S2

è S3.
Ïîäñõåìà S1, íà âõîäû êîòîðîé ïîäàþòñÿ ïåðåìåííûå x1, . . . , xn−k,

èìååò l âûõîäîâ. Ýòà ïîäñõåìà ïî íàáîðó (α1, . . . , αn−k) çíà÷åíèé ñâîèõ
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S3

f

Ðåàëèçàöèÿ âñåõ çíà÷åíèé ôóíêöèè
f(α1, . . . , αn−k, xn−k+1, . . . , xn)

S2︸ ︷︷ ︸
2k âûõîäîâ

r r r r r r r r

Ðåàëèçàöèÿ êîäà ôóíêöèè
f(α1, . . . , αn−k, xn−k+1, . . . , xn)S1

x1 xn−k

︸ ︷︷ ︸
l âûõîäîâ

r r r r r

r r r r r

xn−k+1 xnr r r

Ðèñ. 4.8:

âõîäîâ âû÷èñëÿåò êîä ôóíêöèè f((α1, . . . , αn−k, xn−k+1, . . . , xn), ïðèíàä-
ëåæàùåé èíâàðèàíòíîìó êëàññó Q.

Ïîäñõåìà S2, íà âõîäû êîòîðîé ïîäàþòñÿ âûõîäû ïîäñõåìû S1, âû÷èñ-
ëÿåò âñå 2k çíà÷åíèé ôóíêöèè f((α1, . . . , αn−k, xn−k+1, . . . , xn), ò. å. çíà÷å-
íèÿ f((α1, . . . , αn−k, 0, . . . , 0), . . . , f((α1, . . . , αn−k, 1, . . . , 1).

Íà âõîäû ïîäñõåìû S3 ïîäàþòñÿ âûõîäû ïîäñõåìû S2 è ïåðå-
ìåííûå xn−k+1, . . . , xn. Ýòà ïîäñõåìà ïî íàáîðó (αn−k+1, . . . , αn) ïåðå-
ìåííûõ xn−k+1, . . . , xn ñðåäè ïîäàâàåìûõ íà âõîä ïîäñõåìû çíà÷åíèé
f((α1, . . . , αn−k, 0, . . . , 0), . . . , f((α1, . . . , αn−k, 1, . . . , 1) âûáèðàåò íóæíîå
çíà÷åíèå f(α1, . . . , αn).

Ó÷èòûâàÿ, ÷òî l = (σQ + o(1))2k ïðè n → ∞, ïîñòðîåíèå ïîäñõåì S1,
S2 è S3 ìåòîäîì Ëóïàíîâà (ñì. òåîðåìó 39) îòäåëüíî äëÿ êàæäîãî âûõîäà
äàåò ñëåäóþùèå îöåíêè:

L(f) ≤ L(S) = L(S1) + L(S2) + L(S3) .

. l
2n−k

n− k
+ 2k

2l

l
+

22k+k

2k + k
≤ (σQ + o(1))

2n

n− k
+ o

(
22k+k

)
.
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Ïîëàãàÿ k(n) = b(log n)/2c, ïîëó÷àåì îöåíêó

L (f) ≤ σQ
2n

n
+ o

(
2n

n

)
,

êîòîðàÿ â ñèëó ïðîèçâîëüíîñòè âûáîðà ôóíêöèè f(x1, . . . , xn) çàâåðøàåò
äîêàçàòåëüñòâî âåðõíåé îöåíêè è äëÿ íóëåâîãî è äëÿ íåíóëåâîãî çíà÷åíèÿ
ïåðàìåòðà σQ.

� 4.7 Òåîðåìà ßáëîíñêîãî

Â ñîîòâåòñòâèè ñ òåîðåìîé 35 âåëè÷èíà ñëîæíîñòè ðåàëèçàöèè áóëåâîé
ôóíêöèè ñõåìàìè êà÷åñòâåííî íå ìåíÿåòñÿ ïðè ïåðåõîäå îò îäíîãî êî-
íå÷íîãî ïîëíîãî áàçèñà ê äðóãîìó. Ïîýòîìó äëÿ îïðåäåëåííîñòè áóäåì
ðàññìàòðèâàòü ñëîæíîñòü ðåàëèçàöèè áóëåâûõ ôóíêöèé ñõåìàìè â áàçè-
ñå B0 = {∨,&, }.

Ñ îäíîé ñòîðîíû, òåîðåìà 38 óòâåðæäàåò, ÷òî äëÿ ëþáîãî ε > 0
ïî÷òè âñå áóëåâû ôóíêöèè îò n ïåðåìåííûõ èìåþò ñëîæíîñòü áîëü-
øå âåëè÷èíû (1 − ε)2

n

n
(à â ñèëó çàäà÷è 28 � äàæå áîëüøå âåëè÷èíû

2n

n

(
1 + (1− ε) logn

n

)
).

Ñ äðóãîé ñòîðîíû, íå èçâåñòíî íè îäíîãî êîíñòðóêòèâíîãî ïðèìåðà
áóëåâîé ôóíêöèè (à òî÷íåå ãîâîðÿ, ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé n ïåðå-
ìåííûõ {fn = fn(x1, . . . , xn)}), äëÿ êîòîðîé áûëà áû ïîëó÷åíà íåëèíåéíî
ðàñòóùàÿ ïî n íèæíÿÿ îöåíêà ñëîæíîñòè. Ïðèíöèïèàëüíûå ñëîæíîñòè
ïîëó÷åíèÿ âûñîêèõ íèæíèõ îöåíîê ñëîæíîñòè èíäèâèäóëüíûõ ïîñëåäî-
âàòåëüíîñòåé áóëåâûõ ôóíêöèé ïîäòâåðæäàþòñÿ òåì ôàêòîì, ÷òî ýô-
ôåêòèâíîå (â ðàçóìíîì ñìûñëå) ïîñòðîåíèå ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíê-
öèé, ñëîæíîñòü êîòîðûõ ðàñòåò áûñòðåå ëþáîãî ïîëèíîìà îò n, ðåøèëî
áû â îòðèöàòåëüíîì ñìûñëå èçâåñòíóþ ïðîáëåìó ðàâåíñòâà êëàññîâ P è
NP (ò. å. áûëî áû äîêàçàíî, ÷òî P 6=NP).

Êîíå÷íî, äëÿ êàæäîãî çíà÷åíèÿ n ìîæíî îïðåäåëèòü ôóíêöèþ
fn(x1, . . . , xn) ðàâåíñòâîì L(fn) = L(n). Òàêàÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòü {fn},
áåçóñëîâíî, èìååò ìàêñèìàëüíî âîçìîæíóþ íèæíþþ îöåíêó ñëîæíî-
ñòè, îäíàêî, ýòó ïîñëåäîâàòåëüíîñòü òðóäíî íàçâàòü ¾êîíêðåòíîé¿. Êðî-
ìå òîãî, ïðè îïðåäåëåíèè ýòîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè èñïîëüçóåòñÿ ïî-
íÿòèå ñëîæíîñòè è äîêàçàòåëüñòâî íèæíåé îöåíêè äëÿ ïîñëåäîâàòåëü-
íîñòè ¾ñàìûõ ñëîæíûõ¿ ôóíêöèé, ïî ñóùåñòâó, ÿâëÿåòñÿ òàâòîëîãè÷-
íûì. Ïîñëåäíèé íåäîñòàòîê ìîæíî îáîéòè è ïîñòðîèòü ïîñëåäîâàòåëüíî-
ñòè ôóíêöèé ýêñïîíåíöèàëüíîé ñëîæíîñòè, èñïîëüçóÿ äðóãèå ¾ñèëüíûå¿
ñðåäñòâà, íàïðèìåð, íóìåðàöèè ïðèìèòèâíî-ðåêóðñèâíûõ ôóíêöèé èëè
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ôîðìàëüíûå òåîðèè áîëüøîé âûðàçèòåëüíîé ñèëû. Ïðè ýòîì òàêèå ïðè-
ìåðû â êàêîì-òî ñìûñëå ñõîäíû ñ ïîñëåäîâàòåëüíîñòüþ ñàìûõ ñëîæíûõ
ôóíêöèé ñâîåé ¾íåîñÿçàåìîñòüþ¿. Åùå â 1954 ã. Ñ.Â. ßáëîíñêèé âûñêà-
çàë ãèïîòåçó î òîì, ÷òî ýòîò íåäîñòàòîê ÿâëÿåòñÿ íåïðåîäîëèìûì. Äëÿ
ôîðìàëèçàöèè òàêîãî ïîäõîäà îí ââåë ïîíÿòèå ïðàâèëüíîãî àëãîðèòìà.

Àëãîðèòì íàçûâàåòñÿ ïðàâèëüíûì, åñëè ïðè ïîñòðîåíèè ëþáîé áåñ-
êîíå÷íîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ôóíêöèé {fn(x1, . . . , xn)} îí îäíîâðåìåí-
íî ñòðîèò íåêîòîðûé èíâàðèàíòíûé êëàññ, ñîäåðæàùèé ýòó ôóíêöèþ.
Îïðåäåëåíèå ïðàâèëüíîãî àëãîðèòìà õîðîøî ñîãëàñóåòñÿ ñ èíòóèòèâíûì
ïîíèìàíèåì êîíñòðóêòèâíîñòè çàäàâàåìîé ïîñëåäîâàòåëüíîñòè. Äåé-
ñòâèòåëüíî, ïîä êîíñòðóêòèâíûì çàäàíèåì ôóíêöèè åñòåñòâåííî ïîíè-
ìàòü òàêîå îïèñàíèå ýòîé ôóíêöèè ñâîéñòâàìè, ÷òî ïî ýòîìó îïèñàíèþ
äîñòàòî÷íî ïðîñòî îïðåäåëÿåòñÿ çíà÷åíèå ôóíêöèè íà ëþáîì íàáîðå. Íî
òîãäà òàêæå ïðîñòî îïðåäåëÿþòñÿ çíà÷åíèÿ íà ïðîèçâîëüíîì íàáîðå ëþ-
áîé ïîäôóíêöèè ýòîé ôóíêöèè, à òàêæå ôóíêöèé, ïîëó÷àþùèõñÿ èç èñ-
õîäíîé ïóòåì ïåðåèìåíîâàíèÿ ïåðåìåííûõ èëè äîáàâëåíèÿ ôèêòèâíûõ
ïåðåìåííûõ.

Àëãîðèòìè÷åñêèå òðóäíîñòè ïîñòðîåíèÿ ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñàìûõ
ñëîæíûõ ôóíêöèé ïîäòâåðæäàþòñÿ ñëåäóþùèì óòâåðæäåíèåì, èçâåñò-
íûì êàê òåîðåìà ßáëîíñêîãî î íåâîçìîæíîñòè ýëèìèíàöèè10 ïåðåáîðà
ïðè ïîñòðîåíèè ïîñëåäîâàòåëüíîñòè ñàìûõ ñëîæíûõ ôóíêöèé.

Òåîðåìà 44 (Ñ.Â. ßáëîíñêèé). Ëþáîé ïðàâèëüíûé àëãîðèòì, ñòðîÿ-

ùèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fn(x1, . . . , xn)}, óäîâëåòâîðÿþùèõ
óñëîâèþ L(fn) = L(n), ñòðîèò ìíîæåñòâî âñåõ ôóíêöèé P2.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî ïðàâèëüíûé àëãîðèòì, ñòðîÿùèé
ïîñëåäîâàòåëüíîñòü ôóíêöèé {fn(x1, . . . , xn)}, ñòðîèò èíâàðèàíòíûé
êëàññ Q, îòëè÷íûé îò êëàññà âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé. Òîãäà âûïîëíÿåò-
ñÿ íåðàâåíñòâî σQ < 1, òàê êàê ïàðàìåòð ëþáîãî èíâàðèàíòíîãî êëàññà
íå ïðåâîñõîäèò åäèíèöû, ïðè÷åì ñóùåñòâóåò òîëüêî îäèí èíâàðèàíòíûé
êëàññ ñ åäèíè÷íûì ïàðàìåòðîì � ýòî êëàññ P2. Ïîýòîìó, ïðèìåíÿÿ òåî-
ðåìó 43, ïîëó÷àåì, ÷òî ïðè n→∞ âûïîëíÿåòñÿ íåðàâåíñòâî

L(fn) ≤ (σQ + o(1))L(n),

êîòîðîå ïðîòèâîðå÷èò óñëîâèþ òåîðåìû.

Ñòîèòü îòìåòèòü, ÷òî òåîðåìà 44 ÿâëÿåòñÿ îäíèì èç óòî÷íåíèé âåñüìà
îáùåé ãèïîòåçû C.Â. ßáëîíñêîãî, êîòîðàÿ ìîæåò áûòü ñôîðìóëèðîâàíà
ñëåäóþùèì îáðàçîì: ëþáîé àëãîðèòì, ñòðîÿùèé ïîñëåäîâàòåëüíîñòü

10Ýëèìèíàöèÿ � çäåñü: èñêëþ÷åíèå, èçáåæàíèå.
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ñàìûõ ñëîæíûõ ôóíêöèé, òðåáóåò ÷èñëà îïåðàöèé íå ìåíüøåãî, ÷åì

ïîëíûé ïåðåáîð âñåõ áóëåâûõ ôóíêöèé.
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