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Â 2021 ã. äîêàçàíî, [1], ñóùåñòâîâàíèå âûïóêëîãî 19-ãðàííèêà, ïîëó÷åííîãî èç èêîñàýäðà çàìå-
íîé åãî òðåóãîëüíîé è ñìåæíûõ ñ íåé òð¼õ ãðàíåé íà òðè ðîìáà ñ îáùåé âåðøèíîé. Ïðè ýòîì èç-
ìåíèëèñü îñòàâøèåñÿ äâóãðàííûå óãëû, îáðàçîâàííûå ñìåæíûìè ãðàíÿìè èêîñàýäðà, êàæäûé óãîë
ðîìáè÷åñêîé ãðàíè îòëè÷àåòñÿ îò ïðÿìîãî ìåíüøå, ÷åì íà 1, 5◦, à âñå òðåóãîëüíûå ãðàíè îñòàëèñü
ïðàâèëüíûìè. Â òåêóùåì ó÷åáíîì ãîäó íà ñåìèíàðå ¾Ãðóïïû è ïàðêåòîãðàííèêè¿ ïðåäñòàâëåíû è
äðóãèå ìàëî îòëè÷àþùèåñÿ îò ïðàâèëüíîãðàííûõ òåë ìíîãîãðàííèêè. Äëÿ êàæäîãî èç íèõ äîêàçàíî
� íåçàâèñèìî îò êëàññèôèêàöèîííîé òåîðåìû Çàëãàëëåðà [2] � íåñóùåñòâîâàíèå ïðàâèëüíîãðàííè-
êà ñ ðàâíûì ýòîìó òåëó êîìáèíàòîðíûì ñòðîåíèåì. Ðàññìîòðèì àëãåáðàè÷åñêóþ ìîäåëü îäíîãî
èç òàêèõ òåë, êîìáèíàòîðíî áëèçêîãî ¾Îïîÿñàííîìó äâóêëèííèêó¿ M24 (òåëî Äæîíñîíà J90). Ðàñ-
ñìàòðèâàÿ èçîáðàæåíèå ýòîãî ïðàâèëüíîãðàííèêà, ñì. SageMath-ìîäåëü2, òðóäíî íå çàìåòèòü, ÷òî
ïîâåðõíîñòü òåëà M24 ðàçðåçàåòñÿ ïî ð¼áðàì íà òðè ïîâåðõíîñòè: êîìáèíàòîðíî ðàâíóþ áîêîâîé
ïîâåðõíîñòè àíòèïðèçìû ñ 6-óãîëüíûìè îñíîâàíèÿìè ïîëîñêó èç 12 òðåóãîëüíèêîâ è äâå îäèíà-
êîâûå 6-ãðàííûå ïîâåðõíîñòè, â êàæäîé èç êîòîðûõ êðîìå äâóõ ñìåæíûõ êâàäðàòîâ â èõ îáùèõ
âåðøèíàõ ñîáðàíû åù¼ ïî äâà (ñìåæíûõ) òðåóãîëüíèêà. Îòìåòèì òàêæå, ÷òî îáùèå ð¼áðà êâàäðàò-
íûõ ãðàíåé òåëà M24 ïåðïåíäèêóëÿðíû. Ïîâåðí¼ì îäíó èç ðàññìîòðåííûõ 6-ãðàííûõ ÷àñòåé òàê,
÷òîáû óãîë (ñêðåùèâàþùèõñÿ) ïðÿìûõ, ñîäåðæàùèõ îáùèå ð¼áðà êâàäðàòîâ ïîëó÷åííîãî òåëà, ñòàë
îñòðûì. Åñòåñòâåííî, äëÿ ñîåäèíåíèÿ âíîâü òð¼õ ýòèõ ÷àñòåé ïðèä¼òñÿ èçìåíèòü äâóãðàííûå óãëû
ìåæäó ñìåæíûìè ãðàíÿìè, à òàêæå äëèíû íåêîòîðûõ ð¼áåð. Ïîëó÷åííûé òàê 24-ãðàííèê è ëþáîé
êîìáèíàòîðíî åìó ðàâíûé ìíîãîãðàííèê áóäåì îáîçíà÷àòü M24a, ñì. ìîäåëü îäíîãî èç íèõ
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Äîêàçàòåëüñòâî. Åñëè ñìåæíûå êâàäðàòíûå ãðàíè òåëà M24a îáðàçóþò ïðÿìîé óãîë, òî ðàññìîò-
ðåííóþ âûøå 6-ãðàííóþ ïîâåðõíîñòü ìîæíî ðàñïîëîæèòü íà ïëîñêîñòè òàê, ÷òî åé ïðèíàäëåæàò
øåñòü âåðøèí, îòëè÷íûõ îò îáùèõ âåðøèí êâàäðàòíûõ ãðàíåé. Äåéñòâèòåëüíî, èç äâóõ òàêèõ ïî-
âåðõíîñòåé ñîñòîèò ïîâåðõíîñòü ïðàâèëüíîãðàííîãî òåëà P3,9 = Π4+M2+M2, ñîñòàâëåííîãî èç êóáà
Π4 è äâóõ ÷åòûð¼õóãîëüíûõ (ïðàâèëüíîãðàííûõ) ïèðàìèä M2, ñì. îáîçíà÷åíèÿ è íàçâàíèÿ, [3]. Ýòî
õîðîøî âèäíî ïî èçîáðàæåíèþ íà ðèñ. 1 ýòîãî òåëà Äæîíñîíà ¾Óäëèí¼ííàÿ ÷åòûð¼õóãîëüíàÿ áèïè-
ðàìèäà¿ J15, ãäå ÷èñëàìè 1 è 2 ïîìå÷åíû îáå åãî ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû, äåéñòâóÿ íà êîòîðûå
ñèììåòðèÿìè ãðóïïû AutP (3, 9), ïîëó÷àåì âñå åãî âåðøèíû. Îäíà èç ñîäåðæàùèõ ýòè âåðøèíû
ïëîñêîñòåé � ïëîñêîñòü xOz � äåëèò ïîâåðõíîñòü òåëà P3,9 íà ðàâíûå 6-ãðàííûå ïîâåðõíîñòè, â
êàæäîé èç êîòîðûõ êâàäðàòíûå ãðàíè ÿâëÿþòñÿ ñìåæíûìè ãðàíÿìè êóáà.

1Èññëåäîâàíèå âûïîëíåíî çà ñ÷åò ãðàíòà Êðàñíîÿðñêîãî ìàòåìàòè÷åñêîãî öåíòðà .
2https://sagecell.sagemath.org/?q=inufah
3https://sagecell.sagemath.org/?q=xypadw
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Ðèñ. 1: Ïðàâèëüíîãðàííèê P3,9 = J15, https://sagecell.sagemath.org/?q=tlhusk

Ðàññìîòðåííîå âûøå ñå÷åíèå òåëà P3,9 ïëîñêîñòþ xOz åñòü ðàâíîñòîðîííèé 6-óãîëüíèê ñ ïà-
ðîé ïðîòèâîïîëîæíûõ ïðÿìûõ óãëîâ è îñòàëüíûìè ÷åòûðüìÿ óãëàìè ïî 135◦. Ðàñïîëîæèì ýòîò
6-óãîëüíèê ïàðàëëåëüíî ïëîñêîñòè xOy íà íåêîòîðîì ðàññòîÿíèè îò íå¼, êîòîðîìó äàäèì îáîçíà÷å-
íèå h. Èç ñîîòíîøåíèé ïðàâèëüíîãðàííîé 4-óãîëüíîé ïèðàìèäû ñ åäèíè÷íûìè ð¼áðàìè íàõîäèì,
÷òî ìàëàÿ äèàãîíàëü ðàññìàòðèâàåìîãî 6-óãîëüíèêà, ñîåäèíÿþùàÿ âåðøèíû óãëîâ 135◦, ðàâíà

√
2.

Íà ðèñ. 2 ýòà äèàãîíàëü èçîáðàæàåòñÿ îòðåçêîì V1V3, êîíöû êîòîðîãî ïîìå÷åíû ÷èñëàìè 1 è 3 ñîîò-

Ðèñ. 2: 6-ãðàííàÿ ïîâåðõíîñòü è ðàñïîëîæåíèå äâóõ òàêèõ ïîâåðõíîñòåé â ñîñòàâå òåëà M24a
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Äëÿ íàõîæäåíèÿ íåèçâåñòíîãî ïîêà ðàññòîÿíèÿ h çàìåòèì, ÷òî åù¼ îäíà 6-ãðàííàÿ ïîâåðõíîñòü
òåëà M24a ïîëó÷åíà èç ïîñòðîåííîé êîìïîçèöèåé îòðàæåíèÿ îò ïëîñêîñòè xOy è ïîâîðîòà ñ îñüþ
àïïëèêàò íà óãîë, êîòîðûé áóäåì îáîçíà÷àòü ρ. Íà ïðàâîé ÷àñòè ðèñ. 2 âåëè÷èíå ρ ðàâåí óãîë
V7V1V3, ñì. òàêæå ðèñ. 3. Äåéñòâèòåëüíî, ïîâåðíóòü è îòðàçèòü 6-ãðàííóþ ïîâåðõíîñòü íàäî òàê,
÷òîáû òðåóãîëüíèê V3V15V7 ñòàë ïðàâèëüíûì. Ðàâåíñòâî åãî ñòîðîí V3V15 è V7V15 îáåñïå÷èâàåòñÿ
òàêèì ðàñïîëîæåíèåì ïðîåêöèé ÷åòûð¼õ êâàäðàòîâ íà ïëîñêîñòü xOy, êîòîðûå íà ðèñ. 2 èçîáðàæå-
íû äâóìÿ æ¼ëòûìè ïðÿìîóãîëüíèêàìè, ÷òî, âî-ïåðâûõ, äèàãîíàëü V1V7 âåðõíåãî ïðÿìîóãîëüíèêà
îòîáðàæàåòñÿ íà äèàãîíàëü V9V15 íèæíåãî è, âî-âòîðûõ, äèàãîíàëü V9V15 ëåæèò íà îñè ñèììåò-
ðèè ïðÿìîóãîëüíèêà V1V3V7V5, à äèàãîíàëü V3V5 âåðõíåãî ïðÿìîóãîëüíèêà ñëóæèò îñüþ ñèììåòðèè

íèæíåãî. Ïîñêîëüêó ρ è åñòü óãîë ìåæäó ýòèìè äèàãîíàëÿìè V1V7 è V9V15, òî ρ = V̂7V1V3, ÷òî è
òðåáîâàëîñü. Êàòåòû òðåóãîëüíèêà V3V1V7 óæå íàéäåíû. Ïîýòîìó ãèïîòåíóçà V1V7 ðàâíà
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Äîñòðîèì äâå ïîëó÷åííûå ïîâåðõíîñòè (ïðàâèëüíûìè) òðåóãîëüíèêàìè V3V15V7 è V1V5V9. Îíè
ñìåæíû ñ êâàäðàòíûìè ãðàíÿìè âåðõíåé ïîâåðõíîñòè. Ðàññìîòðèì ðàâíîáî÷íóþ òðàïåöèþ, áîëüøåå
îñíîâàíèå êîòîðîé åñòü îòðåçîê V9V15, à ìåíüøåå ñîåäèíÿåò ñåðåäèíû ð¼áåð V3V7 è V1V5. Î÷åâèä-
íî, îñíîâàíèÿ å¼ ðàâíû
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Äëÿ çàâåðøåíèÿ äîêàçàòåëüñòâà òåîðåìû 1 ïîâåðí¼ì ñèñòåìó êîîðäèíàò âîêðóã îñè àïïëèêàò
òàê, ÷òîáû è äðóãèå êîîðäèíàòíûå îñè ñîâïàäàëè ñ îñÿìè ïîâîðîòîâ, ñîâìåùàþùèõ ñ ñîáîé òåëî
M24a. Íà ðèñ. 3 ýòè îñè èçîáðàæåíû çåë¼íûì öâåòîì. Óãîë ïîâîðîòà äîëæåí áûòü òàêèì, ÷òî íîâàÿ
îñü àáñöèññ ñîäåðæèò ñåðåäèíû ð¼áåð V3V15 è V5V9. Çíà÷èò ýòà îñü åñòü áèññåêòðèñà ðàññìîòðåí-
íîãî âûøå óãëà, îáðàçîâàííîãî äèàãîíàëÿìè V1V7 è V9V5. Âûõîäèò, ÷òî èñêîìûé óãîë ðàâåí ρ/2.
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Ó÷èòûâàÿ ââåä¼ííûå â òåîðåìå îáîçíà÷åíèÿ, ïðèõîäèì ê ìàòðèöå ýòîãî ïîâîðîòà 2a −2b 0
2b 2a 0
0 0 1

 .

Óìíîæàÿ å¼ íà âû÷èñëåííûå óæå êîîðäèíàòíûå òðîéêè âåðøèí òåëà M24a, ïîñòðîèì âñå åãî 16 âåð-
øèí. Â ÷àñòíîñòè, óìíîæåíèå íà êîîðäèíàòíûå òðîéêè (1) ïðèâîäèò ê çàâåðøåíèþ äîêàçàòåëüñòâà
òåîðåìû 1.

Â ðàññìîòðåííîé âûøå ¾æèâîé¿ SageMath-ìîäåëè ìíîãîãðàííèêà M24a ÷èñëàìè 1, 2, 3, 4 ïîìå-
÷åíû òî÷êè èç òåîðåìû. Òàêèì îáðàçîì, ôóíäàìåíòàëüíûõ âåðøèí 24-ãðàííèêà M24a ñòàëî íà îäíó
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Ðèñ. 3: Ïðîåêöèè ð¼áåð ìíîãîãðàííèêà M24a (https://u.to/YpviIQ) è îñè åãî ñèììåòðèé

áîëüøå, ÷åì ó ¾Îïîÿñàííîãî äâóêëèííèêà¿ M24. Ïðè÷èíà â òîì, ÷òî â îòëè÷èå îò M24 òåëî M24a

íå îáëàäàåò íåñîáñòâåííûìè ñèììåòðèÿìè: [2, 2]+ = AutM24a = Aut+M24 < AutM24 = [2+, 4].
Ñëåäñòâèå 1. ×åòûð¼õóãîëüíûå ãðàíè ìîäåëè òåëà M24a ÿâëÿþòñÿ êâàäðàòàìè è âñå ð¼áðà
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Ïîñòðîåííàÿ ìîäåëü òåëà M24a èíòåðåñíà è òåì, ÷òî ðàññìîòðåííûå âûøå å¼ 6-ãðàííûå ÷àñòè
âõîäÿò â ñîñòàâ äðóãèõ ïðàâèëüíîãðàííèêîâ: ðàññìîòðåííîãî J15 è ÷åòûð¼õñêàòíîãî ïðÿìîãî áè-
êóïîëà P2,39 = J28. Æèâûå ìîäåëè òåë Äæîíñîíà õîðîøî ñìîòðÿòñÿ â ñåòè ïî àäðåñó Johnson
Solids4. Îäíàêî, äëÿ äîêàçàòåëüñòâà íåñóùåñòâîâàíèÿ ïðàâèëüíîãðàííèêà ñ êîìáèíàòîðíûì ñòðî-
åíèåì M24a ïîñòðîåííóþ ìîäåëü íåîáõîäèìî óñëîæíèòü. Äëÿ ýòîãî ââîäèòñÿ ïàðàìåòð, ðàâíûé
âåëè÷èíå óãëà, îáðàçîâàííîãî ñìåæíûìè êâàäðàòíûìè ãðàíÿìè. Åñëè óãîë ýòîò îòëè÷åí îò ïðÿìî-
ãî, òî ñîîòâåòñòâóþùèå 6-ãðàííûå ïîâåðõíîñòè ìîæíî óâèäåòü íà ïðàâèëüíîãðàííèêàõ M21 = J89,
M22 = J86, P3,7 = J14, P3,11 = J16, P2,35 = J27 è P2,44 = J30. Çàòåì êîîðäèíàòû âåðøèí çàïèñû-
âàþòñÿ êàê ôóíêöèè êîñèíóñà ïîëîâèíû ýòîãî óãëà. Òðåáîâàíèå ðàâíîð¼áåðíîñòè ìíîãîãðàííèêà
ïðèâîäèò ê óðàâíåíèÿì, ðåøåíèÿ êîòîðûõ è ïîçâîëÿò ñäåëàòü íåîáõîäèìûé âûâîä î íåñóùåñòâî-
âàíèè ïðàâèëüíîãðàííèêà M24a. Ïðåæäå, ÷åì ñòðîèòü óñëîæí¼ííóþ ìîäåëü òåëà M24a, íàïîìíèì
òåîðåìó êîñèíóñîâ òð¼õãðàííîãî óãëà, ñì., íàïðèìåð, [4], ñòð. 253. Ïóñòü A(α, β, γ) � äâóãðàííûé
óãîë íàïðîòèâ ïëîñêîãî óãëà α â òð¼õãðàííîì óãëå ñ ïëîñêèìè óãëàìè α, β, γ; α(A, β, γ) � ïëîñêèé
óãîë α â òð¼õãðàííîì óãëå ñ èçâåñòíûìè A, β, γ. Òîãäà ñïðàâåäëèâî ðàâåíñòâî

cosα = cosβ cos γ + sinβ sin γ cosA. (2)

Òåîðåìà 2. Åñëè AutM24a = [2, 2]+, òî òåëî M24a íå ìîæåò áûòü ïðàâèëüíîãðàííûì.
Äîêàçàòåëüñòâî. Ïðåäïîëîæèì, ÷òî íàéä¼òñÿ ìíîãîãðàííèêM24a ñ ïðàâèëüíûìè ãðàíÿìè è åäè-

íè÷íûìè ð¼áðàìè. Íà÷í¼ì åãî ïîñòðîåíèå ñ 6-ãðàííîé ïîâåðõíîñòè, ñîäåðæàùåé ðîâíî äâå âåðøèíû

4https://www.orchidpalms.com/polyhedra/johnson/johnson.html
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÷åòûð¼õãðàííûõ óãëîâ òèïà (3, 3, 4, 4), òî åñòü èíöèäåíòíûõ äâóì ñìåæíûì êâàäðàòàì è äâóì ñìåæ-
íûì òðåóãîëüíèêàì êàæäàÿ. Âåëè÷èíó äâóãðàííîãî óãëà, îáðàçîâàííîãî ñìåæíûìè êâàäðàòíûìè

Ðèñ. 4: Ê íàõîæäåíèþ êîîðäèíàò ôóíäàìåíòàëüíûõ âåðøèí V1, V2, V3, V4

ãðàíÿìè òåëà M24a, îáîçíà÷èì 2β. Îáà òàêèõ óãëà ïðåäïîëàãàþòñÿ îäèíàêîâûìè ïîòîìó, ÷òî îäèí
åñòü îáðàç äðóãîãî ïðè ïîâîðîòå ãðóïïû [2, 2]+, ïðè÷¼ì îñü ïîâîðîòà ïåðïåíäèêóëÿðíà ïðÿìîé,
ñîäåðæàùåé ñåðåäèíû îáùèõ ð¼áåð êâàäðàòîâ. Ñëåäîâàòåëüíî, ñïðàâåäëèâà

Ëåììà. Åñëè ãðàíè òåëà M24a ïðàâèëüíûå, òî åãî ñìåæíûå êâàäðàòíûå ãðàíè îáðàçóþò ðàâíûå
äâóãðàííûå óãëû.

Äëÿ êàæäîãî β, 0 < β < 60◦ ïîñòðîèì àëãåáðàè÷åñêóþ ìîäåëü M24a = M24a(β) òàê, ÷òîáû îáå
6-ãðàííûå ïîâåðõíîñòè ìîäåëè îñòàâàëèñü ïðàâèëüíîãðàííûìè, à ñâÿçûâàþùèå èõ ð¼áðà ïîëîñêè
òðåóãîëüíèêîâ ìèíèìàëüíî îòëè÷àëèñü îò ð¼áåð øåñòèãðàííûõ ïîâåðõíîñòåé. Ìîäåëü èç òåîðåìû 1
ñîãëàñíî ââåä¼ííûì îáîçíà÷åíèÿì åñòü M24a(45). Ïóñòü h � ïîëîâèíà ðàññòîÿíèÿ ìåæäó ïëîñêîñòÿ-
ìè, ñîäåðæàùèìè ïàðàëëåëüíûå ð¼áðà ñìåæíûõ êâàäðàòîâ. Òîãäà, ñîõðàíèâ îáîçíà÷åíèÿ ôóíäà-
ìåíòàëüíûõ âåðøèí ìîäåëè M24a(45), ðèñ. 5, è âûáîð ñèñòåìû êîîðäèíàò, ñîîòâåòñòâóþùèé ðèñ. 2
è ðèñ. 4, ïîëó÷àåì êîîðäèíàòû ïåðâîé èç íèõ,

V1 =

(
sinβ,

1

2
, h

)
.

Ðàññìîòðèì òåòðàýäð V1V2V3V4, ñì. ðèñ. 4. Ïóñòü δ � äâóãðàííûé óãîë, îáðàçîâàííûé åãî ãðàíÿìè

V1V3V4 è V1V2V3, ϕ = V̂3V1V2. Òîãäà ïðèìåíÿÿ ê òð¼õãðàííîìó óãëó ñ âåðøèíîé V1 òåîðåìó êîñèíóñîâ
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Ðèñ. 5: 24-ãðàííèê M24a(45) è åãî ôóíäàìåíòàëüíûå âåðøèíû

(2), ïîëó÷àåì
cos 60◦ = cos(90◦ − β) cosϕ+ sin(90◦ − β) sinϕ cos δ. (3)

Ïóñòü L � ñåðåäèíà ðåáðà V1V3, åäèíñòâåííîãî áûòü ìîæåò îòëè÷íîãî îò åäèíèöû ðåáðà ðàññìàò-
ðèâàåìîãî òåòðàýäðà. Òîãäà LV2 = sinϕ = cosβ è, ñëåäîâàòåëüíî, ϕ = 90◦ − β. Ïîýòîìó ðàâåíñòâî
(3) ïðèîáðåòàåò âèä

1

2
= sinβ cos(90◦ − β) + cosβ sin(90◦ − β) cos δ,

1

2
= sin2 β + cos2 β cos δ,

cos δ =
1− 2 sin2 β

2cos2β
, sin δ =

√
3− 4 sin2 β

2 cos2 β
. (4)

Âûðàçèì ÷åðåç β, δ è h êîîðäèíàòû òð¼õ îñòàâøèõñÿ âåðøèí òåòðàýäðà:

V2 =

(
0,

1

2
+ cosβ sin(180◦ − δ), h+ cosβ cos δ

)
,

V2 =

(
0,

1

2
+ cosβ sin δ, h+ cosβ cos δ

)
,

V3 =

(
− sinβ,

1

2
, h

)
,

V4 =

(
0,

1

2
, h+ cosβ

)
.

Êàê è â ïîñòðîåíèè ìîäåëè M24a(45), äîáàâèì ê ýòèì âåðøèíàì èõ îáðàçû ïðè îòðàæåíèè
îò ïëîñêîñòè xOz : Vi → Vi+4, i = 1, 2, 3, 4, ðèñ. 2 è 4. Ñòîðîíû ïðÿìîóãîëüíèêà V1V3V7V5, èçîá-
ðàæ¼ííîãî æ¼ëòîé íà ðèñ. 4 ïðîåêöèåé, ðàâíû 1 è 2 sinβ è, ñëåäîâàòåëüíî, äèàãîíàëü åãî ðàâíà√
1 + 4 sin2 β. Îñòàâøèåñÿ âåðøèíû òåëà M24a ïîëó÷èì êîìïîçèöèåé îòðàæåíèÿ îò ïëîñêîñòè xOy

è ïîâîðîòà ñ îñüþ Oz íà òàêîé óãîë ρ, ÷òî ïðàâèëüíûìè ñòàíóò ñìåæíûå êâàäðàòíûì ãðàíÿì
V3V7V8V4 è V1V4V8V5 òðåóãîëüíèêè V3V15V7 è V1V5V9 ñîîòâåòñòâåííî: Vi → Vi+8, i = 1, 2, . . . , 8, ðèñ. 2
è 3. Ïîëó÷àåì

cos ρ =
2 sinβ√

1 + 4 sin2 β
, sin ρ =

1√
1 + 4 sin2 β

.
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Îáîçíà÷èì ïðàâûå ÷àñòè ïîëó÷åííûõ ðàâåíñòâ áóêâàìè c è s ñîîòâåòñòâåííî è äëÿ i = 9, 10, . . . , 16
íàõîäèì

Vi =

 c s 0
−s c 0
0 0 −1

V ′
i−8, (5)

ãäå øòðèõ îçíà÷àåò òðàíñïîíèðîâàíèå. Â ÷àñòíîñòè, ó÷èòûâàÿ ðàâåíñòâà (4), ïîëó÷àåì

V2 =

(
0,

1

2
+

√
3− 4 sin2 β

2 cos2 β
cosβ, h+

1− 2 sin2 β

2 cos2 β
cosβ

)
,

V2 =

(
0,

1

2
+

√
3− 4 sin2 β

2 cosβ
, h+

1− 2 sin2 β

2 cosβ

)
,

V10 =

(
s

2
+

s
√
3− 4 sin2 β

2 cosβ
,
c

2
+

c
√

3− 4 sin2 β

2 cosβ
,
2 sin2 β − 1

2 cosβ
− h

)
. (6)

Íàéä¼ì òàêîå çíà÷åíèå h = h(β), ÷òî òðåóãîëüíèêè V3V15V7 è V1V5V9 ñòàíóò ïðàâèëüíûìè.
Êàê è â ïîñòðîåíèè ìîäåëè M24a(45) ðàññìîòðèì ñå÷åíèå òåëà M24a(β) ïëîñêîñòüþ xOz. Òåïåðü

ýòà ðàâíîáî÷íàÿ òðàïåöèÿ èìååò îñíîâàíèÿ
√
1 + 4 sin2 β è 2 sinβ, à áîêîâûå ñòîðîíû ïî ïðåæíåìó

ðàâíû
√
3/2. Ïîýòîìó å¼ âûñîòà

2h =

√√√√3

4
−

(√
1 + 4 sin2 β − 2 sinβ

2

)2

,

2h =
1

2

√
3−

(
1 + 4 sin2 β + 4 sin2 β − 4 sinβ

√
1 + 4 sin2 β

)
,

h =
1

4

√
2− 8 sin2 β + 4 sinβ

√
1 + 4 sin2 β. (7)

Òàêèì îáðàçîì, èçìåíåíèå óãëà β îñòàâèò ïðàâèëüíûìè êâàäðàòíûå è ñìåæíûå ñ íèìè òðåóãîëüíûå
ãðàíè.

Ñ òî÷íîñòüþ äî ñèììåòðèè òåëà M24a(β) îñòàëèñü äâà åãî ðåáðà, êîòîðûå áóäóò åäèíè÷íûìè
ëèøü äëÿ êîíå÷íîãî êîíå÷íîãî ÷èñëà çíà÷åíèé β : V2V10 è V1V10. Íàéä¼ì ýòè çíà÷åíèÿ, ðåøèâ
îòíîñèòåëüíî β óðàâíåíèå

|V2V10|2 = 1. (8)

Ïîëüçóÿñü îáîçíà÷åíèÿìè (5), êîîðäèíàòàìè (6) âåðøèí V2 è V10, íàõîäèì åãî ëåâóþ ÷àñòü

s2

(
1

2
+

√
4 cos2 β − 1

2 cosβ

)2

+

(
c

(
1

2
+

√
4 cos2 β − 1

2 cosβ

)
− 1

2
−
√
4 cos2 β − 1

2 cosβ

)2

+

(
2 sin2 β − 1

cosβ
− 2h

)2

.

Ïóñòü w = cos2 β. Òîãäà sinβ =
√
1− w, c = 2

√
1− w/

√
5− 4w, s = 1/

√
5− 4w è ñîãëàñíî (7) âûñîòà

h =
1

4

√
8w − 6 + 4

√
1− w

√
5− 4w.

Ñëåäîâàòåëüíî, óðàâíåíèå (8) ïðèíèìàåò âèä

s2
(
1

2
+

√
4w − 1

2
√
w

)2

+

(
c

(
1

2
+

√
4w − 1

2
√
w

)
− 1

2
−

√
4w − 1

2
√
w

)2

+

(
1− 2w√

w
− 2h

)2

= 1. (9)
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Òîæäåñòâåííûå ïðåîáðàçîâàíèÿ, à òàêæå èçáàâëåíèå îò ðàäèêàëîâ ïóò¼ì âîçâåäåíèÿ â êâàäðàò
îáåèõ ÷àñòåé ïðåîáðàçîâàííîãî óðàâíåíèÿ (9), ñì. âûðàæåíèÿ (4)�(10) ïðîòîêîëà âû÷èñëåíèé
¾M24aTh2.pdf¿, ïðèâîäÿò ê ìíîãî÷ëåíó

14898167808w17 − 184899665920w16 + 1034992222208w15 − 3463143620608w14+
+7739958951936w13 − 12228656742400w12 + 14097752522752w11 − 12065222541312w10+
+7720603398144w9 − 3689275459072w8 + 1303460431872w7 − 333586248192w6+
+59657541376w5 − 7004246208w4 + 479407104w3 − 14235392w2 − 12976w − 1,

(10)

çàïèñàííîìó â ïðîòîêîëå ïîä èìåíåì q è íîìåðîì (11). Íàñ èíòåðåñóþò åãî äåéñòâèòåëüíûå êîðíè,
ñîîòâåòñòâóþùèå çíà÷åíèÿì β îò íóëÿ äî 60◦. Ïîýòîìó êîðíè ýòè äîëæíû îêàçòüñÿ â èíòåðâàëå(

1

4
, 1

)
,

â êîòîðûé èç ñïèñêà (13) ïðîòîêîëà ïîïàäàþò ëèøü ñëåäóþùèå ïðèáëèæ¼ííûå çíà÷åíèÿ êîð-
íåé ìíîãî÷ëåíà (10): 0,4520206845; 0,4569195098; 0,5514605345; 0,9181223815. Ñîîòâåòñòâóþùèå èì
íåîêðóãë¼ííûå çíà÷åíèÿ óãëà β áóäåì â óêàçàííîì ïîðÿäêå îáîçíà÷àòü βi, i = 1, 2, 3, 4. Êàæäóþ
ìîäåëü M24a(βi), i = 1, 2, 3, 4, âêëþ÷àÿ å¼ ãðàôè÷åñêîå ïðåäñòàâëåíèå è äëèíû ð¼áåð V2V4, V2V10,
V1V10, � à çíà÷èò è äëèíû ñèììåòðè÷íûõ èì ð¼áåð � ìîæíî íàéòè íèæå âûðàæåíèÿ (15) ïðîòîêî-
ëà ¾M24aTh2.pdf¿. Ïîëó÷èëè, ÷òî åäèíñòâåííûì ñ òî÷íîñòüþ äî ñèììåòðèè íååäèíè÷íûì ðåáðîì
îáëàäàåò ëèøü îäíà èç ýòèõ ìîäåëåé. À èìåííî ó ìîäåëè M24a(β2) ðåáðî V1V10 ïðèáëèæ¼ííî ðàâíî
0,92166. Ñëåäîâàòåëüíî, ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíûå ãðàíè V1V10V2, V1V9V10 è èõ ñèììåòðè÷íûå
îáðàçû íå ìîãóò áûòü ïðàâèëüíûìè. Ïîëó÷åííîå ïðîòèâîðå÷èå ñ ïðàâèëüíîãðàííîñòüþ ðàññìàòðè-
âàåìîé ìîäåëè òåëà M24a(β2) çàâåðøàåò äîêàçàòåëüñòâî òåîðåìû 2.

Âûïóêëîñòü ìîäåëè M24a(β2) õîðîøî âèäíà ïî å¼ ãðàôè÷åñêîìó ïðåäñòàâëåíèþ ïðîòîêîëà âû-
÷èñëåíèé, ñì. òàêæå æèâóþ ìîäåëü5. Óãîë, ëåæàùèé â òðåóãîëüíîé ãðàíè íàïðîòèâ å¼ ñòîðîíû
V1V10 ðàâåí ïðèáëèæ¼ííî 54, 881510◦. Êîíå÷íî, âûÿñíèòü òåðÿåò ëè ìíîãîãðàííèê âûïóêëîñòü íå
ñëîæíî è áåç îáðàùåíèÿ ê åãî ãðàôè÷åñêîé ìîäåëè. Â ñàìîì äåëå, äîñòàòî÷íî äëÿ êàæäîãî ðåáðà
íàéòè çíàê îïðåäåëèòåëÿ ìàòðèöû, ñîñòàâëåííîé èç êîîðäèíàòíûõ òðîåê âåêòîðîâ, îäèí èç êîòîðûõ
ïîñòðîåí íà âûáðàííîì ðåáðå, äâà äðóãèõ âûõîäÿò èç íà÷àëà ïîñòðîåííîãî âåêòîðà, à êîíöû èõ ðàñ-
ïîëîæåíû íà ñìåæíûõ ïî ýòîìó ðåáðó ãðàíÿõ. Ïîðÿäîê ðàñïîëîæåíèÿ êîîðäèíàòíûõ òðîåê äîëæåí
ñîîòâåòñòâîâàòü îðèåíòàöèè èñïîëüçóåìîé ñèñòåìû êîîðäèíàò. Åñëè îïðåäåëèòåëü îòðèöàòåëüíûé,
òî îáðàçîâàííûé ñìåæíûìè ïî ýòîìó ðåáðó ãðàíÿìè äâóãðàííûé óãîë áîëüøå 180◦ è âûïóêëîñòü
òåðÿåòñÿ. Åñëè óãîë ðàçâ¼ðíóòûé, òî ðàññìàòðèâàåìîå ðåáðî ñòàíåò óñëîâíûì (ñîåäèíÿþùèì ãðàíè
îäíîé ïëîñêîñòè). Òàêèì îáðàçîì, äîêàçàíà

Òåîðåìà 3. 24-ãðàííèêM24a ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé [2, 2]+ îáëàäàåò êâàäðàòíîé ãðàíüþ è åäèíè÷-
íûìè ð¼áðàìè çà èñêëþ÷åíèåì ÷åòûð¼õ ñèììåòðè÷íûõ ð¼áåð, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû òèïîâ

(
35
)
è(

34, 4
)
, òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàçîâàííûé êâàäðàòíûìè ãðàíÿìè óãîë 2β ≈ 94, 9427891◦ è

òàêîé, ÷òî cos2 β åñòü âòîðîé (äåéñòâèòåëüíûé) êîðåíü ðàñïîëîæåííîãî âûøå ìíîãî÷ëåíà (10).
Ñëåäñòâèå 2. Äëèíà ðåáðà, ñîåäèíÿþùåãî âåðøèíû òèïîâ

(
35
)
è
(
34, 4

)
òåëà M24a(β) ñ óñëîâè-

åì, ÷òî íå ñèììåòðè÷íûå åìó ð¼áðà ðàâíû, ìàêñèìàëüíà ïðè β = β2 è ðàâíà ïðèáëèæ¼ííî 0, 92166
äëèíû êàæäîãî èç íèõ.

Ñëåäñòâèå 3. Îòëè÷íûìè îò ïðàâèëüíûõ ãðàíåé òåëà M24a(β2) ÿâëÿþòñÿ òîëüêî ñìåæíûå ïî
ðåáðó ñ êîíöàìè â âåðøèíàõ òèïîâ

(
35
)
è
(
34, 4

)
ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè. Óãëû íàïðîòèâ

îñíîâàíèé ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû ïðèáëèçèòåëüíî 54◦52′53, 437′′.
Çàìåòèì, ÷òî ìíîãîãðàííèê M24a îáëàäàåò ëèøü äâóìÿ ñèììåòðè÷íûìè ð¼áðàìè ñ êîíöàìè

â âåðøèíàõ òèïà
(
35
)
. Ñîãëàñíî ââåä¼ííûì âûøå îáîçíà÷åíèÿì ýòèìè ð¼áðàìè ÿâëÿþòñÿ îòðåçêè

V2V10 è V6V14. Åñëè âåðíóòüñÿ ê äîêàçàòåëüñòâó òåîðåìû 3 è âìåñòî óðàâíåíèÿ (8) ðåøàòü óðàâíåíèå

|V1V10|2 = 1, (11)

5https://u.to/4QPeIQ
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òî ñîãëàñíî ïðîòîêîëó ¾M24aTh4.pdf¿ âû÷èñëåíèÿìè (1)�(10) ñâîäèòñÿ ê ïîèñêó êîðíåé ìíîãî÷ëåíà

240058368w12 − 2189623296w11 + 8787763200w10 − 20441067520w9+
+30545817344w8 − 30697016320w7 + 21078311680w6 − 9816811776w5+
+2991393696w4 − 543094336w3 + 42900368w2 + 1776384w − 408321.

(12)

Òðåòèé èç íèõ âû÷èñëåíèÿìè (17) ïðîòîêîëà ïîêàçûâàåò, ÷òî âåðíà
Òåîðåìà 4. 24-ãðàííèê M24a ñ ãðóïïîé ñèììåòðèé [2, 2]+ îáëàäàåò êâàäðàòíîé ãðàíüþ è åäè-

íè÷íûìè ð¼áðàìè çà èñêëþ÷åíèåì äâóõ ñèììåòðè÷íûõ ð¼áåð, ñîåäèíÿþùèõ âåðøèíû òèïà
(
35
)
,

òîãäà è òîëüêî òîãäà, êîãäà îáðàçîâàííûé êâàäðàòíûìè ãðàíÿìè óãîë 2β ≈ 88, 249◦ è òàêîé, ÷òî
cos2 β åñòü òðåòèé (äåéñòâèòåëüíûé) êîðåíü ìíîãî÷ëåíà (12).

Ñëåäñòâèå 4. Îòëè÷íûìè îò ïðàâèëüíûõ ãðàíåé ìîäåëè òåëà M24a èç òåîðåìû 4 ÿâëÿþòñÿ
òîëüêî ñìåæíûå ïî ðåáðó ñ êîíöàìè â âåðøèíàõ òèïîâ

(
35
)
ðàâíîáåäðåííûå òðåóãîëüíèêè. Óãëû

íàïðîòèâ îñíîâàíèé ýòèõ òðåóãîëüíèêîâ ðàâíû ïðèáëèçèòåëüíî 71, 18537◦, à îñíîâàíèÿ ïðèìåðíî â
1, 164 ðàçà äëèíåå íåñèììåòðè÷íûõ èì ð¼áåð.

Óïðàæíåíèå 1. Ïîñòðîèòü ìîäåëü òåëà M24a, â êîòîðîé ðàâíû äëèíû ð¼áåð, ñîåäèíÿþùèõ
âåðøèíû òèïà

(
35
)
è âåðøèíû òèïîâ

(
35
)
è
(
34, 4

)
, ïðè÷¼ì îñòàëüíûå ð¼áðà èìåþò ïîïàðíî ðàâíûå

äëèíû. Óêàçàíèå. Âìåñòî óðàâíåíèé (8) èëè (11) ðåøàòü óðàâíåíèå |V2V10| = |V1V10|.
Óïðàæíåíèå 2. Ïóñòü îáðàçîâàííûé êâàäðàòíûìè ãðàíÿìè òåëà M24a äâóãðàííûé óãîë ðàâåí

2β è cos2 β åñòü áëèæàéøèé ÷èñëó 0,4569195 êîðåíü ìíîãî÷ëåíà (10). Íàéòè êîîðäèíàòû ôóíäàìåí-
òàëüíûõ âåðøèí òàêîé ìîäåëè ïðè óñëîâèè, ÷òî å¼ îñè ñèììåòðèè ñîâïàäàþò ñ îñÿìè êîîðäèíàò.

Óïðàæíåíèå 3. Ïóñòü îáðàçîâàííûé êâàäðàòíûìè ãðàíÿìè òåëà M24a äâóãðàííûé óãîë ðàâåí
2β è cos2 β åñòü áëèæàéøèé ÷èñëó 0,515 êîðåíü ìíîãî÷ëåíà (12). Íàéòè êîîðäèíàòû ôóíäàìåíòàëü-
íûõ âåðøèí òàêîé ìîäåëè ïðè óñëîâèè, ÷òî å¼ îñè ñèììåòðèè ñîâïàäàþò ñ îñÿìè êîîðäèíàò.

Óêàçàíèå ê óïðàæíåíèÿì 2 è 3. Ïîñòðîèòü ìàòðèöó ïîâîðîòà íà óãîë ρ/2 àíàëîãè÷íî ïîñòðîåíèþ
â äîêàçàòåëüñòâå òåîðåìû 1.

Çàäà÷à 1. Äîêàçàòü èçáûòî÷íîñòü óñëîâèÿ AutM24a = [2, 2]+ â òåîðåìå 2. Òî åñòü íåçàâèñèìî
îò êëàññèôèêàöèè âûïóêûõ ìíîøîãðàííèêîâ ñ ïðàâèëüíûìè ãðàíÿìè, [2], äîêàçàòü ÷òî ïðàâèëü-
íîãðàííèê M24a íå ñóùåñòâóåò.

Çàäà÷à 2. Äëÿ êàæäîé èç ïîñòðîåííûõ âûøå ìîäåëåé òåëà M24a íàéòè òàêîé ìíîãî÷ëåí ðàñ-
øèðåíèÿ ïîëÿ ðàöèîíàëüíûõ ÷èñåë, ÷òî âñå êîîðäèíàòû âåðøèí ìîäåëè ëåæàò â ýòîì ðàñøèðåíèè.
Êîììåíòàðèé. Ì. Êîñòýðñ íàø¼ë òàêîé ìíîãî÷ëåí äëÿ ïðàâèëüíîãðàííèêîâ M8, M20, . . . ,M25,M28

è íåêîòîðûõ äðóãèõ, ñì. ññûëêè íà âèäåîçàïèñè åãî òð¼õ äîêëàäîâ ñåìèíàðó ¾Ãðóïïû è ïàðêåòî-
ãðàííèêè¿6 âåñíîé 2021 ã., à òàêæå7.

Äðóãèå àëãåáðàè÷åñêèå ìîäåëè òåëà M25a è äðóãèå ìîäåëè óïîìÿíóòîãî â íà÷àëå ðàáîòû 19-
ãðàííèêà Â. È. Ñóááîòèíà ìîæíî íàéòè â êîëëåêöèè ïî÷òè äæîíñîâûõ òåë Johnson Solid Near
Misses8. Òàì ââîäèòñÿ ìåðà èõ óäàë¼ííîñòè îò ïðàâèëüíîãðàííîãî òåëà è 31 "æèâîé"ìíîãîãðàííèê
ðàñïîëîæåí ñîãëàñíî ýòîìó óïîðÿäî÷åíèþ. Êîìáèíàòîðíî ðàâíûå íàçâàííûì ìíîãîãðàííèêàì ìî-
äåëè ðàñïîëîæåíû ïîä íîìåðàìè 4 è 25 ñîîòâåòñòâåííî. Îñíîâîé óïîðÿäî÷åíèÿ ñëóæèò ÷èñëî A,
ðàâíîå ñóììå ìîäóëåé ðàçíîñòè ïëîñêîãî óãëà ãðàíè è áëèæàéøåãî ê íåìó óãëà ïðàâèëüíîãî ìíî-
ãîóãîëüíèêà äëÿ âñåõ ïëîñêèõ óãëîâ ãðàíåé. Åù¼ äâå õàðàêòåðèñòèêè óäàë¼ííîñòè îò ïðàâèëüíî-
ãðàííèêà ïîëó÷èëè îáîçíà÷åíèÿ E è P äëÿ ñóììû èñêàæåíèé âñåõ äëèí ð¼áåð ïðè óñëîâèè, ÷òî
íîðìàëüíàÿ äëèíà ðåáðà ðàâíà 1, è ñóììà èñêàæåíèé âñåõ äèàãîíàëåé êàæäîé (íåòðåóãîëüíîé)
ãðàíè ñîîòâåòñòâåííî. Íàïðèìåð, äëÿ ìîäåëè Â. È. Ñóááîòèíà

E = 0; P ≈3·(2·sin(91, 4397◦/2)−
√
2+

√
2−2·cos(91, 4397◦/2)) ≈ 0,1066; A ≈3·4·1, 4397◦ = 17,2764◦.

Óïðàæíåíèå 3. Íàéòè õàðàêòåðèñòèêè A, E è P äëÿ ìîäåëåé òåëà M24a òåîðåì 1, 3 è 4.
Ðàññìîòðåííûå õàðàêòåðèñòèêè ìîæíî ñäåëàòü ñêîëü óãîäíî ìàëåíüêèìè íà îñíîâå ñëåäóþùåé

àëãåáðàè÷åñêîé ìîäåëè r-ïàðêåòîãðàííèêà Q6b
9, [5]. Íàïîìíèì, r-ïàðêåòîãðàííèêîì íàçûâàåòñÿ

6https://icm.krasn.ru/seminar.php?id=reghedra&year=2021
7https://drive.google.com/drive/folders/1zJTN2qZhrxDZ-2SO7PRozgkIiwImlsn-?usp=sharing
8http://www.orchidpalms.com/polyhedra/acrohedra/nearmiss/jsmn.htm
9https://u.to/QJTmIQ
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âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê, îáëàäàþùèõ ãðàíÿìè, ñîñòàâëåííûìè èç êîíå÷íîãî ÷èñëà è áîëåå îäíîãî
ïðàâèëüíûõ ìíîãîóãîëüíèêîâ, è áûòü ìîæåò ïðàâèëüíûìè ãðàíÿìè.

Ðèñ. 6: 11-ãðàííèê Q6b è 20-ãðàííèê Q6bϵ

Òåîðåìà 5. Îáúåäèíåíèå îðáèò òî÷åê(√
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[3] ∼=

〈 1 0 0
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 − 1
2 −
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2 0√

3
2 − 1

2 0
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〉

ñîâïàäàåò ñ ìíîæåñòâîì âåðøèí 11-ãðàííèêà Q6b ñ ïðàâèëüíûìè îäíîé øåñòèóãîëüíîé, òðåìÿ ïÿ-
òèóãîëüíûìè, òðåìÿ êâàäðàòíûìè è òðåóãîëüíîé ãðàíÿìè, à òàêæå òðåìÿ òðàïåöèÿìè, êàæäàÿ èç
êîòîðûõ ñîñòàâëåíà èç òð¼õ òðåóãîëüíèêîâ ñ åäèíè÷íûìè ð¼áðàìè. Òðåóãîëüíàÿ ãðàíü ðàçäåëåíà
ñâîèìè ñðåäíèìè ëèíèÿìè íà ÷åòûðå òàêèõ òðåóãîëüíèêà.

Äîêàçàòåëüñòâî. Ïîñòðîèâ îáúåäèíåíèå îðáèò èç ôîðìóëèðîâêè òåîðåìû 5, ñòðîèì âñå òàêèå
îòðåçêè, ñîåäèíÿþùèå òî÷êè ýòîãî îáúåäèíåíèÿ, ÷òî äëèíû èõ ðàâíû åäèíèöå è äèàãîíàëÿì íåòðå-

óãîëüíûõ ãðàíåé:
√
2,

√
5+1
2 ,

√
3, 2. Åñëè ïîëó÷èì íà ÷åðòåæå âìåñòå ñ ð¼áðàìè âñå äèàãîíàëè íåòðå-

óãîëüíûõ ãðàíåé, à òàêæå òðåóãîëüíèêè, èç êîòîðûõ ñîñòàâëåíû òðàïåöèè, è òðåóãîëüíèêè ñî ñòî-
ðîíàìè äëèíû äâà, òî òåîðåìà 5 äîêàçàíà.

Ïóñòü ϵ > 0. Äîáàâèì ê òð¼ì (ôóíäàìåíòàëüíûì) âåðøèíàì òåîðåìû 5 ÷åòâ¼ðòóþ òî÷êó, ðàñïî-
ëîæåííóþ íà âûñîòå ϵ íàä ñåðåäèíîé áîëüøåãî îñíîâàíèÿ òðàïåöåâèäíîé ãðàíè ñ ðåáðîì V2V3:(√

3

3
, 0,

√
3

2

(
1 +

√
5

3

)
+ ϵ

)
.

Äåéñòâóÿ ãðóïïîé [3] òåïåðü óæå íà ÷åòûðå òî÷êè, ïîëó÷èì âñå âåðøèíû 20-ãðàííèêà10, ó êîòîðîãî
âñå íåòðåóãîëüíûå è îäíà òðåóãîëüíàÿ ãðàíü ïðàâèëüíûå, à îñòàâøèåñÿ 12 òðåóãîëüíûõ ãðàíåé ñêîëü

10https://u.to/Tk7nIQ
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óãîäíî ìàëî � â çàâèñèìîñòè îò ϵ � îòëè÷àþòñÿ îò ïðàâèëüíûõ. Áóäåì ýòîò 20-ãðàííèê îáîçíà÷àòü
Q6bϵ.

Óïðàæíåíèå 4. Íàéòè çàâèñÿùèå îò ϵ õàðàêòåðèñòèêè A, E è P òåëà Q6bϵ.
Ïðîòîêîëû âû÷èñëåíèé, íåîáõîäèìûõ äëÿ äîêàçàòåëüñòâà ðåçóëüòàòîâ äîêëàäà, åãî ïðåçåíòàöèÿ

è íàñòîÿùèé òåêñò ðàñïîëîæåíû ïî àäðåñó: https://drive.google.com/drive/folders/12X5AvnbFbQ-
mIQK2epnsn5jv89CFHEE8?usp=sharing
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