
çÅÏÍÅÔÒÉÑ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÈ ÓÉÓÔÅÍ.

é.÷.áÒÔÁÍËÉÎ

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 1.íÁÔÒÉÃÁ A ÎÁÚÙ×ÁÅÔÓÑ ×ÐÏÌÎÅ

ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ, ÅÓÌÉ ×ÓÅ ÅÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÍÉÎÏÒÙ

ÒÁ×ÎÙ ±1.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 2. ðÕÓÔØ U | ×ÅËÔÏÒÎÏÅ ÐÒÏÓÔÒÁÎ-

ÓÔ×Ï ÎÁÄ R, dimU = n. õÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅ-

ÍÏÊ ÂÕÄÅÍ ÎÁÚÙ×ÁÔØ ÎÁÂÏÒ 
 = (U;±�1; : : : ;±�N),
ÇÄÅ 0 ̸= �i ∈ U ∗, ÅÓÌÉ ÜÔÉ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÏÒÍÙ ÐÏÒÏ-

ÖÄÁÀÔ U ∗ É ÌÀÂÏÊ ÂÁÚÉÓ (Ô.Å. ÌÉÎÅÊÎÏ ÎÅÚÁ×É-

ÓÉÍÙÊ ÎÁÂÏÒ �k1; : : : ; �kn) ÐÏÒÏÖÄÁÅÔ ÎÁÄ Z ÏÄÎÕ É

ÔÕ ÖÅ Ó×ÏÂÏÄÎÕÀ ÁÂÅÌÅ×Õ ÇÒÕÐÐÕ M ⊂ U ∗ ÒÁÎÇÁ n.

ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 3. þÉÓÌÏ ÂÁÚÉÓÏ× ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÓÉ-

ÓÔÅÍÙ 
 ÎÁÚÏ×ÅÍ ÅÅ ÓÌÏÖÎÏÓÔØÀ c(
).
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 1. a) ðÕÓÔØ A = (ap;q) | ×ÐÏÌÎÅ

ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ N×n ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÇÏ ÒÁÎÇÁ
É N > n. òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÌÉÎÅÊÎÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ, ÚÁÄÁ-

×ÁÅÍÙÅ ÓÔÒÏËÁÍÉ ÍÁÔÒÉÃÙ A: �k(x) =
∑n

i=1 ak;ixi
(x = (x1; : : : ; xn) ∈ Rn), 1 6 k 6 N . ÔÏÇÄÁ (Rn; �1; : : : ; �N)

| ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ.

b) ðÕÓÔØ 
 = (U; �1; : : : ; �N) | ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÓÉ-

ÓÔÅÍÁ, dimU = n, É M ⊂ U ∗ | Ó×ÏÂÏÄÎÁÑ ÁÂÅ-

ÌÅ×Á ÐÏÄÇÒÕÐÐÁ, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ÎÁÄ Z ×ÓÅÍÉ �i, É

�i1; : : : ; �in | ÂÁÚÉÓ M . òÁÚÌÏÖÉÍ ÐÏ ÎÅÍÕ �k =∑n
s=1 ak;s�is (1 ≤ k ≤ N), ÔÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÁ

A
 = (ap;q) (1)

×ÐÏÌÎÅ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁ.

åÓÌÉ ÐÅÒÅÎÕÍÅÒÏ×ÁÔØ ÆÏÒÍÙ ×X ÔÁË, ÞÔÏÂÙ ik = k,

ÐÏÌÕÞÉÔÓÑ

A
 =

(
E

A

)
(2)

ðÒÉÍÅÒ 1. dimU = 1, � ̸= 0, I = (U; �), AI = (1),

c(I) = 1.

ðÒÉÍÅÒ 2. dimU = 1, � ̸= 0, 
 = (U; �; � : : : ; �) (N

ÒÁÚ),

A
 =

 1
...

1

 ; c(
) = N: (3)

ðÒÉÍÅÒ 3. dimU = 2, N = 3,

A
 =

 1 0

0 1

1 1

 ; c(
) = 3: (4)
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ïÐÒÅÄÅÌÅÎÉÅ 4. ðÕÓÔØ 
 = (U; �1; : : : ; �N) É


′ = (U ′; �′1; : : : ; �
′
N ′)| Ä×Å ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ,

ÉÈ ÐÒÑÍÁÑ ÓÕÍÍÁ ÜÔÏ


⊕ 
′ = (U ⊕ U ′; �1; : : : ; �N ; �
′
1; : : : ; �

′
N ′).

A
⊕
′ =

(
A
 0

0 A


)
; c(
⊕
′) = c(
)c(
′): (5)
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ïÓÎÏ×ÎÁÑ ËÏÎÓÔÒÕËÃÉÑ

ðÏ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ 
 = (U; �1; : : : ; �N) (dimU = n)

ÓÔÒÏÉÍ:

• Å×ËÌÉÄÏ×Ï ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï W
, dimW
 = n;

• ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÕÀ ÒÅÛÅÔËÕ L
 ⊂ W
, rankL
 = n;

• ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË �
 ⊂ W
.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ZN ⊂ RN , ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÂÁÚÉÓÏÍ

h1 = (1; 0; : : : ; 0)

: : :

hN = (0; 0; : : : ; 1)

É ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ÓËÁÌÑÒÎÙÍ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅÍ ⟨x; y⟩ =
∑N

i=1 xiyi
(ÇÄÅ x =

∑
xihi, y =

∑
yihi).

ïÐÒÅÄÅÌÉÍ ÏÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �
 : U → RN ,

�
(u) = (�1(u); : : : ; �N(u)).

ðÏÌÏÖÉÍ W
 = �
(U) ⊂ RN , L
 = W
 ∩ ZN |

ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 2. ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �
 ÉÎßÅËÔÉ×ÎÏ,

ÒÅÛÅÔËÁ L
 ÉÍÅÅÔ ÒÁÎÇ n É ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ d(L
) = c(
).

ðÏ ÓÕÔÉ ÍÙ ÐÏÓÔÒÏÉÌÉ ÉÚÏÍÏÒÆÎÕÀ ËÏÐÉÀ ÕÎÉÍÏ-

ÄÕÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÙ ×ÎÕÔÒÉ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ RN , ÌÉÎÅÊ-

ÎÙÍÉ ÆÏÒÍÁÍÉ × ËÏÔÏÒÏÊ Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ËÏ-

ÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ xi|W

:

(W
; x1|W

; : : : ; xN |W


) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÓÉ-

ÓÔÅÍÏÊ, ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÊ 
.

äÌÑ ÐÒÏÓÔÏÔÙ ÓÏÈÒÁÎÉÍ ÐÒÅÖÎÉÅ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÑ ÄÌÑ

ÌÉÎÅÊÎÙÈ ÆÏÒÍ × ÎÁÛÅÊ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ, Ô.Å.

ÄÌÑ w ∈ W
 ÂÕÄÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ

�i(w) := xi|W

(w)
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úÁÍÅÞÁÎÉÅ. ÷ÓÅ ÜÔÏ ÍÏÖÎÏ ÂÙÌÏ ÓÄÅÌÁÔØ ÂÅÚ ÏÔÏ-

ÂÒÁÖÅÎÉÑ �
, ÎÅ ×ÙÈÏÄÑ ÚÁ ÐÒÅÄÅÌÙ U | ÄÏÓÔÁÔÏÞÎÏ

ÂÙÌÏ ××ÅÓÔÉ ÎÁ U ÓËÁÌÑÒÎÏÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÅ

⟨u; u′⟩U =
∑N

i=1 �i(u)�i(u
′) É ÒÁÓÓÍÏÔÒÅÔØ × U ÒÅÛÅÔËÕ

M ∗ ⊂ U , Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÕÀ Ë ÒÅÛÅÔËÅ × M ⊂ U∗, ÐÏ-

ÒÏÖÄÅÎÎÏÊ ÌÉÎÅÊÎÙÍÉ ÆÕÎËÃÉÑÍÉ �1; : : : ; �N ∈ U∗.

ïÔÏÂÒÁÖÅÎÉÅ �
 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÉÚÏÍÅÔÒÉÅÊ Å×ËÌÉÄÏ×ÙÈ ÐÒÏ-

ÓÔÒÁÎÓÔ× (U; ⟨·; ·⟩U) É (W
; ⟨·; ·⟩), ÐÒÉÞÅÍ ÒÅÛÅÔËÁ

L
 = �
(M
∗).
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íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË�
 ⊂ W
 ÚÁÄÁÅÔÓÑ ÎÅÒÁ×ÅÎÓÔ×ÁÍÉ

|�i(w)| 6 1, i = 1; : : : ; N . ô.Å. �
 ÜÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅW


ÓÏ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÙÍ ËÕÂÏÍ [−1; 1]N ⊂ RN .

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 3. ó×ÏÊÓÔ×Á ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ �
:

• ×ÅÒÛÉÎÙ �
 | ÔÏÞËÉ ÒÅÛÅÔËÉ L
 Ó ËÏÏÒÄÉ-

ÎÁÔÁÍÉ 0 ÉÌÉ ±1;

• �
 ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÅÎ ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ 0.

• ÇÉÐÅÒÇÒÁÎÉ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÍÎÏÇÏ-

ÇÒÁÎÎÉËÁ �
 ÚÁÄÁÀÔÓÑ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ �i(w) = ±1,
Ô.Å. ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË �
 ÒÅÆÌÅËÓÉ×ÅÎ;

• ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÐÁÒ ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÙÈ ÇÉÐÅÒÇÁÒÎÅÊ ÍÁË-

ÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ ÎÁÈÏÄÑÔÓÑ ×Ï ×ÚÁÉÍÎÏ

ÏÄÎÏÚÎÁÞÎÏÍ ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÉÉ Ó ÍÎÏÖÅÓÔ×ÏÍ {�1; : : : ; �N};

• ÅÓÌÉ ×ÓÅ �1; : : : ; �N ÒÁÚÎÙÅ, É w | ×ÅÒÛÉÎÁ �
,

ÔÏ w2 = k ⇔ ×ÅÒÛÉÎÁ w ÌÅÖÉÔ ÎÁ ÒÏ×ÎÏ k

ÇÉÐÅÒÇÒÁÎÑÈ ÍÁËÓÉÍÁÌØÎÏÊ ÒÁÚÍÅÒÎÏÓÔÉ;

• ÅÓÌÉ 
 = 
′ ⊕ 
′′, �
 = �
′ × �
′′. ÷ ÞÁÓÔÎÏ-

ÓÔÉ, �
⊕I = �
 × [−1; 1].
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ðÒÉÍÅÒ 3, ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ. dimU = 2, N = 3,

A
 =

 1 0

0 1

−1 −1

 ; c(
) = 3: (6)

ô.Å. �1(u1; u2) = u1, �2(u1; u2) = u2, �3(u1; u2) = −u1 − u2,

ÏÔËÕÄÁ �1 + �2 + �3 = 0.

�
 : U → R3, ÐÏÜÔÏÍÕ

W
 = �
(U) = {(x1; x2; x3) ∈ R3 | x1 + x2 + x3 = 0},
L
 | ÇÅËÓÁÇÏÎÁÌØÎÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ A2.

�
 | ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÊ ÛÅÓÔÉÕÇÏÌØÎÉË, ×ÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÏ-

ÌÏÞËÁ ÛÅÓÔÉ ËÏÒÎÅ×ÙÈ ×ÅËÔÏÒÏ×.
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ðÒÉÍÅÒ 2, ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ. dimU = 1, � ̸= 0,


 = (U; �; � : : : ; �) (N ÒÁÚ),

A
 =

 1
...

1

 ; c(
) = N:

W
 = �
(U) = {(x; x; : : : ; x) ∈ RN | x ∈ R} |

ÐÒÑÍÁÑ × RN , L
 = {(x; x; : : : ; x) ∈ RN | x ∈ R},
�
 = [(−1;−1; : : : ;−1); (1; 1; : : : ; 1)].
c(
) = N = |(1; 1; : : : ; 1)|2, ×ÅÒÛÉÎÁ (1; 1; : : : ; 1) ÌÅ-

ÖÉÔ ÎÁ N (ÓÏ×ÐÁ×ÛÉÈ) ÇÒÁÎÑÈ Ó ÕÒÁ×ÎÅÎÉÅÍ � = 1.
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ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ. íÙ ÒÁÓÓÍÁÔÒÉ×ÁÅÍ 
 ËÁË ÕÎÉ-

ÍÏÄÕÌÑÒÎÕÀ ÓÉÓÔÅÍÕ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ �1; : : : ; �N
ÎÁRN , ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÎÙÈ ÎÁW
, Ô.Å. 
 = (W
; �1; : : : ; �N),

ÇÄÅ ÍÙ ÉÓÐÏÌØÚÕÅÍ ÏÂÏÚÎÁÞÅÎÉÅ �i = xi|W

.

òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÄÏÐÏÌÎÅÎÉÅ

W⊥

 = {z ∈ RN ; ⟨w; z⟩ = 0 ∀w ∈ W
} (7)

É ÏÇÒÁÎÉÞÅÎÉÑ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÙÈ ÆÕÎËÃÉÊ x1; : : : ; xN ÎÁ

ÎÅÇÏ, ÐÏÌÏÖÉÍ �i = xi|W⊥


.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 4. 1) �i Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÎÕÌÅ×ÏÊ ÆÕÎË-

ÃÉÅÊ ÎÁ W⊥

 ÔÏÇÄÁ É ÔÏÌØËÏ ÔÏÇÄÁ, ËÏÇÄÁ �i ÐÏ-

ÒÏÖÄÁÅÔ ÐÒÑÍÏÅ ÓÌÁÇÁÅÍÏÅ × 
 ÉÚÏÍÏÒÆÎÏÅ I.

2) åÓÌÉ 
 = 
′ ⊕ Is, ÇÄÅ 
′ ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ÐÒÑÍÙÈ

ÓÌÁÇÁÅÍÙÈ I, ÔÏ W⊥

 = W⊥


′.

ðÕÓÔØ �1; : : : ; �N ′ |×ÓÅ ÎÅÎÕÌÅ×ÙÅ ÆÕÎËÃÉÉ �i (N
′ 6 N).

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 5. 1) 
⊥ = (W⊥

 ; �1; : : : ; �N ′) Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÏÊ, ÐÒÉÞÅÍ

L
⊥ = W⊥

 ∩ ZN , �
⊥ = W⊥


 ∩ [−1; 1]N .
2) (
⊥)⊥ = 
′ (ÓÍ Ð.2 ÐÒÅÄÌÏÖÅÎÉÑ 4).

3) c(
) = c(
⊥).

ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÓÔØ ÎÁ ÑÚÙËÅ ÍÁÔÒÉÃ. åÓÌÉ ×

ËÁÞÅÓÔ×Å ÂÁÚÉÓÁ ×ÙÂÒÁÔØ �1; : : : ; �1, ÔÏ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ ÐÏ

ÎÅÍÕ ×ÓÅÈ �k =
∑n

s=1 ak;s�is (1 ≤ k ≤ N) ÄÁÓÔ ×ÐÏÌÎÅ

ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÕÀ ÍÁÔÒÉÃÕ

A
 =

(
E

A

)
(8)

ôÏÇÄÁ

AT

⊥ =

(
E A

)
: (9)
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ðÒÉÍÅÒ 2, ÐÒÏÄÏÌÖÅÎÉÅ. dimU = 1, � ̸= 0,


 = (U; �; �; : : : ; �) (N ÒÁÚ),

A
 =

 1
...

1

 ; c(
) = N:

W
 = �
(U) = {(x; x; : : : ; x) ∈ RN | x ∈ R} |

ÐÒÑÍÁÑ × RN , L
 = {(x; x; : : : ; x) ∈ RN | x ∈ R},
�
 = [(−1;−1; : : : ;−1); (1; 1; : : : ; 1)].
W⊥


 = {(x1; x2; : : : ; xN) ∈ RN |
∑

xN = 0}
L
⊥ = {(x1; x2; : : : ; xN) ∈ ZN |

∑
xN = 0}

| ÒÅÛÅÔËÁ ËÏÒÎÅÊ AN−1.

íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË �
⊥ ÉÍÅÅÔ 2N ÇÉÐÅÒÇÒÁÎÅÊ, ÚÁÄÁ×Á-

ÅÍÙÈ ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ xi = ±1 | ÜÔÏ ÐÅÒÅÓÅÞÅÎÉÅ Ä×ÕÈ

ÃÅÎÔÁÌØÎÏ ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏ× P1 : : : PN É−P1 : : : PN ,

ÇÄÅ Pk = (−1;−1; : : : ;−1; N − 1;−1; : : : ;−1).

ðÒÉ N = 4 �
⊥ ÜÔÏ ÏËÔÁÜÄÒ, ÅÇÏ ×ÅÒÛÉÎÙ ÉÍÅÀÔ

Ë×ÁÄÒÁÔ 4, Á ËÏÒÎÉ (Ó Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ 2) | ÜÔÏ ÓÅÒÅÄÉÎÙ

ÒÅÂÅÒ.
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ëÏÒÏÔËÉÅ ×ÅËÔÏÒÙ × ÒÅÛÅÔËÁÈ L
.

• ÷ ÒÅÛÅÔËÅ L
 ÉÍÅÅÔÓÑ ×ÅËÔÏÒ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ 1 ⇔

 = 
′ ⊕ I .

• åÓÌÉ 
 ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÒÁÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ (Ô.Å. �k1 =

�k2 = : : : = �km+1), ÔÏ × ÒÅÛÅÔËÅ Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÏÊ

ÓÉÓÔÅÍÙ L
⊥ ÓÏÄÅÒÖÉÔÓÑ ËÏÒÎÅ×ÁÑ ÐÏÄÒÅÛÅÔËÁ

ÔÉÐÁ Am.

• ðÕÓÔØ × L
 ÎÅÔ ×ÅËÔÏÒÏ× Ó Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ 1. ðÏÄÒÅ-

ÛÅÔËÁ × L
, ÐÏÒÏÖÄÅÎÎÁÑ ×ÅËÔÏÒÁÍÉ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ

2 (ËÏÒÎÑÍÉ), ÉÚÏÍÏÒÆÎÁ ÐÒÑÍÏÊ ÓÕÍÍÅ ÒÅÛÅÔÏË

ÔÉÐÁ Ami
, ÐÒÉÞÅÍ ËÁÖÄÏÍÕ ÓÌÁÇÁÅÍÏÍÕ Ami

ÓÏÔ-

×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ mi + 1 ËÒÁÔÎÙÊ ÜÌÅÍÅÎÔ × Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎ-

ÎÏÊ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÓÉÓÔÅÍÅ 
⊥ (Ô.Å. �k1 = �k2 =

: : : = �kmi+1).

• "ïÂÝÉÊ ÓÌÕÞÁÊ": 
 ÎÅ ÓÏÄÅÒÖÉÔ ËÒÁÔÎÙÈ ÜÌÅÍÅÎ-

ÔÏ× ⇒ ∀z ∈ L
⊥, z ̸= 0, z2 > 3.
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çÒÁÆÙ.

ðÕÓÔØ � Ó×ÑÚÎÙÊ ÇÒÁÆ, V (�) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÅÇÏ ×ÅÒ-

ÛÉÎ, E(�) | ÍÎÏÖÅÓÔ×Ï ÒÅÂÅÒ, |E(�)| = N ,

|V (�)| = m. úÁÆÉËÓÉÒÕÅÍ ÐÒÏÉÚ×ÏÌØÎÕÀ ÏÒÉÅÎÔÁÃÉÀ

ÎÁ ÒÅÂÒÁÈ �.

ôÏÇÄÁ ÍÁÔÒÉÃÁ ÉÎÃÉÄÅÎÃÉÉ I� Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÐÏÌÎÅ ÕÎÉ-

ÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÍÁÔÒÉÃÅÊ ÒÁÎÇÁ n− 1:

(I�)p;q = i(ep; vq); ÇÄÅ : (10)

i(e; v) =


1 ÅÓÌÉ d t-e v

−1 ÅÓÌÉ t d-ev

0 ÅÓÌÉ e É v ÎÅ ÉÎÃÉÄÅÎÔÎÙ

(11)
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òÁÓÓÍÏÔÒÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Á 0-ÃÅÐÅÊ

C0(�;R) = {
∑

v∈V (�)

av·v; av ∈ R}; dimC0(�;R) = m

(12)

É 1-ÃÅÐÅÊ

C1(�;R) = {
∑

e∈E(�)

be·e; be ∈ R}; dimC1(�;R) = N:

(13)

çÒÁÎÉÞÎÙÊ ÇÏÍÏÍÏÒÆÉÚÍ

@ : C1(�;R) → C0(�;R) (14)

ÚÁÄÁÅÔÓÑ Ó×ÏÉÍ ÄÅÊÓÔ×ÉÅÍ ÎÁ ÂÁÚÉÓÅ: ÄÌÑ e ∈ E(�)

@(e) = t(e)− s(e):

t t-e t(e)s(e)

Ker @ = H1(�;R) = F� | ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÐÏÔÏËÏ×:

ÅÓÌÉ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ÞÉÓÌÁ be ËÁË ÚÎÁÞÅÎÉÑ ÐÏÔÏËÁ

ÎÁ ÇÒÁÆÅ �, ÔÏ
∑

e∈E(�) be · e ∈ Ker @1 ÏÚÎÁÞÁÅÔ, ÞÔÏ

∀ v ∈ V (�) ∑
e∈E(�)

i(e; v)be = 0: (15)

| ÕÓÌÏ×ÉÅ ëÉÒÈÇÏÆÆÁ × ×ÅÒÛÉÎÅ v; F� ÚÁÄÁÅÔÓÑ ×

C1(�;R) m− 1 ÕÓÌÏ×ÉÅÍ ëÉÒÈÇÏÆÆÁ.

dimF� = N −m + 1:

13



÷ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÈ C0(�;R) É C1(�;R) ÚÁÆÉËÓÉÒÏ-

×ÁÎÙ ÂÁÚÉÓÙ, ÓÌÅÄÏ×ÁÔÅÌØÎÏ, ÍÏÖÎÏ ÚÁÆÉËÓÉÒÏ×ÁÔØ É

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÝÉÅ ÓËÁÌÑÒÎÙÅ ÐÒÏÉÚ×ÅÄÅÎÉÑ, ÏÔÎÏÓÉÔÅÌØÎÏ

ËÏÔÏÒÙÈ ÜÔÉ ÂÁÚÉÓÙ ÓÔÁÎÏ×ÑÔÓÑ ÏÒÔÏÎÏÒÍÉÒÏ×ÁÎÎÙÍÉ,

ÞÔÏ ÐÏÚ×ÏÌÑÅÔ ÏÔÏÖÄÅÓÔ×ÉÔØ ÉÈ Ó Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÍÉ Ë

ÎÉÍ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁÍÉ 0-ËÏÃÅÐÅÊC0(�;R) = {' : V (�) → R}
É 1-ËÏÃÅÐÅÊ C1(�;R) = { : E(�) → R}, ÔÏÇÄÁ ÓÏÐÒÑ-
ÖÅÎÎÙÊ ÏÐÅÒÁÔÏÒ

@∗ : C0(�;R) → C1(�;R); @∗(v) =
∑

e∈E(�)

i(e; v) · e

ÍÏÖÎÏ ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ËÏÇÒÁÎÉÞÎÙÊ, Ô.Å.

� : C0(�;R) → C1(�;R); �(')(e) = '(t(e))−'(s(e)):

t t-e t(e)s(e)

íÁÔÒÉÃÁ ÏÐÅÒÁÔÏÒÁ @∗ = � ÜÔÏ × ÔÏÞÎÏÓÔÉ ÍÁÔÒÉÃÁ

ÉÎÃÉÄÅÎÃÉÉ ÏÒÉÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÏÇÏ ÇÒÁÆÁ I�
ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÏC1(�;R) Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÊ ÐÒÑ-

ÍÏÊ ÓÕÍÍÏÊ

C1(�;R) = Ker @ ⊕ Im @∗: (16)

üÌÅÍÅÎÔÙ ÐÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×ÁG(�) = Im @∗ = Im � ÍÏÖÎÏ

ÉÎÔÅÒÐÒÅÔÉÒÏ×ÁÔØ ËÁË ÇÒÁÄÉÅÎÔÙ (ËÏÎÅÞÎÏ-ÒÁÚÎÏÓÔÎÙÅ)

ÆÕÎËÃÉÊ ÎÁ ×ÅÒÛÉÎÁÈ ÇÒÁÆÁ (Ô.Å. C0(�;R)), Á ÇÒÁÄÉ-
ÅÎÔÙ, ÐÒÉÎÉÍÁÀÝÉÅ ÚÎÁÞÅÎÉÑ 0, ±1 | ËÁË (ÏÒÉÅÎÔÉ-

ÒÏ×ÁÎÎÙÅ) ÒÁÚÒÅÚÙ.

dimG(�) = m− 1:
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÷ ÉÔÏÇÅ ÉÍÅÅÍ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ × ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÕÀ ÐÒÑ-

ÍÕÀ ÓÕÍÍÕ

C1(�;R) = F� ⊕G�: (17)

ëÁÖÄÏÅ ÒÅÂÒÏ e ∈ E(�) ÚÁÄÁÅÔ ËÏÏÒÄÉÎÁÔÎÕÀ ÆÕÎË-

ÃÉÀ ÎÁC1(�;R), ÂÕÄÅÍ ÅÅ ÏÂÏÚÎÁÞÁÔØ ÔÅÍ ÖÅ ÚÎÁËÏÍ e.

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 6. 1) F� = (F�; E(�) \ {ÍÏÓÔÙ}) É
G� = (G�; E(�) \ {ÐÅÔÌÉ}) Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ÕÎÉÍÏÄÕ-

ÌÑÒÎÙÍÉ ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ (ÎÁÚÙ×ÁÅÍÙÍÉ, ÓÏÏÔ×ÅÔ-

ÓÔ×ÅÎÎÏ, ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ É ËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ).

2) LF� = F� ∩ C1(�;Z), LG� = G� ∩ C1(�;Z).

3) c(F�) = c(G�) = c(�) | ÓÌÏÖÎÏÓÔØ ÇÒÁÆÁ �

(ÞÉÓÌÏ ÏÓÔÏ×ÎÙÈ ÄÅÒÅ×ØÅ×).

4) �F� | ×ÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÒÅÂÅÒÎÏ-ÐÒÏÓÔÙÈ ÃÉ-

ËÌÏ×. �G� | ×ÙÐÕËÌÁÑ ÏÂÏÌÏÞËÁ ÒÁÚÒÅÚÏ× (ÏÒÉ-

ÅÎÔÉÒÏ×ÁÎÎÙÈ).

5) F⊥
� = G�′, ÇÄÅ ÇÒÁÆ �′ ÐÏÌÕÞÅÎ ÉÚ �′ ÓÔÑÇÉ×Á-

ÎÉÅÍ ×ÓÅÈ ÍÏÓÔÏ×.

G⊥
� = F�′′, ÇÄÅ ÇÒÁÆ �′′ ÐÏÌÕÞÅÎ ÉÚ �′ ÕÄÁÌÅÎÉÅÍ

×ÓÅÈ ÐÅÔÅÌØ.

6) ÷ ÞÁÓÔÎÏÓÔÉ, ÄÌÑ ÇÒÁÆÁ ÂÅÚ ÐÅÔÅÌØ É ÍÏÓÔÏ×

ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÅ ÓÉÓÔÅÍÙ F� É G� Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙ

ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ.

7) åÓÌÉ � ÐÌÁÎÁÒÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÐÒÁ×ÉÌØÎÏ ×ÌÏÖÅÎÎÙÊ

× ÓÆÅÒÕ, Á �̂ | Ä×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ ÇÒÁÆ, ÔÏ

F� = G�̂ É G� = F�̂.
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8) ëÒÁÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ G� ÜÔÏ ËÒÁÔÎÙÅ ÒÅÂÒÁ, ÉÍ

ÓÏÏÔ×ÅÔÓÔ×ÕÀÔ ÃÉËÌÙ ÄÌÉÎÙ 2 | ËÏÒÎÉ ÒÅ-

ÛÅÔËÉ LF�, Á ËÒÁÔÎÙÅ ÜÌÅÍÅÎÔÙ F� ÜÔÏ ÎÁ-

ÂÏÒÙ ÒÅÂÅÒ, ËÁÖÄÁÑ ÐÁÒÁ ËÏÔÏÒÙÈ ÏÂÒÁÚÕÅÔ

2-ÒÁÚÒÅÚ, ÜÔÉ 2-ÒÁÚÒÅÚÙ É Ñ×ÌÑÀÔÓÑ ËÏÒÎÑÍÉ

× ÒÅÛÅÔËÅ LG�.
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ðÒÉÍÅÒ, ËÏÔÏÒÙÊ ÕÖÅ ÂÙÌ | ÏÂÏÂÝÅÎÎÙÊ

ÔÜÔÁ-ÇÒÁÆ.

ðÒÉÍÅÒ 4. K4 | ÐÏÌÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁ 4 ×ÅÒÛÉÎÁÈ |

ÐÌÁÎÁÒÎÙÊ ÓÁÍÏÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÙÊ, ÐÏÜÔÏÍÕ FK4
= GK4

,

dimFK4
= 3, ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË �FK4

ÉÍÅÅÔ 12 ÇÒÁÎÅÊ

(Ô.Ë. × K4 6 ÒÅÂÅÒ), 6 ×ÅÒÛÉÎ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ 4 (3 ÃÉËÌÁ

ÄÌÉÎÏÊ 4, × Ä×ÕÈ ÎÁÐÒÁ×ÌÅÎÉÑÈ ËÁÖÄÙÊ) É 8 ×ÅÒÛÉÎ Ó

Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ 3 (4 ÔÒÅÕÇÏÌØÎÙÈ ÃÉËÌÁ, × Ä×ÕÈ ÎÁÐÒÁ×ÌÅ-

ÎÉÑÈ ËÁÖÄÙÊ).

íÁÔÒÉÃÁ çÒÁÍÁ ÒÅÛÅÔËÉ LFK4 3 −1 −1
−1 3 −1
−1 −1 3

 ;

t t

t

t




















J
J

J
J

J
J

J
J

JJ

������

HHHHHH

ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ, Ô.Å. c(K4) = 16.

LFK4
= {(x; y; z) ∈ Z3 | x ≡ y ≡ z ( mod 2)} |

ÏÂßÅÍÎÏÃÅÎÔÒÉÒÏ×ÁÎÎÁÑ ËÕÂÉÞÅÓËÁÑ ÒÅÛÅÔËÁ A∗
3.

�FK4
| ÒÏÍÂÏÄÏÄÅËÁÜÄÒ.
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ðÒÉÍÅÒ 5. Km | ÐÏÌÎÙÊ ÇÒÁÆ ÎÁ m ×ÅÒÛÉÎÁÈ,

N = m(m−1)
2 .

dimGKm
= m− 1, LGKm | ÒÅÛÅÔËÁ A∗

m−1 Ó ÍÁÔÒÉ-

ÃÅÊ çÒÁÍÁ
m− 1 −1 · · · −1
−1 m− 1 · · · −1
· · · · · · · · · · · ·
−1 −1 · · · m− 1

 ;

ÄÉÓËÒÉÍÉÎÁÎÔ, Ô.Å. c(Km) = mm−2 (ÔÅÏÒÅÍÁ ëÜÌÉ Ï

ÐÏÍÅÞÅÎÎÙÈ ÄÅÒÅ×ØÑÈ).

�GKm | ÐÒÏÅËÃÉÑ ÓÔÁÎÄÁÒÔÎÏÇÏ ËÕÂÁ [0; 1]m ÎÁ Rm−1

ÐÁÒÁÌÌÅÌØÎÏ ÇÌÁ×ÎÏÊ ÄÉÁÇÏÎÁÌÉ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ ÇÏ-

ÍÏÔÅÔÉÉ).

dimFKm
= (m−1)(m−2)

2 .

íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË Ä×ÁÖÄÙ ÓÔÏÈÁÓÔÉÞÅÓËÉÈ ÍÁÔÒÉÃ (ÍÎÏ-

ÇÏÇÒÁÎÎÉË âÉÒËÇÏÆÁ):

Bm = {(zi;j) ∈ End(Rm) | zi;j > 0 É ∀ k
∑
i

zi;k = 1 É
∑
j

zk;j = 1}

� : End(Rm) → ∧2(Rm) | ÐÒÏÅËÔÉÒÏ×ÁÎÉÅ ÐÁÒÁÌ-

ÌÅÌØÎÏ S2(Rm) (ÉÍÅÅÔÓÑ ÏÒÔÏÇÏÎÁÌØÎÏÅ ÒÁÚÌÏÖÅÎÉÅ

End(Rm) = ∧2(Rm)⊕ S2(Rm))

ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 7. ðÒÏÓÔÒÁÎÓÔ×Ï ÐÏÔÏËÏ× FKm
×Ù-

ÄÅÌÑÅÔÓÑ × ∧2(Rm) ÕÒÁ×ÎÅÎÉÑÍÉ
∑

i zi;k = 0 ÐÒÉ

k = 1; : : : ;m, ÒÅÛÅÔËÁ LFKm | ÜÔÏ ÃÅÌÏÞÉÓÌÅÎÎÙÅ

ÍÁÔÒÉÃÙ × FKm
, Á �FKm | ÜÔÏ (Ó ÔÏÞÎÏÓÔØÀ ÄÏ

ÇÏÍÏÔÅÔÉÉ) �(Bm).
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ðÒÉÍÅÒ 7. ðÅÒ×ÙÊ ÐÒÉÍÅÒ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÏÊ ÓÉ-

ÓÔÅÍÙ, ÎÅ Ñ×ÌÑÀÝÅÊÓÑ ÎÉ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ, ÎÉ ËÏÇÒÁÆÉ-

ÞÅÓËÏÊ (Bixby 1977, Seymour 1980). N = 10, n = 5.

éÍÅÅÔÓÑ ÒÏ×ÎÏ
(
5
2

)
= 10 ÓÐÏÓÏÂÏ× ÒÁÓÓÔÁ×ÉÔØ × ÒÑÄ

Ä×Å ÅÄÉÎÉÃÙ É ÔÒÉ ÎÕÌÑ.

Q =



1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 1 0

0 0 0 1 1

1 0 0 0 1

1 0 1 0 0

0 1 0 1 0

0 0 1 0 1

1 0 0 1 0

0 1 0 0 1


÷ÐÏÌÎÅ ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÍÁÔÒÉÃÁ

R = Q·


1 1 0 0 0

0 1 1 0 0

0 0 1 1 0

0 0 0 1 1

1 0 0 0 1


−1

=



1 0 0 0 0

0 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 0 1 0

0 0 0 0 1

0 0 1 −1 1

1 0 0 1 −1
−1 1 0 0 1

1 −1 1 0 0

0 1 −1 1 0


	 | ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÁÑ ÓÉÓÔÅÍÁ âÉËÓÂÉ-óÅÊÍÕÒÁ.
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ðÒÅÄÌÏÖÅÎÉÅ 8. 1) 	 ÓÁÍÏÄ×ÏÊÓÔ×ÅÎÎÁ É ÎÅ Ñ×ÌÑ-

ÅÔÓÑ ÎÉ ÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ ÎÉ ËÏÇÒÁÆÉÞÅÓËÏÊ.

2) c(	) = 162.

3) íÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉË �	 Ñ×ÌÑÅÔÓÑ ×ÙÐÕËÌÏÊ ÏÂÏÌÏÞ-

ËÏÊ Ä×ÕÈ ÃÅÎÔÒÁÌØÎÏ-ÓÉÍÍÅÔÒÉÞÎÙÈ ÄÒÕÇ ÄÒÕÇÕ

ÐÒÁ×ÉÌØÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏ×, ×ÅÒÛÉÎÙ ËÏÔÏÒÙÈ ÉÍÅÀÔ

Ë×ÁÄÒÁÔ 10.

4) òÅÛÅÔËÁ L	 ÐÏÒÏÖÄÅÎÁ ÓÅÒÅÄÉÎÁÍÉ ÒÅÂÅÒ ÜÔÉÈ

ÓÉÍÐÌÅËÓÏ× Ó Ë×ÁÄÒÁÔÏÍ 4.

ãÅÌÙÅ ÔÏÞËÉ ÍÎÏÇÏÇÒÁÎÎÉËÁ: �	 ∩ L	 ÓÏÓÔÏÉÔ ÉÚ

• 12 ×ÅÒÛÉÎ ÓÉÍÐÌÅËÓÏ× Ó Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ 10;

• 30 ÓÅÒÅÄÉÎ ÒÅÂÅÒ Ó Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ 4;

• 30 ÓÅÒÅÄÉÎ ÏÔÒÅÚËÏ×, ÓÏÅÄÉÎÑÀÝÉÈ ÐÁÒÙ ×ÅÒÛÉÎ

ÒÁÚÎÙÈ ÓÉÍÐÌÅËÓÏ× Ó Ë×ÁÄÒÁÔÁÍÉ 6.

20



ïÐÒÅÄÅÌÑÅÔÓÑ ÌÉ ÇÒÁÆ � ÕÎÉÍÏÄÕÌÑÒÎÙÍÉ

ÓÉÓÔÅÍÁÍÉ F� É G�?

• åÓÌÉ � | ÄÅÒÅ×Ï, ÔÏ F� = ∅ É G� = In.

• åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ � ÎÅ ÍÅ-

ÎÅÅ 3, ÔÏ ÄÁ. ("äÉÓËÒÅÔÎÁÑ ÔÅÏÒÅÍÁ ôÏÒÅÌÌÉ"

2006)

• åÓÌÉ ÞÉÓÌÏ ×ÅÒÛÉÎÎÏÊ Ó×ÑÚÎÏÓÔÉ ÇÒÁÆÁ � ÎÅ ÍÅ-

ÎÅÅ 3, ÔÏ Aut(LF�) = Aut(�)×Z=2Z (óÐÉÒÉÄÏÎÏ×

2019) É Aut(LG�) = Aut(�)× Z=2Z.
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