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1. Введение. В данной работе мы рассматриваем специальный дистанцион-
ный граф 𝐺(𝑛, 𝑟, 𝑠), вершинами которого являются точки в 𝑛-мерном булевом кубе,
у которых ровно 𝑟 единиц, а ребро между такими вершинами проводится тогда
и только тогда, когда скалярное произведение соответствующих векторов равно 𝑠.
Также можно сформулировать данное определение в комбинаторных терминах,
а именно, вершинами данного графа являются все возможные 𝑟-элементные под-
множества множества R𝑛 = {1, 2, . . . , 𝑛}, а ребро проводится между подмножества-
ми, имеющими ровно 𝑠 общих элементов. Именно вторым определением мы будем
пользоваться в дальнейшем.

Граф 𝐺(𝑛, 𝑟, 𝑠) имеет большое значение для теории графов, комбинаторной гео-
метрии и исследования кодов с запрещенными расстояниями. Именно с помощью
этих графов Франкл и Уилсон установили, что хроматическое число пространства
растет экспоненциально с ростом размерности (см. [1]). В 1991 г. Дж. Кан и Г. Калаи
использовали результаты Франкла и Уилсона для опровержения классической гипо-
тезы Борсука о том, что всякое ограниченное множество в R𝑛 мощности больше 1
может быть разбито на 𝑛+1 частей меньшего диаметра (см. [2]–[5]). В работах [6]–[9]
исследованы некоторые свойства графа 𝐺(𝑛, 𝑟, 𝑠) и схожих с ним по структуре гра-
фов.

Обозначим через 𝜌(𝑊 ) количество ребер графа 𝐺 = (𝑉,𝐸) на множестве 𝑊 ⊆ 𝑉 .
Иными словами,

𝜌(𝑊 ) = |{(𝑥, 𝑦) ∈ 𝐸 | 𝑥 ∈ 𝑊, 𝑦 ∈ 𝑊}|.

Также положим
𝜌𝐺(𝑙) = min

|𝑊 |=𝑙, 𝑊⊆𝑉
𝜌(𝑊 ).

c○ Я.К. Шубин, 2022
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Отметим, что проблема оценивания количества ребер в индуцированных подгра-
фах тесно связана с теорией экспандеров и спектральной теорией графов.

Напомним, что независимым множеством вершин графа 𝐺 называется такое
подмножество его вершин, что никакие две вершины этого подмножества не соеди-
нены ребром. Числом независимости 𝛼(𝐺) называется наибольшая мощность неза-
висимого множества.

Заметим, что если 𝑙 6 𝛼, то 𝜌𝐺(𝑙) = 0. Таким образом, мы будем исследовать
величину 𝜌𝐺(𝑛,𝑟,𝑠)(𝑙) именно в случае

𝛼 < 𝑙 6 |𝑉 (𝐺(𝑛, 𝑟, 𝑠))| = 𝐶𝑟
𝑛.

Сначала нужно напомнить, как выглядит число независимости графа 𝐺(𝑛, 𝑟, 𝑠).
В работе [10] была доказана следующая теорема.

Теорема 1. Пусть даны числа 𝑟 , 𝑠. Тогда выполнены следующие утверждения:
1) если 𝑟 > 2𝑠 + 1, то при достаточно больших 𝑛

𝛼(𝐺(𝑛, 𝑟, 𝑠)) = 𝐶𝑟−𝑠−1
𝑛−𝑠−1 ∼

𝑛𝑟−𝑠−1

(𝑟 − 𝑠− 1)!
;

2) если 𝑟 6 2𝑠 + 1 u 𝑟 − 𝑠 – степень простого числа, то

𝛼(𝐺(𝑛, 𝑟, 𝑠)) ∼ 𝑛𝑠 · (2𝑟 − 2𝑠− 1)!
𝑟! · (𝑟 − 𝑠− 1)!

;

3) для любых 𝑟 , 𝑠 существуют 𝑐(𝑟, 𝑠) и 𝑑(𝑟, 𝑠), с которыми

𝑐(𝑟, 𝑠) ·max{𝑛𝑠, 𝑛𝑟−𝑠−1} 6 𝛼(𝐺(𝑛, 𝑟, 𝑠)) 6 𝑑(𝑟, 𝑠) ·max{𝑛𝑠, 𝑛𝑟−𝑠−1}.

В частности, для понимания теоремы 3 ниже важно соотношение

𝛼(𝐺(𝑛, 3, 1)) ∼ 𝑛.

Зная число независимости всего графа, можно оценить минимальное количество
ребер в его индуцированных подграфах. Один из простых способов – теорема Тура-
на.

Теорема 2. Для любого графа 𝐺 с числом независимости 𝛼 и любого 𝑙 > 𝛼
выполнено

𝜌𝐺(𝑙) >
𝛼

2

[︂
𝑙

𝛼

]︂(︂[︂
𝑙

𝛼

]︂
− 1

)︂
.

Обратим внимание на то, что в общем случае теорема Турана не улучшаема.
Но в дальнейшем мы убедимся, что пользуясь спецификой графа 𝐺(𝑛, 𝑟, 𝑠), можно
добиться намного лучшей оценки для некоторых фиксированных 𝑟, 𝑠 и 𝑙 = 𝑙(𝑛).
А вот для графа 𝐺(𝑛, 3, 1) оценка величины 𝜌𝐺(𝑛,3,1)(𝑙) с помощью теоремы Тура-
на получается весьма хорошей, в работах [9], [11]–[13] были доказаны следующие
теоремы.

Теорема 3. Для графа 𝐺(𝑛, 3, 1) выполнены следующие утверждения.
1. Пусть функция 𝑙 = 𝑙(𝑛) такова, что 𝑛 = 𝑜(𝑙), 𝑙 = 𝑂(𝑛2). Тогда

𝜌𝐺(𝑛,3,1)(𝑙) ∼
𝑙2

2𝑛
.
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2. Пусть функция 𝑙 = 𝑙(𝑛) такова, что 𝑛2 = 𝑜(𝑙). Тогда

(1 + 𝑜(1))
3𝑙2

2𝑛
6 𝜌𝐺(𝑛,3,1)(𝑙) 6 (1 + 𝑜(1))

9𝑙2

2𝑛
.

Теорема 4. Для графа 𝐺(𝑛, 𝑟, 𝑠) с фиксированными 𝑟 , 𝑠 и любой функции 𝑙 = 𝑙(𝑛)
такой, что 𝑙 > 𝛼(𝐺(𝑛, 𝑟, 𝑠)), выполнено

𝜌𝐺(𝑛,𝑟,𝑠)(𝑙) 6 (1 + 𝑜(1)) · 𝑙2

𝑛𝑠
· 𝐶𝑠

𝑟 · 𝑟!
2 · (𝑟 − 𝑠)!

.

На данный момент теоремы 3 и 4 – это практически все известные оценки вели-
чины 𝜌𝐺(𝑛,𝑟,𝑠)(𝑙). Есть еще ряд оценок в случае графа 𝐺(𝑛, 3, 1), когда 𝑙(𝑛) имеет
порядок и даже асимптотику числа вершин (см. [14]), а также слегка уточненные
оценки для графа 𝐺(𝑛, 𝑟, 0), т.е. для кнезеровского графа (см. [15]).

В п. 2 мы полностью закроем случай 𝐺(𝑛, 3, 1), а также докажем более общее
утверждение.

Теорема 5. Для графа 𝐺(𝑛, 𝑟, 𝑠) с фиксированными 𝑟, 𝑠 > 0 и любой функции
𝑙 = 𝑙(𝑛) такой, что 𝑛𝑟−1 = 𝑜(𝑙), выполнено

𝜌𝐺(𝑛,𝑟,𝑠)(𝑙) > (1 + 𝑜(1)) · 𝑙2

𝑛𝑠
· 𝐶𝑠

𝑟 · 𝑟!
2 · (𝑟 − 𝑠)!

.

Обратим внимание, что теорема 5 вместе с теоремой 4 дают точную оценку в слу-
чае “самых больших” функций 𝑙 для любых фиксированных 𝑟 и 𝑠. Говоря о “самых
больших” функциях, мы имеем в виду, что в любом случае

𝑙 6 |𝑉 (𝐺(𝑛, 𝑟, 𝑠))| = 𝐶𝑟
𝑛 = Θ(𝑛𝑟).

Таким образом, в теореме 5 функция 𝑙 имеет порядок роста между 𝑛𝑟−1 и 𝑛𝑟, и этот
порядок в понятном смысле наибольший из возможных. В частности, именно такой
случай рассматривался в пункте 2 теоремы 3, и там оставался зазор в константу
раз между оценками. Теперь этого зазора нет, константа 9/2 является правильной,
и случай графа 𝐺(𝑛, 3, 1) действительно закрыт.

Также в данной работе мы докажем две теоремы для случая маленьких 𝑙(𝑛),
а именно 𝑙 = 𝑜(𝑛𝑟−𝑠). Если рассматривать случай 𝑟 > 2𝑠 + 1, то по пункту 1
теоремы 1 число независимости равно

𝐶𝑟−𝑠−1
𝑛−𝑠−1 ∼

𝑛𝑟−𝑠−1

(𝑟 − 𝑠− 1)!
.

Отсюда видно, что случай 𝑙 = 𝑜(𝑛𝑟−𝑠) затрагивает “самые маленькие” функции 𝑙(𝑛).
В п. 3 мы докажем следующую теорему.

Теорема 6. Для графа 𝐺(𝑛, 𝑟, 𝑠) с фиксированными 𝑟 , 𝑠, где 𝑟 > 2𝑠 + 1, 𝑠 > 0, и
любой функции 𝑙 = 𝑙(𝑛) такой, что 𝑛𝑟−𝑠−1 = 𝑜(𝑙), 𝑙 = 𝑜(𝑛𝑟−𝑠), выполнено

𝜌𝐺(𝑛,𝑟,𝑠)(𝑙) 6 (1 + 𝑜(1)) · 𝑙2

𝑛𝑠
·
𝐶𝑠

𝑟−𝑠−1 · (𝑟 − 𝑠− 1)!
2 · (𝑟 − 2𝑠− 1)!

.
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Следует заметить, что теорема 6 улучшает оценку теоремы 4. Сравним константы
в этих теоремах:

𝐶𝑠
𝑟−𝑠−1 · (𝑟 − 𝑠− 1)!
2 · (𝑟 − 2𝑠− 1)!

=
(𝑟 − 𝑠− 1)2(𝑟 − 𝑠− 2)2 · · · (𝑟 − 2𝑠)2

2𝑠!
,

𝐶𝑠
𝑟 · 𝑟!

2 · (𝑟 − 𝑠)!
=

𝑟2(𝑟 − 1)2 · · · (𝑟 − 𝑠 + 1)2

2𝑠!
.

Из такой записи мы видим, что первая константа меньше, чем вторая для всех 𝑠.
К примеру, для случая 𝐺(𝑛, 3, 1) константа из теоремы 4 равна 9/2 (и это хорошо
только в случае 2 теоремы 3, так как ввиду новой теоремы 5 в этом случае констан-
та 9/2 неулучшаема; сейчас же мы находимся в рамках случая 1 теоремы 3, и там
константа 1/2), а из теоремы 6 – 1/2 (и это снова наилучший результат согласно
теореме 3).

В п. 4 данной работы мы обратим внимание на граф 𝐺(𝑛, 𝑟, 1) с фиксированным
значением 𝑟 > 4. Заметим, что в таком графе 𝐶𝑟−2

𝑛−2 6 𝑙 6 𝐶𝑟
𝑛. Для случая 𝑛𝑟−1 = 𝑜(𝑙)

точная оценка уже известна из теорем 4 и 5. А для более маленьких 𝑙 мы докажем
следующую теорему.

Теорема 7. Для графа 𝐺(𝑛, 𝑟, 1) с фиксированным 𝑟 > 4 и любой функции 𝑙 =
𝑙(𝑛) такой, что 𝑛𝑟−2 = 𝑜(𝑙), 𝑙 = 𝑜(𝑛𝑟−1), выполнено

(1 + 𝑜(1)) · 𝑙2

𝑛
· 1
4(2𝑟 − 1)

6 𝜌𝐺(𝑛,𝑟,1)(𝑙) 6 (1 + 𝑜(1)) · 𝑙2

𝑛
· (𝑟 − 2)2

2
.

Получаем, что в случае 𝐺(𝑛, 𝑟, 1) для больших 𝑙 мы нашли точную оценку, а для
маленьких 𝑙 мы оставили всего лишь зазор в константу. Заметим также, что здесь
нижняя оценка принципиально сильнее оценки Турана, у которой в знаменателе
степень 𝑛 равна не единице, а 𝑟− 𝑠− 1 = 𝑟− 2. Именно поэтому константный зазор
является весьма существенным продвижением в этом случае.

Также в работах [16], [17] были доказаны улучшения теоремы Турана для дистан-
ционных графов на плоскости и слоях между плоскостями.

2. Доказательство теоремы 5. Возьмем подмножество вершин 𝑊𝑛 графа
𝐺(𝑛, 𝑟, 𝑠) такое, что |𝑊𝑛| = 𝑙(𝑛).

Пронумеруем все 𝑠-элементные подмножества R𝑛 = {1, 2, . . . , 𝑛} и назовем их
𝑆1, 𝑆2, . . . 𝑆𝑚, где 𝑚 = 𝐶𝑠

𝑛. Для каждого 𝑆𝑖 определим подмножество вершин нашего
множества 𝑊𝑛, которые содержат его:

𝐾𝑖 = {𝑣 | 𝑆𝑖 ⊂ 𝑣, 𝑣 ∈ 𝑊𝑛}.

Данные множества будут пересекаться по вершинам. Но если две вершины наше-
го графа соединены ребром, то они будут одновременно входить ровно в одно из 𝐾𝑖,
так как имеют ровно 𝑠 общих элементов. Тогда мы имеем

𝜌(𝑊𝑛) =
𝑚∑︁

𝑖=1

𝜌(𝐾𝑖).

Заметим, что каждая вершина входит ровно в 𝐶𝑠
𝑟 различных 𝐾𝑖, поэтому полу-

чаем
𝑚∑︁

𝑖=1

|𝐾𝑖| = 𝑙 · 𝐶𝑠
𝑟 .
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Возьмем множество вершин 𝐾𝑖 и оценим величину 𝜌(𝐾𝑖) снизу. Рассмотрим
любую вершину 𝑎 из данного множества. Любая вершина, несмежная с 𝑎, долж-
на иметь с ней еще хотя бы один общий элемент, кроме множества 𝑆𝑖, иначе они
будут пересекаться ровно по 𝑠 элементам. Тогда число таких вершин не больше,
чем (𝑟 − 𝑠)𝐶𝑟−𝑠−1

𝑛−𝑠−1, где 𝑟 − 𝑠 – количество способов выбрать еще 1 общий элемент,
а 𝐶𝑟−𝑠−1

𝑛−𝑠−1 – количество способов выбрать остальные 𝑟 − 𝑠− 1 элементов. Получаем,
что каждая вершина данного множества имеет степень внутри данного множества
хотя бы |𝐾𝑖| − (𝑟 − 𝑠)𝐶𝑟−𝑠−1

𝑛−𝑠−1, т.е. получаем оценку

𝜌(𝐾𝑖) >
|𝐾𝑖|(|𝐾𝑖| − (𝑟 − 𝑠)𝐶𝑟−𝑠−1

𝑛−𝑠−1)
2

.

Теперь мы можем оценить величину 𝜌(𝑊𝑛) как

𝜌(𝑊𝑛) =
𝑚∑︁

𝑖=1

𝜌(𝐾𝑖) >
𝑚∑︁

𝑖=1

|𝐾𝑖|(|𝐾𝑖| − (𝑟 − 𝑠)𝐶𝑟−𝑠−1
𝑛−𝑠−1)

2

=
𝑚∑︁

𝑖=1

|𝐾𝑖|2

2
−

𝑚∑︁
𝑖=1

|𝐾𝑖|
(𝑟 − 𝑠)𝐶𝑟−𝑠−1

𝑛−𝑠−1

2
=

𝑚∑︁
𝑖=1

|𝐾𝑖|2

2
−

𝑙 · 𝐶𝑠
𝑟 (𝑟 − 𝑠)𝐶𝑟−𝑠−1

𝑛−𝑠−1

2

=
𝑚∑︁

𝑖=1

|𝐾𝑖|2

2
− (1 + 𝑜(1))

𝑙 · 𝐶𝑠
𝑟 (𝑟 − 𝑠)𝑛𝑟−𝑠−1

2(𝑟 − 𝑠− 1)!
=

𝑚∑︁
𝑖=1

|𝐾𝑖|2

2
+ 𝑜

(︂
𝑙2

𝑛𝑠

)︂
,

поскольку 𝑛𝑟−1 = 𝑜(𝑙).
Из неравенства Коши–Буняковского получаем

𝑚∑︁
𝑖=1

|𝐾𝑖|2

2
>

1
2𝑚

(︂ 𝑚∑︁
𝑖=1

|𝐾𝑖|
)︂2

=
𝑙2 · (𝐶𝑠

𝑟 )2

2𝐶𝑠
𝑛

∼ 𝑙2 · (𝐶𝑠
𝑟 )2𝑠!

2𝑛𝑠
=

𝑙2

𝑛𝑠
· 𝐶𝑠

𝑟 · 𝑟!
2 · (𝑟 − 𝑠)!

.

Подставляя это в предыдущее неравенство, получаем требуемое. Теорема дока-
зана.

3. Доказательство теоремы 6. Для доказательства верхней оценки необходи-
мо для каждой функции 𝑙(𝑛), удовлетворяющей условию теоремы 6, и для каждо-
го 𝑛 построить пример множества 𝑊𝑛 мощности 𝑙(𝑛), для которого величина 𝜌(𝑊𝑛)
оценивается сверху нужным образом. При этом можно считать, что 𝑛 достаточно
велико.

Зафиксируем произвольную функцию 𝑙, удовлетворяющую условию теоремы 6, и
число 𝑛. Положим

𝑥(𝑛) = 𝑛−
[︂
𝑙(𝑛)(𝑠 + 1)

𝐶𝑟−𝑠−1
𝑘

]︂
− 𝑠− 3, где 𝑘 =

[︂
𝑛

2

]︂
,

а также
𝑦(𝑛) =

[︂
𝑙(𝑛)(𝑠 + 1)

𝐶𝑟−𝑠−1
𝑥(𝑛)

]︂
+ 𝑠 + 2.

Заметим, что у обеих больших целых частей аргумент имеет порядок 𝑙/𝑛𝑟−𝑠−1. По
условию теоремы 𝑙 = 𝑜(𝑛𝑟−𝑠), откуда следует, что 𝑦 = 𝑜(𝑛) и 𝑥 ∼ 𝑛. Кроме того,

𝑥(𝑛) + 𝑦(𝑛) 6 𝑛− 𝑙(𝑛)(𝑠 + 1)
𝐶𝑟−𝑠−1

𝑘

− 𝑠− 2 +
𝑙(𝑛)(𝑠 + 1)

𝐶𝑟−𝑠−1
𝑥(𝑛)

+ 𝑠 + 2 6 𝑛,
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так как при достаточно больших 𝑛 можно считать, что 𝑥(𝑛) > 𝑘, а значит, и
𝐶𝑟−𝑠−1

𝑥(𝑛) > 𝐶𝑟−𝑠−1
𝑘 .

Для уменьшения громоздкости дальнейших выкладок будем писать 𝑥 вместо 𝑥(𝑛)
и 𝑦 вместо 𝑦(𝑛). Рассмотрим следующие подмножества множества R𝑛 = {1, . . . , 𝑛}:

𝐴 = {1, . . . , 𝑥}, 𝐵 = {𝑥 + 1, . . . , 𝑥 + 𝑦}.

Пронумеруем всевозможные (𝑟 − 𝑠− 1)-элементные подмножества множества 𝐴:

𝑆1, 𝑆2, . . . , 𝑆𝑚, где 𝑚 = 𝐶𝑟−𝑠−1
𝑥 .

Разобьем множество 𝐵 на непересекающиеся подмножества по 𝑠 + 1 элементу
в каждом:

𝐵𝑖 = {𝑥 + (𝑠 + 1)(𝑖− 1) + 1, 𝑥 + (𝑠 + 1)(𝑖− 1) + 2, . . . , 𝑥 + (𝑠 + 1)(𝑖− 1) + 𝑠 + 1},

𝑖 ∈
{︂

1, . . . ,

[︂
𝑦

𝑠 + 1

]︂}︂
.

Рассмотрим также следующее множество вершин:

𝑊 *
𝑛 =

⋃︁
𝑆𝑖

⋃︁
𝐵𝑗

{𝑆𝑖 ∪𝐵𝑗}.

Оценим мощность множества 𝑊 *
𝑛 . Ясно, что

|𝑊 *
𝑛 | = 𝑚 ·

[︂
𝑦

𝑠 + 1

]︂
= 𝐶𝑟−𝑠−1

𝑥 ·
[︂

𝑦

𝑠 + 1

]︂
> 𝑙(𝑛), |𝑊 *

𝑛 | ∼ 𝑙(𝑛).

Далее оценим количество ребер. Легко заметить, что если две вершины пересе-
каются по какому-то 𝐵𝑖, то они уже имеют как минимум 𝑠 + 1 общих элементов,
а значит, не смежны. Получаем, что вершины {𝑆𝑖∪𝐵𝑗} и {𝑆𝑘∪𝐵ℎ} смежны, только
если 𝑆𝑖 и 𝑆𝑘 пересекаются ровно по 𝑠 элементам. Тогда степень каждой вершины
равна

𝐶𝑠
𝑟−𝑠−1 · 𝐶𝑟−2𝑠−1

𝑥−(𝑟−𝑠−1) ·
(︂[︂

𝑦

𝑠 + 1

]︂
− 1

)︂
.

Теперь мы можем оценить общее количество ребер:

𝜌(𝑊 *
𝑛) 6

𝑙 · 𝐶𝑠
𝑟−𝑠−1 · 𝐶𝑟−2𝑠−1

𝑥−(𝑟−𝑠−1) · [𝑦/(𝑠 + 1)]

2
∼ 𝑙2

2
·
𝐶𝑟−2𝑠−1

𝑥−(𝑟−𝑠−1)

𝐶𝑟−𝑠−1
𝑥

· 𝐶𝑠
𝑟−𝑠−1

∼ 𝑙2

𝑥𝑠
·
𝐶𝑠

𝑟−𝑠−1 · (𝑟 − 𝑠− 1)!
2 · (𝑟 − 2𝑠− 1)!

∼ 𝑙2

𝑛𝑠
·
𝐶𝑠

𝑟−𝑠−1 · (𝑟 − 𝑠− 1)!
2 · (𝑟 − 2𝑠− 1)!

.

Воспользуемся тем, что |𝑊 *
𝑛 | > 𝑙(𝑛), и обозначим через 𝑊𝑛 любое 𝑙(𝑛)-элементное

подмножество множества 𝑊 *
𝑛 . Ввиду неравенства 𝜌(𝑊𝑛) 6 𝜌(𝑊 *

𝑛) получаем, что
𝑊𝑛 – искомое множество. Теорема доказана.
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4. Доказательство теоремы 7. Заметим, что верхняя оценка вытекает из тео-
ремы 6 при 𝑠 = 1. Далее мы будем доказывать только нижнюю оценку.

Для каждого 𝑛 возьмем подмножество вершин 𝑊𝑛 графа 𝐺(𝑛, 𝑟, 1) такое, что

|𝑊𝑛| = 𝑙(𝑛), 𝑙 = 𝑜(𝑛𝑟−1), 𝑛𝑟−2 = 𝑜(𝑙).

Для каждого элемента 𝑖 возьмем множество вершин 𝐾𝑖 нашего подграфа, кото-
рые содержат элемент 𝑖:

𝐾𝑖 = {𝑣 | 𝑣 ∈ 𝑊𝑛, 𝑖 ∈ 𝑣}.

Введем обозначение 𝑘𝑖 = |𝐾𝑖|. Заметим, что каждая вершина входит ровно в 𝑟
различных 𝐾𝑖, поэтому получаем

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑘𝑖 = 𝑟𝑙.

Множества 𝐾𝑖 будут пересекаться по вершинам. Но если две вершины нашего
графа соединены ребром, то они будут одновременно входить ровно в одно из 𝐾𝑖,
так как имеют ровно один общий элемент. Тогда мы имеем

𝜌(𝑊𝑛) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜌(𝐾𝑖).

Также для каждой пары элементов {𝑖, 𝑗} возьмем множество вершин 𝑀𝑖,𝑗 нашего
подграфа, содержащее элементы 𝑖 и 𝑗 одновременно:

𝑀𝑖,𝑗 = {𝑣 | 𝑣 ∈ 𝑊𝑛, {𝑖, 𝑗} ⊂ 𝑣}.

Обозначим мощности таких подмножеств 𝑚𝑖,𝑗 = |𝑀𝑖,𝑗 |.
Также для каждого элемента 𝑖 обозначим 𝑀𝑖 максимальное по мощности 𝑀𝑖,𝑗 .

Положим 𝑚𝑖 = |𝑀𝑖|.
Назовем элемент 𝑖 хорошим, если для него выполнено 𝑚𝑖 6 ((2𝑟 − 1)/(2𝑟))𝑘𝑖,

а иначе – плохим. Множество хороших элементов назовем 𝐴, а плохих – 𝐵:

𝐴 =
{︂

𝑖
⃒⃒⃒
𝑚𝑖 6

2𝑟 − 1
2𝑟

𝑘𝑖

}︂
, 𝐵 =

{︂
𝑖
⃒⃒⃒
𝑚𝑖 >

2𝑟 − 1
2𝑟

𝑘𝑖

}︂
.

Лемма 1. Для любого хорошего элемента 𝑖 выполнено

𝜌(𝐾𝑖) >
2𝑟 − 1
4𝑟2

𝑘2
𝑖 −

(𝑟 − 1)2

𝑟
𝑛𝑟−3𝑘𝑖.

Доказательство. Разделим наше доказательство на два случая

𝑚𝑖 6
1
𝑟

𝑘𝑖 и
1
𝑟

𝑘𝑖 < 𝑚𝑖 6
2𝑟 − 1

2𝑟
𝑘𝑖.

1) Пусть для какого-то элемента 𝑖 выполнено 𝑚𝑖 6 (1/𝑟)𝑘𝑖. Степень каждой
вершины (𝑖, 𝑎2, 𝑎3, . . . , 𝑎𝑟) внутри множества вершин 𝐾𝑖 будет не меньше

𝑘𝑖 −𝑚𝑖,𝑎2 −𝑚𝑖,𝑎3 − · · · −𝑚𝑖,𝑎𝑟
> 𝑘𝑖 − (𝑟 − 1)𝑚𝑖 >

1
𝑟

𝑘𝑖.
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Тогда получаем, что

𝜌(𝐾𝑖) >
1
2𝑟

𝑘2
𝑖 >

2𝑟 − 1
4𝑟2

𝑘2
𝑖 −

(𝑟 − 1)2

𝑟
𝑛𝑟−3𝑘𝑖.

Лемма в этом случае доказана, перейдем ко второму более сложному случаю.
2) Пусть для элемента 𝑖 выполнено

1
𝑟

𝑘𝑖 < 𝑚𝑖 6
2𝑟 − 1

2𝑟
𝑘𝑖.

Множество вершин 𝐾𝑖 можно поделить на два подмножества: 𝑀𝑖 и 𝑄𝑖 = 𝐾𝑖 ∖𝑀𝑖.
Также напомним, что все вершины множества 𝑀𝑖 имеют еще какой-то общий эле-
мент 𝑗 по своему определению, а вершины множества 𝑄𝑖 элемент 𝑗 не содержат.
Возьмем любую вершину 𝑣 = (𝑖, 𝑎2, 𝑎3, . . . , 𝑎𝑟) ∈ 𝑄𝑖. Заметим, что любая вершина
множества 𝑀𝑖, которая не смежна с 𝑣, должна содержать элементы 𝑖, 𝑗 и еще хотя
бы один элемент из множества {𝑎2, . . . , 𝑎𝑟}. Тогда таких вершин не более

(𝑟 − 1)𝐶𝑟−3
𝑛−3 6 (𝑟 − 1)𝑛𝑟−3.

Таким образом, количество вершин множества 𝑀𝑖, которые смежны с 𝑣, не меньше,
чем 𝑚𝑖 − (𝑟 − 1)𝑛𝑟−3. Получаем, что

𝜌(𝐾𝑖) > |𝑄𝑖| · (𝑚𝑖 − (𝑟 − 1)𝑛𝑟−3) = (𝑘𝑖 −𝑚𝑖)(𝑚𝑖 − (𝑟 − 1)𝑛𝑟−3)

= (𝑘𝑖 −𝑚𝑖)𝑚𝑖 − (𝑟 − 1)𝑛𝑟−3(𝑘𝑖 −𝑚𝑖).

Оценим эту разность по частям: 𝑘𝑖 −𝑚𝑖 6 (𝑟 − 1)𝑘𝑖/𝑟, поэтому

(𝑟 − 1)𝑛𝑟−3(𝑘𝑖 −𝑚𝑖) 6
(𝑟 − 1)2

𝑟
𝑛𝑟−3𝑘𝑖.

Теперь рассмотрим (𝑘𝑖 −𝑚𝑖)𝑚𝑖 как функцию относительно 𝑚𝑖; это парабола с вет-
вями вниз, а значит, ее минимум на интервале достигается на одном из концов: при
𝑚𝑖 = 𝑘𝑖/𝑟 получаем (𝑟−1)𝑘2

𝑖 /𝑟2, а при 𝑚𝑖 = (2𝑟−1)𝑘𝑖/(2𝑟) получаем (2𝑟−1)𝑘2
𝑖 /(4𝑟2),

что меньше. Таким образом,

𝜌(𝐾𝑖) >
2𝑟 − 1
4𝑟2

𝑘2
𝑖 −

(𝑟 − 1)2

𝑟
𝑛𝑟−3𝑘𝑖.

Лемма 1 доказана.

Лемма 2. Имеет место равенство

𝑛∑︁
𝑖=1

𝑚𝑖 < (𝑟 − 1)𝑙 + 2𝑛𝑟−2 = (𝑟 − 1)𝑙 + 𝑜(𝑙).

Доказательство. Каждая вершина множества 𝑊𝑛 содержит 𝑟 элементов, а зна-
чит, входит в 𝑟 различных 𝐾𝑖 и максимум в 𝑟 различных 𝑀𝑖. Оценим сверху количе-
ство вершин, которые входят сразу в 𝑟 множеств 𝑀𝑖. Для доказательства построим
новый ориентированный граф 𝐹 , где вершинами будут изначальные элементы мно-
жества R𝑛 = {1, 2, . . . , 𝑛}, а из вершины 𝑖 будет выходить ребро к вершине 𝑗, если
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𝑀𝑖,𝑗 выбрано в качестве 𝑀𝑖. Таким образом, вершин будет 𝑛, из каждой вершины
выходит ровно 1 ориентированное ребро, т.е. ребер тоже 𝑛.

Если от вершины 𝑖 проведено ребро к вершине 𝑗, а от 𝑗 – к вершине 𝑖, то назовем
эти две вершины парой. Каждая вершина состоит не более, чем в одной паре.
Вершины, которые не состоят в парах, назовем свободными. Положим, что граф 𝐹
содержит 𝑡 пар, тогда свободных вершин будет 𝑛− 2𝑡.

Каждой вершине 𝑣 = (𝑎1, . . . , 𝑎𝑟) ∈ 𝑊𝑛 сопоставим множество вершин 𝑎1, . . . , 𝑎𝑟

графа 𝐹 . Если вершина 𝑣 входит во все 𝑀𝑎1 , 𝑀𝑎2 , . . . ,𝑀𝑎𝑟 , то в соответствующем
ей подграфе 𝐹 любое ориентированное ребро, исходящее из этих 𝑟 вершин, ведет
к одной из них же. Назовем множество из 𝑟 вершин графа 𝐹 особенным, если все
ребра, исходящие из этих вершин, ведут опять в это множество. Если какая-то
вершина из пары принадлежит особенному множеству, то и вторая вершина из этой
пары обязана принадлежать ему.

Оценим количество особенных множеств. Разобьем все особенные множества на
два вида: множества, которые содержат только пары, и множества, которые содер-
жат хотя бы одну свободную вершину.

1) Если в особенном множестве будут находиться только вершины из пар, то таких
множеств будет не более, чем количество способов выбрать 𝑟/2 пар: 𝐶

𝑟/2
𝑡 < 𝑛𝑟−2

при 𝑟 > 4. Таким образом, мы оценили количество особенных множеств первого
вида, перейдем ко второму.

2) Пусть особенное множество второго вида содержит свободную вершину 𝑎1.
Тогда от 𝑎1 ведет ориентированное ребро к другой вершине 𝑎2, а от 𝑎2 к какой-то
новой вершине 𝑎3, причем 𝑎3 не совпадет с 𝑎1, потому что 𝑎1 свободная. Тогда
𝑎1, 𝑎2, 𝑎3 принадлежат нашему множеству и количество способов выбрать осталь-
ные вершины не больше, чем 𝐶𝑟−3

𝑛−3. Получаем, что общее количество особенных
множеств со свободной вершиной 𝑎1 не больше, чем 𝐶𝑟−3

𝑛−3. Заметим, что это верно
для любой свободной вершины 𝑎1, поэтому всего особенных множеств второго вида
не больше, чем

(𝑛− 2𝑡)𝐶𝑟−3
𝑛−3 < 𝑛𝑟−2.

Получаем, что в сумме особенных множеств первого и второго вида меньше, чем
2𝑛𝑟−2. Из этого следует, что максимум 2𝑛𝑟−2 вершин изначального графа состоят
сразу в 𝑟 множествах 𝑀𝑖, а значит, суммарная мощность 𝑀𝑖 не больше, чем

(𝑟 − 1)𝑙 + 2𝑛𝑟−2 = (𝑟 − 1)𝑙 + 𝑜(𝑙).

Лемма 2 доказана.

Лемма 3. Имеет место оценка∑︁
𝑖∈𝐴

𝑘𝑖 >
𝑟

2𝑟 − 1
𝑙 − 4𝑟

2𝑟 − 1
𝑛𝑟−2.

Доказательство. Заметим, что 𝑘𝑖 < (2𝑟)𝑚𝑖/(2𝑟 − 1) для плохого элемента 𝑖.
Тогда ∑︁

𝑖∈𝐵

𝑘𝑖 <
2𝑟

2𝑟 − 1

∑︁
𝑖∈𝐵

𝑚𝑖,
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а по лемме 2 имеем ∑︁
𝑖∈𝐵

𝑚𝑖 6
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑚𝑖 < (𝑟 − 1)𝑙 + 2𝑛𝑟−2.

Получаем ∑︁
𝑖∈𝐵

𝑘𝑖 <
2𝑟

2𝑟 − 1
((𝑟 − 1)𝑙 + 2𝑛𝑟−2) =

2𝑟(𝑟 − 1)
2𝑟 − 1

𝑙 +
4𝑟

2𝑟 − 1
𝑛𝑟−2.

Тогда для хороших элементов имеем

∑︁
𝑖∈𝐴

𝑘𝑖 =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝑘𝑖 −
∑︁
𝑖∈𝐵

𝑘𝑖 = 𝑟𝑙 −
∑︁
𝑖∈𝐵

𝑘𝑖 > 𝑟𝑙 −
(︂

2𝑟(𝑟 − 1)
2𝑟 − 1

𝑙 +
4𝑟

2𝑟 − 1
𝑛𝑟−2

)︂
=

𝑟

2𝑟 − 1
𝑙 − 4𝑟

2𝑟 − 1
𝑛𝑟−2.

Лемма 3 доказана.

Наконец, мы сможем оценить общее число ребер. Используем лемму 1 и получим

𝜌(𝑊𝑛) =
𝑛∑︁

𝑖=1

𝜌(𝐾𝑖) >
∑︁
𝑖∈𝐴

𝜌(𝐾𝑖) >
∑︁
𝑖∈𝐴

(︂
2𝑟 − 1
4𝑟2

𝑘2
𝑖 −

(𝑟 − 1)2

𝑟
𝑛𝑟−3𝑘𝑖

)︂
>

2𝑟 − 1
4𝑟2

∑︁
𝑖∈𝐴

𝑘2
𝑖 − (𝑟 − 1)2𝑛𝑟−3𝑙.

Используя неравенство Коши–Буняковского и лемму 3, имеем

∑︁
𝑖∈𝐴

𝑘2
𝑖 >

1
|𝐴|

(︂∑︁
𝑖∈𝐴

𝑘𝑖

)︂2

>
1
𝑛

(︂∑︁
𝑖∈𝐴

𝑘𝑖

)︂2

>
(𝑟𝑙/(2𝑟 − 1)− 4𝑟𝑛𝑟−2/(2𝑟 − 1))2

𝑛
.

Тогда получаем

𝜌(𝑊𝑛) >
2𝑟 − 1
4𝑟2

· (𝑟𝑙/(2𝑟 − 1)− 4𝑟𝑛𝑟−2/(2𝑟 − 1))2

𝑛
− (𝑟 − 1)2𝑛𝑟−3𝑙

=
1

4(2𝑟 − 1)
𝑙2

𝑛
+ 𝑜

(︂
𝑙2

𝑛

)︂
.

Утверждение теоремы 7 доказано.
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