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Ââåäåíèå Èñòîêè

Çàäà÷à Ãðîìîâà î ìèíèìàëüíîì çàïîëíåíèè

M � ðèìàíîâî ìíîãîîáðàçèå ñ ìåòðèêîé ρ.
W ïë¼íêà, çàòÿãèâàþùàÿ M,
òî åñòü W � êîìïàêòíîå ìíîãîîáðàçèå è ∂W = M.
Ïóñòü íà W çàäàíà ìåòðèêà d òàêàÿ, ÷òî ∀x , y ∈ M d(x , y) ≥ ρ(x , y).
Ìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî (W , d) � çàïîëíåíèå ìåòðè÷åñêîãî
ïðîñòðàíñòâà (M, ρ).
Çàäà÷à Ãðîìîâà � îïèñàíèå òî÷íîé íèæíåé ãðàíè îáú¼ìîâ
çàïîëíåíèé è îïèñàíèå òàêèõ ïðîñòðàíñòâ (W , d), íàçûâàåìûõ
ìèíèìàëüíûìè çàïîëíåíèÿìè.
ñì. íàïðèìåð, M.Gromov �Filling Riemannian manifolds�, J. Di�erential
Geom., 18.1 (1983) 1-147.
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Ââåäåíèå Èñòîêè

Îäíîìåðíàÿ ïðîáëåìà Ãðîìîâà î ìèíèìàëüíîì
çàïîëíåíèè

M � êîíå÷íîå ïñåâäîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî ñ ìåòðèêîé ρ.
G = (V ,E , ϕ) � ñâÿçíûé ãðàô, ñîåäèíÿþùèé M, òî åñòü M ⊂ V .
ω : E → [0,∞) � âåñîâàÿ ôóíêöèÿ. G = (G , ω) � âçâåøåííûé ãðàô.
ω(G) :=

∑
e∈E

ω(e) � âåñ ãðàôà. Γij � ïóòü èç âåðøèíû i â j .

Íà G åñòü ïñåâäîìåòðèêà dω(i , j) := min
Γij

∑
e∈E

ω(e)

Ïóñòü ∀i , j ∈ M dω(i , j) ≥ ρ(i , j), òîãäà G � çàïîëíåíèå (M, ρ).
Âåñ ìèíèìàëüíîãî çàïîëíåíèÿ mf(M) := inf

G
ω(G ).

G � ìèíèìàëüíîå çàïîëíåíèå M, åñëè ω(G) = mf(M).
Åñëè çàôèêñèðîâàòü òèï ãðàôà, òî ïîëó÷àåì ìèíèìàëüíûå

ïàðàìåòðè÷åñêèå çàïîëíåíèÿ.
ñì. [1] À. Î. Èâàíîâ, À. À. Òóæèëèí, �Îäíîìåðíàÿ ïðîáëåìà Ãðîìîâà
î ìèíèìàëüíîì çàïîëíåíèè�, Ìàòåì. ñá., 203:5 (2012), 65-118.
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Ââåäåíèå Èñòîêè

Îáîáù¼ííûå ìèíèìàëüíûå çàïîëíåíèÿ

M � êîíå÷íîå ìíîæåñòâî ñ ñèììåòðè÷åñêîé ôóíêöèåé ρ(x , y),
íåîáÿçàòåëüíî íåîòðèöàòåëüíîé!
Äëÿ âçâåøåííîãî ãðàôà G ðàçðåøèì âåñîâîé ôóíêöèè ω ïðèíèìàòü
îòðèöàòåëüíûå çíà÷åíèÿ.
G îáîáùåííîå çàïîëíåíèå M, åñëè

∀x , y ∈ M : dω(x , y) ≥ ρ(x , y).

Òåîðåìà. Ïóñòü M � ïñåâäîìåòðè÷åñêîå ïðîñòðàíñòâî. Òîãäà
mf (M) = mf− (M).
Òåîðåìà äîêàçàíà â: Èâàíîâ À. Î.,Îâñÿííèêîâ Ç. Í., Ñòðåëêîâà Í. Ï.,
Òóæèëèí À. À. Îäíîìåðíûå ìèíèìàëüíûå çàïîëíåíèÿ ñ ðåáðàìè
îòðèöàòåëüíîãî âåñà // Âåñòí. Ìîñê. óíèâ., Ìàòåì. Ìåõ. 2012. �5.
Ñ.3-8.
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Ââåäåíèå Èñòîêè

Áèíàðíûå äåðåâüÿ

Äåðåâî G ó êîòîðîãî âñå âåðøèíû ìîãóò èìåòü òîëüêî ñòåïåíü 1 è 3
íàçûâàåì áèíàðíûìè.
Òåîðåìà. (Èâàíîâ À.Î., Òóæèëèí À.À. [1]) Äëÿ ëþáîãî êîíå÷íîãî
ïñåâäîìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà M ñóùåñòâóåò ìèíèìàëüíîå
çàïîëíåíèå, ÿâëÿþùååñÿ áèíàðíûì äåðåâîì.

Äàëåå G � áèíàðíîå äåðåâî, ∂G � âåðøèíû ñòåïåíè 1, ïðè÷¼ì
∂G = M.
Äëÿ ëþáûõ äâóõ âåðøèí G ñóùåñòâóåò åäèíñòâåííûé ïóòü Γij èç i â
j , äàëåå íàñ áóäóò èíòåðåñîâàòü òîëüêî ãðàíè÷íûå ïóòè, òî åñòü
ñîåäèíÿþùèå âåðøèíû èç ∂G = M.
Äàëåå m � ÷èñëî ãðàíè÷íûõ âåðøèí, d = C 2

m � ÷èñëî èõ ïàð,
r = 2m − 3 � ÷èñëî ð¼áåð äåðåâà G .
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Ââåäåíèå Ìóëüòèîáõîäû

Ìóëüòèîáõîäû

Ìóëüòèöèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê êðàòíîñòè n íà ìíîæåñòâå M � ýòî
îòîáðàæåíèå σ : Zmn → M, òàêîå, ÷òî

1) σ(i) ̸= σ(i + 1) ∀i 2) |σ−1(v)| = n ∀v ∈ M

Ìóëüòèîáõîä ãðàíè÷íûõ âåðøèí ∂G = M äåðåâà G � òàêîé
ìóëüòèöèêëè÷åñêèé ïîðÿäîê, ÷òî ÷åðåç êàæäîå ðåáðî äåðåâà G
ïðîõîäÿò ðîâíî 2n ãðàíè÷íûõ ïóòåé.
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Ââåäåíèå Ìóëüòèîáõîäû

Ýêâèâàëåíòíîñòü ìóëüòèîáõîäîâ

Îïðåäåëèì âåêòîðíîå ïðîñòðàíñòâî U = Rd .
Âåêòîð ìóëüòèîáõîäà wσ := (σ12, . . . , σ(m−1)m) ãäå σij � ÷èñëî
ãðàíè÷íûõ ïóòåé ñâÿçûâàþùèõ i è j âåðøèíó â ìóëüòèîáõîäå σ.
Ìóëüòèîáõîäû σ è τ íàçûâàþòñÿ ýêâèâàëåíòíûìè, åñëè wσ = w τ ,
îáîçíà÷èì ýòî òàê: σ ∼= τ .
Ìóëüòèãðàô ìóëüòèîáõîäà. Ïî ìóëüòèîáõîäó σ ïîñòðîèì ìóëüòèãðàô
Gσ, åãî âåðøèíû � ýòî M, à êðàòíîñòü ðåáðà ñîåä. âåðøèíû i è j
ïîëîæèì ðàâíîé σij .
Ïðèìåð.

Ùåðáàêîâ Îëåã Ìíîãîãðàííèêè è ìóëüòèîáõîäû... 7 ìàÿ 2024 ã. 7 / 23



Ââåäåíèå Ëèíåéíàÿ àëãåáðà ìóëüòèîáõîäîâ

Ìàòðèöà ðàçðåçîâ (òðàíñïîíèðîâàííàÿ)

Ïî âñÿêîìó áèíàðíîìó äåðåâó G ïîñòðîèì ìàòðèöó A = A(G ) èç r
ñòðîê, ñîîòâåòñâóþùèõ ð¼áðàì è d ñòîëáöîâ, ñîîòâåòñòâóþùèõ ïàðàì
âåðøèí:

akij :=

{
1, åñëè ek ∈ Γij

0, èíà÷å.

Åñëè wσ � ìóëüòèîáõîä êðàòíîñòè n, òî Awσ = 2nI, ãäå
I = (1, 1, . . . , 1)
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Ââåäåíèå Ëèíåéíàÿ àëãåáðà ìóëüòèîáõîäîâ

Ôóíäàìåíòàëüíàÿ òåîðåìà.

Òåîðåìà. Äëÿ âñÿêîãî âåêòîðà u ñ öåëûìè íåîòðèöàòåëüíûìè
êîîðäèíàòàìè, òàêîãî, ÷òî Au = 2nI ñóùåñòâóåò ìóëüòèîáõîä σ, äëÿ
êîòîðîãî äàííûé âåêòîð ÿâëÿåòñÿ âåêòîðîì ìóëüòèîáõîäà.

Åðåìèí À.Þ. Ôîðìóëà âåñà ìèíèìàëüíîãî çàïîëíåíèÿ êîíå÷íîãî
ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ìàòåì. ñá., 2013. Ò.204, �9. Ñ.51-72.
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Ââåäåíèå Ëèíåéíàÿ àëãåáðà ìóëüòèîáõîäîâ

Ìíîãîãðàííèê áèíàðíîãî äåðåâà

Â ðàáîòå Ivanov A., Tuzhilin A. Dual Linear Programming Problem and
One-Dimensional Gromov Minimal Fillings of Finite Metric Space //
Di�erential Equations on Manifolds and Mathematical Physics. Trends in
Mathematics. Birkhauser, Cham. 2022. pp. 165-182
ïî áèíàðíîìó äåðåâó G ïîñòðîèëè ìàòðèöó ðàçðåçîâ A. Ïî Ýòîé
ìàòðèöå â U ïîñòðîèì âûïóêëûé ìíîãîãðàííèê X:
Âåðøèíû X ìîãóò áûòü íàéäåíû ñ ïîìîùüþ ñëåäóþùåé òåîðåìû:
Òåîðåìà. Äëÿ òîãî, ÷òîáû òî÷êà x áûëà óãëîâîé, íåîáõîäèìî è
äîñòàòî÷íî, ÷òîáû íàøëèñü ëèíåéíî-íåçàâèñèìûå ñòîëáöû
Aκ1 ,Aκ2 , . . .Aκr ìàòðèöû A, òàêèå ÷òî:

Aκ1xκ1 + Aκ2xκ2 + . . .+ Aκr xκr = I,

ïðè÷¼ì xκs ≥ 0, à âñå îñòàëüíûå xij = 0.
Òåõíè÷åñêàÿ ñëîæíîñòü: ÷èñëî âûáîðîâ C r

d = C 2m−3
m(m−1)

2

î÷åíü âåëèêî óæå

ïðè m = 12.
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Ââåäåíèå Ëèíåéíàÿ àëãåáðà ìóëüòèîáõîäîâ

Àääèòèâíàÿ ïîëóãðóïïà ìóëüòèîáõîäîâ

Ñóììà. Ïî σ è τ ïîñòðîèì âåêòîðû wσ w τ , ïî ôóíäàìåíòàëüíîé
òåîðåìå ñóùåñòâóåò ìóëüòèîáõîä η òàêîé, ÷òî wη = wσ + w τ .

σ + τ := η

Óìíîæåíèå íà íàòóðàëüíîå ÷èñëî. Äëÿ ìóëüòèîáõîäà σ ïî
ôóíäàìåíòàëüíîé òåîðåìå ïîñòðîèì ìóëüòèîáõîä η òàêîé, ÷òî
wη = nwσ

nσ := η

Ïðèâîäèìîñòü. Ìóëüòèîáõîä σ íàçîâ¼ì íåïðèâîäèìûì, åñëè
ñïðàâåäëèâà èìïëèêàöèÿ:

∀n ∈ N nσ = τ + η =⇒ ∃k : τ = kσ, η = (n − k)σ

è ïðèâîäèìûì, â ïðîòèâíîì ñëó÷àå. Ìíîæåñòâî êëàññîâ
ýêâèâàëåíòíîñòè íåïðèâîäèìûõ ìóëüòèîáõîäîâ îáîçíà÷èì S(G ).
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Ââåäåíèå Ëèíåéíàÿ àëãåáðà ìóëüòèîáõîäîâ

Ôîðìóëà âåñà ìèíèìàëüíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî
çàîïëíåíèÿ

Ìóëüòèïåðèìåòð ìóëüòèîáõîäà: p(M, σ) = 1
2n

∑
k∈Zmn

ρ(σ(k), σ(k + 1)).

Â ðàáîòå: Åðåìèí À.Þ. Ôîðìóëà âåñà ìèíèìàëüíîãî çàïîëíåíèÿ
êîíå÷íîãî ìåòðè÷åñêîãî ïðîñòðàíñòâà. Ìàòåì. ñá., 2013. Ò.204, �9.
Ñ.51-72. ïîëó÷åíà ôîðìóëà

mf (M) = min
G

max
σ∈S(G)

p(M, σ)

Ôîðìóëà âåñà ìèíèìàëüíîãî ïàðàìåòðè÷åñêîãî îáîáù¼ííîãî
çàïîëíåíèÿ:

mpf− (M,G ) = max
x∈X

∑
i<j

ρijxij

Èç ðàáîòû Ivanov A., Tuzhilin A. Dual Linear Programming Problem and
One-Dimensional Gromov Minimal Fillings of Finite Metric Space //
Di�erential Equations on Manifolds and Mathematical Physics. Trends in
Mathematics. Birkhauser, Cham. 2022. pp. 165-182
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Ââåäåíèå Ëèíåéíàÿ àëãåáðà ìóëüòèîáõîäîâ

Ïðèìåð
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû 2021

Íåïðèâîäèìûå ìóëüòèîáõîäû è âåðøèíû ìíîãîãðàííèêà

Òî÷êà ìóëüòèîáõîäà. Ïî ìóëüòèîáõîäó σ êðàòíîñòè n îïðåäåëèì òî÷êó
ìíîãîãðàííèêà:

xσ :=
1

2n
wσ

(Íàïîìíèì, ÷òî Awσ = 2nI, òîãäà Axσ = I.)
Ïîñòðîèëè åñòåñòâåííîå îòîáðàæåíèå T → XQ.
Òåîðåìà. Ïóñòü S = {σ1, . . . , σs} è xσ1 , . . . , xσs � ñîîòâåòñòâóþùèå
òî÷êè ìíîãîãðàííèêà X, òîãäà xσ1 , . . . , xσs � ìíîæåñòâî âñåõ âåðøèí
ýòîãî ìíîãîãðàííèêà.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû 2021

Çìåÿ

Òåîðåìà. Íåïðèâîäèìûå ìóëüòèîáõîäû áèíàðíîãî äåðåâà òèïà çìåÿ
èñ÷åðïûâàþòñÿ 1-îáõîäàìè:

(12i1i2 . . . ipmmjqjq−1 . . . j1)

ãäå i1 < i2 < . . . < ip, j1 < j2 < . . . < jq è
{i1, . . . ip, j1, . . . , jq} = {3, 4, . . .m − 1}, p + q = m − 3, p, q ∈ Z≥0.
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Îñíîâíûå ðåçóëüòàòû 2021

Ñëåäñòâèå. Ìíîãîãðàííèê çìåè ñ m ãðàíè÷íûìè âåðøèíàìè èìååò
ðîâíî 2m−3 âåðøèí.
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Íîâûå ðåçóëüòàòû 2023

Î áèíàðíûõ äåðåâüåâ ñ 3 óñàìè

Êðàòíîñòü íåïðèâîäèìîãî ìóëüòèîáõîäà áèíàðíîãî äåðåâà ñ 3
óñàìè (äàëåå B3) íå ïðåâñõîäèò 2.

Íåïðèâîäèìûå 2-îáõîäû ñóùåñòâóþò ó ëþáîãî áèíàðíîãî äåðåâà ñ
3 óñàìè.

Ðèñ.: Áèíàðíîå äåðåâî B3
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Íîâûå ðåçóëüòàòû 2023

Ðèñ.: Ïîáåã

Êðàòíîñòü íåïðèâîäèìîãî ìóëüòèîáõîäà áèíàðíîãî äåðåâà èç 4
ò.í. ïîáåãîâ íå ïðåâîñõîäèò 4.
Êðàòíîñòü íåïðèâîäèìîãî ìóëüòèîáõîäà áèíàðíîãî äåðåâà èç 5
ò.í. ïîáåãîâ íå ïðåâîñõîäèò 8.

Ðèñ.: Áèíàðíîå äåðåâî B0
4
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Íîâûå ðåçóëüòàòû 2023

Ñòðóêòóðà ìóëüòèîáõîäà íà ïîáåãå

Ëåììà

Äëÿ ëþáîãî l-îáõîäà σ äåðåâà G ñïðàâåäëèâî:

σ ∼= (. . . ∗ A1 ∗ . . . ∗ A2 ∗ . . . ∗ Al ∗ . . .) (1)

ãäå Ak , k = 1..l ïðåäñòàâëÿþò ñîáîé öåïè âèäà

Ak = Jk1Ik (2)

Jk = jkqk . . . j
k
2 j

k
1 è Ik = ik1 i

k
2 . . . ikrk , qk + rk = p − 1

jkqk . . . j
k
2 j

k
1 ⊔ ik1 i

k
2 . . . ikrk = {2, 3, 4, . . . , p}

jkq1 > . . . > jk2 > jk1 è ik1 < ik2 < . . . < ikrk

Ñèìâîëîì * îáîçíà÷åíû êàêèå-òî âåðøèíû, íå âõîäÿùèå â ïîáåã A.
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Íîâûå ðåçóëüòàòû 2023

Áèíàðíûå äåðåâüÿ ñ òðåìÿ ïàðàìè óñîâ: îãðàíè÷åíèå íà
Êðàòíîñòü è îáùèé âèä

Òåîðåìà. Íåïðèâîäèìûå ìóëüòèîáõîäû áèíàðíîãî äåðåâà èç B3

ñîñòîÿò èç öåïåé Ak ,Bk ,Ck äëÿ ñîîòâåòñòâóþùèõ ïîáåãîâ è ìîãóò
áûòü òîëüêî òàêèìè:

a) σ ∼= (A1B1C1) èëè á) σ ∼= (A1B1C1A2B2C2),

ïðè÷¼ì â ñëó÷àå á) A1 = apA
′
1 è A2 = A′

2ap èëè A1 = A′
1ap è

A2 = apA
′
2, àíàëîãè÷íî äëÿ ÷àñòåé Bi è Ci .

Òåîðåìà. Íåïðèâîäèìûõ 2-îáõîäîâ ó áèíàðíîãî äåðåâà èç B3 íå áîëåå
÷åì 22(m−5).
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Íîâûå ðåçóëüòàòû 2023

Êîìïüþòåðíûå ýêñïåðèìåíòû

� m Äèàãðàììà Þíãà 1-îáõîäîâ 2-îáõîäîâ Âñåãî

1 6 ∅ 8 4 12

2 7 16 16 32

3 8 32 56 88

4 8 32 64 96

5 9 64 256 320

6 9 64 164 248

7 9 64 224 288
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Ñâåæèé ðåçóëüòàò 2024

Òåîðåìà î íîðìàëüíîé ôîðìå ìóëüòèîáõîäà

Òåîðåìà. Äëÿ âñÿêîãî l-îáõîäà σ áèíàðíîãî äåðåâà G èìååò ìåñòî
ýêâèâàëåíòíîñòü:

σ ∼= (M1M2 . . .Ml)

ïðè÷¼ì êàæäîå âûðàæåíèå (Mi ) � 1-îáõîä.
Ñëåäñòâèå. Ìàêñèìàëüíàÿ êðàòíîñòü áèíàðíîãî äåðåâà ñ m
ãðàíè÷íûìè âåðøèíàìè íå ïðåâîñõîäèò m.

−−−

Ðàíåå À.Î.Èâàíîâ è À.À.Òóæèëèí äîêàçàëè, ÷òî ìàêñèìàëüíàÿ
êðàòíîñòü íåïðèîäèìîãî ìóëüòèîáõîäà íå ïðåâîñõîäèò ÷èñëà 22m−5.
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Ñïàñèáî çà âíèìàíèå!
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