
Оценки плотности упаковки шаров с радиусами
в интервале [p, 1]

Aркадий Алиев

Высшая Школа Экономики

1 / 33



План

Определения и постановка задачи
Примеры и известные оценки
Упаковка кругов с радиусами в интервале [p, 1]

Оценка плотности через разбиение на треугольники с
вершинами в центрах шаров (Von August Florian, 1960)
Оценка плотности через разбиение на многоугольные
клетки содержащие шары (Von Gerd Blind, 1969)

Обобщение оценки Blind1969 на размерность 3

2 / 33



Определения и постановка задачи 1/2

Упаковка
Пусть K = {Ki}i=1,2,... — семейство выпуклых тел
K1,K2, . . . ⊂ Rd . Семейство K называется упаковкой, если
внутренности intKi не пересекаются.

Плотность упаковки

δd(K) = lim sup
k→∞

∣∣⋃
i Ki ∩ [−k, k]d

∣∣
|[−k, k]d |

.
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Определения и постановка задачи 2/2

Шары нескольких радиусов

Обозначим через δd>p максимальное значение δd(K) среди всех
семейств, содержащих только шары радиусов от p до 1.

Шары нескольких радиусов из конечного набора

Обозначим через δdr1,...,rm максимальное значение δd(K) среди
всех семейств, содержащих только шары радиусов r1, . . . , rm.

Постановка задачи

Хотим оценить δd>p, δ
d
r1,...,rm

Открытый вопрос

Найти p < 1 такое что δd>p = δd1 .
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Примеры известных значений δ21,r

Рис.: Плотнейшие упаковки шаров двух радиусов
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Известные оценки δ21,r

Рис.: Плотности бинарных упаковок
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Известные оценки δ2>p

Рис.: Оценки δ2>p
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Оценка плотности через разбиение на треугольники:
картинка

Рис.: Триангуляция Делоне
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Оценка плотности через разбиение на треугольники:
зачем нужна триангуляция Делоне

Рис.: Хороший треугольник Рис.: Плохой треугольник

В неуплотняемой упаковке нет плохих треугольников
В плохом треугольнике радиус опорной окружности
больше чем минимум из радиусов остальных
Если при триангуляции упаковки возникает плохой
треугольник, то можно в эту упаковку добавить еще один
круг
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Оценка плотности через разбиение на треугольники:
общая схема

План доказательства
Строим триангуляцию Делоне для упаковки.
Плотность упаковки не больше максимальной плотности
отдельного треугольника
Оцениваем плотность отдельного треугольника
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Оценка плотности через разбиение на треугольники:
Результат

Рис.: Самые плотные треугольники

Обозначение

s(p) =
πp2 + 2(1− p2) arcsin

(
p

1+p

)
2p

√
2p + 1

Результат (August Florian, 1960)

δ2>p ≤ s(p).
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Оценка плотности через разбиение на треугольники:
Картинка

Рис.: Финальная оценка

Результат (August Florian, 1960)

δ2>p ≤ s(p).
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Аналог в трехмерном пространстве: Разбиение на
тетраэдры

Рис.: Оценка плотности тетраэдра (Thomas Fernique, Daria Pchelina)
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Оценка плотности через разбиение на многоугольные
клетки: Картинка

Power cell

Pow(x ,Ki ) = d(x ,Oi )
2 − r2i ;

Ti = {x : argmin
m

Pow(x ,Km) = i}.

Рис.: Power cells
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Оценка плотности через разбиение на многоугольные
клетки: общая схема

План доказательства для единичных шаров
Шару Ki сопоставляем power cell Ti - многоугольник с ei
сторонами
Из свойств планарных графов получаем

lim
R→∞

e1 + . . .+ em
m

= e ≤ 6.

Оцениваем площадь клетки |Ti | ≥ ei tan
π
ei
= f (ei )

Заменяем клетки на одну среднюю

lim
R→∞

1

m

∑
|Ti | ≥ lim

R→∞

1

m

∑
f (ei ) ≥

lim
R→∞

f

(
1

m

∑
ei

)
≥ f (6).

15 / 33



Адаптация для шаров с радиусами в интервале [p, 1]:
Интуиция

Интуиция
Клетки с большим количеством
сторон пусть будут вокруг больших
шаров, с маленьким количеством
сторон вокруг маленьких
Большие клетки будут учитываться
при подсчете плотности с большим
весом и результат может оказаться
плотнее гексагональной решетки

Рис.: Пример
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Адаптация для шаров с радиусами в интервале [p, 1]:
Идея и обозначения

Идея
Отдельно будем оценивать плотность для клеток с маленьким
числом сторон, отдельно с большим, потом объединим.

Обозначения

Пусть в области [−R,R]2 при R → ∞ находится u клеток с
количеством сторон < 6 и v с количеством сторон > 6.
Среднее количество сторон у клеток с < 6 сторонами
обозначим e<

Среднее количество сторон у клеток с > 6 сторонами
обозначим e>

Ограничение

lim
R→∞

ue< + ve>
u + v

≤ 6.
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Адаптация для шаров с радиусами в интервале [p, 1]:
План

План доказательства для радиусов в интервале [p, 1]

Клетки с количеством сторон ei < 6 заменяем на среднюю
с количеством сторон e< ≤ 5. Мысленно вписываем туда
круг радиуса p

Клетки с количеством сторон ei > 6 заменяем на среднюю
с количеством сторон e> ≥ 7. Мысленно вписываем туда
круг радиуса 1

Оцениваем суммарную плотность этих двух объединенных
клеток
Добавляем 6-угольные клетки, для которых плотность
оценивается через гексагональную
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Адаптация для шаров с радиусами в интервале [p, 1]:
Объединение маленьких и больших клеток

Объединение усредненных клеток
При некоторых p.

lim
R→∞

uπp2 + vπ

up2f (e<) + vf (e>)
≤ πp2 + π

p2f (5) + f (7)
.

При условии 
limR→∞

ue<+ve>
u+v ≤ 6

e< ≤ 5

e> ≥ 7

f (n) = n tan π
n
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Адаптация для шаров с радиусами в интервале [p, 1]:
Результат

Обозначения
f (n) = n tan π

n - площадь правильного n-угольника
описанного вокруг единичной окружности

g(p) := π p2+1
p2f (5)+f (7)

- суммарная плотность маленькой
5-угольной клетки и большой 7-угольной
p∗ : g(p∗) = π

2
√
3
, p∗ ≈ 0.78

p0 ≈ 0.61 - некоторая техническая нижняя граница для p,
возникающая в вычислениях

Результат (Von Gerd Blind, 1969)

При p ∈ [p0, p
∗] имеем δ2>p ≤ g(p)

При p ∈ [p∗, 1] имеем δ2>p ≤ π
2
√
3
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Адаптация для шаров с радиусами в интервале [p, 1]:
Картинка

Результат (Von Gerd Blind, 1969)

При p ∈ [p0, p
∗] имеем δ2>p ≤ g(p)

При p ∈ [p∗, 1] имеем δ2>p ≤ π
2
√
3
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Адаптация к размерности 3: Подготовка

Основные шаги в Blind 1969
Разбиение плоскости на клетки
Оценка среднего количества соседей у клетки
Усреднение клеток с разным числом соседей

22 / 33



Переход к размерности 3: Разбиение на клетки

Power cell

Pow(x ,Ki ) = d(x ,Oi )
2 − r2i ;

Ti = {x : argmin
m

Pow(x ,Km) = i}.
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Переход к размерности 3: Оценка среднего количества
граней

Интуиция
Если у двух шаров клетки соседние, то шары не могут
находится на слишком большом расстоянии друг от друга

Оценка
Среднее число граней ≤ 123 для p > 0.98.
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Переход к размерности 3: Усреднение клеток

Наименьший описанный многогранник с n гранями

Пусть vd(n) - Наименьший объем описанного вокруг единичной
сферы многогранника с n граням

Оценка на объем снизу
В размерности 2 знаем что оптимум это правильный n
угольник. То есть v2(n) = f2(n) = n tan π

n . Кроме того f (n)
выпукла по n, то есть удобно можем усреднить.
В размерности 3 известна нижняя оценка Average Polygon
Ideal estimate

v3(n) ≥ f3(n) = 2(n − 2) tan
πn

6(n − 2)

(
4 sin2

πn

6(n − 2)
− 1

)
,

и это тоже выпуклая функция, поэтому усреднять будем
через нее.
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Переход к размерности 3: Обозначения

Обозначения

Оценка снизу на объём клетки с n гранями

f (n) = 2(n − 2) tan

(
πn

6(n − 2)

)(
4 sin2

(
πn

6(n − 2)

)
− 1

)

Средняя плотность маленькой клетки с e − 1 гранями и большой с
e + 1 гранями

ge(p) =
4π

3

p3 + 1

p3f (e − 1) + f (e + 1)

Среднее число граней у power cell в разбиении

e ≤ 123 для p > 0.98.
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Переход к размерности 3: Результат

Допустимый интервал

[p0, p
∗]e ⊂ [0, 1] определяется из

p ≥
(
f (e−1)−f (e+1)

−f ′(e−1) − 1
)1/3

;

p ≥
(
f ′(e+1)
f ′(e−1)

)1/3
;

p ≥
(

1
f (e−1)−f (e+1)

−f ′(e+1)
−1

)1/3

;

ge(p) ≥
4π
3

f (e) ;

Аналог Blind1969 в размерности 3

Пусть среднее количество соседей у клетки в Power cell
разбиении равно e. Тогда

При p ∈ [p0, p
∗]e имеем δ3>p ≤ ge(p)

При p ∈ [p∗e , 1] имеем δ3>p ≤ 4π
3f (e) .
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Переход к размерности 3: Картинка для e = 123
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Переход к размерности 3: Картинка для e = 12
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Переход к размерности 3: Картинка для e = 16
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Переход к размерности 3: Проблемы

Проблемы подхода
Теоретический максимум метода даст оценку как в
гипотезе додекаэдра (немного хуже оптимальной
плотности)
Не очень понятно как оценить среднее количество соседей
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